Navod na 1. cviceni v pocitacové ucebné, Markovské retézce, PS 2011

Véta o vlastnostech homogenniho markovského retézce: Necht 3%,1’] = “je
markovsky fetézec s vektorem pocatecnich pravdépodobnosti p(0) a matici ptechodu P. Pak
pro \ ' = ,I]> plati:

a) P(n,n+m) = P(m) = P".

b) p(n,n+m) = p(m) = p(0)P".

Priklad 1.: (Klasifikace rokt podle tirody jablek) V severni Nové Anglii miiZzeme klasifikovat
roky podle trody jablek jako urodné, primérné a netirodné. Pravdépodobnost, Ze po irodném
roce bude nasledovat rok urodny, primérny, netrodny, je postupné 0,4; 0,4; 0,2.
Pravdépodobnost, Ze po primérném roce bude néasledovat rok trodny, primérny, netirodny, je
postupné 0,2; 0,6; 0,2. Pravdépodobnost, Ze po netirodném roce bude nasledovat rok rodny,
prumérny, netrodny, je postupné 0,2; 0,4; 0,4. Rok 1965 byl trodny. Vypoctéte vektor
absolutnich pravdépodobnosti pro rok 1967.

ReSeni: Zavedeme homogenni markovsky fetézec 3%,1] = s mnozinou stavi J =

{0,1,2}, kde stav 0 znamena rodny rok, stav 1 primérny rok a stav 2 netirodny rok. Ndhodna
veli¢ina X, nabyva hodnoty j, kdyz n-ty rok odpovida stavu j. Sestavime matici pfechodu
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Q6 (),2 | Vektor pocatecnich pravdépodobnosti je p(0) = (1, 0, 0). Hledame
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Vektor p(2) = p(0)P° —(0,28, 0,48, 0,24).

Navod na ieSeni v MATLABu:
P=[0.40.4 0.2;0.2 0.6 0.2;0.2 0.4 0.4];
p0=[100];

p2=p0*P~"2

Piiklad 2.: V ptikladu 1 pfedpokladejme, ze pravdépodobnost, ze rok bude trodny, je 0,25,
pramérny 0,5 a neurodny 0,25. Jaky je vektor absolutnich pravdépodobnosti pro piisti rok?

Reseni: Vektor pocateénich pravdépodobnosti nyni bude p(0) = ( 4,2,ZI_ . Vypocteme

111\ !

vektor absolutnich pravdépodobnosti p(1) = p(0)P = 4,2,2|_

Navod na reSeni v MATLABu:
P=[0.4 0.4 0.2;0.2 0.6 0.2;0.2 0.4 0.4];
p0=[1/4 1/2 1/4];

pl=p0*P



Priklad 3. — k samostatnému FeSeni: Piijcovna aut, ktera vlastni 1000 automobilti, piisobi ve

titech pobockach A, B, C. Zakaznik si mliZze vybrat auto v nékteré z pobocek a vratit ho

v kterékoliv jiné pobocce. Dlouhodobym sledovanim v tydennim intervalu byly zjistény tyto

skute¢nosti: Pravdépodobnost vraceni auta do stejné pobocky, z niz bylo vyptijceno, je pro

pobocky A, B, C postupné 0,6; 0,6; 0,5. Pravdépodobnost, Ze auto vyptjcené v A bude

vraceno v B, je 0,3 a naopak, pravdépodobnost, Ze auto vypljcené v B bude vraceno v A, je

0,2. Pravdépodobnost, ze auto vyptijc¢ené v B bude vraceno v C, je 0,2 a naopak,

pravdépodobnost, Ze auto vypijcené v C bude vraceno v B, je 0,4. ZjednodusSené

predpokladame, Ze zadné auto neni ukradeno ani nehavaruje.

a) Modelujte provoz piijéovny aut pomoci HMR, najdéte matici pfechodu a nakreslete
piechodovy diagram.

b) Piedpokladejme, Ze na pocatku sledovani je 500 aut v pobocce A, 300 v B a200 v C.
Urcete, kolik aut bude v jednotlivych pobockach po uplynuti 1 tydne.

Vysledek: Po tydnu sledovani bude v pobocce A 380 aut, v pobocce B 410 aut a v pobocce C
210 aut.

Priklad 4. — k samostatnému FeSeni: Uvazme podnik, v némz jsou tii oddélené provozy —
provoz 1, provoz 2 a provoz 3. V téchto provozech pracuji délnici vykonavajici jednostranné
ukony. Aby nedochézelo k otupéni zaméstnancti, tak se délnici na konci mésice
v jednotlivych provozech ndhodné¢ stfidaji. Existuje samoziejmé 1 jista Sance, ze si délnik
najde jiné zaméstnani a podnik opusti. Pfedpokladame, ze v takovém piipad¢ uz se do
podniku nevrati. Dlouhodobym pozorovanim pohybu zaméstnancti v tomto podniku byly
zjistény nasledujici skutecnosti:
Délnici z provozu 1 na konci mésice s pravdépodobnosti 1/4 zlstavaji v provozu 1,
s pravdépodobnosti 1/4 ptechazeji do provozu 2 a s pravdépodobnosti 1/2 ptechazeji do
provozu 3.
Délnici v provozu 2 na konci mésice s pravdépodobnosti 1/4 ziistavaji v provozu 2,
s pravdépodobnosti 1/4 ptechazeji do provozu 1 a s pravdépodobnosti 1/2 ptechazeji do
provozu 3.
Jelikoz prace v provozu 3 je velmi namahava, tak po mésici délnici z tohoto provozu
odchazeji se stejnou pravdépodobnosti bud’ do provozu 1 nebo do provozu 2.
Dale bylo zjisténo, ze zaméstnanci z tohoto podniku odchazeji pouze z provozu 3, a to
s pravdépodobnosti 1/9.
a) Modelujte tuto situaci pomoci HMR, najdéte matici piechodu a nakreslete pfechodovy
diagram.
b) Vypoctéte pravdépodobnost, Zze zaméstnanec, ktery na pocatku sledovani pracoval
v provozu 1, ve ¢tvrtém meésici sledovani jiz v podniku pracovat nebude.

Vysledek: Pravdépodobnost, Ze ve 4. mésici uz zaméstnanec nebude v podniku pracovat, je
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Definice stacionarniho vektoru stochastické matice: Necht’ a je stochasticky vektor a P
stochastickd matice odpovidajici dimenze. JestliZe plati a = aP, pak vektor a se nazyva
stacionarni vektor matice P.

Definice stacionarniho rozlozeni HMR: Necht 3%,1’] = " je homogenni markovsky

fetézec s matici prechodu P. Stochasticky vektor a, ktery je stacionarnim vektorem matice P,
se nazyva stacionarni rozloZeni dané¢ho fetézce.

Definice limitniho rozloZeni HMR: Necht 3%,1] < Jehomogenni markovsky fetézec
s vektorem pocatecnich pravdépodobnosti p(0). Jestlize existuje rllill(m: , pak vektor p

se nazyva limitni rozlozeni daného fetézce. Jestlize vektor P nezavisi na vektoru pocatecnich
pravdépodobnosti p(0), pak fekneme, Ze dany fetézec je ergodicky (regularni).

Véta o vztahu mezi stacionirnim a limitnim rozloZenim HMR: Jestlize 3%,1] = e

ergodicky homogenni markovsky fetézec a existuje jeho stacionarni rozlozeni a, pak limitni
rozlozeni P je rovno staciondrnimu rozlozeni a.

Markovova véta: Necht 3%,1’] = " je homogenni markovsky fetézec s matici pfechodu
P. Jestlize existuje takové ¢islo 1 ~ - Zematice P" ma vSechny prvky kladné, pak

a) existuje stacionarni rozlozeni dan¢ho fetézce a je jediné,

b) Fetézec 3%,1] = jeergodicky,

¢) posloupnost matic P" konverguje k limitni matici A, jejiz fadky jsou stejné a jsou rovny
staciondrnimu vektoru a.

Navod na hledani stacionarniho vektoru stochastické matice pomoci MATLABu
function [a]=sv(P)

%funkce pro vypocet stacionarniho vektoru
%syntaxe: a=sv(P)

%vstupni parametr ... stochasticka matice P
%vystupni parametr ... stacionarni vektor a
%zjistime rad matice P:

n=size(P,1);

%vytvorime pomocnou jednotkovou matici:
I=eye(n);

%sestavime matici soustavy:
A=[[I-P];ones(1,n)];

%vytvorime vektor pravych stran:
f=[zeros(n,1);1];

%vypocteme stacionarni vektor

a=(A\f)';



Priklad 5.: Predpokladejme, ze v néjaké oblasti miize byt pocasi pouze ve tiech stavech, a to
dést’, jasno, snih. Dlouhodobym pozorovanim bylo zjisténo, Ze nikdy nebyvaji dva jasné dny
za sebou. Jestlize je v jistém dni jasno, pak dal$i den bude bud’ dést’ nebo snih, a to se stejnou
pravdépodobnosti. Jestlize je v jistém dni snih nebo dést’, pak nasledujici den se pocasi bud’
nezméni, a to s pravdépodobnosti 0,5 nebo se zméni, a pak v polovin¢ pfipadi bude jasno.
Popiste stav po€asi homogennim markovskym fetézcem a vypoctéte jeho stacionarni
rozlozeni.

Reseni: Homogenni markovsky fetézec 3&,1] ~  madmnoZinu stavil J: 23", kde stav
1 znamena dést, stav 2 jasno a stav 3 snih. Matice pfechodu P ma tvar:
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Navod na reSeni v MATLABu:
P=[0.5 0.25 0.25;0.5 0 0.5;0.25 0.25 0.5];
a=sv(P)

Vysledek: a=(0,4 0,2 0,4)
Znamena to, ze po 40 % dnt prsi, po 20 % dni je jasno a po 40 % dnil snézi.

Priklad 6. — k samostatnému FeSeni: Obchodnik prodava tfi druhy pracich praska, které
oznacime A, B, C. Aby zjistil, jak se vyviji poptavka po téchto prascich, provedl v 1. mésici
prodeje pruzkum, v némz se zjist'ovalo, ktery druh praSku zékaznici kupuji. Pfi tomto
prazkumu bylo zjisténo, Ze praSek A kupuje 50% zdkaznikt, prasek B 20% a prasek C 30%
zakaznikl. Za mésic byl proveden dalsi prizkum, ktery zjistoval, ke kteremu druhu 6rasku

zédkaznici ptesli. Vysledky prizkumu zachycuje matice ptechodu: P Q4 Q3 Q3
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a) Urcete absolutni pravdépodobnosti po dvou mésicich a interpretujte j _]C (Po dvou meswich
bude praSek A nakupovat 80,6% zakaznikti, praSek B 12,8% a C 6,6% zakaznik.
b) Najdéte vektor limitnich pravdépodobnosti a limitni matici pfechodu.
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