Navod na 4. cveni v pcitacové webné, Markovskeé retézce, PS 2011

Definice markovskéhoretézce s oceénim pirechodi

Nech’ {Xn ;n0 NO} je homogenni markovskgtzec s konénou mnozinou stavd, v tmz
jsou vSechny stavy trvalé nenulové neperiodické(godickeé). Redpokladame, Ze kazdému
prechodu ze stavu i do stavu j jBipzeno ocedni r; (predstavuje vynos nebo ztratu spojenou
s prechodem z i do j). Tato océ&m uspdadame do matick = (rij )i,m' ktera se nazyva

matice vynos. Retzec{X,;nN,} se pak nazyva markovsk§tzec s ocetnim
piechod.

Rekurentni metoda vypd@tu stiednich hodnot celkovych vynos
Nech’ {Xn ;n0 NO} je markovskyetzec s ocetnim prechodi, ktery ma matici fechoduP
a matici ocedni R. Ozn&me
vi(n) stedni hodnotu celkového vynosu, ktery se ziska bmaoich, kdyZetzec vychazi ze
stavu i,
g = Zpij r, stedni hodnotu vynosuigednom gechodu ze stavu i.
0J
Pak prodid0J an=1, 2, 3, ... plati rekurentni vztah:

vi(n) =g, +> p;v; (-1, pricemz v(0) = 0.
i
V maticoveé forng: v(n) =q + Pv(n-1),n =1, 2, ...

Aproximacdni vzorec pro vypaet stirednich hodnot celkovych vynos
v(n)= (n-1)Aq + (I — P—A))q, kdeA je limitni matice pechodu.

Priklad 1.: Ridi¢ taxi dlouhodobym pozorovanim zjistil, Ze kdyZ seéaném okamziku
nachazi ve st A, pak s pravépodobnosti 0,3 povezéiptino zakaznika do ¢ata B a

s prav@podobnosti 0,7 bude zakaznik zadat jizdu @vkitlestlize séidi¢ taxi nachazi ve
meésté B, pak se stejnou pradplodobnosti bdi poveze fistiho zdkaznika do A nebo bude
jezdit uvni¥ B. Piimérna trzba za jizdu (v obou gnech) mezi A a Bini 1000 K¢ a uvnif
meést A a B 100 K. Vypcitejte stedni hodnotu trzby za prvni &lyizdy, vyjede-lifidi¢

z mesta A resp. B.

Reseni:
Zavedeme HN {X ,;n0ON,} s mnoZinou stavJ = {0,1}, piic¢emZ X, = O (resp. 1), kdy?
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Vyjede-li fidi¢ z mésta A, bude mit za prvni dyizdy v ptiméru trzbu 794 K. Vyjede-litidi¢
z mesta B, bude mit za prvni &yizdy v ptiméru trzbu 1010 K.

v okamziku n jeridi¢ ve mestt A (resp. B). MaticeP :(



Navod naieSeni v MATLABuU:

Zadame matic®, R a vektorvO:

P=[0.7 0.3;0.5 0.5]; R=[100 1000;1000 100];v0=[Q 0]
Vypocéteme vektor q = diag(P*R’);

Vypoéteme vektor vi=q+P*v0

Vypocteme vektor v2=q+P*v1l

Upozornéni: Ve Studijnich materidlech v ISu je uloZena funkgeos.m, ktera pota:
- vektory stednich hodnot celkovych vynbgo jednom obdobi az po n obdobich,
- zndzorni pibéhy vektoi sttednich hodnot pro jednotlivé stavy v zavislostpoegtu obdobi.

Priklad 2.: Vyrobce limonad pravidetnsleduje prodejnost nového vyrobku na domacim
trhu. Vyrobek hodnoti v kazdém sledovaném obddtu jes@sSny (stav 0) nebo jako
neusgsny (stav 1), ficemz Ize pedpokladat, Ze ugpnosti nelsgsnost prodeje v daném
obdobi je ovlivina jen tim, jak se vyrobek prodaval iegchozim obdobi. Dlouhodobym
sledovanim prodeje byly zjiSty tyto poznatky: pokud byl vyrobek v jednom obdobi
uspsny, pak v nasledujicim obdobi bude &Sy s pravdpodobnosti 0,8. JestliZze byl
vyrobek v jednom obdobi neligmy, tak v nasledujicim obdobistane neusgny

s prav@podobnosti 0,7. @stava-li vyrobek asgsny, je vynos 10 jednotek. Zmi-li se

Z Us@ESného na neugpny, klesne vynos na 5 jednoteki Bmené z nelspsSného na usgny
je vynos 10 jednotek aigtava-li vyrobek neusgny, dojde ke ztrat20 jednotek.

a) Modelujte proces pomoci homogenniho markovskétince. Najdte matici jechodu a
matici vynosi.

b) Pomoci rekurentniho vzoreén) =q + P n-1) vypdtéte pro oba stavy &dni hodnotu
celkového vynosu, ktery se ziska za n obdobi, n2; 1., 6.

c) Pomoci aproximmiho vzorcev(n) =~ (n-1)Aq + (I — (P — A))’q najdste fiblizné vyjadeni
pro vektor stednich hodnot celkovych vynios(n). Pron =1, 2, ..., 6 porovnejte vysledky
s presnym vyjadenim ziskanym v bad(b).

Reseni:
ad a) Zavedeme HRI{X,;nON,} s mnoZinou stavJ = {0,1}, piicemz X, = O (resp. 1),
kdyZ v n-tém obdobi je vyrobek Ggmy (resp. neusgny). Matice
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ad b) Vypd@et pomoci rekurentniho vzorce:
Qo =0,8.10 + 0,2.5 = 9,,¢¢ 0,3.10 + 0,7.(-20) = -11

Ll
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V(1) =g + P Y(0) = (-11)"'(2) =q+Pu1) = (—16] V) =aTPUS) = (-18}
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V(E)=q+ P y(A) = (_ 1825], V(6)=q + P \(5) = (_ ]i?ﬁzgj
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ad c) Vypa@et pomoci aproximaniho vzorce:



Nejprve najdeme stacionarni vekeomaticeP (viz Priklady na druhé céeni v p@itacové
06 04

ucebrg) a sestavime limitni matiéi =
06 04

] . Po dosazeni do aproxigmdho vzorce

ziskdme vysledky:
17 18 19 20 21 22
V() = (— 23] (@)= (— 22] V) = (— 21} V@) = (— 20] Vo) = (—19] V(0= [—18}

Je Zejmé, Ze aproximai vzorec je pro mala n nevhodny.

Definice markovskéhoretézce s diskontovanym ocamim prechodi

Nech’ v homogennim markovskératzci s ocesnim grechod je prechod ze stavu i ¥ase
n do stavu j wase n+1 ocem &islempr;, kdecislo B (0<B<1) je tzv. diskontni faktor. (ke
nap. vyjadcovat pravdpodobnost, Ze proces bude dale pdévat.) Uvedenyetzec se pak
nazyva markovskyettzec s diskontovanym oc&mm prechodl.

Rekurentni metoda vypdtu stiednich hodnot celkovych vynos
Pro vektor sednich hodnot diskontovanych celkovych vyinptati rekurentni vztah:
v(n) =q +pBPv(n-1), n=1, 2, ..., cemzv(0) =0.

Limitni hodnota vektoru stiednich hodnot celkovych vynos
limv(n) = ( —pP)"q

Priklad 3.: Vyrobce nealkoholickych napohodla nabidnout siti potravinovych obclod
napoj D s novouifichuti. Je si #dom konkurenceti sowtasnych oblibenych typ
nealkoholickych napdjA, B, C, ale ¥#i, Ze zakaznici ocentignivé sloZeni a dobrou chiu
napoje D a budou jej preferovat, jakmile ho ochjitiNa zaklad zkuSenosti s obdobnymi
produkty byla sestavena maticephodu {asovym krokem je 1 tyden):
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Vynos nebo ztrata, které plynou z jednotlivydeghod, jsou uvedeny v matici vynos
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Diskontni faktor je 0,5. Pro prvnich 10 tyidaypoctéte vektor stednich hodnot celkovych
vynogdi. Zjistéte také limitni hodnotu vektoruistdnich hodnot celkovych vynins



Navod nareSeni v MATLABU:

Zadame matic®, R, vektorv0 a diskontni faktor beta:

P=[0.65 0.1 0.15 0.1;0.1 0.75 0.05 0.1;0.05 0.63003;0.05 0.05 0.05 0.85];
R=[-2-1-15;-1-2-15;-1-1-2 3;-3-3-34];

v0=[0 0 0 0J‘; beta=0.5;

Vypoéteme vektor q = diag(P*R");

vektor vl=qg+beta*P*v0

vektor v2=g+beta*P*v1

atd. az

vektor v10=g+beta*P*v9

Vysledek:
v(0) | v(l) |v(2) |v(3) |v(4) .. | v(9) |v(10)
AlO -1,050| -1,331| -1,360| -1,331] ... | -1,255| -1,253
B|O -1,150| -1,496| -1,574| -1,574] ... | -1,525]| -1,523
Cc|O0 -0,400| -0,133| 0,110 | 0,255| ../ 0,402 | 0,405
D|O 2,950 | 4,139| 4,635 4,849 [.5,023 | 5,025

Vypocet limitniho vektorw(n):
Zadame jednotkovou matici | = eye(4);
limitni_v=(I-beta*P)"(-1)*q

lim v(n) = (-1,2506, -1,5216, 0,4069, 5,0276)

Upozornéni: Ve Studijnich materidlech v ISu je uloZena fundiskont.m, ktera pata:

- vektory stednich hodnot diskontovanych vyiigso jednom obdobi az po n obdobich,

- limitni vektor stednich hodnot diskontovanych vyrips

- znazorni pibéhy vektoi sttednich hodnot pro jednotlivé stavy v zavislostpoegtu obdobi.

Dobrovolny samostatny ukol: Upravte funkci vynogak, aby poskytovala jeSriskietzce,

i Im(v,(1+2)-v,(1)= a0, = 0.



