Navod na 4. cviceni v pocitacové ucebné, Markovské retézce, PS 2011

Definice markovského retézce s ocenénim prechodi

Necht’ 3%,1] = " je homogenni markovsky fetézec s kone¢nou mnoZinou stavi J, v némz
jsou vSechny stavy trvalé nenulové neperiodické (tj. ergodické). Predpokladame, ze kazdému
prechodu ze stavu 1 do stavu j je pfifazeno ocenéni r;; (pfedstavuje vynos nebo ztratu spojenou
s ptechodem z i do j). Tato ocenéni usporddame do matice R = FJ b , ktera se nazyva

matice vynostl. Retézec 3&1 1 = " se pak nazyva markovsky fetézec s ocenénim
ptechod.

Rekurentni metoda vypoctu stiednich hodnot celkovych vynosi

Necht’ 3%,1] = " je markovsky fetézec s ocenénim ptechodi, ktery ma matici pfechodu P
a matici ocenéni R. Ozna¢me

vi(n) stfedni hodnotu celkového vynosu, ktery se ziska po n krocich, kdyz fetézec vychazi ze
stavu 1,

q_. JpJI;J stfedni hodnotu vynosu pii jednom pfechodu ze stavu i.

Pak prB « an=1,2,3, .. plati rekurentni vztah:
V(I'D —q + pJV(Il 1) pricemz vi(0) = 0.

V maticové forme v(n)=q+ Pv(n-1),n=1,2, ...

Aproximacni vzorec pro vypocet stifednich hodnot celkovych vynosi
v(n) = (n-1)Aq + (I— (P — A))'q, kde A je limitni matice pfechodu.

Piiklad 1.: Ridi¢ taxi dlouhodobym pozorovanim zjistil, Ze kdyZ se v daném okamziku
nachdzi ve mésté A, pak s pravdépodobnosti 0,3 poveze piistiho zdkaznika do mésta B a

s pravdépodobnosti 0,7 bude zdkaznik Zadat jizdu uvnitt A. JestliZe se fidi¢ taxi nachazi ve
mésté B, pak se stejnou pravdépodobnosti bud’ poveze ptistiho zdkaznika do A nebo bude
jezdit uvnitt B. Primérna trzba za jizdu (v obou smérech) mezi A a B ¢ini 1000 K¢ a uvnitt
mést A a B 100 K¢&. Vypocitejte sttedni hodnotu trzby za prvni dvé€ jizdy, vyjede-li fidi¢

z mésta A resp. B.

Reseni:
Zavedeme HMR %'U “s mnozinou stavi J = {0,1}, pficemz X, = 0 (resp. 1), kdyi

v okamziku n je fidi¢ ve mést€ A (resp. B). Matice P g %R /11(())6)011%

q0—0377100+031(080 370, q; =0,5.1000 + 0,5.100 = 550
q=; é,v(0>= )
\55 \Q)
- _(37
v(i)=q+Pv(0)= 55

v(2) = q+PV(1)—( (Q %( (
155G7105 055
Vyjede-li fidi¢ z mesta A, bude mit za prvm dve ledy \ prﬁméru trzbu 794 K¢. Vyjede-li fidi¢

z mésta B, bude mit za prvni dvé€ jizdy v priméru trzbu 1010 K¢.



Navod na ieSeni v MATLABu:

Zadame matice P, R a vektor vO0:

P=[0.7 0.3;0.5 0.5]; R=[100 1000;1000 100];v0=[0 0]°;
Vypocteme vektor q = diag(P*R’);

Vypocteme vektor vl=q+P*v0

Vypocteme vektor v2=q+P*vl

Upozornéni: Ve Studijnich materidlech v ISu je ulozena funkce vynos.m, ktera pocita:
- vektory stfednich hodnot celkovych vynost po jednom obdobi az po n obdobich,
- znazorni prubéhy vektort sttednich hodnot pro jednotlivé stavy v zavislosti na poctu obdobi.

Piiklad 2.: Vyrobce limonad pravideln¢ sleduje prodejnost nového vyrobku na doméacim
trhu. Vyrobek hodnoti v kazdém sledovaném obdobi jako Gspésny (stav 0) nebo jako
neuspesny (stav 1), pticemz lze piredpokladat, ze ispeSnost €1 netspésnost prodeje v daném
obdobi je ovlivnéna jen tim, jak se vyrobek prodaval v pfedchozim obdobi. Dlouhodobym
sledovanim prodeje byly zjiStény tyto poznatky: pokud byl vyrobek v jednom obdobi
uspésny, pak v nasledujicim obdobi bude uspésny s pravdépodobnosti 0,8. Jestlize byl
vyrobek v jednom obdobi netispésny, tak v nasledujicim obdobi zlistane netispésny

s pravdépodobnosti 0,7. Zustava-li vyrobek uspésny, je vynos 10 jednotek. Zméni-li se

z uspésného na neuspésny, klesne vynos na 5 jednotek. Pii zméné z netspesného na Gspésny
je vynos 10 jednotek a zistava-li vyrobek neuspésny, dojde ke ztraté 20 jednotek.

a) Modelujte proces pomoci homogenniho markovského fetézce. Najdéte matici pfechodu a
matici vynost.

b) Pomoci rekurentniho vzorce v(n) = q + P v(n-1) vypoctéte pro oba stavy stfedni hodnotu
celkového vynosu, ktery se ziska za n obdobi,n=1, 2, ..., 6.

¢) Pomoci aproximaéniho vzorce v(n) = (n-1)Aq + (I — (P — A)) "' q najdéte piiblizné vyjadieni
pro vektor stfednich hodnot celkovych vynost v(n). Pron=1, 2, ..., 6 porovnejte vysledky

s presnym vyjadienim ziskanym v bodé¢ (b).

Reseni:
ad a) Zavedeme HMR 3%,1] ~  smnoZinou stavii J = {0,1}, pficemz X, = 0 (resp. 1),
kdyz v n-tém obdobi j _]e Vyrobek uspesny (resp. neuspésny). Matice

Mz\R 102

ad b) Vypocet pomoci rekurentniho vzorce:
q=0,8.10+0,2.5=9,q,=0,3.10 + 0,7.(-20) = -11

- /91 } v(0) = (8\}

v(l)= q+Pv(0)—(91\1\v(2) q+Pv(l)—(141|- ,v(3)= q+Pv(2)—( \

v(4) = q+PV(3)—(1$\ v(5) = q+PV(4)—(21&§ v(6) = q+PV(5)—(1'b2)

ad ¢) Vypocet pomoci aproximacniho vzorce:



Nejprve najdeme stacionarni vektor a matice P (viz Ptiklady na druhé cviceni v pocitacové

ucebngé) a sestavime limitni matici A = Q6 Q4 . Po dosazeni do aproximacniho vzorce
ziskdme vysledky:
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Je zfejmé, Ze aproximacni vzorec je pro mala n nevhodny.

Definice markovského retézce s diskontovanym ocenénim piechodu

Necht’ v homogennim markovském fetézci s ocenénim piechodt je piechod ze stavu 1 v Case
n do stavu j v ¢ase n+1 ocenén ¢islem Brjj, kde ¢islo B (0<B<1) je tzv. diskontni faktor. (Muze
napt. vyjadiovat pravdépodobnost, Ze proces bude dale pokraovat.) Uvedeny fetézec se pak
nazyva markovsky fetézec s diskontovanym ocenénim piechodu.

Rekurentni metoda vypoctu stiednich hodnot celkovych vynosi
Pro vektor stfednich hodnot diskontovanych celkovych vynost plati rekurentni vztah:
v(n) =q + BPv(n-1),n=1, 2, ..., pficemz v(0) = 0.

Limitni hodnota vektoru stFednich hodnot celkovych vynost

L11vn) = (1 pPy'q

Piiklad 3.: Vyrobce nealkoholickych napojt hodla nabidnout siti potravinovych obchodt
napoj D s novou ptichuti. Je si védom konkurence tii soucasnych oblibenych typl
nealkoholickych napojli A, B, C, ale véfi, Ze zdkaznici oceni pfiznivé sloZeni a dobrou chut’
napoje D a budou jej preferovat, jakmile ho ochutnaji. Na zéklad€ zkuSenosti s obdobnymi
produkty byla sestavena matice prechodu (¢asovym krokem je 1 tyden):
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Vynos nebo ztrata, které plynou z jednotlivych pfechodd, jsou uvedeny v matici vynosi:
. 1 2 1 5\

171 23
3 3 34

Diskontni faktor je 0,5. Pro prvnich 10 tydni vypoctéte vektor stitednich hodnot celkovych
vynost. Zjistéte také limitni hodnotu vektoru stiednich hodnot celkovych vynost.



Navod na reSeni v MATLABu:

Zadame matice P, R, vektor vO a diskontni faktor beta:

P=[0.65 0.1 0.15 0.1;0.1 0.75 0.05 0.1;0.05 0.05 0.6 0.3;0.05 0.05 0.05 0.85];
R=[-2-1-15;-1-2-15;-1-1-23;-3-3-34];

v0=[0 0 0 0]°; beta=0.5;

Vypocteme vektor q = diag(P*R’);

vektor vl=qgt+beta*P*v(

vektor v2=q+beta*P*vl

atd. az

vektor v10=q+beta*P*v9

Vysledek:
v(0) | v(1) v(2) v(3) v(4) ... | v(9) v(10)
Al0 -1,050 | -1,331 | -1,360 | -1,331 | ... | -1,255 | -1,253
B0 -1,150 | -1,496 | -1,574 | -1,574 | ... | -1,525 | -1,523
Ccl|O0 -0,400 | -0,133 | 0,110 | 0,255 | ... 0,402 | 0,405
D0 2,950 | 4,139 | 4,635 [4,849 |...]5,023 |5,025

Vypocet limitniho vektoru v(n):
Zadame jednotkovou matici [ = eye(4);
limitni_v=(I-beta*P)"(-1)*q

rlliﬂv(n) = (-1,2506, -1,5216, 0,4069, 5,0276)
A

Upozornéni: Ve Studijnich materialech v ISu je ulozena funkce diskont.m, ktera pocita:

- vektory stfednich hodnot diskontovanych vynosti po jednom obdobi az po n obdobich,

- limitni vektor stfednich hodnot diskontovanych vynost,

- znazorni prubéhy vektort sttednich hodnot pro jednotlivé stavy v zavislosti na poctu obdobi.

Dobrovolny samostatny ukol: Upravte funkci vynos.m tak, aby poskytovala jesté zisk fetézce,

olimgy - -



