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Nasledujici text nemutze byt povazovan za zakladni zdroj nahrazujici standardni uc¢ebni texty,
z néhoz by bylo mozné se naucit problematice obycejnych diferencidlnich rovnic a jejich aplikaci.
Predstavuje pouze podrobnou osnovu predmétu M5858 nebo poznamky z prednasky; sdm o sobé
bez komentait béhem pfednasky je malo srozumitelny az nesrozumitelny (aby byl s komentafi
srozumitelny, je mym pianim a bude mou snahou).

V soucasnosti se stale jedna o polotovar; ur¢ité obsahuje i néjaké nedislednosti, formulac¢ni
nedostatky, preklepy nebo dokonce chyby. Budu vdéény kazdému, kdo mé na né upozorni.

Jako zékladni ucebni texty k pfedmétu M5858 lze pouzivat:

1. J. Kalas, M. Rab: Obyéejné diferenciding rovnice. MU, Brno 2001 (druhé vydani), 212 stran.
Teorie obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic probrand dukladnéji, nez je v sylabu predmétu
M5858.

2. J. Kalas, Z. Pospisil: Spojité modely v biologii. MU, Brno 2001, 265 stran.
Dopliiky k teorii autonomnich systémii, aplikace diferencidlnich rovnic pfedevsim v populacéni
dynamice a teorii Sifeni epidemii.

3. M. Rab: Metody teseni obycejnych diferencidlnich rovnic. MU, Brno 1998, 96 stran.
Popis zakladnich elementarnich metod feseni explicitnich obyc¢ejnych diferencialnich rovnic.

4. R. Plch: Priklady z matematické analyzy. Diferencidlni rovnice. MU, Brno 1995, 29 stran.
Sbirka tloh z elementarnich metod Feseni explicitnich i implicitnich obycejnych diferencial-
nich rovnic. Je doplnéna stru¢nym popisem potiebnych metod.

Jako doplnujici literaturu lze doporucit

e P. Hartman: Ordinary Differential Equations. John Willey&Sons, New York-London-Sydney,
1964.
Klasicka monografie o teorii obycejnych diferencialnich rovnic.

e E. Kamke: Differentialgleichungen Lisungsmethoden und Lisungen. Band I, Gewdhliche Di-
[ferentialgleichungen. Akademische Verlagsgesellschaft Geest & Portig, Leipzig 1951.
Dukladna prirucka vsech rovnic fesitelnych elementarnimi metodami.

e J. Kaucky: Elementdarni metody teseni obycejnych diferencidlnich rovnic. Nakladatelstvi
CSAV, Praha 1952.
Popis elementarnich metod feseni obycejnych diferencialnich rovnic obsahlejsi nez skripta 3

e N. F. Britton: FEssential Mathematical Biology. Springer, London-Berlin-Heidelberg-New
York-Hong Kong-Milan-Paris-Tokio, 2003 (second printing).
Ucebnice deterministickych modelt v biologii; prvni tii kapitoly obsahuji aplikace probirané
v ramci predmétu M5858.

e R. J. Barro, X. Sala-i-Martin: Economic growth. The MIT Press, Cambridge, Massachusetts-
London, England, 1999.
Obsahuje aplikace oby¢ejnych diferencialnich rovnic v ekonomii.
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Cast I

Obycejné diferencialni rovnice






Kapitola 1

Uvod

1.1 Obycejna diferencialni rovnice prvniho radu

Prevazné budeme pracovat s readlnymi funkcemi jedné realné proménné, kterou oznacime ¢. Je-li
x: R = R, budeme psat x = z(t) nebo z = z(-). Obycejnou derivaci funkce x v bodé ¢ (v Case t)
zna¢ime 2’ (t) nebo jako podil diferencialii, tedy

dx d
Zéapis ' = T oznacuje derivaci funkce x v obecném bodé. Mizeme tedy psat ' = T 2 obecné
pro n-tou derivaci
n
OB
din

dn
nebo struéné (M = —.
dem
Diferencidlni rovnice (podrobnéji obycejnd diferencidlni rovnice proniho fddu) je rovnice, v niz
vystupuje neznamé funkce x = x(t), jeji prvni derivace 2’ = 2/(t) a hodnota nezavisle proménné
t, tedy
F(t,z,2') =0,

kde F je néjaka funkce tii proménnych. ReSenim rovnice je funkce x, ktera ji spliiuje; podrob-
néji diferencovatelna funkce = definovana na néjakém intervalu J, pricemz pro kazdé t € J je
(t,z(t), 2/ (t)) v defini¢nim oboru funkce F a plati F (¢, z(t),z’(t)) = 0.

Uvedena rovnice se nazyva implicitni nebo nerozresend vzhledem k derivaci. Pokud se podafi
derivaci 2’ z rovnice vyjadfit, dostaneme explicitni rovnici nebo rovnici rozresenou vzhledem k de-
rivaci.

1.1.1 Definice
Bud G C R? mnozina s neprazdnym vnittkem, f : G — R. Rovnice
¥ = f(t,2) (L.1)

se nazyva obycejnd diferencialni rovnice proniho tadu rozieSend vzhledem k derivaci.
Resenim této rovnice se rozumi diferencovatelna funkce x : J — R, kde J C R je interval, kterd
splnuje podminky

(t,z(t)) € G, a/(t) = f(t,z(t)) pro kazdé t € J.

Graf feSeni rovnice (1.1) se nazyva integrdini krivka.
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1.1.2 Priklad
G={(t,x) eR%: t >0}, f(t,z) = %
Funkce z(t) = kt, kde k € R je FeSenim rovnice ' = % na intervalu J = (0, 00).

Diferencialni rovnice mize mit vice reseni.

1.1.3 Definice

Necht G, f maji stejny vyznam jako v 1.1.1 a necht (tg,z9) € G je libovolny bod. Uloha najit
feSeni rovnice (1.1), které spliiuje podminku

z(to) = o (1.2)

se nazyva pocdtecni nebo Cauchyova iloha, podminka (1.2) se nazyvéa pocdtecni nebo Cauchyova
podminka.

Priklad

Necht ¢y > 0, z¢ € R. Funkce z(t) = %t je Tesenim tulohy
0

2 = %, x(tg) = o

na intervalu J = (0, 00).

1.1.4 Definice

Necht z = z(t) je feSenim tlohy (1.1), (1.2) na intervalu J a & = Z(t) je FeSenim tulohy (1.1),
(1.2) na intervalu J, to € J N .J. Jestlize J C J a pro kazdé t € J je x(t) = i(t), fekneme, 7e
feSeni © = x(t) je prodlouzenim teseni & = Z(t) a Ze FeSeni & = Z(t) je zuZenim feseni x = x(t).
Jestlize feSeni x = x(t) tlohy (1.1), (1.2) neni ztiZenim zaddného jiného FeSeni této ulohy, Fekneme,
7e x = x(t) je uplnygm (neprodluZitelnym) Fesenim lohy (1.1), (1.2).

V dalsim budeme pod pojmem ,feSeni“ rozumeét iplné feseni.

1.1.5 Priklad

(t—a) t>a’

z(t) =0, z(t) =13, 2(t) = {0, t<a

kde a > 0 je libovolné ¢islo, jsou tfi riizna uplné feSeni pocatecni tlohy

1.1.6 Definice

Bud g = g(t, C) funkce dvou proménnych. Rekneme, Ze g je obecnym Fesenim rovnice (1.1), jestlize
ke kazdému (tg,z¢) € G existuje Cy € R takové, ze = xz(t) = g(t,Cp) je FeSenim ulohy (1.1),
(1.2).
Reseni tlohy (1.1) (1.2) se nazyvé partikuldrni veseni rovnice (1.1).

Proménnou ¢ funkce g povaZzujeme za nezavisle proménnou realné funkce g( -, C) jedné realné
proménné, proménnou C' povazujeme za parametr.
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Priklad

x = Ct je obecnym Fesenim rovnice z prikladu 1.1.2.
Rovnice z prikladu 1.1.2 nema obecné feseni.

1.1.7 Geometricka interpretace

Rovnice (1.1) pfifazuje kazdému bodu z G prévé jednu hodnotu 2’ = f(¢, x), tedy kazdému bodu
(to,x0) € G lze pritadit smérovy vektor tecny k integralni kfivce v bodé (to,xo), tj. piimky
x—x0 = f(to, w0)(t — to). Tento vektor mé souradnice (1, f(to,2o)). To znamena, Ze rovnice (1.1)
definuje na G vektorové pole’. Toto pole se nazyva smérové pole rovnice (1.1).

Kazd4 integralni kiivka rovnice (1.1) je vektorovou édrou® smérového pole. Smérové pole tedy
poskytuje pfedstavu o pritbéhu feseni rovnice (1.1).

Vrstevnice funkce f, (tj. kiivky zadané rovnici f(¢,2) = ¢) se nazyvaji izokliny rovnice (1.1).
Jsou to krivky, na nichz maji vektory ze smérového pole stejny smeér.

1.2 Vektorové a maticové funkce

Redlny n-rozmérny vektor @ je prvkem prostoru R™. Slozky (standardni soutadnice) vektoru x
budeme znadit x1,xa, ..., z, nebo (€)1, ()2,..., (x)n.

Matice A o m rddcich a n sloupcich je prvkem prostoru R™”. Jeji slozku na i-tém fadku a
v j-tém sloupci budeme znaéit a;; nebo (A);;. Vektor z prostoru R™ budeme chépat jako matici
o n Tadcich a jednom sloupci.

Je-li tedy ¢ € R™ a A € R™", mtzeme psat

€ a11 a12 A1n
X9 a1 a99 e agn "
= .|, (@i=z, A=] . o s Wy =ay (Az) =) apay.
. . : T . k=1
Tn Am1 Am2 Gmn

€
T2
Normu vektoru x = . , podrobnéji vektorovou 1-normu nebo souctovou normu definujeme
LT,
predpisem
n
l = 2], = |l
i=1
@11 a2 ... a1n
) a1 a9 . a9n, - ) .
Normu matice A = . . ) . , podrobnéji maticovou I-normu nebo souctovou
Am1 Am?2 e Amn,

normu definujeme pfedpisem
n

> lail.

i=1 j=1

I
NE

IAL= 1Al

IVektorové pole na mnoziné G je zobrazeni ¢ mnoziny G do (koneéné rozmérného reélného) vektorového prostoru,
tj. ¢ : G — R™; v nasSem ptipadé je n = 2.

2Vektorova Gara vektorového pole ¢ : G — R? je kiivka v R™ takova, ze vektor ¢(t, ) je tecnym vektorem k
této kiivce v bodé (¢, x).



Na mnoziné vektorti zavadime metriku o(x,y) = | — y|, na mnoziné matic zaviddime metriku
o(A,B) = |A —B|. Jedna se o souctovou neboli taxikafskou metrikou, sr. Z. Dosla, O. Dosly:
Metrickée prostory. MU, Brno 1996, 1.1.1.2.iii.

e Plati: |Az| < |A| ||z|. Této vlastnosti se tikd, ze maticovd norma je souhlasnd s vektorovou
normou.

Dikaz: Pro libovolné i,k € {1,2,...,n} je |a;x| < Y |ai;|. Odtud plyne
j=1

m

|Az| = Z| (Az);| =

= =1

n m n
> aiak] < 0D Jaik] ok =
k=1 i=1 k=1
m

=i<ll‘k|2|aml><z Iwklzznjlaul = <§|xk|> izﬁ]am O

k=1 i=1 i=1 j=1 i=1 j=1
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1.2.2 Spojitost, derivace a integral vektorovych a maticovych funkci

Vektorova funkce, podrobnnéji n-vektorovéa funkce, & = x(t) je zobrazeni  : R — R"™, maticova
funkce, podrobnéji ¢tvercova n-rozmérnd maticova funkce, A = A(t) je zobrazeni A : R — R”Z,

£E1Et§ allgt; a12§t§ e alngti

i) t a1 t a9 t e A2n, t

zt)=| . |, Am=| . T
Zn(t) an1(t)  an2(t) ... apn(t)

Na mnoziné R uvazujeme prirozenou metriku, na mnoziné R", resp. R"2, uvazujeme piislusnou
souctovou metriku. Spojitost vektorové, resp. maticové, funkce chapeme jako spojitost prislusného
zobrazeni metrickych prostort. Podrobnéji: vektorova funkce @ (resp. maticova funkce A) je spojita
v bodé ty svého defini¢niho oboru, jestlize ke kazdému kladnému ¢islu e existuje kladné ¢islo &
tak, Zze pro vSechna ¢ z definicntho oboru funkce x z nerovnosti |t — tg| < ¢ plyne nerovnost
lx(t) — x(to)| < & (resp. |A(t) — A(to)| < €). Vektorova (resp. maticovd) funkce je spojitd prave
tehdy, kdyz vsechny jeji slozky jsou spojité.

Limitu v bodé ¢y, derivaci v obecném bodé t a integral v mezich od t do ¢y vektorové, resp.
maticové, funkce definujeme vztahy (v uvedeném potadi)

t—to t—to

(fm=0) = pmno. (50 = @), = @) jmwh = [aitsyas,

1.3 Systémy diferencialnich rovnic a rovnice vyssiho rfadu

1.3.1 Definice
Bud G C R"! mnozina s neprazdnym vnitikem, f : G — R™. Rovnice
2 = f(t,x) (13)

se nazyva system n obycejniych diferencidlnich rovnic prvniho Fddu nebo n-vektorovd obycejnd
diferencidlni rovnice prvniho Tadu.



Vektorovou rovnici mizeme rozepsat do slozek

$11 = f1(t,$1,$2,...,l‘n),
1'/2 = fz(t,l'l,Z'Q,...,IEn),
:C;z = fn(t)$1)$23"-7xn)'

Pocéate¢ni podminku k rovnici (1.3) zaddvame ve tvaru

IB(tQ) = g = ((.T())1, (w())g, ey (.To)n) = (.Tl(t()), xg(t()), e ,xn(to)). (1.4)

Pojmy feseni, obecné feseni, partikularni feseni, iplné feseni rovnice (1.3) jsou analogiemi téchto
) ) )
pojmu z jednorozmérného pripadu. Obecné feseni zavisi na n parametrech.

1.3.2 Definice

Bud G C R"*! mnozina s neprazdnym vnitikem, f : G — R. Rovnice
2 =f (t, xz, 22", ... ,x("_l)) (1.5)

se nazyva obycejnd diferencialni rovnice n-tého ridu rozresend vzhledem k nejuyssi derivaci.
Resenim této rovnice se rozumi n-krat diferencovatelns funkce = : J — R, kde J C R je interval,
ktera splnuje podminky
(), 2/ (0,2 (#),....a"D(0) € G, (1) = f (a(t), o' ()2 (¢), ...,2" (1))
pro kazdé t € J.

Poédtecni (Cauchyovu) podminku pro rovnici (1.5) zaddvame ve tvaru

ZL'(t()) = 2o, ZL'/(to) = 56071, .CC”(to) = 56072, e ,x(nil) (to) = SCoyn,l, (16)
kde (t(), Z0,1520,25 - -+ xo,n_l) e d.

Uplné feSeni, obecné fedeni, partikularni feseni rovnice (1.5) definujeme analogicky jako u rovnic
prvniho fadu. Obecné feSeni zavisi na n parametrech.

1.3.3 Poznamka

Reseni poc¢ateéni tlohy (1.5), (1.6) je ekvivalentni s Fesenim poc¢ateéniho problému pro systém n
diferencidlnich rovnic prvniho fadu:

Ty = T2
xh = I3
(1.7)
x4 = Xy
xl = f(t,x1,29,...,2,)
r1(to) = wo, w2(to) = 720, .-+, Tn(to) = To,n-1, (1.8)

v tomto smyslu: Je-li @ = x(t) feSenim ulohy (1.5), (1.6), pak n-tice funkcl 1 = =z, zo3 = 2/,

x3=2a", ..., x, =™ Y je fefenim tlohy (1.7), (1.8) a je-li n-tice funkei 21 = z1 (), 2 = z2(t),
.oy Tn = Xy (t) TeSenim tlohy (1.7), (1.8), pak je funkce x = z(t) = x1(t) FeSenim tulohy (1.5),
(1.6).






Kapitola 2

Elementarni metody reseni

2.1 Exaktni rovnice
, f(ta) of(t,x) _ dg(t,x)

r = —-7F pricemz =

g(t,x) ’ ox ot
t
Tuto rovnici lze prepsat na tvar — = 1t,2)
dt  g(t,x)

, neboli

0= f(t,x)dt — g(t,x)dx.

Za uvedenych podminek je f(t,x)dt — g(t,x)dx totdlnim diferencidlem néjaké funkce F dvou
proménnych (sr. napt. Z. Dosla, O. Dosly: Diferencidalni pocet funkci vice proménngch. MU, Brno
1999, kap. 4), pticemz plati dF(¢,2) = 0. Obecné FeSeni dané rovnice je tedy implicitné zadano
rovnosti F'(t,x) = C, kde C je redlné konstanta.

2.2 Rovnice typu z' = f(t)

Jedna se v podstaté o rovnost, jiz je definovana primitivni funkce k dané funkci f. Obecné Teseni
této rovnice tedy je

() = / F(t)dt

a partikularni feseni spliiujici poc¢éteéni podminku (1.2) je

x(t) = xo +/f(T)dT;

samoziejmeé za predpokladu, ze pfislusna primitivni funkce nebo urcity integral existuji.
Priklady na uziti rovnice tohoto typu jsou 6.1 a 6.2.
2.3 Rovnice se separovanymi proménnymi 2’ = f(t)g(x)

Tuto rovnici muzeme pomoci diferencialti zapsat ve tvaru

dx
S = F(h(a).

Za predpokladu ¢g(z) # 0 mtZeme rovnici forméalné prepsat na tvar



a po integraci obou stran dostaneme

/% — /f(t)dt. (2.1)

Touto rovnosti je implicitné zadédno néjaké fesSeni dané rovnice.

Rovnosti g(x) = 0 je implicitné zadano singuldrni (konstantni) feSeni. Poznamenejme, Ze singu-
larni feSeni muize, ale nemusi, byt zahrnuto v feseni (2.1) pro néjakou volbu integracni konstanty.
Pokud je singularni feSeni zahrnuto ve formuli (2.1), pak je rovnosti (2.1) implicitné zaddno obecné

feseni dané rovnice.
x dg t
— = f(rdr
/ 9(§) / ™)
0

Rovnosti
o

je implicitné zaddno partikularni feseni dané rovnice, které splituje pocateéni podminku (1.2)
takovou, ze g(zp) # 0. Pokud g(zo) = 0, pak feSenim dané rovnice s pocateéni podminkou (1.2)
je konstantni funkce x(t) = xo.

Povsimnéme si, ze rovnici typu 2.2 bez hledané funkce na pravé strané lze povazovat za zvlastni
pripad rovnice se separovanymi proménnymi pro g(z) = 1. Jinym specidlnim pfipadem rovnice se
separovanymi proménnymi je rovnice autonomni

pro f(t) = 1.

Priklad na uziti rovnice se separovanymi proménnymi je uveden v 6.5.

2.4 Homogenni rovnice =’ = f (%)

t
Zavedeme funkci u = u(t) = # Pak x(t) = tu(t), 2’ = u+ tu’. Dosazenim do ptivodni rovnice

dostaneme

CoZ je rovnice se separovanymi proménnymi pro neznamou funkci w.
Prikladem na uziti homogenni rovnice je Archimédova tloha 6.3.

at + bx + ¢
at + Bx + v

2.5 Rovnice typu 2/ = f

t+b bZ
1. c=~v=0. Pakf<a + x> f<a+ L > a dané rovnice je homogenni.

at + Bx a+ B3
2. 2 ++2 40, g:é:k.
a b ,
Zavedeme funkci v = u(t) = at 4+ bx. Pak v’ = a + b2’ a tedy 2’ = “ b—a. Dosazenim do
puvodni rovnice dostaneme
+c
/ — b u
U a+bf (ku )

€Oz je rovnice se separovanymi proménnymi pro neznamou funkci u.
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3. 2 +~2#0, aB # ba.
Necht m a n jsou feSenim soustavy linearnich algebraickych rovnic

am+bn = -—c

am+pfn = —v.

Zavedeme funkce u = u(t) =t —m
Pak df = du, dz = do,
at+bx+c=alu+m)+blv+n)+c=au+bv+ (am+bn)+c=au+ b,

at+pr+y=alu+m)+Lw+n)+v=au+pv+ (am+bn)+vy=au+ pv
Dand rovnice piejde na tvar
dv au + b
- (a)

du au + fu

coz je rovnice typu 1. pro nezndmou funkei v = v(u).

2.6 Linearni rovnice z’' = a(t)x + b(t)
1. b(t) =0 (homogenni rovnice)
Je to rovnice se separovanymi proménnymi. Partikuldrni feseni poc¢ateéniho problému (s pod-

minkou (1.2)) je:

t

z % = /a(T)dT
t
Inz —Ilnzy = /a(T)dT

to
t

x = SCoeXp/a(T)dT

to
Obecné feseni homogenni linearni rovnice lze tedy zapsat

t

r = C’exp/a(T)dT.

to

2. b(t) # 0 (nehomogenni rovnice)
Resen{ hledame ve tvaru

t
(metoda variace konstanty). Pak ' = (C'(t) + a(t)C(t)) exp [ a(r)dr. Dosazenim do dané
to

11



rovnice dostaneme

t t

(C'(t) + a(t)C(t)) exp/a(f)dT = a(t)C(t) exp/a(f)dT + b(t)

t() tO

c'(t) = b(t)exp/a(T)dT

t to
C(t) —C(to) = / b(o) exp/a(T)dT do
to o
Obecné feseni nehomogenni rovnice tedy je
t to t
z(t) = const+/ b(o) eXp/a(T)dT do eXp/a(T)dT.
to o to
Partikularni feseni spliiujici poc¢ateéni podminku (1.2) je
t to t
z(t) = xo+/ b(o) exp/a(f)dT do exp/a(T)dT.
to o to

Jsou-li koeficienty konstantni, a(t) = A, b(t) = B, pak
B B
01 = (s Bt 2.

Jiny postup pii feSeni nehomogenni rovnice:

¥ —a(t)r = bt) /e~ Ja®dt
2o~ Ja(t)dt _ a(t)zef Ja(t)at  _ b(t)ef Ja(t)dt
d
“ — [a(t)dt _ — [a(t)dt
" (xe ) b(t)e

xe—fa(t)dt _ /b(t)e—fa(t)dtdt

J— efa(t)dt /b(t)effa(t)dtdt

Priklad na uziti linedrni rovnice je 6.6.

2.7 Bernoulliova rovnice 2’ = a(t)z + b(t)z", r € R

1 1 1
Zavedeme funkci u = u(t) = z(t)}"". Pak = uT—, 2/ = 1 uT7 1/, Dosadime do dané
—r

rovnice:

1 _r_ 1 _r_ _r_

T = a(t)yu™" +b(t)ut-r /(1 —r)ur1
-r
v = (1—=r)alt)u+ (1 —7r)bt).

To je linearni rovnice pro neznamou funkci w.
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Jsou-li koeficienty konstantni, a(t) = A, b(t) = B, lze pouzit substituci

pak

a tedy

1 B\ !, B\ B\
(%) - <A+B(y2) ><y2>

1 A Ay— B
v - <A+BAy—B> >
1, A%y — AB+ AB Ay — B
1+ = Ay— B A
y = (1-r)Ay,

coz je linearni homogenni rovnice.
Priklad na uziti Bernoulliovy rovnice je 6.6.

2.8 Rovnice nerozresSena vzhledem k derivaci F(t,x,x')

(implicitni rovnice)

Zavedeme funkci p = p(t) = 2/(t).

1. Rovnice autonomni  F(z,z') =0

0

Rovnici F(z,p) = 0 mize byt implicitné zadana funkce p = p(x). Rovnici F(x,p(x)) = 0

derivujeme podle proménné x:

oF oF dp

%(z,P)JF a—p(iE,P)a =0
oF
dp %(%P)
de oF ’
a_p(zap)

coz je rovnice pro neznamou funkci p nezavisle proménné z rozresena vzhledem k derivaci.
Je-li p = p(z) feSenim posledni rovnice, pak rovnice se separovanymi proménnymi =’ = p(x)

je fesenim ptivodni rovnice; jeji obecné feSeni je tedy implicitné zadano rovnici
dx
—— = t+const.
p(x)

2. Rovnice nezavisejici na nezndmé funkci  F(¢,2’) = 0.
Rovnici F(t,p) = 0 derivujeme podle proménné ¢:

oF oF dp
E(t,P)Jra—p(t,p)E =0
oF
dp E(t,p)
a  oF,
a—p(t,p)

coz je rovnice pro nezndmou funkci p = p(t) rozieSend vzhledem k derivaci. Je-li p = p(¢)
feSenim posledni rovnice, je funkce z = z(t) = [ p(t)dt obecnym FeSenim dané rovnice.
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3. Clairautova rovnice z = ta’ + g(a’).
Rovnici = tp + g(p) derivujeme podle proménné ¢:
dp dp
= t— "(p) =
p Pt +g )y

0 = (t+4(p) %

d
Musi tedy byt d_]tj =0 nebo t = —¢'(p).
7 prvni rovnosti a dané rovnice dostaneme obecné feseni
z(t) = ct+g(o),

kde ¢ € R je libovolna konstanta; z druhé rovnice dostaneme parametrické vyjadieni singu-
larniho feseni

t = —4(p

z = —pg'(p)+9(p),
kde p je parametr.

4. Lagrangeova rovnice x =tf(z') + g(a’).
Rovnici z = tf(p) + g(p) derivujeme podle proménné ¢:

po= I+ OL )L
P I = (0 +Ie) L

M4-1i rovnice p — f(p) = 0 FeSeni p = ¢, pak z(t) = ct + ¢ je singuldrnim FeSenim dané
rovnice. Konstantu ¢; uréime dosazenim do dané rovnice:

ct+c = tf(e)+g(c)
q = Q) —c) +9(0)
a ponévadz f(c) = ¢, je c1 = g(c). Singularni FeSeni Lagrangeovy rovnice tedy je
x(t) = ct+g(c),

kde ¢ je feSenim rovnice ¢ = f(c) (je pevnym bodem funkce f).
Pro p # f(p) dostaneme
e tf'(p) +9'(p)

dp — p—fp)
coz je linedrni rovnice pro neznamou funkeci ¢ nezavisle proménné p. Oznacime-li jeji Feseni
t = t(p) = ®(p), pak

t = o(p)
r = f(p)2p) +9(p)

je parametrickym vyjadrenim obecného feseni Lagrangeovy rovnice.

2.9 Autonomni rovnice druhého fadu =" = f(x)

Rovnici vynasobime 2z':

22'2" = 22 f(x)
d d
() = 2@

14



Polozime-li p = 2/, mdme

- - 9=
7P 3/ (@)
dp? dz dx
) -
dr dt H@) g
dp2
£ - 9
= 2f()

Polozime déle F(z) =2 [ f(z)dz a dostaneme

p = TV/F(z)
d_x = £/ F(z)
a £

coz je rovnice prvniho fadu se separovanymi proménnymi.

2.10 Rovnice typu
F(t, ™ g0+ gty =0, ke {l,...,n—1}

Polozime y = y(t) = 2*)(t) a dostaneme rovnici

Fty,y,y",....y" ") = o0,

coz je rovnice fadu o k nizsiho, nez dana rovnice.
Resenim rovnice tohoto typu je naptiklad ,,psi kiivka“ uvedenda v 6.5.

2.11 Autonomni rovnice typu F (a:, o a:(”)) =0

Polozime p = p(t) = 2/(t). Pak

g A s dp
dt dx dt dx

o= L) 4 (dpyde ()T d)
dt \"dx dr \"dz /) dt dx dx? '

Postupujeme-li tak dale, vidime, ze

dp d*1p
(k) — = Rl 4
* T (p, dz’ 7 dgkt

pro kazdé k € N. (f; je n&jakd funkce k proménnych.) Dosazenim do piivodni rovnice tedy dosta-

neme ) .
dp dp dp dp d""'p
F — — ==y fulp,—, ..., — =0,
(‘Tapvpdxv.}% <p7 dxv de ) 7f p dz dx”_l
neboli .
dp d"*p\
G(z,p,dx,...,dxn_1> =0,

coz je rovnice fadu o jedna nizsiho, nez dana rovnice.

15



2.12 Rovnice homogenni v z, 2/, 2", ..., ™
Necht F' je funkce n + 1 proménnych splitujici podminku
F(z0,c21,¢22,...,¢2p) = cF(20,21,22,. -+, 2n) (*)
pro kazdé ¢ € R a kazdé (29, 21, 22,. .., 2n) € Dom F'.
Reseni rovnice
F(t,z,z',z" e ,x(")) =0

Ize hledat ve tvaru z(t) = e/ ¥ kde y = y(t) je nova neznamé funkce. Je totiz

:CI = yef y(t)dt
- ylefy(t)dt + ygefy(t)dt _ (y/ + y2)ef y(t)dt
J— (y// + ny/)efy(t)dt + (y/ + y2)y efy(t)dt _ (y// + 3yy/ + yB)efy(t)dt

Dosadime-li z téchto rovnic do dané rovnice, vypadne vzhledem k podmince (*) faktor e/ ¥()dt 5
dostaneme rovnici fadu o 1 nizsiho, nez byla dana rovnice.

2.13 Ekvidimensionalni rovnice

Rekneme, Ze rovnice
F(t,z,z/,...,x(”)) =0

je ekvidimensiondlni v nezdvisle promenné, jestlize zména méritka nezavisle proménné t — at
pro kazdé a € R\ {0} nezméni jeji tvar. Transformace ¢ = e” pievede danou rovnici na rovnici
autonomni (typ 2.11).

2.14 Cviceni

Reste rovnice (Cauchyovy tlohy)

d
1) 2t(22 — 3)dt + (2 + 1)dz = 0 2 d—f = el
2 +1
3) te®dx + la—o 4)V1+#2dz +vV22 —1dt =0
dt  t+z
5) t2d 2 —tx)dt =0 R
) t*da + (z x) dg p—
7) (tsin%—xcos%)dt—i—tcos%dx:O 8) 2d—:§—$:et/2
9) tdz + xdt = sintdt 10) (t— 132" +4(t—1)2x =t +1
11) e?*dt + 2(te** — z)dz =0 12) (2% + 1)dt + (2tz + 1)dx =0
13) (t + z)dt + (t + 2?)dz =0 14) tdz — zdt + t3dt =0
15) (2 +t—x)dt +tdz =0 16) (cost + zcost)dt + dz =0; z(r/2) =0
17) o' + 2z =t; x(0) =2 18) (t +2z)dt + (z + 2t)dz = 0; z(1) =1

19) Urcete konstanty a, b, c tak, aby rovnice (at? + bx?)dt + ctx dz = 0 byla exaktni a vyieste ji.

20) Reste pocatecni tilohu pro implicitni rovnici druhého fadu

Vysledky:
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3 C t2
1 C t+C C — cost
5)r = T C 6)5 1n(t2+$2)+arctg% =CTax= tarcsin? 8)x = +Tet/2 9)x = %
3 —3t+C >+ C C—ux t? z? t3
10)r = ———— 11)t="——e 22 12)t = —— 13)— + ¢ — =C14)x = Ct — —
T TR ¢ M= Wyttt )@ 2

. t 9 1

15)z = Ct — t2 — tln|t| 16)x = e!=st — 1 17)z = 3+ Ze_% -1 18)r =/3t2+6 — 2t

¢3 1t
19)c = 2b; % +btz? = C 20)x = exp <\3/§ arctg 7 >
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Kapitola 3

Obecné vlastnosti obycejnych
diferencialnich rovnic

3.1 Existence a jednoznacnost feseni systému ODR

V tomto oddilu se budeme zabyvat tlohou (1.3), (1.4).

3.1.1 Lemma

Bud funkce f spojitd na G C R"*l. Funkce = = x(t) je fesenim tlohy (1.3), (1.4) na intervalu J
pravé tehdy, kdyz pro kazdé t € J je (t,z(t)) € G a

x(t) = :BO—I—/f(s,:B(s))ds. (3.1)

Driikaz:
»= Necht & = x(t) je FeSenim tulohy (1.3), (1.4) na J. Pak

d
am(s) = f(s, a:(s))

na J. Integraci této rovnosti podle s v mezich [to, ] dostaneme:
t
@i, = (t) - alte) = [ F(s.a(s))ds
to

a vzhledem k (1.4) funkce & = x(t) spliiuje (3.1).

to
,<=*“ Necht funkce @ = (t) splituje (3.1). Pak x(to) = @o + [ f(s, z(s))ds = xo, tedy je splnéna
to

podminka (1.4). Derivovanim (3.1) podle ¢ dostaneme (1.3). O

Necht C'(J) je mnozina (vektorovych) funkci & = x(t) diferencovatelnych na uzavieném in-
tervalu J takovych, ze x(ty) = xo. Na této mnoziné zavedeme metriku

o(z,y) = max{fe(t) —y(#)]: ¢t € J}
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(metrika stejnomérné konvergence). Prostor (C’l(J), g) je uplny (sr. Z. DoSLA, O. DoSLY: Me-
trické prostory. MU, Brno 1996, 1.1.1.2.iv a II1.1.3.6.i). Déle definujme zobrazeni F : C1(J) —
C1(J) piedpisem:

F(x)(t) = :Bo—i—/f(s,w(s))ds. (3.2)

Reseni tlohy (1.3), (1.4), tedy funkce, které spliiuje (3.1), je zfejmé pevnym bodem zobrazeni F.
Podaii-1i se tedy ukézat, ze F' je kontrakce uplného metrického prostoru (C’l(J ), Q), z Banachovy
véty vyplyne, Ze existuje jediny pevny bod tohoto zobrazeni, tedy Ze existuje jediné diferencova-
telné feseni ulohy (1.3), (1.4) (sr. Z. DOSLA, O. DOSLY: Metrické prostory. MU, Brno 1996, IV.2.
a V.1.).

3.1.2 Véta (Picard [1856-1941]-Lindelsf [1870-1946))

Budte a,b € R, a,b > 0, tg € R, £g € R"™. Oznacme

J=T[to,to+a], D={zeR": |z—z°| <b},

m = max{||f(t,z)| : (t,x) e Jx D}, 5min{a,%}.

Necht funkce f : J x D — R™ je spojitd a vzhledem k @ Lipschitzovska (tj. existuje L € R tak,
7e plati |f(t,x) — f(t,y)| < L |x —y| pro véechna t € J, x,y € D). Pak existuje pravé jedno
feSeni pocatecniho problému (1.3), (1.4) definované na intervalu J = [to, to + 4]

Toto feSeni je (stejnomérnou) limitou posloupnosti funkcei {z,(t)}22; tato posloupnost je
definovana rekurentné vztahem

t
:B;.H_l(t):mo—i—/f(s,wk(s))ds, k=0,1,2,3,...
to

Diikaz: Je-li funkce x diferencovatelnd, pak je spojita (sr. V. NOVAK: Diferencialni pocet v R. MU,
Brno 1997, kap. V, véta 1.2). Proto je funkce y(t) = F(x)(t) diferencovatelnd a pro jeji derivaci
plati y'(t) = f(t,@(t)) (sr. V. NOVAK: Integrdlni pocet v R. MU, Brno 2001, 2.4, véta 4.2). To
znamend, Ze zobrazeni F' definované vztahem (3.2) zobrazuje mnozinu C*(.J) do sebe. Bud K > L.
Na C!(J) zavedeme metriku o* vztahem

0" (@,y) = max {0 ao(t) —y(0)] - £ €T}
Tato metrika je na C(.J) ekvivalentni s metrikou stejnomérné konvergence g, nebot

e M(x,y) < 0" (z,y) < o(z,y).

Prostor (C*(J), ¢*) je tedy tplny.

Polozme P = {x € C*(J) : |=(t) —xo| < bprokazdét € J}. Ponévadz P je uzaviena
podmnozina mnoziny C*(.J), je prostor (P, o*) tplny (sr. sc Z. Dosla, O. Dosly: Metrické prostory.
MU, Brno 1996, I11.1.3.3). Zobrazeni F' zobrazuje mnozinu P do sebe, nebot pro kazdou funkci
x € P plati

|F(x)(t) — 2°|| = /f(s,:c(s))ds < /Hf(s,:c(s))” ds <(t—tg)m <dém <b.
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Ukézeme, ze F je kontrakei prostoru (P, 0*): Pro kazdé t € J plati

o' (F(x), F(y)) < _K“t”HF()()—IWyXﬂI =
_K(tt‘))/fsw ds—/fsy ds|| <
< e K- to)/Hf s, x( (S y(s)) H ds <
S / Lia(s) - y(s)]ds =
to
¢
= L [ ROk o) y(s)ds <
to
t
< L/eK“$ (@,y)ds =
to
t
_ LQ*(IB y) ie—K(t—s) _
, K s=tg
L
= Zo(@y) (1-e W) <
L *
L
Ponévadz L < K, je e < 1, coz znamena, ze F' je kontrakce. O

3.1.3 Poznamky

1. Posloupnost funkci zavedena v 3.1.2 se nazyva Picardova posloupnost postupnijch aproximact.

2. Analogické tvrzeni plati, nahradime-li v 3.1.2 interval J = [to, to 4 a] intervalem [ty — a, o]
nebo intervalem [ty — a,to + al.

fl(t,acl,acg, . ,xn)
. fg(t,xl,xg,...,xn) . . .
3. M4-li funkce f(t,x) = . ohrani¢ené parcidlni derivace vSech slozek
fn(t):Cl)xQ) AR 71;77,)
podle kazdé z proménnych x1,2s,...,z, na mnoziné J x D (zavedené v 3.1.2), pak jsou

predpoklady Picardovy-Lindel6fovy véty splnény.

Diikaz: Mnozina J x D jakoZzto uzaviend a ohranicend podmnoZina prostoru R"*! je kom-
paktni (sr. Z. DOSLA, O. DOSLY: Metrické prostory. MU, Brno 1996, I11.3.3.16). Z ohrani-
¢enosti parcialnich derivaci funkce f plyne existence ¢isla

Gfi(t, w) .

M =
max { az]

i:LZ“”mj:LZ“”nﬂumejxD}.

Podle véty o stiedni hodnoté pro funkce vice proménnych (sr. Z. DoSLA, O. DoSLy: Di-
ferencidlni pocet funkci vice proménngch. MU, Brno 1999, 3.4) pro vSechna ¢t € J a & =
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(1,22, Zn), Y = (Y1,Y2, - -, Yn) € D existuji ¢isla & lezici mezi x a yi, k =1,2,...,n
takova, ze

|f(t, @) = F(ty)] = |fz (t.z) - filt,y)| =

M= 1 M

n
oFf:
= > (w2, k1, &k Yk 1Y) (T — Uk)| <
T,
1=1 |k=1
n n .
S ZZ z;(tﬂrhl’?a'"awk—lagkayk-‘rlw"ayn) |‘rk_yk| S
i=1 k=1
n n
< O3 Mln -l = Zan—yn — nM eyl
i=1 k=1
takze funkce f je vzhledem k « Lipschitzovska s konstantou ni . O
3.1.4 Dauisledky
fl(t, L1,T2,... ,$n)
. fz(t,l‘l,$2,...,$n) . . .
1. Ma-li (vektorova) funkce f(t,x) = . ohrani¢ené parcidlni derivace

fo(t,z1, 22, ..., 2p)
v8ech slozek podle kazdé z proménnych x4, s, ..., 2, v jistém okoli bodu (tg,x¢), pak po-
¢atecni problém (1.3), (1.4) mé v okoli ¢y jediné FeSeni.

2. Ma-li (skalarni) funkce f(¢,z1,22,...,2y,) v jistém okoli bodu (to,x0,Z0.1,%0,2,---,ZTon)
ohranicené parcidlni derivace podle kazdé z proménnych x1, s, ..., z,, pak pocateéni pro-
blém (1.5), (1.6) ma v okoli ¢ jediné FeSeni.

3.1.5 Véta (Peano [1890])

Budte a,b € R, a,b >0, to € R, £ € R”. Oznacme

J=lto,to+al, D={zeR": ||z—a°| <b},

~ b
m = max{||f(¢t,x)| : (t,x) € J x D}, ¢ =min {a, —} .
m
Necht funkce f : Jx D — R" je spojita. Pak existuje alespon jedno feSeni pocate¢niho problému
(1.3), (1.4) definované na intervalu J = [to, to + 9.

Dikaz: Viz. J. KaLas, M. RAB: Obycejné diferencidlni rovnice. MU, Brno 2001, str. 67-70. [

3.2 Globalni vlastnosti feseni systému ODR

3.2.1 Véta (o existenci aplného FeSeni)

Necht funkce f : G — R™ je spojitd na oteviené mnoziné G C R™*!. Je-li & = x(t) feSeni rovnice
(1.3), pak je toto feSeni bud tplné, nebo existuje Gplné feseni y = y(t), které je prodlouzenim
feseni x.

Diikaz: Viz J. Kalas, M. Rab: Obycejné diferencidlni rovnice. MU, Brno 2001, str. 73-76. Dtkaz
vyuziva véty 3.1.5. (]
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3.2.2 Definice

Bud G C R"*!'. Rekneme, 7e funkce f : G — R" je lokdiné lipschitzovskd v G vzhledem k x,
jestlize ke kazdému (7,a) € G existuje okoli O, 4 C G a &islo L; 4, € R tak, ze pro vSechna
(t,x), (t,y) € Ora platd [ f(t, @) — fF,Y)| < Lralz —yl.

3.2.3 Véta (o globalni jednoznacnosti)

Necht funkce f : G — R™ je spojita a lokalné lipschitzovska v G vzhledem k @ a nechf funkce
x =x(t), y = y(t) jsou dvé Feseni rovnice (1.3). Jestlize existuje ¢y takové, ze x(t9) = y(to), pak
x(t) = y(t) pro vSechna ¢, v nichZ jsou feSeni x, y definovana.

Diikaz: Pripustme, Ze existuje b > to takové, ze x(b) # y(b). Oznac¢me ¢ = inf{t : x(t) # y(¢)}.
Funkce x, y jsou spojité (ponévadz jsou diferencovatelné).

Ukézeme, ze z(c) = y(c):

Piipustme, Ze x(c) # y(c). Polozme € = |x(c) — y(c)|. Pak e > 0

K Z > 0 existuje § > 0 tak, ze pro kazdé t € (¢ — ¢,¢) je |y(t) — y(c)| < Z alzt) —z(o)| < -.
Ponévadz pro t € (¢ — §,¢) je x(t) = y(t), plati pro t € (¢ — J, ¢) nerovnost

e € ¢
e =lz(c) —y(o)] = Jz(c) —x(t) +y() — y()| < |z(c) —2@O] +ly(t) —yl)l = ; + 7 =3,
coz je spor, nebot ¢ > 0, a tedy x(c) = y(c).
Podle 3.1.2 nyni existuje o takové, Ze pro t € [c,c + o] je x(t) = y(t), coz je spor.
Analogicky vylou¢ime moznost existence b < to takového, ze x(b) # y(b). O

3.2.4 Definice

Bud @ = z(t) Gplné feSeni rovnice (1.3) definované na intervalu (5,7, kde —oo < S < T < 0.
Rekneme, ze £ € R" je

w-limitnt bod Tesend x, jestlize existuje posloupnost {tx}7> takova, ze t, < T pro vSechna k € N,
lim ty =T a lim x(ty) = &;
k—o0 k—o0

a-limitni bod Tesent x, jestlize existuje posloupnost {t;};2, takova, ze t;, > S pro vSechna k € N,
lim t, =S a lim z(tx) = &;
k—o0 k— o0

limitni bod Tesent x, jestlize je w-limitnim bodem nebo a-limitnim bodem.

Mnozina vSech w-limitnich bodu feseni x se nazyva w-limitni mnoZina feSeni &, mnozina vsech
a-limitnich bodt feSeni x se nazyva a-limitni mnozina Tesent x, mnozina vsech limitnich bodt
feSeni  se nazyva limitni mnoZina reseni x.

Piiklady

1. x = e je tplné feSeni rovnice ¥’ = ax definované na intervalu (—oo, ). Je-li a > 0, pak 0
je a-limitnim bodem tohoto FeSeni a w-limitni body toto FeSeni nemé. Je-li a < 0, pak 0 je
w-limitnim bodem tohoto feseni a a-limitni body toto feSeni nema. Je-li a = 0, pak 1 je a-
i w-limitnim bodem tohoto feseni.

1

1 cos 7
2.z = sin; je plné feSeni rovnice '’ = — tzt definované na intervalu (—oo,0). Interval
[—1,1] je w-limitni mnozinou tohoto Feseni.
Y
T costgt 2\ cos?t
3. = . je uplné feseni soustavy rovnic = definované na inter-
Y sintgt Y x
cos? t

valu (—g, g) Limitn{ mnoZina tohoto feseni je {(z,y) € R? : 2% + y* = 1}.
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3.2.5 Véta

Necht funkce f : G — R™ je spojitd na oteviené mnozingé G C R"*! a x = x(t) je Gplné Teseni
rovnice (1.3) definované na intervalu (S,T"). Pak plati:
T = oo nebo tlinT} [z(t)| = oo nebo kazdy w-limitni bod FeSeni « lezi na hranici G.

ol

S = —o0 nebo th’? |x(t)| = oo nebo kazdy a-limitni bod FeSeni x lezi na hranici G.

—S+
Diikaz: Bud @ = x(t) uplné feseni rovnice (1.3) definované na intervalu (S, 7T), T' < oo a bud & jeho
w-limitni bod. Kdyby (T,£) € G, pak by existovalo okoli Or ¢ bodu (T,&) takové, ze Ore C G,

nebot G je oteviend. Podle 3.1.5 by existovalo Feseni y = y(t) rovnice (1.3) s poéateéni podminkou
y(T) = & definované na [T, T + 6], kde 0 je vhodné (malé) ¢islo. Funkce

B =), S<t<T
Z_z(t)_{y(t), T+

by byla feSenim rovnice (1.3), které by bylo prodlouzenim feSeni x, coz by byl spor s uplnosti
feseni x.
Pro a-limitni bod se dikaz provede analogicky s vyuzitim ,levostranné varianty*“ véty 3.1.5. [

3.2.6 Dausledek

Necht J = [tg,00), D = {x € R" : |z| < a}, kde to € R a 0 < a < oo a necht vektorova funkce
f: JxD — R" je spojité. Pokud existuje spojita funkce g : J — R takova, ze uplné feSeni & = x(t)
rovnice (1.3) definované na (S, T') spliiuje pro kazdé t € [to, T) podminku |z(t)| < ¢(t) < a, pak
T = oo.

3.2.7 Dausledek

Necht J = [tg,00) a funkce f : J x R™ — R" je spojité. Jestlize existuje m € R takové, Ze pro
kazdé (t,x) € J x R™ — R™ plati | (¢, )| < m, pak kazdé tplné feseni rovnice (1.3) je definovano
pro vSechna t > t.

Diikaz: Bud @ = x(t) aplné fedeni rovnice (1.3). Podle 3.1.1 je

t

x(t) = x(to) —l—/,f(s,:c(s))ds.

to

Pro kazdé ¢, pro néz je (t) definovano, plati
t t
O] = |e(to) + [ Fls.)ds| < latta)l+ [Ifsa)lds < fatt)] +m(t - to).
t() tO

Tvrzeni tedy plyne z 3.2.6, polozime-li g(t) = ||z (to)| + m(t — to). O

Toto tvrzeni umoziiuje rozhodnout, zda lze kazdé feSeni rovnice (1.3) prodlouzit do nekonecna,
aniz bychom toto feseni znali.

3.2.8 Véta

Bud ©Q C R"*! oteviend mnozina a nechf pro kazdé k = 1,2, ... je vektorova funkce fi : @ — R"
spojitd a (tx, &k) € Q. Oznaéme xp = xk(t) uplné Feseni pocateéniho problému

(13/ = fk(tvm)v m(tk) = ék
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Jestlize posloupnost funkei {fx};-, konverguje k funkci foo : @ — R™ stejnomérné na kazdé
kompaktni podmnozingé K C Q, posloupnost bodt {(tx,&k)} e, konverguje k bodu (te,£o0) a
pocatecni iloha

' = fool(t, ), T(too) = €oo
mé jediné Gplné FeSeni Too = Too(t) definované na intervalu J, pak posloupnost funkei {zx}y-,
konverguje k funkci @ oo stejnomérné na kazdém intervalu [a, b] C J.

Dikaz: Viz. J. KaLas, M. RAB: Obycejné diferencidlni rovnice. MU, Brno 2001, str. 80-82. [

3.2.9 Priklad (Matematické kyvadlo)

Matematické kyvadlo je hmotny bod o hmotnosti m zavéseny na nehmot-
ném vlakné délky r na ktery ptisobi pouze gravitacni sila. Lze ho realizovat
jako kulicku zavéSenou na niti, pficemz prameér kulicky je zanedbatelny
vzhledem k délce niti a hmotnost niti je zanedbatelnd vzhledem k hmot- ©
nosti kulicky.

Zavedeme soufadny systém podle obrazku tak, Ze vodorovna osa x
sméruje zleva doprava a svisld osa y sméfuje shora doli a kyvadlo je
zavéSeno v pocatku soufadnic. Oznaéme ¢ = ¢(t) vychylku kyvadlaod |  \
rovnhovazné polohy v case t. Poloha hmotného bodu v ¢ase t je dana sou- h
fadnicemi T

x = x(t) = rsinp(t), y =y(t) = rcosp(t). Y

Vektor rychlosti hmotného bodu je derivaci jeho polohy podle ¢asu, velikost v = v(t) rychlosti
v Case t je euklidovskou délkou tohoto vektoru, tj.

2 da(t) 2 dy(¢) 2 , 2 S 2 12
(v(t))” = —ar + e (r¢'(t)cosp(t))” + (—r¢'(t)sing(t))” = (re' (1))
Vyska h = h(t) hmotného bodu nad rovnovéznou polohou y = r v ¢ase t je rovna

h(t) =r—y(t) = r(1 — cos(t)).

Podle zakona zachovani energie je soucet kinetické a potencidlni energie hmotného bodu kon-

stantni, tj.

%m(v(t))2 + mgh(t) = const;

pfitom g = 6,674 m>kg s~ 2 je gravita¢ni konstanta. Do pfedchozi rovnosti dosadime vypoéitané
v a h a délime ji konstantou r. Dostaneme

1
57"(@/(15))2 +g(1 — cosp(t)) = const.
Tuto rovnost derivujeme podle ¢asu

o’ (t)" (t) + g¢'(t) sinp(t) = 0,

a upravime
©' () (re" (t) + gsinp(t)) = 0.

Dostavame tedy dvé diferencidlni rovnice pro ¢asové proménnou vychylku kyvadla ¢ = ¢(t):

¢ =0, " = —g sin p(t). (3.3)
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Obrazek 3.1: ReSeni tloh (3.7) pro ke {1,2,3} a feéeni ulohy (3.5), tj. lohy (3.7) pro k = oo

Pocateéni podminky jsou ¢o = %ﬂ' (nahote) a ¢ = 17 (dole).

Necht na zac¢étku procesu je vychylka hmotného bodu rovna tthlu g # 0 a jeho rychlost, tj. zména
vychylky, je nulova (kulicku vychylime a pustime). Dostavame tak pocétecni podminky

¢(0) = w0, ¢'(0)=0. (3.4)
Reseni prvni z rovnic (3.3) s pocateéni podminkou (3.4) je konstantni funkce ¢(t) = ¢o. Toto
feSeni neni fyzikalné realistické, nebot hmotny bod pod vlivem gravita¢ni nemiize ztstat vychyleny
z rovnovazné polohy a nepohybovat se.

Dosavadnimi ivahami dostavame model pohybu matematického kyvadla jako poc¢atecni tilohu
pro obycejnou diferencialni rovnici druhého radu

g .
(10” = _; sSm @, SD(O) = $o, (10/(0) = 0)
kterou mizeme podle 1.3.3 pfepsat jako pocatecni tilohu pro systém dvou rovnic prvniho radu
o' =1,
) g . (3.5)
w = _; s @, (10(0) = ¥0, w(o) =0.

Tuto pocatecéni tlohu neumime vytesit explicitné. Funkci sinus vS§ak mizeme vyjadrit jako stejno-
meérné konvergentni Maclaurinovu fadu

2i—1

H—l
siny = Z 721 — )

Ozna¢me nyni x = <;’Z> Pro k =1,2,... zavedeme vektorové funkce fx a body (tx, &k) nasledu-
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jicimi formulemi

G
fk(t,:n) = fk(‘Pal/’) = g k i1 9021‘71 ’ tk - 07 £k B (%0) -
ST e

Funkce f a body (¢, &) spliiuji predpoklady véty 3.2.8 s 2 = R?. Uloha
2 = foolt, ),  (0) = (o) = boo = (‘%0) (3.6)

je totoznd s tlohou (3.5). Ponévadz vSechny parcidlni derivace

O(foo), OV O(feo), _ 0% _

e 8y Y Tap op "
g . g .
o)y _2(5sm0) g o), 2(ysme)
9o B r Y Ty E

jsou ohrani¢ené, je podle tvrzeni 3.1.3.3 Gloha (3.6) jednoznaé¢né feSitelnd. To znamend, Ze FeSeni
ulohy (3.5) je stejnomérnou limitou feeni tloh

¢ =1,
k P21 (3.7)

W = 7% ;(71)i+1m, ©(0) = o, ¥(0) = 0.

Na obrazku 3.1 je prvni slozka feSeni (vychylka kyvadla ¢) nékolika téchto dloh; nahofe pro
pocatecni hodnotu ¢y = 2L07T, dole pro ¢g = %w. Vidime, ze v pfipadé malé pocatecni vychylky jiz
prvni ¢len posloupnosti dostateéné presné aproximuje feseni tlohy (3.5). V pifipadé velké pocatecni
vychylky, dokonce maximalni mozné, je feSeni tlohy (3.5) dostateéné piesné aproximovano tietim
¢lenem posloupnosti feseni aloh (3.7).

Malé kmity matematického kyvadla lze tedy modelovat systémem rovnic

g
<PI=¢7 1/]/:_;()0;

ktery je ekvivalentni s rovnici druhého ¥adu ¢” + ggo = 0.

3.2.10 Véta (o spojité zavislosti Feseni na pocatecnich podminkach a
parametrech)

Bud € oteviend mnozina v R1T"*+™ a necht funkce g :  — R” je takovd, Ze pro vSechna 7 € R,
& € R", XA € R™ spliwyjici podminku (7,&, A) € Q, ma pocéateéni problém

z = g(t,z,\), =(r) = ¢
pravé jedno uplné feseni @ = x(t) = x(t; 7, &, X). Pak toto FeSeni, chapané jako zobrazeni
R1+1+n+m — Rn
je spojité.
Diikaz: Viz. J. KALAS, M. RAB: Obyéejné diferencidalni rovnice. MU, Brno 2001, str. 82-83. [

Tato véta Fika, Ze zméni-li se mélo funkce f v rovnici (1.3) a malo se zméni po¢ateéni podminka
(1.4), pak se FeSeni nového — zménéného — problému lis{ na koneéném intervalu mélo od feSeni
puvodniho problému.
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3.3 Odhady reseni

3.3.1 Definice

Reseni 2* = 2*(t) alohy (
této ulohy platl x(t) < a*
Reseni x, = x.(¢) tlohy (
této ulohy plati z.(t) < x

1.1), (1.2) se nazyva mazimalni fesend, jestlize pro kazdé feseni © = x(t)
(t) pro vSechna ¢, v nichz jsou obé feseni definovana.
1.1), (1.2) se nazyva minimdini teSent, jestlize pro kazdé feseni x = x(t)
(t) pro vSechna ¢, v nichz jsou obé feSeni definovana.

Priklad

Uvazujme pocatecni tilohu
x' = Va2, x(0) = 0. (3.8)

Pfimym vypoctem ovéfime, ze kterdkoliv z funkei x(t) = 0,

(t+b)3, t< —b,
0 t t 3, t<—
oty =1 N Ik S A gy ) b<i<a,
(t - a’)gv t Z a, 05 t Z —a, (t )3 >
—a), = a,

kde a, b jsou nezaporné konstanty, je jejim tplnym feSenim. Minimalni a maximalni feSeni tilohy
(3.8) tedy jsou funkce

3
x*(t){t, t<0, x*(t){o, t<0,

0, t>0, 3, t>0;

FeSeni je zndzornéno na obrazku 3.2 a).

3.3.2 Véta (srovnavaci)

Necht ty € R, 0 < a < oo, J = [ty,0), G={(t,x) e R"™: t € J x| < a}. Necht dale f: G —
R™ je spojitd funkce a g : J x [0,a) — [0,00) je spojita funkce takovd, ze | f(t, x)| < g (¢, |z|) pro
(t,z) € G. Bud ug > ||xo| a u* = u*(t) maximalni feseni tlohy

u'=g(t,u), u(to) =uo

na intervalu J.
Pak kazdé tiplné feseni ulohy (1.3), (1.4) je definovéno pro vSechna ¢ € J a plati

()] < u*(t) prote.J.
Dikaz: Viz. J. KaLas, M. RAB: Obycejné diferencidlni rovnice. MU, Brno 2001, str. 91. O

Priklad
Najdeme odhad feseni pocatec¢niho problému

t+u
!
r=——:, z(ty) = 3.9
S alt) = (39)
na intervalu [tg, 00).
Pravou stranu rovnice mizeme chapat jako funkci jedné proménné z s jednim parametrem t¢.
Standardnimi metodami diferencialniho poc¢tu najdeme globalni maximum a minimum této funkce;
konkrétné, pro kazdé t € R plati

/2 2 2
t t+1<t+x <t+ t—l—l.
2 “1+4a% 2
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Obrazek 3.2: a) Maximdlni a minimalni FeSeni poc¢atecéni tlohy (3.8). b) Odhady FeSeni = = x(t)
ulohy (3.9) s hodnotami tg = x¢ = 0.

2
Odtud plyne ze

< % (t +t2 + 1) . Poc¢éatec¢ni tloha

2

. tHVEF1
U = ——

5 u(to) = |wo|

ma podle 2.2 jediné feSeni
1 t+vVit2+1
ut) = |zo| + = [+ 0V 12 +1 — 13 —toy /13 + 1 SR L
4 to++/t5 +1

a podle srovndvaci véty 3.3.2 plati |x(¢)| < u(t) pro vechna t > .
Reseni tlohy (3.9) pro tg > 0 Ize odhadnout i jingm zptisobem. V takovém piipadé totiz plati

_ft+al _t+lel
T 1422 T 1422

t 2
‘ Rk <t |al.

1+ 22

Jediné Teseni pocatecni tlohy
/
v =0+t v(to) = |zo|
pro nehomogenni linearni rovnici je podle 2.6 rovno

’U(ﬁ) = (|$()| + 1o+ l)et_to —t—1

a podle srovnavaci véty 3.3.2 plati |x(¢)| < v(t) pro vSechna t >ty > 0.
Poznamenejme jesté, ze nelze fici, Ze by néktery z uvedenych odhadt u, v FeSeni tlohy (3.9)
byl lepsi nez druhy. Situace je zndzornéna na obrazku 3.2 b).

3.3.3 Dausledek

Necht symboly tg, a, J, G maji stejny vyznam jako v 3.3.2. Necht funkce f : G — R" je spojita
a necht existuje spojitd funkee ¢ : J — [0, 00) takova, ze

| £t )| < o@) ] pro (¢ 2) € G.
Pak pro kazdé xg € R" takové, ze

t
[zol eXp/(,D(T)dT < a pro véechna t € J,

to
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jsou uplnd Feseni tlohy (1.3), (1.4) definovdna na celém intervalu J a plati

t

[2(6)] < Jo] exp / S(r)dr prot e J.

to

Diikaz plyne z 3.3.2 volbou g(t, u) = p(t)u, ug = |zo|.
Jediné tplné (tedy maximalni) feseni tlohy v = ¢(t)u, u(to) = ug je podle 2.6

t

u(t) = uo eXp/(p(T)dT.

to
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Kapitola 4

Linearni rovnice

4.1 Systémy linearnich ODR

s .
Necht ai1,,a12,...,01,n,021,G22,...,02n, ..., Gn1,an2,- .., Gnn, b1,b2,...,b, jsou funkce defino-
vané na intervalu J C R. Systém n linedrnich obycejnych diferencialnich rovnic (n-rozmérny
linedrnd systém) je tvaru

¢ o= an®a + a4 ... + aw®z. + bi(t)
dy = an(®z1 + am)es + ... + am(Bz. + bo(t)
Y = am®r1 + am®rz + .+ am®an + bal)
Pri oznaceni
) a1 oy ot )
R e A B B VR
a1 (8) ana(t) .. ann(t) ba(t) 2 (t)

lze tento systém zapsat ve vektorovém tvaru
= Alt)x + b1). (4.1)

Tuto rovnici nazyvame nehomogenni linedrni rovnice. Spolu s rovnici (4.1) budeme uvazovat po-
¢atecni podminku

Rovnici
r = Alt)x (4.3)

nazyvame linedrni homogenni rovnici piidruZenou k rovnici (4.1).

4.1.1 Véta o existenci a jednoznac¢nosti feseni

Necht maticova funkce A = A(t) a vektorova funkce b = b(t) jsou spojité na intervalu J C R. Pak
mé pocatecni problém (4.1), (4.2) pravé jedno FeSeni, které existuje na celém intervalu J.

Diikaz: Vzhledem k 3.1.2 a 3.2.3 staci ukazat, ze ke kazdému 7 € J existuje okoli O, C J takové,
Ze funkce A(t)x + b(t) je Lipschitzovskd vzhledem k & na R™ x O,.
Je-li 7 vnitini bod intervalu J, existuje a € R, a > 0 takové, ze [T —a,7 + a] C J.
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Polozme L, = max{|A(t)| : t € [r —a,7+a]} (toto maximum existuje podle druhé Weierstras-
sovy véty) a O, = (7 — a,7 4+ a). Podle 1.2.1 je maticovd norma souhlasna s vektorovou normou
a z toho plyne, Ze pro kazdé t € O, a kazdé dva vektory x,y € R™ plati nerovost

[A®)z + b(t) — (A(t)y + b(t)) | = Atz — A(t)y] = [A®) ( — y)| < JAD] = -yl <
< Lrlz—yl.

Je-li 7 pravy krajni bod intervalu J, polozime
L, =max{|A@t)|: T—a<t<7}, Op=(7—a,r]

a provedeme analogickou tvahu. Pro levy krajni bod intervalu J provedeme dukaz podobné. [J

4.1.2 Véta (princip superpozice)

Jsou-li = x(t), y = y(t) FeSeni rovnice (4.3), pak také c1x(t) +c2y(t), kde ¢1, c2 jsou konstanty,
je TeSenim rovnice (4.3).

d
Diikaz: E(Clw +coy) = a1’ + oy’ = clA(t)x + c2A(t)y = A(t) (1) + A(t) (cay) =
=Alt)(arx+cy). O

4.1.3 Struktura feSeni linearni homogenni rovnice

Mnozina vsech n-vektorovych funkci definovanych a diferencovatelnych na intervalu J tvori vekto-
rovy prostor nad polem realnych ¢isel; séitani vektort je definovano jako séitani funkci, nasobeni
skalarem je definovano jako nasobeni funkce realnym cislem,

(Y1 +y2)(t) = ya(t) + ya(t), (ay)(t) = ay(t),

nulovy vektor v tomto prostoru je konstantni funkce y(t) = o, kde o oznacuje nulovy vektor
v prostoru R™. Podle principu superpozice 4.1.2 je mnozina vSech feseni linedrni homogenni rovnice
(4.3) podprostorem tohoto prostoru, nebot y(¢) = o je feSenim této rovnice; nazyvame ho trividing
resent.

Rekneme, ze funkce y1,ys, ..., Yk z vektorového prostoru diferencovatelnych n-vektorovych
funkci definovanych na intervalu J jsou linedrné nezavislé, pokud jsou linedrné nezavislé jakozto
vektory, tj. pokud z rovnosti

c1y1(t) + coya(t) + - + cryr(t) = 0o, pro vSechna t € J (4.4)

plyne rovnost ¢c; = c3 =--- = ¢, = 0.

Lemma 1

Necht maticova funkce A = A(¢) je spojita na intervalu J a y1,vya,. .., Yk jsou feSeni homogenni
rovnice (4.3). Jestlize existuje to € J takové, ze vektory yi(to),y2(to), ..., yr(to) € R™ jsou
linedrné nezavislé, pak vektory yi (t), y2(t), ..., yr(t) € R™ jsou linedrné nezavislé pro kazdé t € J.

Dikaz: Piipustme, Ze existuje t1 € J takové, Ze vektory yi(t1),y2(t1), ..., yr(t1) jsou zavislé. Pak
existuji konstanty ci,co, ..., ck, z nichz aspon jedna je nenulova a plati

o= c1y1(t1) + coya(ts) + - + cryr(ts).

Funkce ¢ = x(t) = c1y1(t) + coy2(t) + - - - + cxyr(t) je podle principu superpozice 4.1.2 feSenim
linedrni homogenni rovnice (4.3) s po¢ateéni podminkou x(¢1) = o. AvSak FeSenim této tlohy
je konstantni funkce x(t) = o a podle véty 4.1.1 je toto TeSeni jediné. To znamend, Ze funkce
Y1,Y2,- - ., Yk spliuji podminku (4.4) a proto také plati ¢; = co =+ = ¢, =0, coz je spor. [
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Z tohoto tvrzeni plyne: Jsou-li funkce y1,ya, ..., yr FeSenim homogenni rovnice (4.3) se spoji-
tou matici A a s poéateénimi podminkami takovymi, ze vektory y1 (to), y2(to), - - -, Yx(to) z prostoru
R™ jsou linearné nezavislé, pak jsou funkce y1,y2, ..., Yk linedrné nezavislé.

Ve vektorovém prostoru R™ existuje pravé n linedrné nezavislych vektort, které tvoti jeho bazi.
Z Lemma 1 tedy déale plyne, Ze i v prostoru vSech feseni homogenni rovnice (4.3) se spojitou matici

A existuje n linearné nezavislych funkci y1,y2, ..., Yn.

Lemma 2

Nechf maticova funkce A = A(t) je spojitd na intervalu J a y1,¥y2, ..., Yn jsou linedrné nezavisla
FeSeni homogenni rovnice (4.3). Pak libovolné feseni homogenni rovnice (4.3) je linedrni kombinaci
funkei y1, Y2, ..., Yn, tj. tyto funkce tvori bazi prostoru feseni rovnice (4.3).

Diikaz: Necht @ = x(t) je TeSeni pocéateéni tlohy (4.3), (4.2). Vektory yi1(to), y2(to)s- -, Yn(to)
tvori bazi vektorového prostoru R™ a proto existuji konstanty cq, co, ..., ¢, takové, ze

x(to) = c1y1(to) + c2y2(to) + - - + cnyn(to)-

Podle principu superpozice 4.1.2 je vektorova funkce © = c1y1 + coy2 + - - - + ¢, Y, TeSenim rovnice
(4.3). Toto Feseni spliiuje po¢atecéni podminku (4.2). Podle véty 4.1.1 je tento problém jednoznaéné
fesitelny, takze © = c1y1 + coy2 + -+ - + CrYn.- O

Odvodili jsme tak nasledujici vétu a jsme opravnéni zavést nasledujici definici.

4.1.4 Véta

Je-li maticova funkce A = A(t), A: J — R spojita, pak mnozina vSech feSeni rovnice (4.3) tvori
n-rozmérny vektorovy prostor.

4.1.5 Definice

Libovolna béze prostoru vSech FeSeni linedrni homogenni rovnice (4.3) se nazyva fundamentdlni
systém teSent rovnice (4.3).

Necht funkce y1 = y1(t), y2 = y2(t), ..., Yn = yn(t) tvoii fundamentdlni systém Feseni rovnice
(4.3). Obecné FeSeni této rovnice je jejich linedrni kombinace

x=x(t) = c1yi(t) + cay2(t) + - + cryn(t).

Oznaéme y; ; =y, ;(t) = (yi(t))_j’

yra(t)  y2a(t) o ynalt) ol

Y=Y(t) = y1,2(t)  y22(t) ... yn2(t) = 6.2

yl,n(t) y2,n(t) o yn,n(t) Cn
Matice Y = Y(t) se nazyva fundamentdlni matice Teseni systému (4.3). Z linearni nezéavislosti
vektorovych funkci y1, Y2, . .., Yn plyne, ze sloupce fundamentalni matice Y jsou linearné nezavislé

pro kazdé t € J. To znamend, ze matice Y(¢) je regularni, det Y(¢) # 0 pro kazdé ¢t € J.
Obecné feseni rovnice (4.3) lze nyni zapsat ve tvaru

xz=z(t) =Y(t)c.

Symbolem ¢ ozna¢me n-tici konstant takovych, ze funkce x = x(t) = Y(t)¢
te¢niho problému (4.3), (4.2). Z rovnosti o = Y(to)co pak plyne, Ze co =
pocatecni ulohy (4.3), (4.2) tedy miizeme psat ve tvaru

x(t) = Y)Y (to) *zo.

o je TeSenim poca-
Y(to) lxo. Reseni
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Pro fundamentalni matici Y = Y(t) feSeni systému (4.3) zfejmé plati Y'(t) = A(t)Y(¢). Fun-
damentdlni matici feSeni systému (4.1) tedy muzeme definovat jako reguldrni maticovou funkci,
ktera je fesenim maticové diferencialni rovnice

Y = A(t)Y. (4.5)

4.1.6 Véta

Necht maticova funkce A = A(t) a vektorova funkce b = b(t) jsou spojité na intervalu J C R. Pak
obecné feseni & = x(t) vektorové rovnice (4.1) je souc¢tem obecného FeSeni pfidruzené homogenni
rovnice (4.3) a né&jakého partikuldrniho feseni nehomogenni rovnice (4.1),

z(t) = Y(t)e + &(1),

kde Y(t) je fundamentédlni matice feSeni rovnice (4.3) a &(t) je libovolné feSeni rovnice (4.1).
Reseni poc¢ateéniho problému (4.1), (4.2) je ddno vztahem

z(t) =Y(t)eo + Z(t),
kde pro konstantni vektor cg plati co = Y(to)~! (:Bo — :E(to)).
Diikaz: Funkce x(t) = Y(t)c + &(t) je feSenim rovnice (4.1), nebot podle (4.5) plati
' =Yec+x' =AYc+Az+b=A(Yc+Z)+b.

Dale plati Y(t())CO + fl'i(t()) = Y(tQ)Y(to)_l (:Bo — i(to)) + i(to) = Xo. O
4.1.7 Nalezeni partikularniho feSeni rovnice (4.1) — metoda variace
konstant

Reseni rovnice (4.1) hleddme ve tvaru & = &(t) = Y(t)c(t), kde ¢ = c(t) je néjakd vektorova
funkce. Pak s vyuzitim rovnosti (4.5) dostaneme

& = Ye+Yd = AY¥e+ Y
¥ = AZ+b = AYc+b
Odtud
A)Y (t)e(t) + Y () (t) A)Y (t)e(t) + b(t)
Y()c'(t) = b(t) (4.6)
c(t Y(t)"tb(t)

kde 1 = ¢(to) je konstantni vektor.

Obecné FeSeni rovnice (4.1) je tedy ddno formuli
¢ ¢
xz(t) = Y(t) | n+ /Y(s)’lb(s)ds = Y(t)n + /Y(t)Y(s)’lb(s)ds.
to to

Aby toto feseni spliiovalo poc¢atecni podminku (4.2), musi platit o = Y (to)n, tj- 1 = Y(to) 'xo.
Resen{ po¢atecniho problému (4.1), (4.2) je tedy tvaru

t t

z(t) = Y(t) | Y(to) wo + / Y(s)“lb(s)ds | = Y(®)Y(to) ao + / Y(#)Y(s) " b(s)ds.

t() tO
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4.1.8 Prevedeni systému linearnich diferencialnich rovnic na rovnici
vyssiho fadu

Uvazujme systém dvou rovnic

' = a(t)z+b(t)y+c(t),
y' = a)z+Bt)y+(1);
o funkcich a,b,c, a, 8,7 predpokldadame, ze jsou definovany na néjakém intervalu J a jsou na

ném diferencovatelné. V piipadé, ze existuje to € J takové, Ze b(tg) # 0, je funkce b na né&jakém
podintervalu I intervalu J nenulova. Pro ¢ € I z prvni rovnice vyjadiime druhou slozku

(4.7)

1
v=3 (z' — az — ¢) (4.8)
a dosadime ji do druhé rovnice:
r_ B
yfoszrg(z—azfc)Jr'y. (4.9)

Prvni z rovnic (4.7) zderivujeme
2 =dx+ar +by+by +¢,
za y dosadime (4.8) a za y' dosadime (4.9). Dostaneme

/
/

b
:E/:a'z+ax/+3(z'—azfc)eroeerﬂ(z'—azfc)+b’y+c’:

v b —a'b b
= <a+ﬂ+3>z/<aﬂba+%>z+b’y+c’cﬂ%.

Prvni slozka feSeni systému (4.7) je tedy na intervalu I feSenim rovnice druhého fddu

v b —a'b b
x”<a+ﬂ+3)x’+<aﬂba+%>zb'y+c/cﬂ%,

jeho druh4 slozka je pak ddna rovnosti (4.8).
V piipadé konstantnich funkei a, b, o, § a funkei ¢, v identicky rovnych nule (homogenniho
systému s konstantni matici), dostaneme rovnici

2" — (a+ B)x' + (aff — ba)z = 0. (4.10)

o . e , . b\ .
Povsimnéme si, ze charakteristicky polynom konstantni matice A = (Z ) je

B

B—A

jeho koeficienty jsou tedy shodné s koeficienty na levé strané rovnice (4.10).

det <a;A : >AZ(aw)HaﬂbaV(trA)HdetA’

Analogicky lze postupovat u systému n rovnic.

4.2 Homogenni linearni systém s konstantni matici

Uvazujme vektorovou rovnici
x' = Ax. (4.11)

Konstantni maticova funkce A je definovana na celé mnoziné R. To podle 4.1.1 znamend, Ze
FeSeni rovnice (4.11) existuje, je definovano na intervalu J = (—o0, 00) a pro libovolnou pocéatecni
podminku (4.2) je feSeni jediné.
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4.2.1 ResSeni pocatecniho problému metodou postupnych aproximaci

Reseni rovnice (4.11) s poc¢ateéni podminkou (4.2) budeme hledat jako limitu Picardovy posloup-
nosti postupnych aproximaci. Cleny této posloupnosti jsou podle 3.1.2 rekurentné dany formulemi

t t
Tpt1(t) = xo + /A:Bk(s)ds =xo + A/:Bk(s)ds.
to to
Obecny clen posloupnosti je

t—t9)? t—to)*
2u(t) = (E+<t—to>A+ U CH %M) 20,

kde E oznacuje jednotkovou matici. Toto tvrzeni ovéfime tplnou indukci. Pro £ = 0 mame

t—to)°
IBg(t) = <%AO) o = E.’I)g = X9

a z platnosti formule pro k plyne

—to)? —to)*
Il:k+1(t):Ilfo-i-A/(E—F(S—ﬁQ)A‘i‘%AZ—F""F%Ak) xods =

to
t t t

1
=z + /ds Axg + /(s—to)ds Ao+ -+ E/(S—to)kds AF gy =
to to to

1 1 1
= (E+ (t—to)A + 5(t—to)QA2 + —(t —to)?A3 + - +

(k+1)!

3 (t o to)k-‘rlAk-‘rl) Zo.

Pokud bychom A povazovali za konstantu a E za jednicku (tj. pro n = 1), je vyraz v zévorce
k-tym ¢asteénym souc¢tem Taylorovy fady funkce eA(!=*0) Regeni tlohy
' =Az, z(ly) =xo

A(t—to) A(t—to)

lze proto zapsat ve tvaru x(t) = e xg. Matice e je dédna nekonec¢nou radou

0 k
Alt—to) _ (t—t0)" sk
e o) = g B A",
k=0

Lze ukazat, ze tato fada konverguje pro kazdé t € R a tato konvergence je stejnomérna.

4.2.2 Obecné feSeni

Reseni rovnice (4.11) budeme hledat ve tvaru x(t) = £€e*, kde € € R™ je konstantn{ vektor a \ je
zatim neznamé ¢islo. Hodnota A musi splnovat rovnosti

x'(t) = €M, Az = AfeM,
takze vzhledem k tomu, Ze e* # 0, musi platit

A€ = \E.

To znamena, ze A je vlastni hodnotou matice A a & je prislusny vlastni vektor.
Nyni rozlisime t¥i pripady:
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(i)

(ii)

(iii)

Jsou-li A1, A2 rtizné vlastni hodnoty matice A a &, &5 jsou prislusné vlastni vektory, pak
€,eMt €,eM2t jsou linearnd nezdvisla feseni rovnice (4.11).

Drikaz: Tvrzeni plyne z predchoziho vypoctu a faktu, Ze vlastni vektory prislusné k riznym
vlastnim hodnotam jsou linearné nezavislé. O

Je-li A\ vlastni hodnota matice A, & prislusny vlastni vektor, pficemz A je k-nadsobnym kofenem
charakteristického polynomu det(A — AE), pak funkce

geM, 771,oeAt + 771,1te)‘ta e ,77k—1,oeM + 77k—1,1te)\t ot 77k-1,k-1tkfleM
Jjsou pro vhodné vektory my g, 1,3 Mp—1,0o Mh—1,15 - - - » M—1,5—1 FeSenim rovnice (4.11).

Diikaz ukazeme pro k = 2. V pripadé vyssi nasobnosti kofene charakteristické rovnice lze
postupovat analogicky.

Necht A je dvojndsobny kofen charakteristického polynomu. Bud B = B(s) diferencovatelnd
(a tedy spojitd) maticové funkce definovana na okoli nuly takova, ze B(0) = A, \ je pro
kazdé s z definiéniho oboru funkce B jednoduchym kofenem charakteristického polynomu
matice B(s) a existuje jednoduchy kotfen p(s) # A charakteristického polynomu, pro néjz
plati 21_}1% wu(s) = A. (Matici A nepatrné porusime tak, aby se dvojnasobny kotfen rozdélil na

dva rizné jednoduché.)

Oznacme ¢,,(s) (resp. ¢,(s)) vlastni vektor matice B(s) pfislusny k vlastni hodnoté u(s)
(resp. A\). Z diferencovatelnosti funkce B plyne podle véty o diferencovatelnosti implicitné
zadané funkee (sr. Z. Dosla, O. Dosly: Diferencidalni pocet funkci vice proménngch. MU, Brno
1999, 8.1) diferencovatelnost funkei ¢, a ¢, zejména tedy existence limit

. 12 _ . / _

llg(l)CA(s) = (05 ilg%ﬁu(s) = Cp0-
Rovnice ' = B(s)x ma podle ptedchozi ivahy feseni ¢, (s)e*
superpozice 4.1.2 také feseni

a C#(s)e“(s)t a podle principu

Ca(s)e? = ¢, (s)er !
A= u(s) '
Ponévadz lim0 B(s) = A, plyne z véty o spojité zavislosti FeSeni na parametrech 3.2.10, Ze
S—r

rovnice (4.11) mé FeSeni

Ca(s)eM — ¢ (s)er ) Ch(s)eM — ¢, (s)er )t — ¢ (s)tp/ (s)er )

1. — l' =
520 A= u(s) 550 —p'(s)
CA 0 Cp, 0 A
= | —=—= 0)t ) eM;
( —w) €u(0) ’
pri vypoctu limity bylo vyuzito de I’'Hospitalovo pravidlo. Oznacime-li nyni
Cuo —Cxo
M0 = TO)’ M= CM(O),

dostaneme tvrzeni. (]

Ma4-li rovnice (4.11) komplexni Feseni z(t) = a(t) +i3(t), kde o a B jsou redlné vektorové
funkce, a FeSeni « je linedrné nezavislé na libovolném nenulovém redlném reseni této rovnice,
pak a a 3 jsou linedrné nezdvislymi realnymi feSenimi rovnice (4.11).

Dikaz: Plati
o (1) +iB'(t) = (a(t) +iB(1)" = Ala(t) +iB(t) = Aa(t) +iAB(H).

Porovnanim redlnych a imaginarnich ¢asti této rovnosti dostaneme, ze funkce a a 3 jsou
feSenimi rovnice (4.11).

Kdyby vektorové funkce e a (3 byly linedrné zavislé, tj. a = ¢3, pak by a +i8 = (¢ +1)3 a
feSeni a+iB3 by bylo nasobkem realného nenulového feseni 3. To by byl spor s predpokladem
tvrzeni. O
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4.3 Linearni diferencialni rovnice vyssiho radu

Jedna se o rovnici tvaru

2™ 4+ a1 ()™ 4 a, o)) 4 pa () Fact)r = f(D), (4.12)
kde funkce ap—1,an—2,...,a1, a9, f jsou definované na néjakém intervalu J C R.
Je-li f(t) =0, rovnice se nazyva homogenni, v opaéném pripadé nehomogenni.
Rovnice
2™ 4a, ()" an_o(D)z" 2+ a2 +at)r = 0 (4.13)

se nazyva pridruend homogenni rovnice k rovnici (4.12).
Spolu s rovnici (4.12) uvazujeme poéateéni podminky

ZL'(to) = 2o, $/(t0) = 1'011, ey z(n_l)(to) = ZL'()’nfl . (414)

Podle 1.3.3 je rovnice (4.12) ekvivalentni s vektorovou rovnici (se systémem rovnic)

xl - ZCQ,
Th = 3,
xh_ = T,
Y= —an A (O5m — ana(E)in 1 — - — ar(B)z2 — ao(t)z1 + (1),
tj.
T 0 1 0 0 T 0
i) 0 0 1 0 b} 0
N e : C : ol | O [ (a15)
: 0 0 0 1 : :
Tp—1 —a()(t) —a1(ﬁ) —ag(t) e —an_l(t) Tpn—1 f(t)

Pocatecni podminky k vektorové rovnici (4.15) jsou tvaru

x1(to) = wo, w2(to) = wo,1, x3(to) = To,2, ---, Tn(to) = Ton—1-

7 tohoto faktu a z 4.1.1, 4.1.2 a 4.1.4 plynou nasledujici t¥i tvrzeni:

4.3.1 Véta (o existenci a jednoznacnosti FeSeni)

Jsou-li v8echny funkce ag,a1,...,a,—1, f spojité na intervalu J C R a ty € J, pak mé pocateéni
problém (4.12), (4.14) pravé jedno feSeni, které existuje na celém intervalu J.

4.3.2 Véta (princip superpozice)

Jsouli * = z(t), y = y(t) FeSenim homogenni linedrni rovnice (4.13) a ¢1, c2 jsou libovolné
konstanty, pak také z = z(t) = c12(t) + cay(t) je FeSenim této rovnice.

4.3.3 Véta

Jsou-li vsechny funkce ag,ai,...,a,—1 spojité na intervalu J C R, pak mnozina vsech Teseni
rovnice (4.13) tvori n-rozmérny vektorovy prostor.
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4.3.4 Definice

Baze y1 = y1(t),y2 = y2(t),...,yn = yn(t) vektorového prostoru vsech Feseni rovnice (4.13) se
nazyvé fundamentalni systém fesend rovnice (4.13).

Z ekvivalence linearni rovnice n-tého fadu (4.12) a linedrniho n-rozmérného systému (4.15)
plyne, ze funkce y1 = y1(t),y2 = y2(t), ..., Yn = yn(t) tvoii fundamentdlni systém FeSeni rovnice
(4.13) praveé tehdy, kdyz maticova funkce

Y1 (t) Yo (t) Yn(t)
yi (t) Y4 (t) y, (t)
Y =Y(t) = : : _ :
i O N et () WSOVl ()

je fundamentalni matici feSeni homogenniho systému ptidruzeného k systému (4.15). To nastava
pravé tehdy, kdyz kazda z funkel y1 = y1(t),y2 = y2(t),...,yn = yn(t) je FeSenim homogenni
rovnice (4.13) a sloupce matice Y(¢) jsou linedrné nezavislé v néjakém, a v diisledku toho (podle
Lemma 1 z 4.1.3) v kazdém, t € J.

4.3.5 Definice

Budte 1,2, ..., om funkce jedné redlné proménné. Funkce W definovand vztahem
p1(t) p2(t) om (t)

W =W(t) = W(t;e1,02,...,0m) = det : : ‘ :
m—1 m—1 m—1
U e B )
se nazyva wronskidn funkci @1, p2, ..., Pm.

Nésledujici vyroky jsou ekvivalentni a charakterizuji feSeni homogenni rovnice (4.13):

e Funkce y1 = y1(t),y2 = y2(t),...,yn = yn(t) tvorl fundamentdlni systém Feseni rovnice
(4.13) na intervalu J.

e Kazda z funkel y1 = y1(t),y2 = y2(t),...,yn = yn(t) je FeSenim rovnice (4.13) a pro jejich
wronskidn plati W (t) = W(t;y1,92,...,yn) # 0 v néjakém ¢ € J.

e Obecné Feseni rovnice (4.13) je tvaru

:L'(t) = Clyl(t) + CZyZ(t) +eeet Cnyn(t)a

kde c1,co, ..., c, jsou konstanty.
Necht funkce y1 = y1(t),y2 = y2(t), ..., yn = yn(t) tvoii fundamentélni systém Feseni rovnice
(4.13). Pfi oznaceni
yi(t) c1
ya(t) Ca
y=yit)=| . |, e=
yn(t) Cn

lze obecné feSeni homogenni rovnice (4.13) zapsat ve tvaru

Z véty 4.1.6, ekvivalence rovnice (4.12) a systému (4.15) plyne nésledujici tvrzeni.
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4.3.6 Véta

Necht funkce ay,as,...,a,_1,f jsou spojité na intervalu J. Pak obecné feSeni linedrni rovnice
n-tého fadu (4.12) je tvaru

o(t) = c1yr(t) + caya(t) + - + cayn(t) + (1) = y(t) e+ E(t),

kde Z je libovolné partikularni feseni rovnice (4.12), y1, 2, .. ., Y, je fundamentalni systém feseni
pfidruzené homogenni rovnice (4.13) a ¢y, ca, ..., ¢, jsou konstanty.

4.3.7 Nalezeni fundamentalniho systému freseni rovnice druhého radu
v pripadé, Ze jedno feSeni je znamé
Uvazujme rovnici
2+ Pt)r + Q(t)r =0
a predpoklddejme, ze zndme jedno jeji nekonstantni feSeni y; = y1(t). Zavedeme substituci
z(t) = y1(t)y().
Pak 2’ = yiy + 1y, 2" = yi'y + 2y1y" + y1y”, tedy
Y1y + 201y + ny” + Pyiy + Py’ + Qyuy
y1y" + (241 + Py1)y' + (yi + Pyy + Qy1) y
/
y'+ <P+2ﬂ> y = 0,
Y1
coz je rovnice typu 2.10 pro nezndmou funkci y = y(t). Polozime z(t) = y/'(t). Pak
ot
2= (P(t) + 2y1( )) z
yi(t)

Pro feseni této rovnice se separovanymi proménnymi plati

=z — t S 2yi(8) s =z —In 2 n 2 - / s)as
2(6) = (o) / (P61 + 288 s = 00) = 0 (0 (0)” + 1 (10 (10) / P(s)ds,
takze )
- . 1 t{; P(s)ds
z(t) = const - y1(t)26

Volbou const =1 a integraci dostaneme

s

(t) /t 1 - fP(a')do’d
Y = — € ‘o s
J @)

a tedy druhé feseni dané rovnice je

Ponévadz plati

t ) — f P(o)do
—_— to t
yi(t) yl(t)t[ W) © ds - J P(s)ds
W(ﬁ,yl,y2): s ¢ =e 'O > 0,
, , t L 7tj P(o)do L 7tj P(s)ds
w0 gEe © ds+ e
0

jsou funkce y1, y2 linedrné nezavislé a tedy tvori fundamentalni systém feseni dané rovnice.
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4.3.8 Metoda variace konstant

Necht y1, a2, ..., yn tvofi fundamentalni systém Feseni homogenni rovnice (4.13). Partikularni fe-
Seni Z = Z(t) nehomogenni rovnice budeme hledat ve tvaru

() = y(t)"e(t),

kde ¢ = ¢(t) je n&jaka vektorova funkce. Z ekvivalence rovnice (4.12) se systémem (4.15) a z rov-
nosti (4.6) v metodé variace konstant 4.1.7 pro systémy linedrnich rovnic plyne, Ze derivace vek-
torové funkce ¢ = ¢(t) splituje soustavu linearnich (algebraickych) rovnic

nt)er +ya2(t)ey + - +yn()e, = 0,
(e +yst)ey + - +ypt)e, = 0,
R O O R O
-1 1 -
R O L e A A O LA (O}
Determinant této soustavy je wronskidnem fundamentélniho systému feseni y1, Y2, ..., Yn a proto
je nenulovy. Soustava m4 tedy jediné feSeni ¢}, ch, ..., ¢ . Integraci jeho slozek dostaneme hledané
funkce funkce ¢1 = ¢1(t),ca = c2(t), ..., cn = cn(t).

4.3.9 Homogenni linearni rovnice s konstantnimi koeficienty

2™ 4+ a,_ 12 a0 4t g ftagr = 0. (4.16)
Reseni hleddme ve tvaru 2(t) = eM. Pak 2/(t) = AeM, 2”/(t) = A2eM, ..., 2" (t) = \"eM a tedy
AN o, AN TR eM 4 a, oAV 2eM gy AeM + age = 0.
Ponévadz eM # 0 pro viechna t € R, miizeme rovnici touto funkeci vykratit. Dostaneme
A 4y A N Py oA 2+ ag A+ ap = 0. (4.17)
Rovnice (4.17) se nazyva charakteristickda rovnice linedrni diferencilni rovnice (4.16)
Specialni pripad n =2

Resime rovnici druhého radu

2 —ax' +b=0, (4.18)
kde a, b jsou realné parametry. Charakteristickd rovnice této diferencialni rovnice
M —aA+b=0 (4.19)
ma koreny
)\172:%((1:&\/7)*—&:& 42 b.

Rozlisime t¥i moznosti:
(i) a® > 4b
V tomto p¥ipadé mé charakteristickd rovnice (4.19) dva realné rizné kofeny A;, A2. Funkce

At

y1=y1(t) =M, yo =yo(t) =™’

jsou TeSenim diferencialni rovnice (4.18). Wronskian téchto funkci je

klt )\Qt

A e)‘lt A2€A2t ()\2 - A ) (A1+A2)t ?é 0.

W(t;y1,y2) =
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To znamend, Ze funkce y1, yo tvorl fundamentalni systém feseni rovnice (4.18).
(ii) a® < 4b
2
[ a
Oznaéme ¢ =1/b — R pak ¢ > 0. Charakteristickd rovnice (4.19) ma komplexné sdruzené

kofeny A\ » = %a + ip. Komplexni funkce

z1=2z(t) = elzativ) — e2%(cospt +isingt), 2z = 2(t) = elza-iv) — 2% (cos pt — isin pt)
jsou TeSenim diferencidlni rovnice (4.18). Podle principu superpozice 4.1.2 jsou také realné funkce

1 i )
y1=uy1(t) = B (21(t) + Zz(t)) — e2%% cos ot, ya=1ya2(t) = E(Zg(f) — zl(t)) — e2%gin ot

fesenim této diferencialni rovnice. Jejich derivace jsou

1 1
yi(t) = (ia cos pt — psin got) 20t yo(t) = (Ea sin ¢t + ¢ cos got) e20t,
takze pro jejich wronskian plati

cos @t sin pt

%acosgot — sin pt %asingot + @ cos @t ¢

at

W(t;y1,y2) =

1 1
= <<p(cos ©t)? + iasin @t cos pt — §asin ot cos pt + p(sin gpt)2> e = e £ 0.

Funkce y1, y2 jsou linedrné nezavislé, tvori tedy fundamentalni systém feSeni a obecné feSeni

rovnice (4.18) je .
sat

x(t) = (c1 cos gt + o sin pt)e

kde c1, ¢ jsou konstanty. Pokud je feSeni netrividlni, je alespon jedna z nich nenulové a plati

2 2
C1 Co C1 Co
1< —2 <1, 1< =2 <1, — ) === =1,
Ve + e N <\/C%+c§> <\/C%+c§>
a proto existuje ¢islo 1 takové, ze
C1 C2
Va+a’ Vd+a

Ozna¢me nyni b = \/c? + 3. Obecné FeSeni rovnice (4.18) piepiseme do tvaru

siny =

cosy =

x(t) =+/c? +c3 2 cos ot + . R— ot | e79 =
=/ +c3 =
Vet +a Vet +a
= be%at(sini/J cos @l + costp sin pt) = bez sin(pt + ).
Poznamenejme, Ze v tomto tvaru feseni je zahrnuto i feseni trivialni x = 0.

(iii) a2 = 4b

V tomto pripadé je diferencialni rovnice tvaru

a2
2 —ax’ + 7r= 0 (4.20)
a jeji charakteristickd rovnice ma jeden dvojnasobny kofen A = %a. Jedno feseni diferencialni

rovnice (4.20) je tedy funkce



Spolu s rovnici (4.20) uvazujme pomocnou rovuici

a® 1
2" —(a+e)r’ + (Z + 5%) z=0. (4.21)
Jeji charakteristicka rovnice
2
EERCor SDICTE
A (a+€))\+4+2 )\2 )\25 0

mé dva redlné rizné kofeny \ = %a, = %a + £. Pomocnd rovnice (4.21) mé tedy podle vysledku
(i) fundamentalni systém FeSeni

1= 1(t) = e, gy = yo(t) = e(3oHe)t,

Podle principu superpozice mé linearni rovnice (4.21) také feseni
Ye = ys(t) = l (e(%aJrs)t — e%“t) .
€

Ponévadz levé strana strana rovnice (4.20) je limitou levé strany pomocné rovnice (4.21) pro e — 0,
lze ocekavat, ze také funkce y. bude v limité ¢ — 0 FeSenim ptivodni rovnice (4.20). S vyuzitim
de I’Hospitalova pravidla dostaneme

: elzere)t _ezat  pe(zare)r
lim y.(¢) = lim ——— = lim ——— = te2®".
e—0 e—0 5 e—0 1

Ovéiime, Ze funkce 5 = yo(t) = te29" je skutecnd FeSenim rovnice (4.20). Plat

/ a Lat ' a’2 Lat
yZ(t): (1+§t) e, yZ(t): (a‘i‘zt) e=",
takze

2 2 2 2
Yy (t) — ayb(t) + %yg(t) - (a + azt —a- %t + %t) et =

a funkce yo je FeSenim rovnice (4.20). Wronskidn funkei yy, y2 je

e%at te%at

W(t;y1,y2) =

— e (1 gtfgt): at £ ),
e<+2 5 e #£0

Funkce y1, y2 jsou linedrné nezavisla feseni rovnice (4.20), tvoii tedy jeji fundamentdlni systém
feSeni. |
Rovnice obecného radu

Reseni rovnice (4.16) fadu n je pfimym zobecnénim ptedchoziho specialntho pripadu.

Lemma 1

Pokud A je k-nasobny kofen charakteristické rovnice, pak funkce
z1(t) = M, xo(t) = teM, z3(t) = t2eM, ..., xp(t) = thleM
jsou TeSeni rovnice (4.16).

Diikaz: Ozna¢me a,, = 1 a P(\) = Y a;\’ pravou stranu charakteristické rovnice (4.17). Ponévadz

i=0
A je k-nasobny kofen charakteristické rovnice, plati
o .
a)\Z.P()\):O proi=0,1,2,...,k— 1. (4.22)
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Funkce x; = x;(t) =t~ e [ = 1,2,..., k vyjadiime ve tvaru

alfl
z(t) = WeAtv

dosadime je do pravé strany rovnice (4.16) a upravime s vyuzitim Leibnizovy formule pro vyssi
derivace soucinu funkci. Dostaneme

n ) n i gl—1 NV o-1 o' NV g-1 Y
Zaixl (t) = Zai%a)\l_le = a)\l—l Zai%e = WZGJZ)\ e =
i=0 =0 =0 =0

ol-1 N n . o N -1 [—1\ 9'P(\) 9l 1-ih

oML € ;ai)‘ TN (e P()‘)) - ;( 7 ONE QN -1—i =0
podle (4.22). Funkce z; tedy spliiuji rovnici (4.16). O
Lemma 2

echt A1, A2, ..., A\; Jsou vSechny navzajem ruzné koreny charakteristické rovnice (4.17), pficemz

Necht Ap, A Aj Sech Aj Gzné kor harakteristické ice (4.17), pficemz
koten \; je k;-nasobny, i =1,2,...,1, k1 + ko + - - - + k; = n. Pak funkce

yi(t) = M, ya(t) = teMt, ya(t) = 2N L gy (1) = £ 1M,

Ui+ (t) = € yi o) = 10, yrypa(t) = 20 yry s (8) = 1727 e L

_ Nt et _ 2 Nt
Yhy kot 141 () = €0 Uky bk otk 42(8) = €M7, Yhyho otk +3(8) = 7€, L
yn(t) — tkl—le)\Lt
tvori fundamentalni systém Feseni rovnice (4.16).

Diikaz: Kazda z funkei y1,ya, . . ., yn je FeSenim rovnice (4.16) podle Lemma 1. Staci tedy dokazat
jejich linearni nezavislost, tj. ukazat, ze jejich wronskian

yi(t) y2(t) o ym(t)
yi(t) v!(t) o wnl(D)
Wty y2, - yn) = : : . :
-1 -1 -1
U S O A 0
je nenulovy pro vSechna ¢ € R. P¥ipustme, Ze existuje to € R, ze W (to;y1,¥2,-..,yn) = 0. Pak
podle Lemma 1 v 4.1.3 je W (t;y1, 92, - . ., yn) = 0 pro viechna t € R. Wronskidn ma4 linedrné zévislé
radky a tedy existuji konstanty cg, cq, ..., c,_1, mezi nimiz je alespon jedna nenulova, takové ze

coyj + ey oo+ Cn—ly§n71) =0

pro vSechna j =1,2,...,n.
Pro A € R a n-krat diferencovatelnou funkci z nyni polozime

Q()‘) =cCo + Cl)\ + 62)\2 4+ .o+ cnil)\n—l7
M(z(t)) = COZL'(t) + ClSC/(t) + Cz:C”(t) 4+ .4 Cnflx(nil) (t)
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Pak ¢ je polynom stupné nejvyse n — 1. Pro funkci M a pro libovolné k € {1,2,...,k;} plati

n—1 i n—1 ool
0= Mun(0) = 3 cigun®) = D ciggppere™| =
1=0 1=0 )\:)\1
an—l n—1 az v an—l n—1 -y am—l v
= —a)\n—l Zci%e = —a)\n—l ZCZ'AZG = —a)\”_l q(>\) =
i=0 A=A; i=0 =\ A=Ay
K—1 ; ; rk—1 ;
k—1 o° N afi—l—z k—1 - afi—l—z
= ( ; ) i =i = P L s v w10
i=0 A=xp =0 A=A1
Zejména pro t = 0 dostavame
alifl
0= ——q(\
14N .
To znamend, ze A1 je kofenem (k — 1)-té derivace polynomu ¢ pro kazdé k € {1,2,...,k1}, tedy
A1 je kp-nasobnym kofenem polynomu gq.
Analogicky ukazeme, ze \; je k;-nasobnym kofenem polynomu g pro vSechna i = 1,2,...,1.
Polynom ¢ tedy musi byt stupné alespon k1 + ks 4+ --- + k; = n a to je spor. U

Lemma 2 umoziiuje zkonstruovat fundamentélni systém feSeni linearni rovnice (4.16). Mezi jeho
prvky v8ak mohou byt i komplexni funkce, nebotf polynom na levé strané charakteristické rovnice
(4.17) mize mit komplexné sdruzené koteny. PopiSeme, jak komplexni funkce z fundamentalniho
systému nahradime linedrné nezavislymi realnymi funkcemi.

Necht A\, = a + i je k-ndsobny komplexni kofen charakteristické rovnice (4.17). Pak také
komplexné sdruzené &slo A\, = a — i je k-nasobnym kofenem charakteristické rovnice a ve fun-
damentalnim systému feseni z Lemma 2 jsou funkce

tlelatif)t — t1e* (cos Bt + isin Bt), tielamiB)t — yigat (cos Bt — isin ft).
Bez tijmy na obecnosti mtizeme funkce z fundamentalniho systému precislovat tak, ze

y1(t) = t7e*(cos Bt + isin Bt), Yo (t) = t7e**(cos Bt — isin Bt).

Lemma 3
Necht y1, y2,ys, - - - , yn je fundamentalni systém FeSeni rovnice (4.16) popsany predchozi konstrukei.
Polozme
1 ot i joat
z1=2z(t) = E(yl(t) +y2(t)) = t/e™ cos fit, 29 = 25(t) = E(yg(t) —y1(t)) = t/e* sin Bt.
Pak funkce 21, 22,¥s, . . ., yn tvori fundamentalni systém Feseni rovnice (4.16).

Dikaz: Funkce z1, zo jsou FeSenim rovnice (4.16) podle principu superpozice 4.1.2. Ukézeme, Ze

funkce z1, 22,3, ..., Y, jsou linedrné nezavislé.
Polozme
1 ‘1
% i% 0 0 0
C— 0 0 1 0 0 ,
0 0 0 1 0
0O 0 00 1
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yi(t ya(t ys(t Yn(t)
W(t) = : : : :
nfll nf.l n—1 nfll
R IV S O N7 S () 0 ()
Pak
1 —i% i
2
2 2
a pro wronskian funkci 21, 22,93, . . ., Yn plati
W (t; 21, 22,93, - - -, Yn) = det(W(t)C) = det W(¢) det C = %W(t; Y1,Y2s -y Yn) # 0.
O
ZAavér

Kazdému redlnému k-ndsobnému korenu A charakteristické rovnice (4.17) odpovidéd k feSeni

e)\t, te)‘t, tZGAt, . tkfleAt

)

diferencidlni rovnice (4.16) a kazdé dvojici j-ndsobnych neredlnych kofend o + i charakteristické
rovnice (4.17) odpovida 2j redlnych FeSeni

e cos fAt, te® cosft, t2e* cosft, ..., t' e cos fit,
e sin t, te® sin ft, t2e* sinft, ..., t' " te sin Bt

diferencidlni rovnice (4.16). Mnozina feseni odpovidajici vSem kofentm charakteristické rovnice
(4.17) tvori fundamentdlni systém FeSeni homogenni linedrni diferencialni rovnice n-tého radu
s konstantnimi koeficienty (4.16).

4.3.10 Partikularni feSeni nehomogenni linearni rovnice s konstantnimi
koeficienty a se specialni pravou stranou

Partikularni feseni nehomogenni linearni diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty
2™ 4 a, 127D fa, 02 4 fa fagr = f(1). (4.23)

lze najit metodou variace konstant 4.3.8. V nékterych pripadech vsak lze tuto metodu nahradit
jednodussi metodou neurcitych koeficientii:

e f(t) = P,(t), kde P, je polynom stupné m.
Je-li nula k-nasobnym kofenem charakteristické rovnice (samoziejmé ptipoustime i k = 0),
Ize partikularni feseni hledat ve tvaru #(t) = t*Q,,(t), kde Q,, je polynom stejného stupné
jako P,.

o f(t) =eP,(t).
Substituce x(t) = e**y(t) pievede rovnici na linearni rovnici n-tého fadu s pravou stranou
P,, (ptedchozi pfipad).

o f(t) = cos(at)P,(t) nebo f(t) = sin(at) Py, (t).

Najdeme partikularni feseni rovnice
2™ 4, 207D pa, 02D 4 faa +agx = €N P,, (1).

Jeho realna c¢ast je partikularnim reSenim uvazované rovnice v prvnim pfipadé, imaginarni
cast ve druhém.

o f(t) =g(t) + h(t).

Partikularni feseni je souc¢tem partikularnich feSeni rovnic

2™ 4 an_ 12D 4 a2 4 agr = g(t) a 2™ 4,12 4 a2 +agr = h(t).
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4.4 FEulerova a Riccatiho diferencialni rovnice
4.4.1 FEulerova rovnice

"™ 4 a, 1" 4 a, ot 2R o b agta + agr = f(t)

Zavedeme substituci t = e”, tj. 7 = Int. Pak

,_drdedr lde
YT @ T drdat - tdr
oo d(ld) _ lde 1&adr _ 1 (&P d
- odt \tdr)  t2dr  tdr2dt 2 \dr? dr
e (1 (Ea dr\\ 2 (@ de 1 (dr d\dr
ode \#2 \dr?2  dr 3 \dr?2  dr 2 \dr3  dr2 /) dt
1 (& d2z dzx
= (2 _3= " 49~
t3 (d7'3 3d72 * dT)
Dosadime-li do dané rovnice, vypadnou faktory ¢, ¢2, ..., t", takZe dostaneme rovnici s konstant-

nimi koeficienty.

4.4.2 Riccatiho rovnice
v = P(t)x* + Q(t)x + R(t)

12

! t P " Pl P ! ! 1 Pl !
Zavedeme substituci z(t) = —yi(). Pak o/ = — - 7Y (P'y + Py')y __Y Yy Yy
P(t)y(t) P2y? Py P?2y  Py?
a tedy
VA A N N T
Py P2y  Py? P2y2 Py
1 /
Yy 1 P ’
L (= R = 0
Py * Py < P Q) Y

!
y' — <—+Q)y’+PRy = 0,

coz je linearni homogenni rovnice druhého radu.
Prikladem na uziti Riccatiho rovnice je model udrzitelného rybolovu 6.7.

4.5 Cviceni

Reste rovnice

d’z dzx
)@4-&:0 2) 2" +ta' =0 3) ta"" — 22" =0
Ukazte, ze = u(t) je feSenim dané rovnice a rovnici vyfeste.
4) u=1% 22" — 20 =0 5)u=\/£;:c"+%:0(t>0)

Reste rovnice (Cauchyovy tlohy)
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6) 2" +2x=0 7) 2" 4+ 62" +5x =0

8) 2" + 62" +9x =0 9) 2 — 22 +4x =0
10) 2" —z = 0; 2(0) = 1, 2/(0) = —2 11) 2" + 4z = 0; 2(0) = 0, 2/(0) = 2
12) 2" + 2’ =t 13) 2" + x = sint
14) 2’ —x = ¢t 15) 2 — 32’ — 10z = -3
16) =’/ — 2’ =sint 17) 2" — 32’ = &3 — 12t
18) 2" + x = cotgt 19) 2" — 82’ = &%
20) 2" + 22’ =12 — et 21) 22" —tz' +x =t
22) 22" — ta' + 2z = (Int)? 23) 32 — tt2? —t2x =2
Reste systémy rovnic
24) o' =-2w+y 25) o' = -z 2y+ Let
y' =3 —4y Yy =drt+y—t
26) o'+ 3z + 2y =>5sint 27) 42’ + 9y + 22 + 31y = €t
y — 2z + Ty = 8cost 3+ Ty +x+24y=3
Vysledky:

1) xr = Cle*t—l—Cg 2) $201f67t2/2dt+02 3) €T :Clt4+02t+03 4) xr = % +Cgt2
5) x :\/E(Cl In |t| + CQ) 6) x=0C+ 0267% 7) xr = C’le*t + 02€75t 8) T = (Cl + Czt)eigt

3 —t _ .t t2
9) x = e'(Cy cosv/3t 4 Cysiny/3t) 10) = = 2 7€ 112 =sin2t 12) 2 = C; + Cee™t + 5 —t

2
tcost te!
13) x = C cost + Cysint — cos 14) z = Cyet + Cre™t + % 15) z = C1e’ + Cre™ 2! + 13—0
t —sint ted3t + 4t
16)$=C1+C2et+w 17),7::Cl—i—(l'2e3’5—|—21f2—|—l

1+ cost

18)szlcost—i—Cgsint—sintln’ .
sint

t
19) z=C1 + (Cg—f—g) e8t

2t e
20):c:01+02e—2t+———+——e—21)x:t(Alnt+B+§(lnt)2)

6 443
22) Atsin(B +Int) + (1 +Int)* 23) z = 2= Ch

25) z = Ae'/3 + Be™t/3 —6t,y = —24e"/> — Be t/? + 9t + Let + 9
26) z = Ae ™ + Bte > + % sint — % cost,y = QAT*BG_&: + Bte 5t + % sint 4 % cost
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Kapitola 5

Autonomni systémy

Budeme uvazovat systém rovnic

= f(x), (5.1)

kde f = (f1, f2,---» fn) : @ = R™, © CR"™ je mnozina s neprazdnym vnitikem a bez izolovanych
bodii. Systém (5.1) se nazyva autonomni systém obycejnych diferencidlnich rovnic, definiéni obor
pravych stran  se nazyva fdazovy (nebo stavovy) prostor. V celé kapitole budeme predpokladat,
Ze f je spojité funkce takova, ze poc¢ateéni problém (5.1) s podminkou

xz(ty) = xo (52)

mé jediné feseni pro kazdé to € R, a° € Q.

5.0.1 Véta

Je-li @ = x(t) feSenim tulohy (5.1), (5.2), pak pro kazdé 7 € R je y = y(t) = x(t + 7) FeSenim
rovnice (5.1) s poc¢ateéni podminkou y(tg — 7) = xg. Je-li © definovano na intervalu (5,7, je y
definovano na intervalu (S — 7,7 — 7).

Ditkaz: y/(0) = i+ ) = £+ 1) = Fu), 0

Tato véta ukazuje, ze autonomni systémy popisuji déje invariantni vzhledem k posunuti v case.
Bez Gjmy na obecnosti se tedy u autonomnich systémi muzeme omezit na poc¢ateénimi problémy
s pocatecni podminkou

z(0) = xo€ Q. (5.3)

5.1 Fazovy prostor, trajektorie, stacionarni body

Uplné feseni & = z(t) problému (5.1), (5.3) definované na intervalu (S, 7)), (pfitom plati —oo <
S < T < o0) lze interpretovat budto jako graf zobrazeni x : (S,7) — 2, nebo jako orientovanou
kiivku C' = {z(t) : S <t < T} ve fazovém prostoru 2 zadanou parametricky. Tuto kfivku nazveme
trajektorii Teseni x.

Ktivku CT = {x(t) : ¢t > 0}, resp. C~ = {x(t) : t <0}, nazveme pozitivni, resp. negativni,
polotrajektorii systému 5.1.

Piiklad: Linearni systém
r=-Y Yy=
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ma FeSeni x(t) = rcos(t + ), y(t) = rsin(t + 1), kde

o0 T 90E,  cosp= —20 gy YO

2(0)? +y(0)? (0)2 +y(0)2

Ponévadz x(t)? + y(t)? = r?, jsou trajektorie feSeni kruznice se stfedem v pocatku. [ |

5.1.1 Véta

Jsou-li ¢ = x(t), y = y(t) FeSeni systému (5.1), pak jejich trajektorie budto splyvaji, nebo nemaji
zadny spolecny bod.

Diikaz: Necht x(t1) = y(t2) pro néjaka t1,t2 > 0. Podle 5.0.1 je z = z(t) = x(t+ (t1 —t2)) FeSenim
rovnice (5.1) s pocateéni podminkou z(t2) = x(t1). Trajektorie feSeni z a @ zfejmé splyvaji.
Soucasné ale z je FeSenim rovnice (5.1) s poc¢ateéni podminkou z(t2) = y(t2) a z predpoklddané
jednoznacné fesitelnosti problému (5.1) s libovolnou pocéteéni podminkou plyne z = y. O

Déle budeme predpokladat, ze Gplné Feseni Cauchyova problému (5.1), (5.3) je pro kazdou
pocatecni hodnotu xg € Q definovano na intervalu (—oo, 0o).

5.1.2 Definice

Bod x* € Q se nazyva staciondrni bod (rovnovdzny bod, ekvilibrium, kriticky bod, singuldrni bod,
degenerovand trajektorie) rovnice (5.1), jestlize f(x*) = 0.
Trajektorie rovnice (5.1) se nazyva cyklus, je-li uzavienou kiivkou.
Trajektorie {z(t) : t € R} rovnice (5.1) se nazyva homoklinickd, jestlize existuje stacionarni bod
x* € Q takovy, ze lim z(t) = lim x(t) = x*.

t—o00 t——o0
Trajektorie {x(t) : t € R} rovnice (5.1) se nazyva heteroklinickd, jestlize existuji stacionarni body
xy € Q, x} € Q takové, ze x] # x3, tliglo xz(t) =x7 a t_l}ir_noow(t) =}

5.1.3 Véta

Libovolna trajektorie feSeni autonomniho systému (5.1) je préavé jednoho z typt:
— stacionarni bod (odpovidéa konstantnimu feSenim);
— cyklus (odpovid4 nekonstantnimu periodickému Feseni);
— trajektorie, ktera sama sebe neprotina.

Drikaz: Plyne z 5.1.1. O

5.1.4 Autonomni rovnice (autonomni systém na piimce)

Rovnice (5.1) pro n = 1, tj. rovnice
¥ = f(z) (5.4)
je specidlnim pfripadem rovnice se separovanymi proménnymi. Podle 2.3 lze tedy najit jeji feseni
pfinejmensim v implicitnim tvaru. Casto oviem rozbor stavového prostoru d4 nazornéjsi predstavu
o pribéhu jejiho feseni.
Stavovym prostorem 2 autonomni rovnice (5.4) je interval nebo sjednoceni intervali. Trajek-
torie muze byt
e Primka, pokud je stavovym prostorem cela mnozina R a funkce f je stale kladna nebo stale
ZAPOrna.

e Poloptimka bez krajniho bodu, pokud existuje ¢islo a € R takové, ze f(a) = 0 nebo a & Q
nastava nékterd z (nevylucujicich se) moznosti

(—00,a) CQ, f(z)#0proxz <a, mnebo (a,00)CQ, f(x)+#0prox>a.
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e Vnitiek tsecky, pokud existuji ¢isla a,b € R takova, ze (a,b) C Q, f(z) # 0 pro = € (a,b) a
f(a) =0nebo a &€ Q asoucasné f(b) =0 nebo b & Q.
V pripadé a € Q, b € Q) se jedna o heteroklinickou trajektorii.
e Stacionarni bod z* € , pokud f(z*) = 0.

Je-li trajektorii pfimka nebo vnitfek poloptimky nebo tsecky, pak je trajektorie orientovana sou-
hlasné s orientaci osy z, pokud f(z) > 0 ve vSech bodech této pfimky nebo vnitiku polopiimky
nebo tsecky. Takovym trajektoriim odpovidaji rostouci feseni rovnice (5.4). Pokud je zde f(z) < 0,
pak je trajektorie orientovana proti orientaci osy x.

Necht x* je staciondrnim bodem rovnice (5.4) takovym, Ze existuje jeho pravé ryzi okoli (*, x*+
g) C Qtak, ze f(x) # 0 prox € (z*, z*+¢). Trajektorie odpovidajici Feseni rovnice (5.4) s poc¢atecni
podminkou z(0) = x¢ € (z*,2* + €) sméfuji ke staciondrnimu, resp. od stacionarniho, bodu x*,
pokud f(z) < 0, resp. f(x) > 0, na intervalu (z*,2* + ). Analogicky miZzeme vySetfit smér
trajektorii nalevo od stacionarniho bodu.

Necht nyni z* je vnitini staciondrni bod rovnice (5.4), tj. 2* € Q a f(z*) = 0. Pokud je
f/(x*) # 0, pak je tento stacionarni bod izolovany, tj. existuje jeho ryzi okoli, v némz f(x) # 0.
Je-li pfitom f/(x*) > 0, resp. f'(z*) < 0, pak vSechny trajektorie zac¢inajici v okoli bodu a* smétuji
od stacionarniho, resp. ke staciondrnimu, bodu x*.

5.1.5 Definice

Necht x* je staciondrni bod autonomniho systému (5.1). Polozme

0 0 0

Dy Ly o Sl
. Py Ly o Py

a—xl(m) 6—952(96) a—xn(ﬂ?)

Rekneme, Ze staciondrni bod x* je hyperbolicky, pokud kazdé vlastni ¢islo matice D f(x*) ma
nenulovou redlnou ¢ast. Maji-li vSechna vlastni ¢isla matice D f (x*) kladnou redlnou ¢ast, fekneme,
Ze hyperbolicky stacionarni * bod je zdroj (source); maji-li vSechna vlastni ¢isla matice D f(x™*)
zapornou realnou ¢ast, fekneme, ze hyperbolicky staciondrni bod x* je stok (sink).

Homogenni linearni systém s konstantni matici

' =Df(z*)x

se nazyva linearizace systému (5.1) ve staciondrnim bodé x*.

Matice Df(x*) je vlastné Jacobiho matici zobrazeni f v bodé a*, proto se nékdy pouziva
oznaceni Df(xz*) = J(x*). Tato matice se nékdy také nazyva variacni matice systému (5.1) a
linearizace tohoto systému se nazyva variacni rovnice systému (5.1).

5.1.6 Definice

Neprazdna podmnozina A fazového prostoru Q systému (5.1) se nazyva

pozitivné invariantnd (invariantni vpred, forward invariant), jestlize pro kazdé feSeni x(-) sys-
tému (5.1) s po¢ateéni hodnotou x(0) € A plati, ze x(t) € A pro vSechna t > 0;

negationé invariantni (invariantni vzad, backward invariant), jestlize pro kazdé feseni x(-) sys-
tému (5.1) s po¢atecni hodnotou (0) € A plati, ze x(t) € A pro vSechna ¢t < 0;

invariantni, je-li soucasné pozitivné i negativné invariantni.
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5.1.7 Poznamky

1. Jsou-li mnoziny A, B € Q pozitivné (resp. negativné) invariantni, pak také mnoziny A N B
a AU B jsou pozitivné (resp. negativné) invariantni.

2. Libovolna trajektorie C' systému (5.1) je invariantni mnozinou tohoto systému.

5.1.8 Definice
Necht A, B C Q, B # () a o je néjaka metrika na €2 ekvivalentni s euklidovskou. Rekneme, 7e

mnoZina A atrahuje (pFitahuje) mnozinu B (mnoZina A je atraktorem mnoZiny B), jestlize pro
kazdé Feseni systému (5.1) s po¢ateéni hodnotou x(0) € B plati, ze tlim o(z(t), A) = 0;
— 00

mnozina A je (globdlni) atraktor, jestlize A ptitahuje €;
mnozina A absorbuje mnoZinu B, jestlize A je pozitivné invariantni a ke kazdému feSeni x sys-
tému (5.1) s poéatecni hodnotou (0) € B existuje T > 0 takové, ze x(T) € A;

mnozina A je globdlné absorbujici, jestlize absorbuje mmnozinu (2.

5.1.9 Poznamky

1. Necht () je fesenim systému (5.1) s poc¢ateéni podminkou x(0) = x¢ € Q. Pokud mnozina
A je w-limitni mnozinou feSeni x(-), pak je pozitivné invariantnim atraktorem mnoZiny

{zo}.

2. Trajektorii C' systému (5.1) nazveme limitni trajektorii, jestlize existuje mnozina B C
takova, ze BN (2\ C) # 0 a C atrahuje mnoZinu B. Je-li C' navic cyklem, nazveme ho
limitnim cyklem.

3. Bud i € {1,2,...,n}. Jestlize existuji kladné konstanty K, ¢ takové, Ze pro kazdy bod
x = (x1,x2,...,2,) € Q spliyjici podminku |z;| > K plati

(sgnai) fi(w) < —6lail,
pak mnozina A4; = {& = (z1,22,...,2,) € Q: |z;] < K} je globalné absorbujici mnozinou
systému (5.1).

Dikaz: Nejprve ukazeme, ze kazda trajektorie protind mnozinu A;. PFipustme, Ze exis-
tuje feeni @(-) = (z1(-),22(),...,z,(-)) systému (5.1) takové, Ze pro viechna t > 0
je |z (t)| > K. Polozme u(t) = |z;(t)|. Pak pro vSechna ¢t > 0 je

d

W(t) = @] = (senai(0) fi(@(t)) < =dlai(0)] = —u(t),

neboli

Integraci této nerovnosti v mezich od 0 po ¢ dostaneme Inu(t) — Inu(0) < —dt, tj.
0 < |2i(t)] = u(t) < u(0)e™" = |z;(0)]e~*"

pro libovolné ¢ > 0. Odtud plyne, Ze tlirn |z;(t)] = 0, coz je ve sporu s predpokladem
— 00

|z;(t)] > K > 0.
Mnozina A; mé neprazdny prunik s libovolnou trajektorii, je tedy neprazdna. Ukazeme, Ze
je navic pozitivné invariantni. Pf¥ipustme, Ze existuje feSeni

z() = (21(),22(+), - a())
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systému (5.1) s poc¢atecni hodnotou x(0) € A; takové, Ze pro jisté t1 > 0 je (t1) € A;, tj.
|z;(t1)| > K. Polozme
M:{tERZ 0§t<t1,|$i(t)|§K}.

Pak 0 € M, takze M je neprazdnd shora ohraniCend mnozina redlnych ¢isel. Existuje tedy
T = sup M. Ze spojitosti funkce z;(-) a z vlastnosti suprema plyne, ze T' < t1, 2;(T) = K
a funkce x;(-) je v bodé T rostouci. Avsak

S| = (smnr) fi(w(D) < a0 = 3K <0,

t=T

coz je spor s faktem, Ze funkce z;(-) je v T rostouci. O

5.1.10 Definice

Systém (5.1) se nazyva dissipativni, jestlize existuje ohrani¢end globalné absorbujici mnozina.

5.1.11 Poznamky
1. Je-li systém (5.1) dissipativni, pak kazdé jeho FeSeni je ohranicené.

2. Jestlize existuji kladné konstanty K, ¢ takové, ze pro vSechna i € {1,2,...,n} a vSechna
x € ) takova, ze x| > K plati
(sgna;) fi(x) < =4,
pak je systém (5.1) dissipativni a globalné absorbujici je mnozina A = {x € Q: |z| < K}.

Diikaz: Nejprve ukazeme, ze kazdé trajektorie protind mnozinu A. Pfipustme, Ze existuje
FeSeni x(-) systému (5.1) takové, ze x(t) ¢ A pro vSechna t > 0. Pak |x(¢)|] > K pro
vSechna t > 0, a tedy pro libovolné ¢ > 0 plati

n

L0 = 30 Sl = Y- (sman(0)i(t) = 3 (semr(0) (e (0) < 3 (-9) = b
()] - K

Integraci této nerovnosti dostaneme |x(t)| < |z(0)| — ndt, takze pro ¢ > 5 je
n

|x(t)| < K, coz je spor. Kazda trajektorie mé tedy s mnozinou A neprazdny prunik, coz
také znamend, ze mnozina A je neprazdna.

UkéZeme, Ze mnozina A je navic pozitivné invariantni. Necht x(-) je FeSenim systému (5.1)
s pocateéni podminkou x(0) € A. Pfipustme, Ze existuje t; > 0, pro néz x(t1) ¢ A. Pak
|z(t1)] > K. Polozme

M={tcR:0<t<t,|a) <K}.

Pak 0 € M, takze M je neprazdnd shora ohraniCend mnozina redlnych ¢isel. Existuje tedy
T = sup M. Ze spojitosti funkce ||x(-)| a z vlastnosti suprema plyne, ze |z(T)| = K a
funkce |z ()| je v bodé T rostouci. Avsak

n n

:Z(Sgn% Z sgna;(T)) fi(x(T)) < —néd <0,

t=T =1 i=1

d
Sla)

coz je spor s tim, ze funkce |x(-)| je v bodé T rostouci. Pro vSechna t > 0 je tedy € A a
mnozina A je invariantni. O

3. Necht ke kazdému i € {1,2,...,n} existuji kladné konstanty K;, d; takové, ze pro vSechna
x = (r1,22,...,2Z,) € Q z nerovnosti |x;| > K; plyne nerovnost

(sgnz;)fi(x) < —difwil.
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Pak je systém (5.1) dissipativni s globalné absorbujici mnozinou

A={z = (r1,22,...,2,) € Q: |21 < K1, |12 < Ko, ..., |2,] < Ky}

Diikaz: Polozme A; = {x € Q: |z;] < K;}. Pak kazda z mnozin A; je podle tfetiho z tvrzeni
5.1.9 globalné absorbujici mnozinou a A = A; N Ay N--- N A,. Podle 5.1.7 je mnozina A
pozitivné invariantni. Ukazeme, ze je také globalné absorbujici.

Bud «(t) libovolné feseni systému (5.1). Podle t¥etiho z tvrzeni 5.1.9 existuje t; > 0 takové,
7e |x1(t1)| < K; pro vSechna t > t1. Déle existuje to > t; takové, ze pro vSechna t > to je
|za(t2)] < Ko atd. Nakonec existuje t,, > t,_1 takové, ze |x,(t)| < K,, pro vSechna t > t,.
Takze pro vSechna t > t,, je |z1(t)| < K1, |z2(t)| < Ko, ..., |za(t)] < Ky, tj. x(t) € A, O

5.2 Autonomni systémy v roviné

V tomto oddilu se budeme zabyvat systémem (5.1) pro n = 2, tedy systémem

v = f(xvy)
/ ) (5.5)

v = glx,y).

5.2.1 Definice

Kiivka zadand implicitné rovnici f(x,y) = 0 (resp. g(x,y) = 0) se nazyva xz-nulklina (resp. y-
nulklina) rovnice (5.5).

Pruisecik nulklin je stacionarni bod, tecna k trajektorii v jejim priseéiku s z-nulklinou (resp.
y-nulklinou) je rovnobézné s osou y (resp. x).
5.2.2 Definice (typy stacionirnich bodu v roving)
Stacionarni bod (z*,y*) systému (5.5) se nazyva
bod rotace, jestlize v jeho libovolném okoli lezi cyklus, obsahujici (z*,y*) ve svém vnitiku;

stred, jestlize existuje jeho ryzi okoli U takové, ze kazd4 trajektorie s (x(0),y(0)) € U je cyklem
obsahujicim (x*,y*) ve svém vnittku (stfed je specidlnim pfipadem bodu rotace);

ohmisko, jestlize existuje jeho ryzi okoli U takové, ze pro kazdou trajektorii s (2(0),y(0)) € U
plati

Jim (2(t),y(t)) = (z",y") nebo lim (2(t),y(t)) = (=",y")

——00

a pro orientovany thel ¢(t), ktery svira vektor (z(t),y(t)) — (z*,y*) s n&jakym pevnym
vektorem plati

tlglgo ¥ (t) = 0o nebo tlirgo ¥ (t) = —oo nebo tl}l}lmi/)(t) = 00 nebo tl}{[lmi/)(t) = —00

(trajektorie se pfiblizuje ke staciondrnimu bodu (nebo se od ného vzdaluje) po spiréle);

uzel, jestlize existuje jeho ryzi okoli U takové, Ze pro kazdou trajektorii s (2(0),y(0)) € U plati
tlggo (z(t),y(t)) = (z*,y*) nebo t_l}r_rloo (z(t),y(t) = (=", y*)

a pro orientovany thel ¢(t), ktery svird vektor (z(t),y(t)) — (z*,y*) s néjakym pevnym
vektorem existuje vlastni tlim ¥ (t) nebo . lim  9(t);
—00 ——00

sedlo, jestlize existuje jen konecny pocet trajektorii (z,y) = (x(t),y(t)) takovych, ze

Jim (2(t),y(t)) = (z",y") nebo  lim ((t),y(t)) = (=", y").
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5.2.3 Stacionarni body linearniho homogenniho autonomniho systému

Linedrni homogenni autonomni systém je linedrni homogenni systém s konstantni matici. Budeme
se tedy zabyvat dvojrozmérnym systémem

' =ax + by
y' =cx + dy.

a b
=t 0)
Pokud det A = ad — be # 0, mé systém (5.6) jediny stacionarni bod (0,0). Vlastni ¢isla matice A
jsou koteny charakteristické rovnice

(5.6)

Oznacme

“;A dbA‘ =22 —(a+d)A+ad—chb= A2 — (tr A)A + det A = 0, (5.7)
1
tedy pii oznadeni D = (tr A)? — 4det A je A\j 2> = 3 (trA +v/ D).
(i) det A > 0
(i.1) trA =0
V tomto pfipadé je D = —4detA < 0 a kofeny charakteristické rovnice (5.7) jsou ryze

imagindrni, A\; = iWdetA, Ay = —ivdet A, takze FeSeni systému (5.6) s pocateéni podminkou
(2(0),5(0)) # (0,0) je

cos (\/Mt — <p)

68) e —\/—7% sin (VAet At — ¢+ 3)

pro vhodné konstanty o, ¢, pficemz

- a - 2k +1
0#0, tgso=\/m, w%{ 5 ﬂrkeZ}-

Jednd se o parametrické vyjadreni elips se stfedem (0,0), kazda trajektorie je tedy cyklem se
staciondrnim bodem (0, 0) ve svém vnitiku. To znamend, Ze staciondrni bod (0,0) je stied.

(i.2) trA #0

(i.2.a) det A > 1 (tr A)?
V tomto piipadé je D < 0, charakteristickd rovnice (5.7) mé dva rtzné komplexné sdruzené
kofeny 1 (trA +1i/—D) a systém (5.6) s po¢atecni podminkou (z(0),y(0)) # (0,0) mé Feseni

(P

x(t) 2 ($trA)

= e\2 R
(y(t)) N\ e (D, L
y Sin 5 p—@

kde o, ¢, ¢ jsou vhodné konstanty, pricemz
d—a 2k +1
0, tgp = —, ¢ keZyp.
0 F 8= 7= ¢ { ™ }

Jedna se o parametrické vyjadieni spirdly, kterd se ,naviji“ na stacionarni bod (0, 0) nebo se z ného
yodviji.
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. z(t)\ _ (0 . z(t)\ _ (0
Pokud tr A > 0, pak t_lgr_noo (y(t)) = (O) , pokud tr A < 0, pak tlg(r)lo (y(t)) = (0) .
A).

(i.2.b) det A < Lt
t)) je feSenim systému (5.6) a oznac¢me p(t) thel, ktery svird pfimka prochézejici

Necht (z(t ( 1;
body (0,0), (= (>, y(

e
t)) s vodorovnou osou. Plati

<

(t) _ x(t)
e pokud z(t) # 0, cotg(t) = Ok pokud y(t) # 0.

V tomto piipadé je D > 0 av/ D < |tr A|. Charakteristickd rovnice (5.7) mé dva realné rizné
kofeny A1, Ao takové, Ze oba maji stejné znaménko jako tr A. Necht pro uréitost \; < A2 a

U1 U1
u = resp. v =
u2 ) p '02 b

je vlastni vektor pfislusny k vlastni hodnoté A\, resp. As. Alespon jedna ze soufadnic kazdého
z vlastnich vektori je nenulové. Obecné feseni systému (5.6) s poc¢dteéni podminkou (z(0),y(0)) #

(0,0) je
() o))"

pfitom alespon jedna z konstant «, /3 je nenulova.
Je-litrA>0,pak 0 < A1 < X2 a

i (50) = (o () 2 () @) = () o2 () 0= ()

jerlitrA <0, pak Ay <Ay <0a

tin (i) = (o ()20 () ) = ()0 () 0= (o)

Pokud «a # 0 # uq, pak

tg(t) =

/\
~

.oyt . auge™Mt 4 Buge2t Caug + BugePe ANt gy
lim == = lim = lim ==
to-oo z(t)  t=—oo aquieMt + Buier2t  to—oco qup + BreP2—A)t gy

~—

a pokud « # 0 # vy, pak

i Y _ augeM? + Bugerzt . augeM A4 Byy
im =2 = lim = ==,
t—oo z(t)  t—oo quieMt 4 Burer2t  t5—co quie(M=A)t 4 By 4y

Analogicky, pokud « # 0, pak

t t
lim 0 kdy? us #0,  lim o(t) _ v kdyZ vs # 0.
t——o0 Y ) Ug t—o0 y(t) U2
Pokud o = 0, pak
_oy(t) v y _oxt) v .
t—lggoo z(t) v kdyz v 70, t—lgznoo y(t) o kdyz v2 7 0.

Stacionarni bod (0,0) je v tomto pfipadé uzel. Smérovy vektor poloteény k libovolné trajektorii
ve stacionarnim bodé je vlastnim vektorem matice A.

(i.2.c) detA = 1 (trA)?
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V tomto pfipadé je tr A # 0, nebotf det A # 0, charakteristickd rovnice (5.7) mé dvojnasobny
kofen % tr A a systém (5.6) s pocétecni podminkou (z(0),(0)) # (0,0) mé Feseni

(1) = (i) e

kde «, 3,7, d jsou né&jaké konstanty, z nichz asponi dvé jsou nenulové. Proto plati

_oy) 6 _oz(t) _f oy v o
toteoz(t) B DO p#0, lim @ s P 070, lm @) a P p=0=0
Je-li tr A < 0, pak
: (LtrA)t _ . (JtrA)t _ s t 1 1 —
lim e\? =0, lim te\? = lim —5——- = lim T =0
t—o0 t—o0 t—oo o~ (3 trA)t  t—oo (—1trA) o (B trA)t

. z(t)\ (0 . . . z(t)\ _ (0
a tedy tl;r(r)lo (y(t)) = (O) . Je-li tr A > 0 pak analogicky t_l}r_noo (y(t) =lo)-

Stacionarni bod (0, 0) je v tomto pfipadé uzel. Nyni vSak jiz obecné neplati, ze smérovy vektor
polotecny k trajektorii ve stacionarnim bodé je vlastnim vektorem matice A; v pfipadé 8 =0= 4
(tj. pokud vlastni hodnoté A matice A piislusi dva linedrné nezévislé vlastni vektory) je kazdd
pfimka prochézejici bodem (0, 0) poloteénou néjaké trajektorie.

Je-li b # 0, pak z podminky det A = 1(trA)2, tj. 4dad — 4bc = (a + d)? plyne, ze

771 a—b\?
c= 5 5 .

Vlastni hodnoté A = %(a + d) piislusi jediny (az na nésobek skalarem) vlastni vektor <a2b d) .

Je-li b = 0, pak z podminky det A = 1(trA)? plyne (a — d)? = 0, tj. a = d. Matice (Z 2) mé

. UV . 0
pro ¢ # 0 jednozna¢né urceny vlastni vektor <

1> prislusny k vlastni hodnoté A = a; pro ¢ =0 je

kazdy vektor vlastnim vektorem matice (a 2) prislusnym k vlastni hodnoté A = a.

0

Nyni mtzeme piedchozi tvrzeni upfesnit. Je-li a® 4+ d?> > 0, pak smérovy vektor polotecny
k trajektorii ve staciondrnim bodé (0,0) je vlastnim vektorem matice A pfislusnym k vlastni
hodnoté A = %tr A. Je-li a® +d? > 0, pak kazdy nenulovy vektor je smérovym vektorem poloteény
k n&jaké trajektorii ve staciondrnim bodé (0,0).

(ii) detA < 0

V tomto piipadé je D > (tr A)2 > 0, coZ znamend, Ze rovuice (5.7) mé dva redlné rizné kotreny
A1, Ao. Ponévadzv/ D > [tr A|, maji tyto kofeny opa¢nd znaménka. Necht pro uréitost Ay < 0 < As.
Oznac¢me v1, resp. vs, vlastni vektor matice A prislusny k vlastni hodnoté Ai, resp. A2. Obecné
feSeni systému (5.6) je podle 4.2

(m(t)) — avieMt 4 Buge?t

kde «, (8 jsou néjaké konstanty. Pro a =0 # (3 je

Jm(35) = 6o tm e <o
pro a # 0 = je
pin (30) = o) pim e <o

o7



det A =1 (trA)? det A

IS

stok @

ohnisko

@
Sadtlo N&

T

Obrazek 5.1: Typy izolovanych stacionarnich bodt dvourozmeérného autonomniho linearniho ho-
mogenniho systému (5.6) v zavislosti na hodnotéch stopy a determinantu jeho matice.

aproa#0+#p0je
t——o0

. z(t)\| _ . At ' L -
lim H <y(t)> H = |av,| Jim et 4 [ Bva| lim ™! = 0040 = oo,

lim
t—o00

x(t) 7 . At ) ~r -
<y(t)> H = |aw| tlggloe + | Bos tlggoe — 04 00 = 0.

To znamend, e staciondrni bod (0,0) je sedlo. Smérovy vektor poloteény ke trajektorii, ktera
smeéruje ke stacionarnimu, resp. od stacionarniho, bodu, je vlastnim vektorem matice A piislusnym
k zaporné, resp. kladné, vlastni hodnoté.

Vysledky provedené analyzy linedrniho dvourozmérného systému (5.6) s konstantni matici jsou

shrnuty graficky na obrazku 5.1.

5.2.4 Véta

Uvazujme autonomni systém

¥ = ar+by+ P(z,y)

y = cr+dy+Qz,y), (58)

kde P, @ jsou funkce dvou proménnych spojité v okoli poc¢atku. Necht ad — be # 0 a necht existuje
€ > 0 takové, ze

|P(z,y)| +|Q(z, y)|

lim =0.
(@y)—00) (|| + [y])t*e

Je-li bod (0,0) uzlem nebo ohniskem pro systém (5.6), pak je stejného typu i pro systém (5.8).
Je-li bod (0,0) stiedem pro systém (5.6), pak je bodem rotace nebo ohniskem pro systém (5.8).
Je-li bod (0,0) sedlem pro systém (5.6) a funkce P, @ maji spojité parcidlni derivace podle obou
proménnych v okoli poc¢atku, pak je (0,0) sedlem i pro systém (5.8).

Diikaz: P. HARTMAN: Ordinary Differential FEquations. John Willey&Sons, New York-London-
Sydney 1964, kap. VIIL. O



5.2.5 Dusledek

Necht (z*,y*) je staciondrnim bodem systému (5.5) (tj. f(z*,y*) = g(z*,y*) = 0) a funkce f, g
maji spojité druhé parcidlni derivace podle obou proménnych v okoli bodu (z*, y*). Ozna¢me

fl = 8—£(x*,y*), f2 = a—z(;p*,y*)’ g1 = a—':];(:p*’y*), go = a_i(w*’y*)

a necht fi1g9o — fag1 # 0.
Pak je bod («*,y*) uzlem, ohniskem nebo sedlem pro systém (5.5), je-li pocétek staciondrnim
bodem stejného typu pro linearni homogenni systém

¥ = fix+ fay
5.9
Yy = q1v+g2y. (5:9)
Je-1li pocatek stiedem pro systém (5.9), je bod (z*,y*) budto ohniskem nebo bodem rotace pro
systém (5.5).

Diikaz: Podle Taylorovy véty pro funkce dvou proménnych (sr. Z. DOSLA, O. DOSLY: Diferencidlni
pocet funkci vice proménngch. MU, Brno 1999, 5.2) existuje okoli O, ,«) stacionarniho bodu
(z*,y*) takové, Ze ke kazdému (z,y) € O(y- 4+ existuje ¢islo ¥ € (0,1) tak, ze plati

of(z*,y") of(x”,y")

fy) = @'y + == @ o) + =5 = =y
N % <a2f(w* +9(z — ;z)Qy +9(y — ")) (& — 2"+
ARG aﬂ;*a);/y* +9(y —y")) (2 — ")y — )+
L P+ e - (:;y)z vy —y) y*)2> _

= fi(x —2") + faly —y*) + P(z — 2",y — y"),

kde jsme symbolem P(x — a*,y — y*) oznadili Tayloriv zbytek v uvedeném tvaru.
Ze spojitosti druhych parcidlnich derivaci funkce f a z druhé Weierstralovy véty plyne, ze
existuje konstanta K takovd, Ze pro vSechna (z,y) € O, ») plati

’02f(w,y)’ <K ’52f(w,y)’ <K ’ffgf(w,y)’

< K.
02 0xdy dy? K

Odtud plyne, ze

K
(Kle — 2" > + 2K |z — a*|ly — y*| + K|y — y*[?) = = (lz — 2*| + |y — v*])°.

Pl -y~ )| < ;

DN | =

Analogicky ukazeme, ze existuje konstanta L a funkce @) takové, ze na okoli stacionarniho bodu
(*, y*) plati
9z, y) = g1(x = 2") + g2(y —y") + Qz — 2",y — y"),
pricemz
* * L * * 2

@z — 2"y —y") < K (lz =2 [+ |y —y])".
Nyni budeme vySetfovat pribéh malych odchylek feSeni systému (5.5) od staciondrniho bodu
(x*,y*), tj. zavedeme nové neznamé funkce



(jinak lze Fici, ze posuneme stacionarni bod (z*,y*) do pocéatku.) Funkce &, n jsou feSenim auto-
nomniho systém tvaru

¢ = [+ fan+ P ),
n 91€+ gan+ Q(&,m).

Pro funkce P, @ plati nerovnost |P(&,n)| + |Q(&,n)] < M (€| + |77|)2, kde M = max {K,L}. Pro
libovolné ¢ € (0,1) nyni dostaneme

2
|P(&m)| +1Q(E, n) M ([¢] + [n] . 1-
0< T S (7125 = lim  (|¢] + |nl) =0
Em=0.0)  (|¢] + |n]) Em=(0.0) (|¢] + |n|) (€m)—(0,0)
a tvrzeni plyne z véty 5.2.4. ]

S pouzitim terminologie zavedené v 5.1.5 muZeme ¢ast tohoto tvrzeni preformulovat: Je-li
(z*,y*) hyperbolicky stacionarni bod systému (5.5), pak je stejného typu jako staciondrni bod
(0,0) linearizace tohoto systému ve staciondrnim bodé (z*, y*).

5.2.6 Véta (Dulacovo kritérium)

Necht funkce f, g jsou spojité diferencovatelné na 2 a existuji jednoduse souvisld oteviend mnozina
B C Q a spojité diferencovatelna funkce ¢ : B — R tak, ze vyraz

d(q(z, ) f(z,y)) N d(q(z,v)g(x,y))
ox oy

F(x,z) =

je pro vSechna (z,y) € B nezdporny nebo je pro vSechna (z,y) € B nekladny, pfi¢emz mnozina
{(z,y) € B: F(z,y) = 0} ma miru 0. Pak v mnoziné B neexistuje cyklus systému (5.5).

Dikaz: Pripustme, Ze existuje cyklus C' C B rovnice (5.5) a necht jeho parametrické vyjadieni je

r = o(t), y = p(t);

pritom funkce ¢, ¢ vyjadiuji w-periodické feseni systému (5.5), tedy

') = fp®), (), ') =g(et),v().

Predpokladejme, ze kiivka C je orientovana kladné a ma Yy
tvar ovalu, tj. existuji na ni pravé dva body, v nichz je
tecna rovnobézna s osou y a pravé dva body, v nichz je
teCna rovnobézna s osou z. Ozna¢me A mnozinu ohranice-
nou k¥ivkou C, [a, b] primét mnoziny A na osu z, to hod-
notu parametru pro niz ¢(to) = ¢(to + w) = b, o nejmensi
kladné ¢islo pro néz ¢(tg + ) = a.

Déle zavedeme funkce m = m(z), resp. M = M (x),
takové, ze jejich graf na intervalu [a,b] splyvé s dolnim,
resp. hornim, obloukem kfivky C. Pak

m(z) =¥ (¢ () = U(t) prot € [to+a,to+w], M(z)=1(p™ (z))

7 ptredpokladt véty a obecnych vlastnosti integralu plyne, ze

é/ Fz,y) £0. (5.10)
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Podle Fubiniovy véty nyni plati

- { / (%q(z, ¥)g(z, y)dady =

b M (x) 9 b
- _ M(x) _
—/ 8—yq(w,y)g(:c,y)dy dw—/[q(w,y)g(w,y)]y:mm dr =

a m(z) a

b

b
:/q(z,M(z))g(m,M(x))dx—/q(:c,m(z))g(:c,m(z))dz.

a

V integrélech zavedeme substituci z = ¢(t), tedy dz = ¢'(t)dt = f(¢(t), ¥ (t))dt,

I= / 0 (1), (1)) g (9(t), (1)) £ (s2(8), (1)) i~
o totw
— [ qle(),v®)g(e), v(t) f(e(t), p(t))dt =
to+a
to+w

to

_ 74 a(0(8), 6(6) g (0(8), (1)) f ((t), () ds,
C

kde ¢ ®(x,y)ds oznacuje kiivkovy integral z funkce ® pres uzavienou kiivku C. Analogicky uka-
c

zeme, ze

J= 4 [ st o) e p)dady = §ale®.6(0) 5 (ol0), 00 9(o(0), 010 .

(e}

Odtud plyne, ze

// F(z,y) = // (a(Q(x’?j(x’y)) + 8((1(:”’”6)5(:0’3’))) dady = J +1=0,
A A

coz je ve sporu s (5.10).

V pripadé, ze by kfivka byla orientovana zaporné, provedeme dtikaz stejné s pfislusnou zménou
znamének.

Pokud by na kfivce C' existovalo & > 2 bodt, v nichZ je tecna rovnobézny s osou ¥y, rozdélili
bychom interval [tg, to+w] na k subintervali [to, to+a1], [tota1, totar+as], ..., [to+w—ay, to+w]
takovych, ze na kazdém z nich oblouk k¥ivky C splyne s grafem néjaké funkce proménné z. (]

5.2.7 Dausledek (Bendixsonovo kritérium)

Necht funkce f, g jsou spojité diferencovatelné na 2 a existuje jednoduse souvislé oteviend mnozina

B C Q tak, ze vyraz
Of(z,y) | Og(x,y)
Jr
ox oy
je pro vsechna (z,y) € B nezdporny nebo je pro viechna (z,y) € B nekladny, pfiéemz mnozina,
na niz je tento vyraz nulovy ma miru 0. Pak v mnoziné B neexistuje cyklus systému (5.5).
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5.2.8 Véta (Poincaré [1854-1912]-Bendixson [1861-1935])

Jestlize rovnice (5.1) ma trajektorii C* = {x(t) : t > 0}, ktera je ohranicend a jeji uzivér neob-
sahuje staciondrni body rovnice (5.1), pak existuje cyklus rovnice (5.1), ktery lezi v C+.

Dikaz: P. HARTMAN: Ordinary Differential Equations. John Willey&Sons, New York-London-
Sydney 1964, kap. VIL. O

5.3 Stabilita

5.3.1 Definice (Persidskij [1903—-1970])

Necht &g = xo(t) je feseni systému (5.1) definované na intervalu [0, 00). ReSeni xo se nazyva
stejnomeérné stabilni, jestlize ke kazdému £ > 0 existuje § > 0 tak, Ze pro kazdé ty > 0 vSechna
FeSeni ¢ = x(t) systému (5.1) spliujici podminku || (to) — xo(to)| < J existuji pro vSechna t > ¢
a spliiuji pro né nerovnost |x(t) — xo(t)| < €.

Neni-li feSeni xg = xo(t) systému (5.1) stejnomérné stabilni, nazyva se nestabilni.

5.3.2 Definice (Ljapunov [1857-1918])

Necht &g = xo(t) je feseni systému (5.1) definované na intervalu [0, 00). ReSeni xo se nazyva
stejnomeérné asymptoticky stabilni, je-li stejnomérné stabilni a existuje d > 0 tak, ze pro kazdé
t1 > 0 a vSechna FeSeni © = x(t) systému (5.1) spliujici podminku |x(t1) — zo(t1)| < ¢ plati
Tim (1) — zo(t)] = 0.

Ze struktury prostoru Feseni linedrniho homogenniho systému s konstantnimi koeficienty (sr.
4.2) plynou nésledujici t¥i véty.

5.3.3 Véta

Bud A konstantni matice. Jestlize vSechny kofeny jeji charakteristické rovnice det(A — AE) = 0
(vlastni ¢isla matice A) maji nekladnou realnou ¢ast a ty s nulovou redlnou ¢ésti jsou jednoduché,
pak TeSeni &g = @o(t) = 0 linedrniho autonomniho systému

' =Az (5.11)

je stejnomérné stabilni.

5.3.4 Véta

Jestlize alespon jedno vlastni ¢slo matice A ma kladnou redlnou ¢ést, pak feSeni xg = xo(t) =0
linedrniho autonomniho systému (5.11) je nestabilni.

5.3.5 Véta

Reseni ©g = xo(t) = 0 linedrniho autonomniho systému (5.11) je stejnomérné asymptoticky
stabilni pravé tehdy, kdyz kazdé vlastni ¢islo matice A ma zapornou realnou ¢ast.

Uvazujme nyni perturbovany linedrni systém s konstantnimi koeficienty

' =Az+g(x). (5.12)
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5.3.6 Véta

Bud Y = Y(¢) fundamentdlni matice feSeni systému (5.11). Jestlize existuji konstanty K > 0 a

v < e takové, ze
¢
/HY(t)Y(s)_IH ds < K prot>0 (5.13)
0

alg(@)| < x| prox € Q, pak feSeni xg = xo(t) = 0 systému (5.12) je stejnomérné asymptoticky
stabilni.

Dikaz: J. KALAS, M. RAB: Obycejné diferencidlni rovnice. MU, Brno 2001, str. 130-131. (]

Poznamka: Podminka (5.13) zarudi stejnomérnou asymptotickou stabilitu nulového FesSeni
systému (5.11). Véta ika, zZe je-li perturbace g v jistém smyslu dostate¢né mald, zistava zachovana
stejnomérna asymptotickéd stabilita nulového feSeni rovnice (5.12).

7 hlediska aplikaci je dtlezité vySetfovani stejnomérné asymptotické stability konstantnich
Feeni (stacionarnich bod) rovnice (5.1).

Je-li funkce f dvakrét spojité diferencovatelna a f(x*) = o, pak podle Taylorovy véty pro
funkce vice proménnych plati

f(@) =Alx —z%) + ri(z,z7),

kde A = (a;;) = <g§
J

tické stability konstantnich feSeni rovnice (5.1) lze transformaci y = & — x* prevést na vySetfovani
stejnomérné asymptotické stability nulového feseni rovnice

(m*)> a 11 je prislusny Tayloruv zbytek. VysSetifovani stejnomérné asympto-

y = Ay+g(y),

kde g(y) = r1(y + x*, *) a tu vysetfit podle véty 5.3.6.

5.3.7 Véta

Bud x* stacionarni bod systému (5.1) a necht zobrazeni f je spojité diferencovatelné.

Maji-li vSechna vlastni ¢isla variaéni matice Df(x*) = J(x*) zaporné realné ¢asti, pak kon-
stantni feSeni x(t) = x* systému (5.1) je stejnomérné asymptoticky stabilni.

Pokud existuje vlastni ¢islo varia¢ni matice D f(x*) = J(x*) s kladnou redlnou ¢éasti, pak je
konstantni FeSeni x(¢) = * systému (5.1) nestabilni.

Diikaz: J. KALAs, M. RAB: Obycejné diferencidlni rovnice. MU, Brno 2001, str. 137-138. O

Prvni tvrzeni véty 5.3.7 fika, Zze stok je asymptoticky stabilni, sr. def. 5.1.5.

5.3.8 Kyvalitativni vlastnosti feSeni dvourozmérného autonomniho sys-
tému (5.5)

Necht (z*,y*) je stacionarni bod systému (5.5), funkce f, g jsou dvakrat spojité diferencovatelné
a J(a*,y*) je varia¢ni matice tohoto systému v bodé (a*,y*). Spojenim vysledkt z 5.2.2, 5.2.5 a
5.3.7 dostaneme dostateéné podminky pro to, aby staciondrni bod (x*,y*) byl sedlem, stabilnim
nebo nestabilnim uzlem a ohniskem; tyto podminky jsou shrnuty v tabulce 5.1.

Do konce tohoto odstavce budeme symbolem ¢(t;x%) = (p1(t;2°),. .., ¢, (t;2°)) oznacovat
FeSeni pocateéni tlohy (5.1), (5.2).
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det J(z*,y*) <0 sedlo
(trJ(z~, y*))2 > 4det J(x*,y*) | nestabilni uzel
trJ(a*,y*) >0 5
(trd(z*,y*))” < 4detJ(z*,y*) | nestabilni ohnisko
det J(z*,y*) > 0 5
(trd(z*,y*))” > 4detJ(z*,y*) | stabilni uzel
trJ(z*,y*) <0 5
(trd(z*,y*))” < 4detJ(z*,y*) | stabilni ohnisko

Tabulka 5.1: Klasifikace staciondrnich bodt systému (5.5). Uvedené podminky jsou dostatecéné
pro to, aby staciondrni bod (z*,y*) byl typu uvedeného v poslednim sloupci tabulky; J(z*, y*)
oznacuje varia¢ni matici systému (5.5) ve staciondrnim bodé (a*, y*).

5.3.9 Definice

Bud z* € Q a G okoli bodu z* ve fazovém prostoru Q. Spojitd funkce V : G — R se nazyvéa
ljapunovskd funkce systému (5.1) v bodé x*, jestlize

(i) V(z*)=0aV(x) > 0 pro kazdé = € G\ {z*}.

(ii) Prokazdén € G je slozend funkce V (¢(t; 1)) (chédpana jako funkce jedné realné proménné t)
nerostouci pro vsechna ¢t > 0.

5.3.10 Véta (Pfima Ljapunova metoda)

Existuje-li ljapunovska funkce systému (5.1) v bodé x*, pak * je staciondrnim bodem systému
(5.1) a konstantni FeSeni x(t) = ™ tohoto systému je stejnomérné stabilni.
Pokud navic podminku (ii) z definice 5.3.9 lze nahradit silnéjsi podminkou

(ii*) Prokazdém € G je slozend funkce V((p(t; 77)) (chapana jako funkce jedné redlné proménné t)
klesajici pro vsechna t > 0,

pak je konstantni feSeni x(t) = * systému (5.1) stejnomérné asymptoticky stabilni.

Dikaz: Pokud by existovalo 7 > 0 takové, Ze o(1;x*) # x*, pak by V(cp(T;m*)) >0 =
V(cp(O;a:*)) a funkce V(cp(~;a:*)) by nebyla nerostouci. Bod x* je tedy staciondrnim bodem
systému (5.1).

Bez ijmy na obecnosti lze predpokladat, ze £* = o. V opac¢ném ptipadé bychom totiz mohli
systém (5.1) substituci y = x — x* transformovat na systém vy’ = f(y + «*), pro ktery je o
stacionarnim bodem.

Bud ¢ > 0 libovolné ¢islo takové, ze {x € R" : |z| < e} C G a ozna¢me

v=min{V(z): |z]| =<}

Pak v > 0 a V(x) > ~ pro kazdé = takové, ze |x| = e. Ze spojitosti funkce V plyne, Ze existuje
d > 0 takové, ze |V (x) — 0| = V(x) < v pro v8echna x takova, ze || < §. Ziejmé je § < e.

Bud déle £ € Q takové, ze [£] < 0. Pak V(¢(0;€)) < v a ponévadz funkce V (¢p(-;&)) je
nerostouci, plati

V((p(t; E)) <7 pro vSechna t > 0 z defini¢niho oboru funkce ¢(-;§). (5.14)

Kdyby nyni existovalo t1 > 0 takové, Ze || (t1,&)| > €, pak by ze spojitosti funkce | (- ; &)| a z Bol-
zanovy véty plynula existence to € (0,t1) takového, Ze [¢(to; €)| = ¢ a platilo by V (¢(to; €)) = 1,
coz by byl spor s (5.14).

Pro vSechna ¢t > 0 z defini¢niho oboru funkce ¢( -; &) tedy plati |¢(t;€)| < e. Odtud navic
podle 3.2.6 plyne, ze ¢(-; &) je definovana pro vSechna ¢ > 0. Tvrzeni o stejnomérné stabilité je
tedy dokazano.
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V pripadé, ze & = x*, plati: p(t;€) = p(t;x*) = ™ pro kazdé t > 0, takze tlim p(t; &) = x*.
—00

Necht & # x* = o0 a funkce V(cp( . ;5)) je klesajici. Ponévadz funkce V(cp( . ;5)) je monotonni,
existuje
tl;rgo V(e(t;€) =aeR (5.15)

a z nezapornosti funkce V' plyne a > 0. Pfipustme o > 0. Z toho, Ze

lim V(z)=V(z*) =0,

z—x™

plyne existence t2 > 0 a 3 > 0 takovych, ze |¢(t;€)|| > S pro vSechna t > to. Pro vSechna t > to
je tedy

B <ot )] <e
Polozme v(z) = V(cp(l; z)) — V(cp(O; z)) Funkce v je podle 3.2.10 spojita na kompaktni mnoziné
{zeR": < |z| <&} a je zde zdpornd. Podle Weierstrassovych vét existuje

A =max{v(z): 8 <|z| <e};

je A <0 aprok €N plati

V(p(ta +k;€)) = V(p(tz + k;8)) = V(plta + k= 1;€)) + V(p(t2 + k - 1;€)) =
=v(p(ta+k—1;8) +V(plts+k—1;6) =...

o= v(plte+i— 1;8) + V (et 8)) < kA +V (p(t23 €)).
i=1
Ponévadz klim kA = —o0, je také klim V(cp(tz + k;é)) = —00, coz je spor s (5.15). Tento spor
— 00 — 00

dokazuje, ze o = 0. Ze spojitosti funkce V', z faktu ¢(t;€) # x* prot > 0 a £ # x*, z podminky
(i) v definici 5.3.9 a ze vztahu (5.15) nyni plyne tlim p(t; &) = x*. Tim je dokdzdno i tvrzeni
— 00

o stejnomérné asymptotické stabilité. 0

5.3.11 Dusledek

Bud V : G — R diferencovatelna funkce, ktera spliiuje podminku (i) z definice 5.3.9. Jestlize pro
kazdé x € G plati

Viz)=) Viz) fi(x) <0, (5.16)

7
i=1 Oz;

pak funkce V je ljapunovskou funkei systému (5.1) v bodé * a tedy konstantni feSeni x(t) = «*

tohoto systému je stejnomérné stabilni.
Jestlize pro kazdé « € G \ {x*} plati V(x*) < 0, pak funkce V splituje podminku (ii*) z véty
5.3.10 a tedy konstantni feseni x(t) = x* tohoto systému je stejnomérné asymptoticky stabilni.

Diikaz: Pro kazdé n € G a kazdé t > 0 je ¢ = (t,n) € G a podle véty o derivaci slozené funkce
plati

n

SV (ettm) = 32 7 ottm) 2L) — 5 2 (gt ot -

Odtud a ze zndmych vét o vysetfovani prubéhu funkce jedné proménné pomoci derivace plynou
obé tvrzeni. (]
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Je-li U diferencovatelné funkce definovana na G' C €, pak vyraz U(zx) definovany vztahem

() =3 0@ )

i~
i=1 Oz;

se nazyva derivace funkce U vzhledem k systému (5.1).

5.4 Konzervativni systémy

Nejprve pfipomeneme dva pojmy, jeden z analyzy a druhy z linearni algebry: Operédtor V (nabla,
gradient) prifazuje spojité diferencovatelné skaldrni funkci F' proménnych 1, s, ..., z, vektoro-

vou funkci .
oo (OF OF  OF
Ox1’ Oxo oxy,

stejnych proménnych.
Matice A se nazyva antisymetrickd (polosymetrickd, anglicky skew-symmetric), pokud plati
rovnost A = —AT.

5.4.1 Definice

Funkce U : Q — R se nazyva prund integrdl (invariant) systému (5.1), je-li spojité diferencovatelna
a v kazdém bodé x € Q pro jeji derivaci vzhledem k systému (5.1) plati

Ux) = VU Z 8301 =0.

Rekneme, ze systém (5.1) je konzervativni, jestlize existuje jeho prvni integral.

5.4.2 Véta

Necht U : @ — R je prvni integral systému (5.1) a nechf x(-) je feSeni systému (5.1). Pak je
funkce U (z(-)) konstantni.

Diikaz:

ou
V@) = pr (=(t)) Z@xz fi(z(t)) = 0. 0

=1

Prvni integral tedy vyjadiuje veli¢inu, kterad je na trajektoriich systému (5.1) konstantni, tj.
veli¢inu, ktera se v pribéhu vyvoje systému zachovava; nazev ,invariant® je tedy adekvatni. Systém
je konzervativni, pokud zachovava (konzervuje) veli¢inu U. V aplikacich miize jit napf. o celkovou
energii nebo hmotu a podobné.

Vétu 1ze preformulovat i takto: trajektorie systému (5.1) jsou vrstevnicemi prvniho integrélu.
Znalost prvniho integralu tedy poskytuje informaci o FeSeni systému (5.1).

Znalost nékolika prvnich integralt umoziiuje také zmensit dimenzi systému (5.1). Uvazujme
systém (5.1) s po¢ateéni podminkou (5.3). Necht & je pfirozené ¢islo spliiujici nerovnosti 1 < k < n,
Ui, Us, ..., Uy jsou prvni integraly systému (5.1) a necht vektory VU (x¢), VUa(x0), . .., VUr(x0)
jsou linedrné nezévislé. Definujme zobrazeni ® = (®1, @y, ..., ®5)T : Q — RF pfedpisem

gl(w)—gl(%)
(z) 2($)—: 2(xo)
Uk(:l:) — Uk(:lio)

66



Toto zobrazeni je spojité diferencovatelné. Oznac¢me

T
o — ((130)1, (wo)g, ey (IBo)n)) = (w(),l, L0,25- - wo,n)T
y:('rlvx?v"'v:rk)Ta Z:(Ik+1,$k+2,...,$n)T,
Yo = (.T071, w(),g, P ,wo,k)T, zZ0 = (xo,k+1, .T07k+2, ceey wo,n)T.

Pak je ®(yo, z0) = 0 a z linedrni nezavislosti vektort VU, (x¢), VUz2(xo), . .., VUi (xo) plyne

0 0

—d —d —0

s 1(y0,z0) I 1(yo,zo) o 1(yo,zo)

0 0 0

det 8—y1<b2(y0’z0) 8_y2<b2(y0’z0) a—yk‘bz(yo,zo) _

0 0 0

8—y1¢k(y0az0) a—yZ‘I)k(yo,Zo) a—ykq’k(yo,zo)
0 0 0
8—501U1(w0) a—zQUﬂiBo) a—kal(iBO)
0 0 0

— det | 9y 2(®0) 5, U2(@0) g 2@ | g

0 0 0
a—xlUk(m()) a—uUk($0) a—kak($0)

Jsou splnény predpoklady véty o implicitnim zobrazeni (viz napt. Z. DoOSLA, O. DOSLY: Diferen-
cidlng pocet funkci vice proménngch. MU, Brno 1999, Véta 8.5). To znamen4, Ze existuje jediné
spojité zobrazeni ¥ = (¥, Uy, ..., Up)T : R*F — RF takové, ze <I>(\Il(z0), zg) = 0. Substituci

21 = Tk+1y, B2 = Tk42y «++y Rn—k — Tn

prejde systém (5.1) na systém

/
Zl :fk-‘rl(\I/l(zla 22y ey Zn—k); \1’2(213 22y )Z’rl—k)a ey \I/k(zla 22y )Z’rl—k)a 21322y« oy Z’n—k))
/
Z2 :fk-‘rQ(\I/l(zla 22y ey Zn—k); \1’2(213 22y )Z’rl—k)a ey \I/k(zla 22y )Z’rl—k)a Z13 22y« oy Z’n—k))
/
Zn—k:fn(llll(zla 22y ey zn—k)a \1/2('21) 22y e )Z’rl—k)a ey \I/k(zla 22y )Z’rl—k)a Z13R2y v vy zn—k)-
Strucné feceno, slozky x1, xs, ..., T vypoclitame ze soustavy rovnic
Ui(z1,22,...,2n) =Ur(20,1,%0,2, - - - s To,n)s
Us(w1,22,...,2n) =Us(20,1,%0,2, - - - s T0,n)s
Ur(w1,22,...,2n) = Ur(w0,1, 20,2, . - -, Zo,n),
tak, ze je vyjadiime v zavislosti na slozkach xgi1,Tk42,...,T,, a pak je dosadime do poslednich

n — k rovnic systému (5.1). Obecnéji: vyjadiime k neznamych funkei pomoci zbyvajicich n — k a
dosadime je do prislusnych n — k z ptuvodnich diferencialnich krovnic.

5.4.3 Definice

Necht existuje antisymetrickd matice S a spojité diferencovatelna funkce H : 2 — R takova, ze
pro vSechna x je f(x) = SVH (x). Pak se systém (5.1) nazyva hamiltonovsky, funkce H se nazjyva
hamiltonidn systému (5.1).

Hamiltonovsky systém je tedy tvaru

' =SVH(z).
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5.4.4 Véta

Hamiltonovsky systém je konzervativni, hamiltonian je jeho invariantem.

Diikaz: Nejprve si vSimnéme, ze pro libovolny vektor @ € R™ a antisymetrickou matici S fadu n
plati

vTSv = (vTSv)T =vTSTy = —vTSw
a tedy v7Sv = 0. Odtud plyne, Ze
VH(x)" f(x) = VH(x)'SVH(x) = 0. O

5.4.5 Definice

Existuje-li pfirozené ¢islo k, 1 < k < n a existuji-li zobrazeni g = (g1,92,...,9%) : R"% — R¥,
h = (hi,ha,...,hn_p) : R¥ — R"=F tak, 7e pro véechna x € € je

f(x) = (f1(1'1,1'2, ceosyn), fo(xr, @, .o ), fu(@r, @e, . ,xn)) =
= (gl($k+1;$k+2a cee ,xn),gg(xk+1,xk+2, ces ,xn), ces ,gk(xk+1,xk+2, ceey xn),
h1($1,$2, I ,$k), hg(wl, Loy ... ,xk), ceey hn_k(acl, Loy ... ,xk)),

pak se systém (5.1) nazyva bipartitni.

Pii oznaceni y = (z1,22,...,2k), 2 = (Tkt1, Thi2,--.,Tn) lze bipartitni systém zapsat ve
tvaru

¥y =g(z), 2 =h(y).

Neznamé funkce jsou rozliseny na dvé sady; derivace funkci z prvni sady zavisi pouze na funkcich
z druhé sady a naopak.

5.4.6 Priklad (Newtonovy zdkony pohybu)

Uvazujme hmotny bod X o hmotnosti m, ktery mé v case ¢t soutadnice x = z(t), y = y(t), z = 2(t)
a na néjz pusobi sila F = (Fy, F,, F.), kter4 muze zaviset na poloze bodu X. Polohu bodu X
lze zapsat jako vektor x = (z,y,2)T. Ozna¢me po fadé v = (vy,vy,v.)T, a = (az,ay,a,)7,
P = (Pz, py,p-) rychlost, zrychleni a hybnost bodu X.

Zakon setrvacnosti fika, ze pokud je hmotny bod v klidu nebo vykonava rovnomérny primocary
pohyb, pak jeho hybnost (,,mnozstvi pohybu®) je konstantni a tmérné rychlosti s koeficientem
ameérnosti m, tj. p = mwv. Ze zakona setrvacnosti tak dostavame
' =v=—p adile a=z"=—p tj. p = ma.

m m
Sila pusobi zrychleni hmotného bodu; definujeme ji jako imérnou tomuto zrychleni opét s koefi-
cientem timérnosti m, tj. F = ma. Prvni dva Newtonovy pohybové zakony tedy mizeme vyjadrit

ve tVaIu blpaltltlll’ll() Systemu

Necht nejprve neptisobi zadna sila, F' = o. Pak funkce
U(.’I),p) = U(:C, Y, Zapzvpyapz) =Pz + Py + Pz

je prvnim integralem systému

' =—p, p=o. (5.18)
m
Vskutku

Pz Py D= T
VU s s~y Py yPz) = 07050715171T5 I EERY < 2) y Pz :(_a_ya_voaovo) )
(2,9, 2, P2 Py, Pz) = ( ) F@ sz pespypa) = (T8
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takze VUT f = 0. Analogicky se lze piesvéddit, ze kazda z funkci

Ui(z,p) = pzy  U2(x,p) =py, Us(z,p)=p., Us=,/p2+p2+p?

je prvnim integralem systému (5.18); uvedené prvni integraly Uy a Uy, Us, Us vyjadiuji zdkon
zachovani hybnosti, resp. jejich slozek.

Uvazujme nyni centralni silu piisobici v pocatku, tj. silu, ktera bod X pritahuje k pocatku
nebo ho od néj odpuzuje. O velikosti sily budeme predpokladat, Ze je pfimo timérnd hmotnosti
bodu X a nepfimo tmérna druhé mocniné vzdélenosti bodu X od pocatku (takovou pfitazlivou
silou je naptiklad sila gravitac¢ni). Plati tedy

Fy( ) - - Fy( ) - —
T,Y,z2) =c¢C r,Y,z)=¢C
z\T,Y, $2+y2+22\/ma y\T, Y, x2+y2+z2 z2+y2+22’
m z cm
F.(x,y,z)=c , tj. Flad) = —=wx,
z( Y ) 72 +y2+22 /$2 +y2+22' J ( ) ”(13“3
kde | - | nyni oznac¢uje euklidovskou velikost (normu) vektoru. Je-li konstanta tmérnosti ¢ kladna,

jedné se o pfitazlivou silu, je-li zdporna, jednd se o silu odpudivou. Systém (5.17) je nyni tvaru

1
'=—p, p =" (5.19)
m ||
V soutadnicich ho lze rozepsat
o 1 ;L cm
mpxa pz - (1‘2 4 y2 Y )3/2
,7 1 ;L cm
Yy mpy5 pyi ($2+y2+22)3/2y,
L 1 ;L cm
mpZa p>= (22 + 92 + Z2)3/2Z‘

Fézovy prostor tohoto systému je mnozina Q = {(x,p) € R3*3: |x| > 0}. Pro funkci H : @ — R
definovanou predpisem

||P|| Loy 2 2 cmn
o ) _—+_ t H'ryazpwapapz_ p$+p +pz +
() g 11 0P = g P PP
plati
OH cmx OH cmy OH cmz
or (x2+y2+22)3/2’ @y - (z2+y2+22)3/2’ Oz (z2+y2+22)3/2’
(5.20)
OH _p= OH _py OH _p:
op. m’ 9dp, m’ Op, m’
Tedy VHT f = 0 a funkce H je prvnim integralem systému (5.19). Vyraz
1 1
%(pi +p§ +p?) = 2m(m2;p/ +m?%y 2 1 m?z 2) - §m(z/2 Jry/2 + 2/2) =—m|x /” _ _m||v||

vyjadiuje kinetickou energii hmotného bodu X, vyraz
cm _cm
Va2 +y? + 22 ||

vyjadiuje jeho energii potencidlni. Prvni integral je tedy celkovou mechanickou energii hmotného
bodu X, ktera se zachovava.
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Z vyjadieni (5.20) vidime, ze systém (5.19) lze také zapsat ve tvaru
0
%H(:L', Y, vaxapyvpz)

0
6_yH(z, Y, vaxvpyvpz)

T 0 0 0 100

y 0 0 0 0 1 0 9y

2l Lo o 0 001 % (7,9, 2, Pa> Py> =)
.| [-1 0 0 0 0 0 B

Dy 0O -1 0 0 0 0 %H(zayvzvpm,pyvpz)
p- 0 0 —-1 0 0 0

0
“H
7 (z,9, 2, Dz, Dys D=)

H :E) 7’27 b b
9. (@, Y, 2, Dz, Pys =)

6) (% S

kde O, resp. E, je nulové, resp. jednotkova, matice. Odtud vidime, Ze prvni integral H je soucasné
hamiltonidnem systému (5.19). Oznacime-li nyni

o o ao\" T
Vo (L2 0N g (2 90 2
dx’ 0y’ 0z Opz Opy’ Op.

mizeme systém (5.19) také zapsat jako hamiltonovsky systém

nebo strucné

' =VpH(z,p), p' =-VzH(z,p).
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Kapitola 6

Neékteré klasické elementarni
ulohy

V této kapitole je uvedeno nékolik uloh vedoucich na obycejné diferencidlni rovnice, které lze
vyresit elementarnimi metodami z kapitoly 2. Lze ji tedy povazovat za jakousi sbirku fesenych
prikladd.

Ulohy vychézi z riiznych obortt — kinematiky (tlohy 6.1, 6.5), geometrické optiky (Archime-
dova tiloha 6.3), dynamiky (loha o reaktivnim motoru 6.2), epidemiologie (iloha 6.6), teorie Fizeni
(problém ,menezmentu obnovitelnych zdroju* 6.7) nebo psychologie (nepfili§ vazné minén4 tloha
6.4).

6.1 Traktrisa

Po stole tdhneme hodinky na napjatém fetizku délky /¢ tak, ze koncem fetizku sledujeme hranu
stolu. Na po¢atku svird fetizek a hrana stolu thel o € (0, 27]. Ukolem je ur¢it drahu hodinek.
Zvolime orthonormalni souradnou soustavu tak, ze svisla osa splyva s hranou stolu a je sou-
hlasné orientovana se smérem pohybu konce fetizku, viz obr. 6.1. Pfi této volbé budou hodinky
na poc¢atku v bodé (—£sin«, 0). Drahu hodinek vyjadiime jako graf funkce y = y(x). Hodinky se
pohybuji ve sméru pusobici sily, sila piisobi ve sméru fetizku. To znamend, Ze primka incidentni
s Fetizkem je tecnou ke grafu funkce y v kazdém bodé. Smérnice této tecny je tedy rovna
72 _ 32
/
Tr) = —. 6.1
Y ="— (6.1)
Hledana funkce je feSenim této obycejné diferencialni rovnice s poc¢ateéni podminkou
y(—{sina) = 0. (6.2)

Na pravé strané rovnice (6.1) se nevyskytuje hledana funkce y, proto mtizeme feseni tlohy (6.1),
(6.2) bezprostiedné psat ve tvaru uréitého integralu

- [

—{sin

/73 2 N
gmMM /g2_€2

|§| {=—{sina
x? (V02— 22 sina
=/{|cosaa—/1——= +1n .
02 —x 1+ cosa

Ulohu o draze hodinek tazenych na fetizku po stole zformuloval Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646
1716). K¥ivku podrobné studoval v roce 1692 Christiaan Huygens, ktery ji také dal jméno tractrix (z la-
tinského trahere, tdhnout).

73



02 — g2

Obrézek 6.1: Traktrisa

6.2 Ciolkovského rovnice

Pohyb rakety budeme popisovat v soutradné soustavé takové, aby na raketu neptisobily zadné
vnéjsi sily (tedy ve stavu beztize). Necht v ¢ase tog = 0 se raketa pohybuje rychlosti vg. V Case tg se
zazehne palivo, které rovnomérné shoii za ¢as T" a v podobé plyntl proudi z trysky na zadi rakety
rychlosti u vzhledem k raketé. Ulohou je uréit rychlost rakety po provedeni popsaného manévru,
tedy jeji rychlost v case T'.

Oznaéme M ... hmotnost rakety na pocatku (v ¢ase to = 0),
I ... hmotnost paliva vyhotelého za cas T,
m = m(t) ... hmotnost rakety (s dosud nevyhotelym palivem) v case ¢,
v=uv(t) ... rychlost rakety v case t.
Predpoklad o rovnomérném hoteni paliva zapiSeme rovnosti
1 MT — ut
m(t) =M Tt = T (6.3)

Rychlost v nezndme. Budeme vsak o ni predpokladat, ze je spojité diferencovatelnou funkei svého
argumentu (¢asu). Hybnost rakety se zbyvajicim palivem v case t je

p(t) = m(t)v(t). (6.4)

Uvazujme kratky casovy interval [¢,¢ + At] C [0,7]. Béhem ného shofi palivo o hmotnosti

Ap = u(t) — p(t + At) = M — %t - (M - %(t + At)) - %At. (6.5)

Rychlost vytékajicich plyniti v soufadné soustavé, v niz pohyb popisujeme, je v ¢ase t rovna v(t) —u
a v prubéhu intervalu se méni v rozmezi od této hodnoty po hodnotu v(t + At) — u. Hybnost
vyhotelého paliva vytrysklého v uvazovaném ¢asovém intervalu proto vyjadiime jako

pp(t, At) = w(t, At)Ap, (6.6)
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kde w(t, At) je integralni pramér vytékajicich plyni v ¢asovém intervalu délky At, tj.

. t+AL . t+At
w(t, At) = A7 / (v(r) — u)dr = AL / o(r)dT — u.
t t

Podle prvni véty o stiedni hodnoté integralniho poctu existuje ¢islo n € (0,1) takové, ze
t+At
v(1)dr = v(t + nAt)At,

t

takze w(t, At) = v(t +nAt) —u. S vyuzitim této rovnosti a rovnosti (6.5) vyjadiime hybnost (6.6)
vytékajicitho plynu vyrazem

pp(t, At) = (v(t + nAt) — u) %At. (6.7)
Hybnost rakety v ¢ase t + At je vzhledem k (6.3) rovna
_ _ K _ H
pr(t+ At) = m(t + At)o(t + At) = (M — L+ At)) ot + At) = (m(t) - TAt) u(t + At).
Podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté plati
o(t + At) = v(t) + ' (t + VAL)At,

kde ¢ € (0,1). Dosazenim této rovnosti do pfedchozi dostaneme

pr(t + At) = (m(t) - ;At) (v(t) + ' (t + IAL)AL) =
= m(t)u(t) — (%v(t) — () (t + Mt)) A(t) — %U’(t L IAL) (AN (6.8)
Souhrnné hybnost rakety a vyhorelého paliva je v ¢ase t + At rovna
p(t + At) = pr(t + At) + pp(t, At).
Odtud a z (6.7), (6.8) dostaneme

pt + At) — p(t)
At

Limitnim prechodem At — 0 a jednoduchou tpravou vyjadiime derivaci hybnosti soustavy rakety
s palivem ve tvaru

= (v(t+nAt) —u— v(t))% +m(t) (¢ + VAL) — %v’(t + 9AL)AL.

p'(t) =m(t)'(t) — u%

Podle zdkona o zachovani hybnosti je p’(t) = 0, takze s vyuzitim rovnosti (6.3) dostaneme dife-
rencialni rovnici pro neznamou funkci v ve tvaru

'(4) = Hu -
v = S

Na jeji pravé strané se nevyskytuje hledanad funkce v, sta¢i tedy integrovat obé strany rovnice
v mezich od 0 po t. S vyuzitim pocéateéni podminky v(0) = vy dostaneme

t

MT
’U(t):’l)o+ #ﬁm—dT:’Uo*u[lr”MT*‘UT”i:O:’Uo+ulnm:
0
ut
vo +u n( + MT/Lt)
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y=y(z)
p
q Zo T
[0) 5 /
Yo P r

Obrazek 6.2: K Archimédové tloze: y = y(x) — zrcadlo, p — pFichazejici paprsek, ¢ — odrazeny
paprsek, P — bod dopadu a odrazu paprsku, O — ohnisko, 7 — te¢na k zrcadlu v bodé dopadu
prichézejiciho paprsku, ¥ — normaéla k zrcadlu, ¢ —thel odrazu.

Zejména pro t = T mame

o(T) = vo +uln (1 + M“_ u) . (6.9)

Tato formule se nazyva Ciolkovského rovnice.

Rovnici (6.9) odvodil William Moore ve vyzkumné zpravé A Treatise on the Motion of Rockets pro
Royal Military Academy, Woolwich, England, v roce 1813. Tato prace byla zapomenuta a nezavisle na ni
rovnici objevil roku 1898 Konstantin Eduardovi¢ Ciolkovskij. S jeji pomoci v ¢lanku

ITnonkoBckni, K. E. M3ciemoBanne MUPOBBIX TTPOCTPAHCTB PEAKTUBHBIMA TIPUOOPAMH.
Hayunoe obospsrue. 1903, rons X, No. 5

zduvodnil, Ze rakety mohou létat naprosto nezavisle na okolnim prostiedi, a proto mohou byt vhodnym
prostiedkem pro lety do vesmiru.

6.3 Archimédova uloha

Urcete tvar zrcadla, které odrazi rovnobézné svételné paprsky do jediného bodu (ohniska).

Zvolime soufadnou soustavu tak, aby ohnisko bylo v jejim poc¢atku O, prichazejici paprsky
byly rovnobézné se svislou osou a sméfovaly proti jeji orientaci (kreslete si obrazek 6.2). Uvazujme
prichazejici paprsek p, ktery se od zrcadla odrazi v libovolném, ale pevné zvoleném bodé P =
(z0,Y0), ©o > 0, yo < 0. Necht tvar zrcadla je v okoli tohoto bodu popsén funkei y = y(x); pfitom
samoziejmeé y(zo) = yo.

Oznacme T, resp. v, tecnu, resp. normalu, k zrcadlu v bodé P, ¢ pfimku incidentni s odrazenym
paprskem PO, r vodorovnou piimku prochéazejici bodem P. Necht dale ¢ = <vq je thel, ktery
svira odrazeny paprsek s norméalou v. Uhel odrazu se rovné thlu dopadu a tedy <pr = ¢. Odtud
plyne, ze <pt = 17 — . Déle plati <rt = %w — <pT = . Ponévadz 7 je tecnou ke kfivce o rovnici

2
y = y(x), plati
dy

1, (20) = tg(wrT) =tgp. (6.10)
Ponévadz primky p a r jsou kolmé, je <tqr = %7‘( — v — g = %7‘( — 2p a tedy
7r 1 - (tgp)?
tg(<t :t(——2): tg(2p) = — 2P 6.11
8(<qr) = tg (5 — 2¢) = cotg(2p) Stgp (6.11)
Soucasné
ta(agr) = ol _ %o, (6.12)

Lo Lo
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Spojenim (6.10), (6.11) a (6.12) dostaneme rovnost

Ponévadz bod P = (z0, y0) byl libovolny, dostavame pro tvar zrcadla diferencialni rovnici

2
dy\"__ydy
dz xdz
To je rovnice neroziesena vzhledem k derivaci. Jedna se vsak o jednoduchou kvadratickou rovnici
pro neznamou derivaci, takze ji muzeme vyjadrit ve tvaru

d 2
Y_Yy (g) +1.
dr = T

d
Proy <0ax >0 je Y > 0, viz obrazek 6.2. Znaménko pfed odmocninou tedy musi byt +.

Dostavame tak diferencialni rovnici pro tvar pozadovaného zrcadla

-ty

d d
To je rovnice homogenni. Substituci v = u(z) = M, tedy y(z) = zu(x), d—y = u+ xd—u
T T T

dostaneme rovnici se separovanymi proménnymi. Jeji feseni v implicitnim tvaru je

[=-17
w21 x’

tedy In |u +v/u? + 1| = In|z| + const. Odtud

w-3(z-9)

kde C' je integracni konstanta. V ptavodnich proménnjch dostaneme rovnost

v =3 (5-¢).

neboli 22 = C(C + 2y). To je rovnice paraboly s ohniskem (0, 0) a F{dici pfimkou z = —C.

Nézev ,,Archimédova tloha“ vychézi z tradované historky, podle niz Archimédes pfi obléhani Syrakus
arméadou fimského vojeviudce Marcella v letech 214—212 pf. n. 1. z vylesténych $titt obranct meésta sesta-
voval zrcadla, kterymi soustiedil slunecni paprsky a tak zapaloval lodé obléhatelt impregnované smolou.

6.4 Romeo a Julie

Romeo na plese zahlédl Julii a na prvni pohled se do ni zamiloval. Svoji zamilovanost zacal Julii
davat najevo a tak se i ona do ného zamilovala. Pokusime se popsat vyvoj jejich citi, pokud by
nedoslo k tragédii popsané Williamem Shakespearem.

Pfedpoklddejme, Ze cit 1ze néjak kvantifikovat a oznac¢me r = r(¢) Rometv cit k Julii a j = j(¢)
Juliin cit k Romeovi v ¢ase t. Cit s kladnym znaménkem budeme interpretovat jako okouzleni nebo
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zamilovanost!, cit se zdpornym znaménkem jako odpor nebo nechut. Romefiv cit samoziejmé zavisi
na Juliiné odezvé a soucasné je citem renesanc¢niho kavalira, tedy dobyvatele: ¢im vice naklonnosti
Julie projevuje, tim je pro dobyvatele Romea méné ptitazliva. Tento jev vyjadiime tak, ze Rometv
cit k Julii se zmensuje, pokud jeji k nému je kladny. V prvnim pfiblizeni budeme zménu Romeova
citu k Julii, tj. derivaci funkce r, povazovat za tmeérnou Juliinu citu k Romeovi se zapornym
koeficientem timérnosti. Formalné to zapiseme rovnosti

dr

— = —ay, 6.13
" J (6.13)
kde a je kladnd konstanta. Naopak Juliin cit k Romeovi je povzbuzovan Romeovymi projevy
néaklonnosti. Touto tvahou dostaneme rovnici pro Juliin cit v prvnim pfiblizeni jako

dj _

—b
a

) (6.14)
kde b > 0. Na pocatku se Romeo zamiloval a Julie o ném ani nevédéla, jeji cit k Romeovi byl nulovy.
Romeovu zamilovanost budeme povazovat za jednotkovy kladny cit. Dostavame tak podminky

r(0) =1, 4(0)=0. (6.15)

Diferencialni rovnice (6.13), (6.14) s po¢ateénimi podminkami (6.15) predstavuji model vyvoje

Romeovych a Juliinych citd. Jednéd se o homogenni systém dvou linedrnich rovnic s konstantnimi

koeficienty a lze ho tedy vyresit metodami popsanymi v 4.2, konkrétné postupem z 4.1.8 a 4.3.9.
Derivovanim rovnice (6.13) a dosazenim z rovnosti (6.14) dostaneme

dzr _ dj
a2 dt
Vyvoj Romeova vztahu k Julii je tedy popsan homogenni linearni diferencidlni rovnici druhého

rfadu s konstantnimi koeficienty
2

d
d_t; + abr = 0. (6.16)

Piislusna charakteristicka rovnice A2 + ab = 0 m4 dva riizné ryze komplexni kofeny A1 » = +ivab.
Obecné Teseni rovnice (6.16) tedy je tvaru

r(t) = Acos (\/Et) + Bsin (\/@t) .

Reseni musi spliiovat poc¢ateéni podminky (6.15), tedy

r(0) = 1, %(0) — —aj(0) = 0.

Odtud dostaneme A = 1, B = 0, takze r(t) = cos (\/@ t) a podle rovnosti (6.13) dale plati

1dr(t 1 b

j(t) = _1dr(®) = —Vab sin (\/abt) \/j sin (\/abt) .
a dt a a

Model (6.13), (6.14), (6.15) vyvoje citit veronskych milenct tedy pfedpovidd, ze Romeovy city

k Julii by periodicky kolisaly mezi zamilovanosti a zhnusenim, stejné tak Juliiny city k Romeovi.

Pozitivni city k sobé navzajem mohou prozivat pouze na zacatku pribéhu, konkrétné do casu

™

Wab '

I1Pouzivame slovo ,zamilovanost®, nikoliv ,laska“. Laska totiz neni jen citem, ale je z velké miry i zalezitosti
rozhodnuti a vile; nelze ji proto jednoduse popisovat néjakym , pfirodovédeckym® zptuisobem. Samotny cit vsak lze
do jisté miry biologickymi nebo chemickymi terminy popsat a proto ho lze i matematicky modelovat.

t:
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Shakespearovo feseni konfliktu tedy neni tragédii, ale dobrym koncem. Kdyby pfibéh probihal
v neomezeném case, pak pouze ¢tvrtinu z ného prozivaji Romeo s Julii ve vzajemné naklonnosti,
¢tvrtinu ve vzajemném odporu a polovinu ¢asu s city rozdilnymi. PovSimnéme si jesté, ze v pripadé
b > a kolisaji Juliiny city s vétsi amplitudou nez Romeovy, v ptipadé b < a je tomu naopak. Jinak
Feceno, vétsim vykyvim citd (vétsimu utrpeni?) je vystaven ten z dvojice, ktery je citové zavislejsi.

Vyvoj citt lze modelovat i obecnéji. Predpokladejme, ze také troven vlastniho citu ovliviiuje
zmeénu tohoto citu. Muzeme tedy uvazovat model tvoreny systémem rovnic

dr air —aj
-, — Q1T — )
dt (6.17)
d—]*brqtoz ]
dt* 275

s pocatecni podminkou

r(0) =1, j(0) =0.
Zaporny koeficient a; muze vyjadfovat, ze Romeo se svych citt boji, nechce ztracet vnitini klid;
kladny koeficient cvy mtize znamenat, ze se Romeo svymi city necha vést. Koeficient o 1ze tedy po-
vazovat za jakési ,,umisténi Romea na ose racionalita-romantismus*; koeficient as lze interpretovat
podobné pro Julii.

Modely vyvoje milostnych citt (6.13), (6.14) a (6.17) publikoval Steven H. Strogatz v ¢lanku

STROGATZ, S. H. Love affairs and differential equations. Mathematics Magazine. 1988, Vol. 61,
No. 1, p. 35.

Ucelem ¢lanku ovsem nebylo vytvorit matematickou teorii zamilovanosti, ale navrhnout neobvykly a pokud
mozno atraktivni zpusob vykladu klasické latky — systému dvou obycéejnych linearnich diferencidlnich
rovnic.

6.5 ,,Psi krivka“

Pes pronasleduje zajice. Zajic se pohybuje rovnomérné primocare rychlosti u, pes bézi ve sméru
k zajici rovnomérnou rychlosti v, v > u. Urcete tvar drahy psa a cas T', za ktery pes zajice dohoni.
Zvolime orthonormalni souradnou soustavu tak, aby se zajic pohyboval po druhé ose souhlasné
s jeji orientaci a na pocatku, tj. v ¢ase to = 0, se zajic nachazel v bodé (0,b) a pes v bodé (—a,0).
Necht pro ur¢itost je a > 0; pfipad a = 0 je trividlni a v pfipadé a < 0 bude tvar drahy zfejmé
obrazem tvaru pro a > 0 v osové symetrii kolem druhé souradné osy.
Situace je zndzornéna na obr. 6.3 a). Drahu psa vyjadiime jako funkci y = y(z). V ¢ase t =0
jex=—aay=0,tj.
y(—a) = 0. (6.18)

Pes k zajici sméruje od zacatku, tj.

Q| o

y'(—a) = (6.19)

V jistém case t, t < T, se pes nachazi v bodé (z,y), © € (—a,0), a zajic v bodé (0,b + ut).

Ponévadz pes stale sméruje k zajici, plati

y () = b+ut —y(x) y(x)—b—ut

8

|| @ ’

neboli

ut =y — a2y’ (x) — b. (6.20)
Za ¢as t urazi pes drahu délky vt. Této hodnoté tedy musi byt rovna délka kiivky (grafu funkce)
y = y(z) od bodu (—a,0) po bod (z,y), tedy

x

vt = / 1+ (y/()% de.

—a
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<

c) d)

Obrézek 6.3: a) K odvozeni rovnice ,,psi kiivky“. Vektor rychlosti zajice u ma v kazdém okamziku
soutadnice (0,u), vektor rychlosti psa v ma v kazdém okamziku velikost v a v Gase t sméfuje
k zajici, tj. je rovnobézny s vektorem o soufadnicich (|z|,b + ut — y).

b) ,,Psi kiivka“ pro a < 0, b > 0.

¢) ,,Psi kiivka“ pro a > 0, b = 0.

d) ,,Psi kiivka“ pro a > 0, b < 0.
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Z této rovnosti vyjadiime ¢ a dosadime do (6.20),

T
u

2 [V @) e = (o) - a/@) - . (6.21)

Oznacime

5= (6.22)

SHES

Podle predpokladu je s < 1. Obé strany rovnosti

s+ (v(@)° =y (@) -y (z) — 2y ()
a2y’ (x) + s\/1+ (y’(:c))2 =0. (6.23)

Draha psa je tedy FeSenim neautonomni nelinedrni diferencialni rovnice druhého ¥adu (6.23) s po-
¢atecnimi podminkami (6.18), (6.19).

Rovnice (6.23) je typu 2.10. Proto zavedeme novou neznadmou funkci p = p(z) = y'(z). Do-
sadime ji do rovnice (6.23) a pocatecni podminky (6.19). Po snadné tpravé dostaneme pocéatecni

tlohu )
S
p=—_vi+tp, pl-a)=-.

a

—~

6.21) zderivujeme podle x. Dostaneme

a po uprave

Jedn4 se o rovnici se separovanymi proménnymi. Regeni tlohy v implicitnim tvaru tedy podle 2.3
je

o
]

Integraci dostaneme

a pwH/W s
Rl

r= g (e (2 ()

C:2+ 1+<9)2. (6.24)

a odtud

kde

Ponévadz p = y’ a funkce y splituje podminku (6.18), dostaneme FeSeni tlohy integraci posledni
rovnosti, tedy

o= ) (¢ (-8) - (-5) ) -
s (- (D) s (- (D7)

Za konstanty s a C' dosadime z rovnosti (6.22) a (6.24). Po tpravach dostaneme ,psi kiivku“ ve
tvaru

V7 — U v+u V—U

(@) v (vb+ uva? + b?) v(b— a? + b2 x1+%+b+ az+ b2 |z |1-%
oy HSRVETT) o (1R gt 12T )
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Nalezena funkce y je suda, vyjadiuje tedy tvar drahy psa pro a > 01 pro a < 0; v prvnim piipadé
bychom za defini¢ni obor povazovali interval [—a, 0], ve druhém interval [0, —a].

Pes dostihne zajice v bodé (O, y(O)), To znamend, Ze zajic rychlosti v urazi drahu délky y(0)—b
a Cas, za ktery pes zajice dohoni, je tedy roven

Ty(O)bl(v(vbwLux/azwLbQ)b) ub + wa? + b?

2 2

U U v2 — y? —u

,Psi kiivku“ (,,courbe chien) jako prvni studoval v roce 1732 francouzsky matematik Pierre Bouger
(ten je znaméjsi jako ucastnik expedice do Peru v roce 1735, kterd zméfila délku jednoho stupné zemépisné
délky na rovniku). K¥ivka je nejjednodussim p¥ipadem kiivek sledovani (pursuit curves, pojem poprvé
pouzil George Boole ve svém spisu , Treatise on Differential equations® v roce 1859), které jsou definovény
takto: jestlize body A a P se pohybuji rovhomérné, bod A po dané kfivce a smér pohybu bodu P stale
miii k bodu A, pak bod P opisuje kfivku sledovani.

Uloha byva nékdy formulovana tak, 7e pes sleduje svého pana, nebo 7e ligka honi kralika.

6.6 Epidemiologicky model Daniela Bernoulliho

Uvazujme chorobu, kterd trva kratce, néktefi pacienti na ni zemfou, jini se uzdravi a ziskaji
vuci ndkaze imunitu; typickym predstavitelem takové infekce byly nestovice. Budeme modelovat
epidemii této choroby, tj. jeji sifeni v néjaké kohorté. Kohortou rozumime skupinu osob narozenych
ve stejnou dobu.

Zavedeme oznaceni: N pocet osob zahrnutych do kohorty, a jejich vék (tj. éas od pocéatku),
S = S(a), resp. R = R(a) poCet osob véku a, které neprodélaly, resp. prodélaly, chorobu. Pii
tomto oznaceni je N = S(0) + R(0) = S(0), nebot novorozenci chorobu neprodélali, tj. R(0) = 0.
Dalsi symboly zavedeme na zakladé nasledujicich predpokladii:

e Pocet osob véku a, které zemfou z jinych pfic¢in, nez je uvazovana infekce, je imérna délce
(kratkého) ¢asového intervalu sledovani Aa a poc¢tu nenakazenych osob S(a). Konstantu
umérnosti — pfirozenou dmrtnost ve véku a — oznacime u(a).

e Pocet osob véku a, které se nakazi uvazovanou chorobou je imérnéd délce sledovani Aa a
poc¢tu S(a) osob, které dosud chorobu neprodélaly a jsou tedy citlivé na infekci. Koeficient
umérnosti — incidenci choroby ve véku a — oznacime \(a)

e Pocet nemocnych osob véku a, které se uzdravi za Casovy interval Aa je imérny poctu
infikovanych osob tohoto véku a délce intervalu Aa. Koeficient timérnosti — index preziti
choroby osobami véku a — oznadime s(a).

Umrtnost p(a) lze interpretovat jako pravdépodobnost, Ze ,zdrava“ osoba (tj. ta, kterd nemé
uvazovanou chorobu) véku a zemie béhem ¢asového intervalu délky Aa; incidenci A(a) jako prav-
dépodobnost, ze se ,zdrava“ osoba véku a, kterd neni imunni vici uvazované chorobé, nakazi
béhem ¢asového intervalu délky Aa; ukazatel preziti s(a) jako pravdépodobnost, Ze nakaZend
osoba véku a se béhem c¢asového intervalu délky Aa uzdravi. Budeme pfedpokléadat, Ze onemoc-
néni a uzdraveni jsou jevy nezavislé, tj. ze pravdépodobnost, Ze osoba citliva k infekci se béhem
¢asového intervalu délky Aa nakazi a uzdravi, je rovna s(a)A(a). Dédle zavedeme letalitu choroby
ve véku a vztahem
cla) =1 —s(a);

Ize ji interpretovat jako pravdépodobnost, ze nemocna osoba véku a béhem casového intervalu
délky Aa zemie. Proménné




S(a) R(a)
nachylni k chorobé imunni
p(a) (@)

Obrazek 6.4: Schéma vyvoje kohorty ohrozené chorobou

vyjadiuji (klasickou) pravdépodobnost, ze osoba se dozila véku a a neprodélala, resp. prodélala,
chorobu. Novorozenec urcité chorobu neprodélal, tedy plati

u(0) =1, w(0)=0. (6.25)

Vyvoj kohorty, v niz probihé choroba, lze schematicky znazornit obrazkem 6.4 a predpoklady
vyjadrit ve tvaru rovnosti:

S(a+ Aa) = S(a) — p(a)S(a)Aa — Ma)S(a)Aa = S(a) — (u(a) + A(a))S(a)Aa,

R(a+Aa) = R(a)+s(a)A(a)S(a)Aa—p(a)R(a)Aa = R(a)+ (1—c(a))Ma)S(a)Aa—p(a)R(a)Aa.

V prvni z uvedenych rovnosti pfevedeme na levou stranu S(a) a ve druhé z nich R(a), rovnosti
vydélime vyrazem N Aa a provedeme limitni prechod Aa — 0. Pro zjednodu$eni modelu budeme
predpokladat, ze funkce u a w jsou diferencovatelné; takovy predpoklad je v pripadé velké kohorty
dostatecné realisticky. Dostaneme tak systém neautonomnich diferencidlnich rovnic

du
= —((a) + Ma))u,
dw (6.26)
e (1 —c(a))Ma)u — p(a)w;
jejich Feseni spliiuje pocatecni podminky (6.25).
Prvni rovnice systému (6.26) je linedrni homogenni rovnici pro neznamou funkci w. Jeji feseni
s pocéateéni podminkou (6.25) je pfi oznaceni

M(a) = /u(a)da, A(a) = /)\(a)da (6.27)
0 0
podle 2.6 rovno
u(a) = e~ Ma)=M(a), (6.28)

Toto vyjadieni dosadime do druhé rovnice systému (6.26) a dostaneme

((;_1: = —pla)w+ (1 - C(a)))\(a)e*A(’l)*M(")7

coz je lineadrni nehomogenni rovnice pro nezndmou funkci w. Jeji feSeni s poc¢atecni podminkou
(6.25) je opét podle 2.6 rovno

a
w(a) = e M@ | 1 — / cla)M@)e ™M@ do | — e AMa)=M(a), (6.29)
0
Dosud provedené tvahy a vypocty lze shrnout: Pravdépodobnosti u(a), resp. w(a), Ze se osoba
dozije véku a a neprodél4, resp. prodéld, chorobu, jsou FeSenim soustavy rovnic (6.26) s po¢atecnimi

podminkami (6.25) a jsou dény vyrazy (6.28), resp. (6.29), kde funkce M a A jsou dény vyrazy
(6.27).
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Pravdépodobnost, ze se osoba dozije véku a za predpokladu, Ze choroba se v kohorté neobjevuje
(tj- A =0 a v disledku toho také A = 0), je rovna piimo funkci u s A =0, tj.

lo(a) = e M@,

Pravdépodobnost, Ze se osoba dozije v€ku a pokud se choroba vyskytuje, je rovna

a a

U(a) = u(a) + w(a) = e M@ | 1 - / c()A@)e™@da | = to(a) | 1 - / cla)M(a)e ¥ da

0 0

Pravdépodobnost doziti véku a je tedy soucinem pravdépodobnosti doziti véku a pfi prirozené
amrtnosti a faktoru, ktery zavisi pouze na incidenci a letalité choroby.
Oznac¢me dale
u(a) w(a) L(a) —ula)
z(a) = ——, z(a)= = =1-—2x(a);
(@ @ =5 = " (@
Veli¢ina x(a), resp. z(a), vyjadiuje podminénou pravdépodobnost, Zze osoba véku a neprodélala,
resp. prodélala, chorobu za podminky, Ze se véku a dozila.
Ponévadz

—A(a)—M(a) —A(a)
2(a) = ¢ = ° , (6.30)

e~ M(a) (1 — Ofc(a))\(a)e—f\(a)da) 1-— ofac(a))\(a)e_/‘(a)da

plati rovnost 2(0) = 1 a déle

Y r e—Al)g ~A@) ¢(g)A(@)e—A@)
dz(a) (a)e ( Ofc a) +e c(a)X(a)e
da a 2 N
(1 [ e(a) A(O‘)da)
0
—A(a) —2A(a)
= -A() . - claje _

= —a)z(a)(1 — c(a)a(a)).

Relativni zastoupeni osob véku a, které v uvazované kohorté neprodélaly chorobu, je tedy velicina
2(a) dana formuli (6.30), kterd je soucasné FeSenim pocatecni tlohy pro Bernoulliovu rovnici

j—z = -Na)z(1 - c(a)z), =z(0)=1. (6.31)

Vyvoj zastoupeni osob, které neprodélaly chorobu, tedy nezavisi na pfirozené tmrtnosti . Ulohu
(6.31) mizeme vyfesit metodami popsanymi v 2.7 a presvéd¢it se, Ze TeSeni je stejné jako (6.30),
nebo podrobnéji

0
[ Ma)da
ea

2(a) = :
1IA@x@m5“““hs

Zejména pro incidenci choroby a letalitu choroby nezavislé na véku dostaneme

1

T = gen
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Poznamenejme jesté, ze v teorii preziti se funkce ¢y, pu, M nazyvaji funkce preziti, rizikovd
funkce a kumulationi rizikovd funkce (v uvedeném potadi). Pokud

pak pro funkeci preziti plati
f()(a) =1- F(a),

kde F je distribuc¢ni funkce ndhodné velic¢iny ,vék doziti jedince z kohorty“.

Uvedeny model $ifeni epidemie nestovic publikoval Daniel Bernoulli (1700-1782) v ¢lanku

BERNOULLI, D. Essai d’'une nouvelle analyse de la mortalité causée par la petite vérole et des
avantages de l'inoculation pour la prévenir. Hist. Acad R. Sci. Paris. 1760/1766, p.1-45.

v némz hledal odpovéd na otazku, zda zavadét ockovani proti nestovicim, prestoze tato operace nékdy
kon¢i smrti.
Na zékladé tabulek timrti, které publikoval kralovsky astronom Edmond Haley (1656-1742)

HALLEY E. An estimate of the degrees of the mortality of mankind, drawn from curious tables
of the births and funerals at the city of Breslaw; with an attempt to ascertain the price of
annuities upon lives. Phil. Trans. Roy. Soc. London. 1693, vol. 17, p. 596—610.

odhadl D. Bernoulli hodnoty incidence a letality nestovic nezavislé na véku jako A\ = é, c= é; skutecnost,
ze mu koeficienty vysly stejné, je nahoda.

6.7 Udrzitelny rybolov

Predstavme si néjakou vodni nadrz, v niz ziji ryby. Tato nadrz je uzaviena v tom smyslu, ze ryby
z ni ani do ni nemigruji. Uzivnost této nadrze budeme povazovat za konstantni. Populaci ryb
povazujeme za homogenni (nerozlisujeme vék, velikost, pohlavi ani jiné charakteristiky jedinct) a
vSechny jeji charakteristiky kromé velikosti povazujeme za konstantni v ¢ase. Oznac¢ime-li x = z(t)
velikost populace ryb v case ¢, pak vyvoj této veli¢iny lze modelovat logistickou diferencialni rovnici

. 1_1)
X Tl'( K,

kde r je vnitini koeficient ristu populace a K je kapacita (zivnost) prostfedi; oba parametry r a
K jsou kladné.

Rybolov s konstantnim tulovkem za jednotku éasu

Ryby vsak nejsou ponechiny svému vyvoji, jejich populace je vyuzivana. Rybolov mtzeme popsat
tak, ze z populace ryb je pravidelné odstranovan jisty pocet jedinci, za jednotku ¢asu je vyloveno
ur¢ité mnozstvi ryb. (To si lze napiiklad predstavit tak, Zze u jezera Ziji rybafi, kteti maji pevné
dany pocet lodék, kazdy den vyrazi na lov a lovi tak dlouho, az své ¢luny naplni.) Oznacme h
mnozstvi ryb ulovenych za jednotku casu; parametr h je kladny. Pak vyvoj populace ryb, jejiz
velikost byla na zacatku rovna hodnoté xzg > 0, je popsan pocatecni tlohou pro diferencialni
rovnici

¥ =rx (1 - %) —h, x(0) = xo. (6.32)

Zakladni otazkou je, zda rybolov je udrzitelny, tj. zda v dostatecné dlouhém ¢asovém horizontu
bude populace ryb prezivat nebo ji lov vyhubi.
Rovnice v tloze (6.32) je Riccatiho, podle 4.4.2 ji feSime substituci

_Ky®)
x(t) = = ok (6.33)
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Dosazeni do rovnice (6.32) dava
Ky'y—(@)? , Ky 1 (Ky\ h
r 12 Ty ’
tj.
K" K 7N\ 2 K A /
_y__(y_> _ K (y_> LKV
Ty r Yy r Y Y

Odtud snadnou tpravou dostaneme linearni homogenni rovnici druhého fadu s konstantnimi ko-
eficienty

" / rh/
— —y=0. 6.34
y' =y + 7y (6.34)
Jeji charakteristickd rovnice (sr. 4.3.9) je
rh
M —rA4+ —= =0. .
A+ % 0 (6.35)

4h

Ozna¢me D =1 — —. Pak D < 1, nebot parametry r, K, h jsou kladné. P¥i feSeni tlohy (6.32)
r

rozlisime t7i piipady podle znaménka veli¢iny D.

(i) D >0,tj. h < irK.
V tomto pripadé mé charakteristickd rovnice (6.35) dva redlné rtizné kofeny

Mz =5 (1£VD)
a protoze D < 1, jsou oba kofeny kladné. Obecné FeSeni linedrni rovnice (6.34) je
y(t) = Ae2" (WD)t | pear(1VD)t _ oir(+/D)t (A + Be*Wt) :
kde A, B jsou né&jaké konstanty. Plati tedy
y/(t) = exr (WD) ( (1+VD) (A+Be*“/5t) - Br\/ﬁe*“/ﬁt) =
£et WD (14VD) A + (1-vD)Be V"),
Odtud a z transformacniho vztahu (6.33) dostaneme obecné feseni rovnice z tlohy (6.32) ve tvaru

K (1+VD)A+ (1 —V/D)Be VP!
a(t) =
2 A+ Be—VDt
Konstanty A, B ziskdme z po¢ateéni podminky v tloze (6.32):
K(Q+VD)A+(1-VD)B _K LypA=B
2 A+ B A+B

To je jedna rovnice pro dvé neznamé a hodnoty A, B z ni nelze vypocitat. Lze vsak urcit jejich
pomeér

%71 \/52:—? t. (220 — K — 1/D) A= —B (220 - K + VD).

Reseni tlohy (6.32) je tedy déno formuli
i (1+vD) (K (1—v/D) =220 ) = (1 —v/D) (K (1 +vD) — 20 ) e VP"
2 K(1 VD) 230 — (K (1 +VD) - 22 e=/D'
K rwo(l —i—\/ﬁ) —2h — (rwo (1 —l—\/ﬁ) - 2h) e~VDt
7 239 — K(1—VD) — (220 — K (1+VD) ) e

x(t) =
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. T
0<h<irk h=3rK
/ 1
5K
} t
. T
h> e h= B2, B = By = br
K
1
§K/
} t

Obrazek 6.5: Modely rybolovu. Rybolov s konstantnim tlovkem za ¢asovou jednotku, tj. feSeni
ulohy (6.32) pro rtizné hodnoty intenzity lovu h a pro rtzné pocateéni hodnoty zy (nahote a
vlevo dole). Rybolov s konstantnim loveckym tsilim, tj. feSeni lohy (6.37) s Gsilim F pfinasejicim
maximélni udrzitelny tlovek pro rizné pocateéni hodnoty xo (vpravo dole).

4h
bot 1 — D =—.
nebo K

Nyni mtizeme vySetfovat priibéh funkce 2 v zévislosti na poc¢ateéni hodnoté (parametru) x.
Pokud je zo > %K (1 —\/5), pak je funkce x kladné pro jakoukoliv hodnotu nezavisle proménné ¢

a plati
1+vD
lim x(t) = K +

t—o00 2

b

zejména pro zo = K (1 +\/5) je funkce z konstantni, z(t) = K (1 +\/5) Rybolov zredukuje
velikost populace ryb na hodnotu x* = %K (1 +\/5)

Pokud je g = %K(l ,\/ﬁ)’ pak je funkce = konstantni, z(t) = %K(l ,\/ﬁ)

Ovsem, pokud je zy < %K(l ,\/5)’ pak pro

tp =

1 | 2h—rx0(1—\/5)
nD n2h—mjo(1 +\/5)

je z(tg) = 0. To znamend, ze lov ryby vyhubi.

Reseni pocatecni tlohy (6.32) s hodnotou h € (0, 17K) a s riiznymi po¢atecnimi hodnotami je
zobrazeno na obr. 6.5 vlevo nahofte.
(i) D >0, tj. h = LrK.

V tomto p¥ipadé mé charakteristickd rovnice (6.35) dvojnasobny redlny kladny kofen A = %r.
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Obecné Feseni linearni rovnice (6.34) v tomto ptipadé je rovno
y(t) = (A + Bt)es".

Pro toto feSeni musi platit y(0) # 0, jinak by transformace (6.33) nebyla definovédna v pravém
okoli poc¢atecni hodnoty. Odtud plyne, ze A # 0 a FeSeni miZeme upravit na tvar

B\ 1
yt)=A (1 + Zt) e3" = A(1 + Ct)e3",

B
kde C' = —. Derivace feSeni je rovna

A

a obecné FeSeni rovnice z tlohy (6.32) je

()_KC+§(1+Ct)_K+K C
= 1+ Ct T2 r140Ct

Toto FeSeni mé spliiovat poc¢ateéni podminku v tloze (6.32), takze

Reseni tlohy (6.32) je tedy v ptipadé h = %TK déano formuli

1 2$0—K
H=K|(=
#(t) (2 T IR 1 (220 K)t)

Pokud x 2 %K, je toto Teseni kladné pro kazdé ¢t > 0. Zejména pro o = = 5K je feseni konstantni,
z(t) = 5 K. Pokud naopak zg < K, je TeSeni kladné pouze pro t € [0, tE) kde

P 2K

B T(K — 216())

a x(tg) = 0. ReSeni tlohy (6.32) v ptipadé h = irK pro rizné pocatecni hodnoty je znazornéno
na obr. 6.5 vpravo nahofte.

V pripadé h = %TK je tedy rybolov udrzitelny pouze pokud byla pocatecni velikost popu-
lace ryb alespon na poloviné tzivnosti prostiedi. V takovém piipadé rybolov dlouhodobé udrzuje
velikost populace na hodnoté %K , nebot

K
lim xz(t) = 5

t—o0
Pokud je pocatecni velikost populace ryb mensi, lov ryby vyhubi v Case tg.

(iii) D <0, tj. h > irK.
V tomto p¥ipadé mé charakteristickd rovnice (6.35) komplexné sdruzené kofeny

m
Moo= - +ip, kdep= ﬂ/fD - 1
’ 2 rK

a obecné Feseni linedrni rovnice (6.34) je tvaru

y(t) = Aez"t sin(pt + 1),

kde A, 1 jsou konstanty. Jeho derivace je rovna
¥/ () = Aet™ (S sin(et + 1) + poos(T + 1))
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a FeSeni rovnice z tlohy (6.32) podle transformac¢niho vztahu (6.33) je ddno formuli

K rsin(pt 2 t K K
_ Kt £ )+ dpeoslet 1) K K gy

r 2sin(pt + 1) 2
K 4h
=5 <1 o 1 cotg(got—i—w)) .

Aby toto TeSeni splnilo pocatecni podminku v tloze (6.32), musi platit

K 4h
z03< Jr\/r—chotgz/)),
2z — K | K
¢arccotg< $0K 4hr_ TK>'

Reseni tilohy (6.32) je nyni kladné pouze na intervalu [0,%z), kde tg je nejmensi kladné Yeseni

rovnice
K 4h
5 (1 +1/ 7 1 cotg(ptg +1/))> =0,
. 1 ¢ riK " 2 rK T W + arct rK
=_|ar —— | = = — | == r — .
B= o\ MO TV ok Nan—rx 2 e Ty

Pro h > iTK tedy rybolov nemfize byt udrzitelny. Reeni tilohy (6.32) v ptipadé h > iTK pro
rizné pocatecni hodnoty je znazornéno na obr. 6.5 vlevo dole.

x(t)

tedy

tedy

Z rozboru FeSeni modelu (6.32) plyne, Ze rybolov miize byt udrzitelny pouze v pfipadé, Ze neni
prilis intenzivni a pocatecni populace ryb je dostatecné velka, konkrétné kdyz

1 K / 4h
h<-rK a x02—<1 1—).
4 2 r

Maximéalni udrzitelny tlovek je tedy

1
Pinax = 7K. (6.36)

Rybolov s konstantnim tsilim

K modelovani rybolovu mtizeme pristoupit i jinak. Pfedpokladejme, Ze nikoliv tlovek za jednotku
Casu, ale usili vynalozené na lov je konstantni. To si mtzeme piedstavit napriklad tak, ze rybari
maji pevnou denni pracovni dobu, po kterou vlecou sité. Ulovek za jednotku ¢asu je v takovém
pripadé tmérny mnozstvi ryb, které jsou k dispozici, tj. h = Ex, kde kladna konstanta F vyjadiuje
vynalozené usili.

Misto modelu (6.32) tedy uvazujeme model

¥ =rz (1 - %) — Eux, x(0) = zo. (6.37)
Rovnici upravime na tvar
= —%zQ +(r—E)x
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a vidime, Ze se opét jednd o Riccatiho rovnici. Substituce (6.33) ji pfevede na tvar

K" K 7\ 2 K 2 K
_y__(y_> S <_y_) -y
roy r \y K y r

z néhoz po upraveé dostaneme linedrni homogenni rovnici druhého radu s konstantnimi koeficienty
y' —(r—E)y =0. (6.38)

Piislugna charakteristicka rovnice A> — (r — E)\ = 0 m4 dva realné koteny

0
Ma2=< 6.39
2 {r — F. ( )

Pokud E # r, jsou tyto kofeny rizné a obecné feseni rovnice (6.38) je tvaru
y(t) = A+ Bel"= P,

Jeho derivace je rovna y/(t) = B(r — E)e("P)! takze zpétnou transformaci (6.33) dostaneme
feSeni rovnice z tlohy (6.37) jako

K B(r— E)el"=B)t

) = T et B

Pro z(0) = x¢ > 0 musi byt B # 0 a feSeni mizeme upravit na tvar

K(r—E) )
.T(t) - r (1 + De—(T—E)t) ’

A
hodnotu konstanty D = 5 uréime z pocateéni podminky tlohy (6.37),

KC-B) et By )
L) rTo

D =

Reseni tlohy (6.37) je tedy v ptipadé E # r dano formuli

K(r— E)xg )
rzg — (rog — K(r — E))e=(r=E)t’

(6.40)

x(t) =

povsimnéme si, 7e tato funkce vyjadiuje feseni problému (6.37) i pro xo = 0. Reseni (6.40) tlohy
(6.37) je pro libovolnou pocateéni hodnotu zo > 0 definovano na celém intervalu [0, 00) a plati

pro ného
E
. K(l1—-—|, E<r,
thm x(t) = r
e 0, E>r

Pokud E = r, oba kofeny (6.39) charakteristické rovnice splyvaji do dvojndsobného kofene
A1,2 = 0. Obecné Feseni linedrni rovnice (6.38) je v tomto piipadé rovno

y(t) = A+ Bt,
takze z transformadniho vztahu (6.33) plyne, Ze obecné feSeni rovnice v tloze (6.37) je

K B K 1

)= ——— ==
z(t) r A+ Bt r D+t
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K
Hodnota konstanty D nyni je D = —, takze FeSeni tlohy (6.37) je
rTo

K.CC()

) = ———.
z(t) K + rxot

Tato funkce je také pii libovolném zy > 0 definovana na celém intervalu [0, 00) a plati pro ni
tl;rgo x(t) = 0.

Z rozboru Feseni ulohy (6.37) vidime, Ze rybolov je dlouhodobé udrzitelny (tj. feSeni 2z = 2(t) ulohy
(6.37) je kladné pro vSechna ¢t > 0) v pfipadé F < r. Na rozdil od pfedchoziho modelu (6.32) vsak
i neudrzitelny rybolov vyhubi ryby v dlouhodobém horizontu, nikoliv v kone¢ném case. Jinak
feceno: je-li ochrana ryb (nebo jiného obnovitelného zdroje) provadéna pevnym omezenim tlovku,
muze dojit ke katastrofickému vyvoji — rychlé likvidaci ryb. Ochrana pomoci zpétné vazby, tj.
omezovanim ulovku na zékladé aktualniho mnozstvi ryb, je bezpecnéjsi.

Uvazujme nyni udrzitelny rybolov papsany modelem (6.37) za situace, kdy velikost populace

ryb je na limitni hodnoté
E
=K (1 — —) )
r

Ulovek za jednotku ¢asu je v takovém piipadé roven h = Ex*. Tento tilovek lze chapat jako zavisly
na vynalozeném usili, tj. jako funkci

E
hzh(E):EK(l——).
r
To je konkavni kvadraticka funkce, ktera nybyva svého maxima pro F = FEy.x = %r. Maximéalni
ulovek za jednotku casu je tedy

hmax = h(Emax) = iTK.

To je stejny vysledek jako (6.36), tj. v pfipadé rybolovu s konstantnim tlovkem za jednotku ¢asu
popsaného modelem (6.32). Reseni tlohy (6.37) s tsilim E = Epax = 37 je znazornéno na obrazku
6.5 vpravo dole.

Optimalizace udrzZitelného rybolovu

Nyni mizeme Tesit problém optimalizace rybolovu. Vnitini koeficient ristu populace ryb je pro
konkrétni druh konstanta, tu ovlivnit nelze. Uzivnost prostiedi viak lze ménit, napiiklad eutrofi-
zaci piislusné vodni nadrze (pfikrmovanim ryb). V takovém p¥ipadé mizeme pocatecéni velikost xq
povazovat za kapacitu prirozeného prostiedi. ZvySovani Gzivnosti prostredi ale néco stoji. Pred-
pokladejme, Ze néklady na eutrofizaci rybnika, které zvysi jeho tizivnost na hodnotu K, jsou
vyjadieny funkci n(K). Cenu ulovenych ryb pfi intenzité h oznac¢ime c(h) a néklady na ného
oznaé¢ime [(h). Zisk z rybolovu je tedy roven c¢(h) — I(h) — n(K).

Maximalni udrzitelny rybolov ma intenzitu h = 2rK. Chceme-li tedy maximalizovat zisk,
hledame maximum funkce

1
4

F(K) = ¢ (4rE) ~ 1 (1rK) ~n(K)

%25(1,/1&).
2 r

To se ovSem snéze fekne, nez udéla.

za, podminky

Uvedené modely diskutovali Beddington a May v ¢lanku

BEDDINGTON, J. R.;, MAY, R. M. Harvesting natural populations in a randomly fluctuating
environment. Science. 1977, vol. 197, p. 463—465.

Prestoze se jedna o modely velice jednoduché, prinaseji dulezity vhled do problematiky fizeni vyuzivani
obnovitelnych zdroja.
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Kapitola 7

Makroekonomické modely

7.1 Harroduv-Domaruv model ekonomického rustu

Zakladni ekonomickou veli¢inou je produkce. Produkovat mize subjekt, ktery vlastni kapital.
Kapitalem jsou nejen penize, ale predevsim budovy, stroje, zarizeni a podobné. Kapital vznika
a obnovuje se investicemi. Budeme tedy uvazovat tfi ekonomické ukazatele, tj. t¥i casové zavislé
proménné — produkci Y = Y (¢), kapitdl K = K(t) a investice I = I(t). Kdekoliv je vyvijena
jakakoliv ekonomicka aktivita, tam je néjaka produkce; proto je veli¢ina Y kladna. A jak jiz bylo
feceno, z toho, Ze je produkce plyne, ze byl kapital; tedy i veli¢ina K je kladné.

Prvni model dynamiky produkce sestavime na zakladé tii postulatu:

HD1 Kapital vznika investicemi a mizi amortizaci.
HD2 Do tvorby kapitalu je investovan staly podil produktu.
HD3 Relativni prirtastek kapitalu se projevuje relativnim pfirtstkem produkce.

Ozna¢me § podil kapitalu, ktery se za jednotku ¢asu znehodnoti amortizaci, x Cas, za ktery
se z investované ¢astky stane kapital. Typicky je k = 1, nebot investice z jednoho obdobi jsou
v nasledujicim obdobi jiz kapitalem. S témito symboly upfesnime postuldt HD1 jako rovnost

Kt +At) = K(t) + %I(t)Aﬁ _SK(0A®),
neboli
K(t+ At) — K(t)
At

Budeme déle predpokladat, ze ¢as plyne spojité a veli¢ina K je diferencovatelnd. Pak muzeme
limitnim pfechodem At — 0 vyjadfit postulat HD1 ve tvaru diferencidlni rovnice

- i](t) — K (t).

1
K == —-/K. (7.1)
K
Predpoklad HD2 je vyjadien rovnosti
I=(1-y9)Y, (7.2)

kde s € (0,1). Parametr s vyjadfuje podil produkce, ktery neni investovan, tedy je spotfebovan
nebo uspofen. Z nerovnosti s < 1 a kladnosti veli¢iny Y plyne, ze také veli¢ina I je kladna.
Predpoklad HD3 forméalné zapiSeme jako rovnost

K Y

= (7.3)
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7 této rovnosti plyne

YI
0= ——
Y K K2

K

K' Y'K-YK'K (Y)’K
e i =

Y =
Y I
Ponévadz veli¢iny K a Y jsou kladné, plyne odtud, ze (?) = 0 a tedy existuje konstanta r € R,

~

ze

=, (7.4)

==

neboli
K =rY. (7.5)

Naopak, z této rovnosti plyne K’ = rY" a vydélenim této rovnosti rovnosti (7.5) dostaneme rovnost
(7.3). Pfedpoklad HD3 lze tedy ekvivalentné vyjadiit rovnosti (7.3) nebo (7.5).
Z rovnosti (7.3), (7.1), (7.2) a (7.5) nyni dostaneme

Y 11

Y k K

(1-9)Y 1-—s
—5= -4
K KT ’

1
K

tedy
Y’_lfs
Y  kr

relativni rychlost rastu produkce je za predpokladi HD1, HD2 a HD3 konstantni. Oznac¢me ji
g a z rovnice (7.6) dostaneme

— 0 = const, (7.6)

Y (t) = Yoe'',

kde Y = Y(0) je poc¢éte¢ni produkce. Znaménko konstanty ¢ uréuje, zda produkce roste nebo kless.
Konstanta r je podle (7.4) pomérem produkce a kapitalu, vyjadiuje tedy kapitdlovou ndrocénost
jednotky produkce. Zavér analyzy modelu nyni mizeme preformulovat:

1
jelir < —58 pak produkce roste,
K

1 —
je-lir = —68 pak produkce stagnuje,
K

1—
je-li r > —58 pak produkce klesa.
K

Nebo strucné: je-li kapitalova naroc¢nost jednotky produkce prilis velka, pak produkce nemize riist.

7.2 Solowuv-Swanuv neoklasicky model rustu

Budeme uvazovat uzavienou ekonomiku, tj. takovou, ze jedinymi produkénimi faktory jsou kapital
a prace, nikoliv zahrani¢ni obchod. Kromé (agregatni) produkce Y = Y (¢), kapitdlu K = K(t)
a investic I = I(t) do modelu zahrneme i praci L = L(t). Praci pro potfeby modelu stotoznime
s vytvafenou hodnotou!, méifme ji tedy ve stejnych jednotkdch (penézich) jako veliciny YV, K,
nebo I. Prace vzdy vytvari hodnotu, proto je veli¢ina L kladna.

Budeme ptedpokladat, ze kapital a investice spliuji postulaty HD1 a HD2, tedy rovnosti
(7.1) a (7.2). Dale budeme postulovat:

SS1 Relativni rist (zména) prace je konstantni, odpovida pfirozenému p¥iristku (nebo ubytku)
obyvatelstva.

SS2 Jedinymi produkénimi faktory jsou kapital a prace.

1Poznamenejme, ze hodnota obecné neni totéz, co produkee.
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Postulat SS1 1ze zapsat jako rovnost
L/
—L =

kde A € R je néjakéd konstanta. Postulat SS2 zapiSeme rovnosti

A, (7.7)

Y = f(K,L). (7.8)

Funkce f se nazyva (agregatni) produkéni funkce. Ponévadz vSechny t¥i veli¢iny K, L, Y povazu-
jeme za kladné, je

f:(0,00) x (0,00) = (0, 00).
Aby funkce f vystihovala ekonomickou realitu, budeme predpokladat, Ze vyhovuje tfem pfiroze-

nym pozadavkim

pfl Mald zména produkéniho faktoru vyvola malou zménu produkce, pritom zvétseni vyrobniho
faktoru nevede ke zmenseni produkce.

pf2 Produkce neni zavisla na tom, v jakych (penéznich) jednotkich vyjadiujeme produkei a pro-
dukéni faktory.

pf3 Plati zdkon klesajicich viynosi: dodateéna jednotka produkéniho faktoru nevytvori vétsi pro-
dukt, nez jednotka predchazejici a mezni produkt pii neomezeném rustu produkéniho faktoru
klesa k nule.

Postulat pfl fiké, ze produkéni funkce je spojitd a neklesajici v kazdé své proménné. Zmeéna jed-
notky je totéz, co vynasobeni proménné néjakou kladnou konstantou. Postulat pf2 tedy pozaduje,
aby pro kazdé a > 0 platilo

flaK,aK)=aY = af(K, L), (7.9)

tj. produkéni funkce je homogenni prvniho fadu. Ozna¢me na chvili jednotku kapitalu AK. Zakon
klesajicich vynost pro kapital nyni mizeme zapsat ve tvaru

f(K,L)— f(K—-AK,L)> f(K+ AK,L) — f(K,L) —— 0

K—o0

pro libovolnou hodnotu L. Uvedenou nerovnost mizeme také prepsat ve tvaru
1 1
JUK,L) = 5 (K = AK, L) + 3 f(K + AK, L),

Analogicky vyjadiime zakon klesajicich vymnost pro praci. Obecné preformulujeme (zesilime!) po-
stulat pf3 vyrokem: pro kazdé v € (0,1) a vSechny K;, Ko, L1, Lo > 0 plati

F(YK1+ (1 = 7)Ka,vLy + (1 — v)L2) > vf (K1, L1) + (1 — ) f (K2, L2), (7.10)
tj. funkce f je konkavni, a

lim (f(K + Ki,L1) — f(K,L1)) =0= lim (f(K,L+ L1)— f(K1,L)). (7.11)

im
K—o0 L—oo
Nyni zavedeme novou veli¢inu &, nazvanou mira vybavenosti prace kapitdalem, vztahem
K
T
S vyuzitim rovnosti (7.1), (7.7), (7.2), (7.8) a (7.9) postupné dostaneme

k= (7.12)

E~ K \L L2 K L kK paat -l Gt

K £<5>’ LKL-KL K L' 11 o 1-sY
= = T =0 A=




A k(0 + Nk N k(6 + Nk (1—s)f(k,1)

(1—s)f(k,1)

(1= )5 (k1) —

Y
A
A

E* k k k(6 + Nk
a) b) ©)
Obrézek 7.1: ReSeni rovnice (7.14) pro stacionarni bod k* zdkladni dynamické rovnice neoklasic-

kého modelu (7.13). Na vodorovné ose je soucasné fazovy portrét rovnice (7.13). a) § + A > 0 a je
splnéna podminka (7.15). b) Neni splnéna podminka (7.15). ¢) Neplati 6 + A > 0.

Timto zptisobem dostavame zdkladni dynamickou rovnict neoklasického modelu

1—s
K

K =—-0+Nk+

F(k,1). (7.13)

Funkei f(-,1) : (0,00) — (0,00) nazyvame produkéni funkce v intenzivnim tvaru. Je to spojita
neklesajici konkdvni funkce, pro kterou podle (7.11) plati

lim (f(k+ki,1) — f(k,1)) =0
k—o00
pro kazdé k; > 0. Z monotonie a nezépornosti funkce f(-,1) plyne existence limity

i = f,>0.
Jim f(k,1) = fo >0

Fazovym prostorem jednorozmérné autonomni rovnice (7.13) je interval (0,00). Stacionarni
bod k* této rovnice splinuje rovnnost

(6 + \k* = (1— s)f(k*,1). (7.14)

Izolovany stacionarni bod rovnice (7.13) v jejim fadzovém prostoru existuje pravé tehdy, kdyz
d + A > 0, tj. pfipadny Gbytek obyvatelstva (prace) je pomalejsi, nez amortizace kapitdlu, a

soucasneé existuje € > 0 takové, ze

54\
f%J)>ﬁ1+

k (7.15)
pro k € (0,¢), viz obr. 7.1. V takovém piipadé je pravé strana rovnice (7.13) kladnd pro k < k*
a zdpornd pro k > k*. To znamend, Ze za takové situace pro kazdé feseni k = k(t) rovnice (7.13)
plati
. . *
vybavenost prace kapitalem se ustali na konstantni hodnoté £* > 0.
Podle (7.9) plati rovnost

ﬂth(%J)%ﬂK@)%.

Odtud plyne, 7e pro kapitadlovou naroénost produkce r = r(t) plati

Y YL fkY

K LK &k
96



Ze spojitosti funkce f(-,1) nyni plyne, Ze existuje limita

. oY) f(R),1) FR D
n tlggo r(t) = tlggo K({t) tlggo kty k7 (7.16)

tj. kapitadlova naroc¢nost produkce se ustali na jisté hodnoté. Porovnanim se vztahem (7.4), ktery
je ekvivalentni s postulatem HD3 vidime, ze Harrodtv-Domartv model je limitnim pripadem
modelu Solowova-Swanova. Harrodtuv-Domartv model popisuje rovnovdznou ekonomiku, v niz
produkce roste stejné rychle jako kapital.

Pokud 0 4+ A > 0, ale neni splnéna podminka (7.15), pak je prava strana rovnice (7.13) zaporna;
kazdé jeji FeSeni tedy konverguje k nule. Pokud §+\ < 0, pak je pravé strana rovnice (7.13) kladnd a
kazdé jeji feSeni diverguje do nekonecna. V obou takovych pfipadech ekonomika spéje ke kolapsu
— vymizi kapital nebo prace (tj. veskeré obyvatelstvo bude nezaméstnané). V redlné ekonomice
tedy ubytek obyvatelstva nemtize byt rychlejsi nez amortizace kapitalu a mezni produkt malého
kapitalu musi byt dostatecné velky.

7.2.1 Specialni produkéni funkce
Leontiefova produkéni funkce
f(K,L)=min{aK,bL},

kde a, b jsou kladné konstanty, vyjadiuje predpoklad, ze kapital a prace maji na produktu pevny
podil. V piipadé, ze aK < bL, tj. je nedostatek kapitalu, k produkci prispiva veskery kapital,
ale Cast prace je neproduktivni. V pripadé, ze aK > bL, tj. je nedostatek pracovni sily, zistava
¢ast kapitalu ladem. Pouze v nepravdépodobném piipadé aK = bL je veskery kapital i prace
produktivni.

Produkéni funkce v intenzivnim tvaru je Ff(k, 1)

f(k,1) = min{ak, b}. b

Kladny izolovany staciondrni bod rovnice (7.13) s Leontiefovou
produkéni funkei existuje pouze tehdy, kdyz je splnéna podminka
(7.15), v tomto pripadé konkrétné kdyz

0+ A

1-s’
tj. podil kapitalu na produkci je dostatecné velky, kapital je dostatecné efektivné vyuzivan. Za
takové situace je f(k*,1) = b, takze podle (7.14) je

a

a>K

K(1)

lim =k* 7(1 —s)b
t—oo L(t) K(§+N)

Odtud a z predchozi nerovnosti dostaneme

lim aK(t) _ a(l —s)
t—oo BL(t)  K(6+ A)

>1,
coZ znamena, ze ve stabilizované ekonomice je bL < aK a tedy v ni zistava nevyuzity kapital.
Naopak, pokud by platila opa¢né nerovnost

6+ A
1—5’

a <K

ekonomika by konvergovala k nulové vybavenosti prace kapitdlem a v disledku toho k nulové
produkci. Ani jeden ze scéndit samoziejmé nepredstavuje zadouci stav.
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Dvakrat diferencovatelna produkéni funkce

Produkéni funkce f = f(K, L) je podle pfl neklesajici a podle (7.10) konkdvni v obou svych
proménnych. U dvakrat diferencovatelné produkéni funkce tyto pozadavky ponékud zesilime —
budeme predpokladat, ze funkce f je v obou svych proménnych rostouci a ryze konkavni, tj. ze
pro vSechna kladna K, L splnuje nerovnosti

of 2f of >’f
o) >0, =25 (K. L) <0, Z2(K, L) >0, —25(K, L) <0. (7.17)
Zakon klesajicich vynosa ve tvaru
. of o o Of
Jm UG L) =0= lim S L) (7.18)

doplnime predpokladem: pokud se v ekonomice objevi novy produkéni faktor, pak jeho mezni
vynos je obrovsky; pfesnéji feceno, budeme predpokladat, ze plati
of of
lim ——(K,L)=o0c0= lim —(K,L). 1
KLH3+8K( L) = oo LE&@K( L) (7.19)
Podminky (7.18) a (7.19) se nazyvaji Inadovy. Produkéni funkce, kterd ma vlastnosti (7.9), (7.17),
(7.18) a (7.19) se nazyva neoklasickd.

Tvrzeni: V neoklasické funkci jsou oba produkéni faktory podstatné, zmizi-li jeden z nich, zmizi
i produkce, tj.

li K, L)=0= 1 K, L). 2
g f(K,L)=0= lm f(X, L) (7.20)
Pokud néktery z produkénich faktort roste neomezené, pak neomezené roste i produkce, tj.
lim f(K,L)=o00= lim f(K,L). (7.21)
K—o0 L—oo

Diikaz: Pro funkei f podle de I'Hospitalova pravidla a podle Inadovy podminky (7.18) plati

S L) Of(K L) , .
Lh_r)réo 7 = Lh_r)réo —0L - 0 pro libovolné K > 0.
Z homogenity funkce f nyni plyne
. J(K,L) K L
O=tm T =) = i

a dale

K
li K, L)= 1 L —, 1) =L 1 1) =
K1—>H01+f( L) K04 / (L’ ) el f(k,1) =0,

coz je prvui z rovnosti (7.20).
Z homogenity funkce f, z de 'Hospitalova pravidla a z Inadovy podminky (7.19) plyne

L L L
f(1e e I (L7
lim f(K,L)= li K) g P2PNTE) Fh(1,0) =
Kgnoo ’ _Kgnoo i _Kgnoo _L - l—l>r(§1+ 245 -
K K2

(symbol f|’2(z, y) oznacuje parcialni derivaci funkce f podle druhé proménné v bodé (z,y)). To je
prvni z rovnosti (7.21). Platnost druhych rovnosti (7.20) a (7.21) ukdZeme analogicky. O

Z prvni rovnosti (7.20), de 'Hospitalova pravidla a druhé Inadovy podminky (7.19) plyne
1) L 0f(k D)

lim 222 — A )

k—o+ Kk  k—so+ Ok

Z této rovnosti ddle plyne, Ze je splnéna podminka (7.15).
Rovnice (7.13) s neoklasickou produkéni funkei f m4 jediné kladné stacionarni feseni k*, které
je globalné asymptoticky stabilni.
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Cobbova-Douglasova produkéni funkce
f(K,L) = AK L'~?,

kde A > 0,b € (0, 1) je neoklasickd; o tom se 1ze presvédcit snadnym piimym vypoétem. Konstanta
A vyjadiuje produkci pii jednotkovém kapitalu i praci. Z rovnosti

Y = AKPLYP

je vidét, ze k danému mnozstvi kapitalu K a pozadované produkci Y 1ze urcit potfebné mnozstvi

prace
/Y
I = -y L
AK?Y’

které tuto produkci zajisti. Naopak, k danému mnozstvi prace L lze urcit mnozstvi kapitalu

Y
AL1-b’
které zajisti pozadovanou produkci Y. Cobbova-Douglasova produkéni funkce tedy vyjadiuje pro-

dukci v takové ekonomice, v niz jsou kapital a prace neomezené substituovatelne.
Cobbova-Douglasova produkéni funkce v intenzivnim tvaru je

Flk,1) = AR,

K=¢

takze zdkladni rovnice neoklasického modelu (7.13) je tvaru
1-s
K

K=—(0+Nk+A kb (7.22)

To je rovnice Bernoulliova, kterou podle 2.7 feSime substituci
x = k"0

Tato substituce prevede rovnici (7.22) na linedrni nehomogenni rovnici

¥ = —(1—b)(6+ Nz + A(le(l_b)

)

ktera mé podle 2.6 feseni

2(t) = (zo . M) oy Al =)

K0+ A) KO+ A)’
kde z( je pocatecni hodnota. Ponévadz pro d + A > 0 plati
Al —s)
li )= ———=
A 2(t) = Sy

dostaneme pro ustalenou hodnotu vybavenosti prace kapitalem vyjadreni

. . . A1 —s)
* 1-b 1-b
k" = thm E(t) = thrn vVa(t) = 7&( N

(k*)l—b — A(l — S) )

k(0 + A)
Odtud s vyuzitim definice Cobbovy-Douglasovy produkéni funkce a porovnanim se vztahem (7.16)
dostaneme

tedy

kKO+XN) A A(k*)? kN1,
1—s (k*)l—b - o - L+ =
Pomér produkce a kapitalu v rovnovazné ekonomice s neomezené substituovatelnou praci a kapi-
talem je tedy rovna konstanté

0+ A

K .
1—s
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7.3 Goodwiniv model hospodaiského cyklu

Prace v Solowovu-Swanovu modelu je abstraktni veli¢ina, predstavuje vlastné hodnotu praci vy-
tvofenou. Nyni budeme jako praci L = L(t) oznacovat mnoZstvi zaméstnaného obyvatelstva,
které za svou praci dostdva mzdu W = W (¢t). Presnéji fedeno, W oznacuje né&jakou stfedni hod-
notu mzdy jednoho pracovnika. Dale budeme uvazovat mnozstvi N = N(¢) praceschopného (nebo
praceochotného) obyvatelstva. Pro zjednoduseni zavedeme jesté veli¢iny: produktivita prdce

a== (7.23)

(stfedni mnozstvi produktu vytvoreného jednim pracujicim ¢lovékem), relativni zaméstnanost

= — 7.24
a podil mzdy na produkci
w WL
- - 7.25

Ekonomiku budeme povazovat za rovnovaznou, tj. budeme predpokladat, ze produkce Y, kapital
K a investice I spliuji postulaity HD1 a HD3 Harrodova-Domarova modelu, tedy rovnost (7.1)
a ekvivalentni rovnosti (7.3), (7.4). Dale budeme postulovat:

G1 Veskera cista produkee, tj. produkce bez vyplacenych mezd, je investovana.

G2 Relativni zména poctu obyvatel je konstantni.

G3 Projevuje se staly technicky pokrok, tj. konstantni relativni rast produktivity prace.
G4 Zména mzdové sazby zavisi na zaméstnanosti.

Postulat G1 nahrazuje predpoklad o investovani HD2 z Harrodova-Domarova modelu. Postulaty
G1, G2 a G3 zapiseme po fadé rovnostmi

I=Y -WL, (7.26)
N/
~ =5 (7.27)
a/
T . (7.28)
a

kde o > 0, g € R jsou néjaké konstanty. V postulatu G4 budeme zménu povazovat za relativni a
postulat zpresnime vyjadfenim
WI
W
kde ¢ : [0,1) — R je diferencovatelna funkee, jejimz grafem je Phillipsova krivka. Jeji vlastnosti,
které byly zjistény empiricky, formalné vyjadiime tak, ze funkce ¢ je na svém definiénim oboru
rostouci a konvexni, zejména

e (v), (7.29)

¢'(v) >0 prowvel0,1) (7.30)

a splnuje nerovnosti

¢(0) = o <0, (7.31)

tj. pfi malé zaméstnanosti (velké nezaméstnanosti) mzdy klesaji (je-li prace vzécnd, lidé jsou
ochotni pracovat za nizkou mzdu),

lim ¢(v) =¢1 >0, (7.32)

v—1—
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tj. pfi velké zaméstnanosti mzdy rostou (chceme-li pfi téméf plné zaméstnanosti ziskat nového
pracovnika, musime ho pfeplatit); pfitom pFipoustime i 13 = oo (to je dokonce obvyklejsi pied-
poklad).
Podle (7.1), (7.26), (7.4) a (7.25) plati
1

K 11 Y -WL 1Y WL r
—=-=-f=-——7—-0="=(1-—)-0=—-(1-u) -4
K KK kK HK< Y) e
Odtud a z rovnosti (7.3) pfi oznadeni o = ~ dostaneme
K
Y/
7:0(1711)—5. (7.33)

Nyni vyjadfime relativni zménu zameéstnanosti pomoci rovnosti (7.24), (7.23), (7.27), (7.33) a
(7.28).

o N(L\' NLN-LN' L' N a(Y\ , aYa-Yd _
t\~v) "7 "7 v v\e) Py 0F

v

Tedy pfi oznaceni v = o — a — 8 — § mame

/

% = —ou+7. (7.34)
Relativni zménu podilu mzdy na produkei vyjadiime pomoci rovnosti (7.25), (7.29) a (7.28).

“Wooe  w e e

u_’ a (WY iW’a—Wa' _wrd
u a ) B

tj.

!

% =p(v) — a. (7.35)

Rovnice (7.35) a (7.34) pfedstavuji model vyvoje podilu mezd na produkei a relativni zaméstna-
nosti. Muzeme je prepsat v obvyklém tvaru

e a0

pripomerime, Ze fazovy prostor systému (7.36) je mnoZina 2 = [0, 00) x [0,1) a Ze parametry «, o
jsou kladné.
Ze druhé rovnice systému (7.36) plyne diferencidlni nerovnost ' < yv a tedy podle srovnavaci
véty 3.3.2 je plati
v(t) < v(0)e.

Uvazujme nejprve v < 0. Pak
lim v(¢) = 0.
t—o0
Ze spojitosti funkce ¢ a podminky (7.30) odtud plyne, Ze existuje t; > 0 takové, ze o( (U(t ) < 0pro
t > t;. Podle prvni rovnice systému (7.36) pro ¢ > t; plati v/(t) < —au(t), takze u(t) < u(ty)e .
Proto také
lim wu(t) = 0.

t—o0
Pripad v < 0 popisuje ekonomiku, ktera spéje k podivnému stavu — nikdo nepracuje a na produkci
se mzda nepodili®.

2To piipomina lidovou charakteristiku realného socialismu, ktery fungoval v sedmdesatych a osmdesatych letech
dvacatého stoleti v Ceskoslovenské socialistické republice: ,,Obéané predstiraji, ze pracuji, stat piedstira, ze plati.«
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Dale budeme realistictéji predpokladat, ze v > 0.
Pokud ¢1 < @, pak z prvni rovnice systému (7.36) plyne, ze u’ < u(p1 — «) a tedy pro v8echna
t >0 je
u(t) < u(0)elPr=t,

To znameni, zZe existuje to > 0 takové, ze

J

t) < t>ty.
u(t) < 5o prot =t

Podle druhé rovnice systému (7.36) pro ¢ > to plati

V() = vl (3 — ou(®) > v(t) (7~ o5 ) = 50(0),

takze v(t) > v(t2)ez7’. To znamens, ze existuje T > ¢y takové, ze

tkr%l, u(t) = 1.
Podle véty 3.2.5 feSeni nelze prodlouzit za ¢as 7T'. V pripadé ¢; < o tedy ekonomika v konec¢ném
case dospéje k plné zaméstnanosti, ale v tom okamziku prestanou platit ,,ekonomické zdkony“, ze
kterych byl Goodwintiv model sestaven®.
Je-li o1 > a (coz je zejména splnéno, pokud ¢; = o), pak existuje v* € (0,1) takové, Ze
o(v*) = a, tj. v* = ¢~ (). Systém (7.36) ma v tomto piipadé dva stacionarni body

0.0 a (@)= (L (@)

Varia¢ni matice systému (7.36) je

J(u,v) = (‘P(U) —a w’(v)) ,

—0ov Y —ou
tedy
J(0,0) = <@°0°‘ 2) . detJ(0,0) = v(po — ) <0,
@' (v

Y *
J(u*,v*) = ( 0 o ( )> , det J(u*,v*) = y*' (v*) >0, trl(u*,v*)=0.

—ov* 0

Podle 5.3.8 je trividlni stacionarni bod (0, 0) sedlo. O typu staciondrniho bodu (u*, v*) nelze podle
tohoto kritéria rozhodnout.

Budeme hledat vyjadieni trajektorii systému (7.36). Vydélenim jeho rovnic dostaneme

dv _ v(y —ou)
du u(cp(v) — a) ’

coz je obycCejna rovnice se separovanymi proménnymi. Podle 2.3 je jeji feseni implicitné dano
rovnosti
V) — —ou
/ o) —ay / 1=
v U

ou —In (uv) + / de = const;
T

vo

po upravé

3Ekonomika s plnou zaméstnanosti a s malym az zanedbatelnym podilem mezd na produkci je snem komunistt
— vSichni budou pracovat (préace se stane prvni zivotni nutnosti), ale penize jiz za komunismu nebudou. Tomuto
idealu se v realité nejvice priblizil Pol Pot.
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Obréazek 7.2: Trajektorie a nulkliny systému (7.36) pro mozné kombinace parametri

pritom vy € (0,1) je n&jaka konstanta vyjadiujici po¢ateéni zaméstnanost. Levou stranu posledni
rovnosti ozna¢ime G(u,v). Trajektorie systému (7.36) jsou tedy vrstevnicemi funkce G.

Ponévadz plati

oG Yy  y—ou O0G ., . oG o) a e)—a 0G, ., ,
ou 7w u 5u(u7v)707 v v v v av(“’”)*o’
0’G  ~ 0%°G ’G v’ (v) = (p(v) —a) G, , . ¢ (v*)
W_§>O’ 8u8v_0’ o2 v2 ’ 81;2(u’v)_ v* >0,

je stacionarni bod (u*,v*) lokdlnim minimem funkce G, a ta je v néjakém jeho okoli konvexni.
To znamend, Ze trajektorie systému (7.36) zac¢inajici v okoli stacionarniho bodu (u*,v*) jsou
uzavienymi kifivkami, stacionarni bod je stied.

Mozné umisténi nulklin ve fazovém prostoru spolu s trajektoriemi systému (7.36) je znédzor-
néno na obr. 7.2. Vidime, zZe i v pfipadé v > 0, 91 > « je mozné, ze vyvoj ekonomiky dospéje
v konecném case k plné zaméstnanosti a malému podilu mzdy na produkci, pokud je pocatecni
stav ekonomiky dostatecné daleko od rovnovahy. Jinak zaméstnanost kolisa kolem jisté rovno-
vazné hodnoty, v ekonomice se stfidaji obdobi prosperity a ttlumu; Goodwiniv model tedy svym
zpusobem vysvétlil vznik a nevyhnutelnost hospodarského cyklu.

Obecné plati

Y —ou

u

p(v) —

VG(u,v) = ,  tedy VG(u,v)T<

u(p(v) — a)) .

v(y — ou)
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coz znamend, ze funkce G je prvnim integralem (invariantem) systému (7.36). Déle pfi oznadeni
r =Inwu, y = Inv dostaneme

¥ =p(e¥) —a, y' =~ —oe”. (7.37)

Systém (7.36) lze tedy transformovat na systém bipartitni; faizovym prostorem transformovaného
systému je mnozina R x (—oo0, 0].

Pro funkci
eY Y
G (e e — e — AU) PR ¢
H(z,y) =G (e",eY) =0e” — vz — ay + , dn =oce® —vr —ay + p(e*)dg
vo In v

(integral jsme transformovali substituci £ = Inn) plati

a_H—O—ezf a_H—7a+ (ey)
aZE - 77 ay - 50 )

takze systém (7.37) miZzeme piepsat ve tvaru

(-0 )

Systém (7.37) je tedy hamiltonovsky s hamiltonidnem H.
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Kapitola 8

Chemicka kinetika

8.1 Zakladni reakce enzymu

Uvazujme reakci néjakého substratu S a enzymu FE, které spolu vytvori nestabilni komplex SFE,
z kterého dale vznikne néjaky produkt P a volny enzym.' Schematicky tuto reakci mfizeme zapsat
takto

S+E;iSE SE®R pyE,

—1
nebo struéné

k1
S+E=SEBPLE

Dvojita sipka = vyjadiuje, ze reakce je vratna, jednoducha Sipka — vyjadiuje, ze reakce muze
probihat jen jednim smérem. Kladné parametry ki, k_;, ko oznacuji reakéni rychlost. Zhruba
feCeno, za jednotku ¢asu vznikne z jednotkového mnozstvi substratu S za pritomnosti jednotkového
mnozstvi enzymu E mnozstvi k; komplexu SE a podobné. Piesné budou reakéni rychlosti zavedeny
dale.

Ozna¢me s = s(t)... koncentrace substrdtu S v ¢ase t,
= e(t)... koncentrace enzymu F v Case t,
= ¢(t)... koncentrace komplexu SE v ¢ase t,

= p(t). .. koncentrace produktu P v ¢ase t.
Michaelis a Men‘uen2 navrhh jako model vyvoje koncentraci v ¢ase nasledujici systém c¢tyt obycej-
nych nelinearnich diferencialnich rovnic

ds
n =—kise+ k_qc,
d
dj = 7](3186 + (k,1 + kz)C,
‘ (8.1)
d_C =k1se — (k_l + kg)c,
dp
=k
ar e

Tento model vyjadiuje, ze zmény koncentraci povazujeme za primo imérné koncentracim, reakéni
rychlosti k jsou prislusné koeficienty tmeérnosti. Budeme predpokladat, Zze na poc¢atku je koncent-
race substratu rovna so a koncentrace enzymu je rovna eg, komplex SFE ani produkt P nejsou na
pocatku piitomny. Spolu se systémem (8.1) tedy uvazujeme pocateéni podminky

s(0) = s9, €(0)=-ep, ¢(0)=0, p(0)=0. (8.2)

I Misto o enzymu bychom mohli mluvit o katalyzatoru, substrat by predstavoval vychozi latku a produkt vy-
slednou.
2L. MICHAELIS, M. I. MENTEN. Die Kinetik der Invertinwirkung. Biochem. Z. 49, 333-369, 1913
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Nejprve si vSimnéme, Ze veliina p se nevyskytuje v prvnich tfech rovnicich systému (8.1). Koncen-
trace s, e a ¢ jsou tedy feSenim prvnich t¥i rovnic z (8.1), koncentraci produktu mizeme vyjadiit
ze ¢tvrté rovnice integraci

p(t) = ko / o(o)do. (8.3)

Mnozstvi enzymu F se v pritbéhu reakce neméni a enzym se vyskytuje jednak jako volny a jednak
jako vazany v komplexu SE. To vzhledem k poc¢ateéni podmince (8.2) znamen4, Ze by mélo platit
e(t) + ¢(t) = ep pro v8echna t > 0. Model (8.1) je skuteéné v tomto smyslu adekvatni, nebot

d de dc

getI=g g =0 ral=c

Veli¢ina e + ¢ je prvnim integralem systému (8.1) a proto koncentraci enzymu muzeme vyjadiit
jako

e(t) = eg — c(t) (8.4)
a dosadit do prvni a t¥eti rovnice systému (8.1). Dostaneme
d d
d_j = —kieps + (kls + k:_l)c, d—i = kieops — (kls +k_1+ k/’g)c. (85)

Casovy pribéh koncentraci substratu S a komplexu SE je tedy Fesenim systému dvou obycejnych
autonomnich nelinedrnich diferencialnich rovnic (8.5) s pocateéni podminkou

5(0) = 50, €(0) =0, (8.6)
pribéh koncentraci volného enzymu E a produktu P je ddna vyrazy (8.4) a (8.3).
Zménime méritko tak, aby vSechny veli¢iny byly bezrozmérné, tj. zavedeme substituci
T = kyeot, T = i, Y= £; (8.7)
So €o

veli¢ina = vyjadfuje koncentraci substratu a velicina y koncentraci komplexu SFE v jednotkach
pocatecni koncentrace substratu a enzymu. Casova jednotka je uréena rychlosti reakce substratu
a enzymu. Plati

dx d /s dt 1 1 s c s k_1 c
— == (2 ) ==—(-k kys+ k_ =2y 4 -
dr dt <S()> dr So( 1€OS+( 18+ 1)6) 1{3160 So + €0 So + Sok/’l €o

k_1
=—a+(z+ v;
klso

d d dt 1 1 k_ k
dy _d (3) AL peos— (st by +ha)e)—— = & _ S ¢ _kath e

dr dt €n dr €n kl €n €0 €p €0 kl €0 €n
_ S0 So k_1+ ko
B €0 €n klso
P1i oznaceni
:k—1+k2 _ ko _© (8.8)
kisg kiso’ So -
se systém (8.5) substituci (8.7) transformuje na systém
dz dy 1
— = K-\ — =—(z— K 8.9
e N s g = @@+ Ky) (8.9)
s pocatecnimi podminkami
z(0) =1, y(0)=0. (8.10)



Poznamenejme, ze parametry K, A a € jsou kladné a K > .
Ulohu (8.9), (8.10) nelze fesit explicitné. Proto ji budeme analyzovat ve fazovém prostoru.
Nulklinu proménné z mizeme vyjadrit jako graf funkce

Y
-z p(x)
Derivace 1 je pro y > ¢(x) kladné, pro y < ¢(x) zaporna. Situace je —
znazornéna na obrazku: z
Y
| ¥(x)
Podobné vyjadiime y-nulklinu jako graf funkce ¢ (x) = f 2 vySet- t
x .
fime znaménka derivaci: x

Ponévadz ¢(0) = ¥(0) = 0 a ¢(x) > ¥(z) pro vSechna x > 0, vypada fazovy portrét systému
(8.9) tak, jak je zndzornéno na obr. 8.1 Vidime, Ze systém (8.9) m4 jediny stacionarni bod (0,0) a
ze mnozina M = {(m,y) ER?:0<2<1,0<y< (p(l)} je jeho pozitivné invariantni mnozinou
(na tisecce {(z,0) : 0 < x < 1} sméFuji trajektorie nahoru, na tsecce {(z,¢(1)) : 0 <z < 1} dold,
na tuseéee {(0,y): 0 <v < (1)} sméfuji trajektorie doprava a na usecce {(1,y): 0 <v < (1)}
doleva). Varia¢ni matice systému (8.9) v obecném bodé (z,y) je

y—1 r+ K-\

J(z,y) = 1 1 5
“1l-y) -“(z+K
(1-y) @+ K)
takze ve stacionarnim bodé (0,0) plati
-1 K-\
K +e¢

A
J(0,0) = trJ(0,0) = — <0,  detJ(0,0)= =>0,

1 K |

9 9

— =5 (K +¢)? —4)xe) =

K+s)2@ 1
9

(trJ(0,0))* — 4det J(0,0) = <

= 12 (K?+2Ke+e” —4Axe+ X2 = \?) = 12 (K> =X +2Ke+ (A—¢)%) >0,
€ €
nebot K > . Stacionarni bod (0, 0) je podle 5.3.8 stabilni uzel (coz bylo vidét z fazového portrétu
i bez vypoctit). Pro feseni tlohy (8.9), (8.10) tedy plati
T11—>H010 z(1) =0, Tlggo y(1) = 0.
Vysledkem reakce je vycerpani veskerého substratu .S, nebude volny ani vazany s enzymem v kom-
plexu SE. Z trajektorie feSeni tlohy (8.9), (8.10), kterd je rovnéz zobrazena na obr. 8.1, je také
vidét, ze slozka x TeSeni této tlohy k nule monotonné klesa. Slozka y nejdiive roste, v jistém case
70 dosdahne svého maxima
x(70) K
Ymax x(r0) + K x(r0) + K
a pak monotonné klesa k nule.

Nyni mtZeme kvalitativné popsat FeSeni ptivodni tlohy (8.1), (8.2), viz obr. 8.2. Koncentrace s
substratu S monotonneé klesa k nule. Koncentrace ¢ komplexu SE roste ke své maximalni hodnoté,
kterd je mensi nez byla pocatecni koncentrace ey enzymu FE, a pak monotonné klesd k nule.
Koncentrace e volného enzymu FE nejprve klesa, v okamziku tg, kdy je koncentrace komplexu SFE
maximéalni, dosdhne svého minima a pak monotonné roste k pocate¢ni hodnoté eg. Koncentrace p
produktu P roste z nulové hodnoty, rist se nejprve zrychluje (funkce je konvexni), od okamziku
to se zaCne zpomalovat (funkce je konkavni).
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L plr) = v+ K-\
¥l(z) = fo

&

0 1 x

Obrézek 8.1: Fazovy portrét systému (8.9) a jeho trajektorie s poc¢ateénim bodem (8.9) a hodnotou

parametru € = 10

11°
A
50
\
\\
€o N
L A
PP P TR LL L L bl
RS PUURUSUROPREETLLLL L
~
\\\\ -
\N
__________ s
P A e TSl
.,‘ P e P
. il L DT P
0 to :

Obréazek 8.2: Pribéh feseni tlohy (8.1), (8.2)

8.2 Priblizné feSeni ulohy (8.9), (8.10)

Charakteristickym rysem reakci enzymu se substratem je to, ze koncentrace enzymu je vyrazné
mensi, nez koncentrace substratu, eg < sg. To vzhledem k (8.8) znamend, ze

I<exk,

parametr € je ,skoro nula“. Také muZeme Tici, Ze pravd strana druhé rovnice systému (8.9) je
,»,skoro nekonecno®, nebo Ze prava strana prvni rovnice tohoto systému je zanedbatelné mala ve
srovnani s pravou stranou druhé rovnice. Veli¢ina x se méni ,nesrovnatelné pomaleji“, nez velicina
y, takze veli¢ina x je vzhledem k y ,skoro konstantni“. Z téchto divodi budeme x ve druhé z
rovuic systému (8.9) povazovat za konstantni parametr a tuto rovnici vyfesime. Jedné se o rovnici
se separovanymi proménnymi, takZe jeji feSeni splitujici druhou podminku z dvojice (8.10), tj.
podminku y(0) = 0, dostaneme ve tvaru

X z+ K
- 1—e = T). 11
yr)= = (1-e (8.11)
Plati pro né
— 1' — €L
yo = lim y(7) = e

»Rychle se ménici* proménnd veli¢ina (funkce) y se tedy ,velice rychle* ustdli na hodnoté yo.
Ovsem hodnota x se také méni, i kdyz ,pomalu“. Tato zména je popsana prvni rovnici systému
(8.9). V ni miZzeme proménou y povazovat za parametr rovny ustalené hodnoté yo. S vyuzitim
pocateéni podminky (8.10) tak dostaneme pocétecéni tlohu

dx T T

= K — — _r
dr vz )\)erK z+ K’

z(0) = 1.
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’yu
y = o(z)
oz
y_z—l—K

& .

0 1 T

Obrézek 8.3: Nulkliny systému (8.9) a jeho trajektorie s poc¢étecni podminkou (8.10) a hodnotou

— L
parametru € = 5.

Reseni této tilohy, které je ,trochu jiné“ nez feseni ptivodni tilohy (8.9), (8.10) a proto ho oznaéime
symbolem zg, je implicitné dano rovnosti

2o(T) + Klnzo(r) =1 — AT (8.12)

Takto definovanou funkeci zy muZzeme povazovat za prvni slozku p¥iblizného FeSeni tlohy (8.9),
(8.10). Jeji druhou slozku vyjadiime jako

xo(T)

m; (8.13)

Yo(T) =

tato funkce vSak nesplituje druhou z poc¢ateénich podminek (8.10).

Funkee xo( - ), yo( - ) definované vztahy (8.12) a (8.13) se nazyva pseudo- nebo quasi-staciondrni
aprozimace TeSend tlohy (8.9), (8.10). V mnoha aplikacich je tato aproximace dostateéné presné.
Na obrazku 8.3 je trajektorie feSeni tlohy (8.9), (8.10) s hodnotou parametru ¢ = %; vidime,
ze trajektorie feseni s ,malou” D}Clodnotou parametru € skutecné od jistého bodu témér splyva

s y-nulklinou, tj. s funkci y = K
x

Reseni tlohy (8.9), (8.10) si tedy lze predstavit tak, Ze v ,kratickém ¢asovém intervalu® od
zacatku reakce se velifina x (relativni mnozstvi substratu) ,nestaci zménit, takze ma stale poca-
tecni hodnotu 1. V tomto ,kratickém ¢ase“ veli¢ina y (relativni mnozstvi komplexu SE vzhledem
k mnozstvi enzymu) rychle dosdhne své quasi-staciondrni hodnoty. Tento ,rychly nértst* je po-
psan rovnosti (8.11) do niz je dosazeno x = 1, quasi-staciondrni hodnota je tedy 1/(1 + K). Déle
se veliiny = a y vyvijeji tak, jak je popsédno rovnostmi (8.12) a (8.13).

Jesté muzeme specifikovat délku zminéného ,kratického ¢asového intervalu®“ pro dosazeni quasi-
stacionarniho stavu. Predpokladejme, zZe jsme schopni mérit koncentrace s relativni pfesnosti .
Pak ¢as d, za néjz veliina y naroste do quasi-stacionarni hodnoty 1/(1 + K) je pfiblizné déna
pribliZznou rovnici

1 _ 1K 1
(e ) ol
1+K( ¢ =175
tedy
€ 1
=~ In—. .14
1+ K nv (8.14)

Popsanou aproximaci feSeni lze ziskat i jinym zptsobem méné se odvolavajicim na intuici:
feseni ulohy (8.9), (8.10) budeme hledat ve tvaru Taylorovych fad v proménné e. Pfedpokladejme
tedy, ze Teseni tlohy (8.9), (8.10) je tvaru

1'(7_) = Z Enxn(T)v y(T) = Z Enyn(T)'
n=0 n=0
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Za predpokladu, ze tyto fady, chapané jako fady funkci proménné 7, konverguji stejnomérné
(k tomu pfi € < 1 stadi, aby vSechny funkce xo(-), yo(-) byly ohranic¢ené stejnou konstantou),
plati

dx > ndz,  dzg > ndTy, dy > »ndyn . dy > ndyn—1
dr ZE dr dr +ZE dr’ dr ZE dr’ ) EdT ZE dr

n= n=1 n=0 n=1

a soucasné

%z—x—i—(m—i—K Ay ZE T (T <Z€ (1) + K — )\)ZE yn(T) =

n=0

:—Zs (7)) + (K — )\Zs Yn(T )—i—Z(inyn_i)g":
Z(:cn (K — )xyn+z:czyn Z) "=

1=0

=—x0+ (o + K — Nyo + Z (zn (K — Nyn + Z zzynz> e,

n=1 i=0

n=0 =0
(o] n
=20 — (w0 + K)o+ Y (zn - Kyn — Zzzynz> em.
n=1 1=0
Porovnanim koeficienti u stejnych mocnin € ziskdme nekonecny systém rovnic
dSC()
¥:7$0+($0+K7)\)y07 0=10 — (20 + K)yo,
dx d
d_Tl =—21 + (K — A)y1 + 2oy1 + Z1Yo, % =1z1 — Ky1 — zoy1 — Z1o,

7 prvni dvojice rovnic dostaneme

20(T)

m, $0(T)+K1HSCO(T) :C*AT,

Yo(T) =
tedy quasi-stacionarni aproximaci feSeni (8.12), (8.13). V tomto piipadé vSak tato aproximace

zavisi na jedné integracni konstanté C' a ta zavisi na pocatecnich podminkéch. Poc¢atecni podminky
(8.10) lze zapsat ve tvaru

1= i "z, (0), 0= i £"yn(0)
n=0 n=0

takze z véty o jednoznacnosti Taylorovych fad plyne
20(0) =1, yo(0)=0, ,(0)=y,(0)=0pron=1,2,...

Prvni z téchto podminek lze splnit volbou C' = 1 stejné jako v (8.12), ale druhou z nich splnit nelze.
Odtud plyne, ze alespori jedna ze slozek x, y TeSeni tlohy (8.9), (8.10) nemiize byt analytickou
funkci parametru €.
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Aby bylo mozné splnit poc¢atecni podminky, je tfeba v pravém okoli bodu 7 = 0 hledat feSeni
ulohy (8.9), (8.10) jinym zpusobem. Zavedeme novou nezavisle proménnou

-

= —. 8.15

o=" (815)

Pro e — 0 je 0 — o0, takZze zménou ¢asového métitka (8.15) ,natdhneme malé okoli“ [0,4) na
svelice dlouhou dobu“. Substituci (8.15) se uloha (8.9), (8.10) transformuje na tlohu

dX dYy
— =X X+ K -))Y, — =
do eX +e(X+ AY, do

X(0) =1, Y (0) =0. (8.17)

Kvalitativni analyza tlohy (8.16), (8.10) da stejné vysledky jako v 8.1.
Reseni tlohy (8.16), (8.17) budeme opét hledat ve tvaru Taylorovych fad v proménné ¢, tj. ve
tvaru

X — (X +K)Y, (8.16)

X(o) = Z "X (o), Y(o) = Z e"Yn(0).

Pak je

dX dXp »dX5 dY  dYp LdYy
do ~ do ZE do ’ do  do ZE do

a soucasné

00 n—1

dX

E = E <Xn1 + (K — )\)Yn71 + E XzYn'Ll> Ena
n=1 1=0

dY o0 n
— =Xy — (X K)Y; X, — KY, — XY, ",
Y o (ot >o+;1( > )

Z pocatecénich podminek (8.17) dostaneme
Xo(0) =1, Y5(0)=0, X,(0)=Y,(0)=0pron=1,2,...
Nulté aproximace Xy, Yy FeSeni tlohy (8.16), (8.10) jsou feSenim pocateéni tlohy

dXo dYy

— =0 — =Xy — (Xo + K)Y, Xo(0)=1 Yo(0) =0

S0 =X (Kot K, o(0) =1 Y(0) =0,
takze

1 - o
Xolo) =1, Yolo) = 7 (1 ~ e (KHD) )

Vratime se k ptivodni nezévisle proménné 7 = €0 a dostaneme novou aproximaci feseni ulohy

(8.9), (8.10) ve tvaru

Xo(r) =1,  Yo(r) = —— (1 —e” Ke“f) ; (8.18)

tyto funkce spliiuji po¢atecéni podminky (8.10).

Resenf tlohy (8.9), (8.10) lze v okoli bodu 7 = 0, tj. na intervalu [0, d) pro vhodné malé kladné
¢islo §, aproximovat funkcemi (8.18). Tato ¢ast FeSeni tlohy se nazyva singuldrni nebo wvniting
TeSend. Na intervalu (4, 00) lze pouzit quasi-staciondrni aproximaci (8.12), (8.13); tato ¢ast FeSeni
tlohy se nazyva nesinguldrni nebo vnéjsi resend.

No obr. 8.4 je znazornéno piiblizné a presné feSeni tlohy (8.9), (8.10) s parametrem e = 0.2;
vidime, Ze jiz v tomto pripadé je priblizné feseni dosti blizké presnému. Navic, prvni slozka feseni,
tj. funkce z, je i v pravém okoli nuly presnéji aproximovana vnéjSim reSenim nez vitinim.

Jesté odhadneme parametr § — casovy okamzik, od néhoz vnéjsi feSeni lépe nez vnitini apro-
ximuje druhou slozku feSeni tlohy (8.9), (8.10). Je to takova hodnota nezavisle proménné, v niz
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maji funkce yo a Yo stejnou hodnotu, yo(0) = Yy(0). Takové ¢islo § existuje podle Bolzanovy véty,
nebot

1
0) — Yu(0) = 0 li 0) —Yo(6)) =— 0.
w0 —YoO) = 777 >0 fim () ~¥o(®) = —5=7 <
Mtizeme tedy fesit soustavu rovnic
1 _Kitig 13
1 e ):_ Kln¢é=1- A5
(e o CrRme

Vyjadrit feseni explicitné pomoci elementarnich funkci nelze, proto feseni odhadneme. Oznac¢me

na chvili F(§) =&+ KIn& — 1+ AJ. Pak je
. ) K
F(1)=XA >0, lim F(&)=-00<0, F(&=1+— proé&>0.
£—0+ 13

To znamena, ze feseni druhé z rovnic, tj. rovnice F'(§) = 0, lezi v intervalu (0, 1) a funkce F je na
tomto intervalu rostouci. Odtud déle plyne, ze existuje konstanta £ € (0, 1) takové, Ze pro feseni

& druhé z rovnic plati ~
0<E<eE<.

7 prvni rovnice nyni dostaneme

3 E+K € E+ K
0<é= 1 < 1 —.
K+1 "K1-¢ " K+1 " K1-9

Tato nerovnost vyjadiuje, Ze hodnota § je mala stejného Fadu, jako ¢, tj. § = O(e). Tento odhad
souhlasi s vyjadieni. (8.14).
Resen{ piivodni tlohy (8.5), (8.6) miizeme nyni zapsat ve tvaru

s(t) = sowo(k1eot) + O (6—0) ,

S0

klsoeo —(k : €o o
— T (1—e msotkatk)ty L O 2 ) 0<t<O|—],
/<;130+I<:_1+I<:2( ) 50 -

klsol'o(kleot) <60> <€0>
+0(—=), t>0(—=);
kysozo(kieot) + k—1 + ko 50 - 50

pfitom funkce xo(-) je implicitné déna rovnici (8.12).

c(t) =
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Kapitola 9

Model populace produkujici
skodlivé odpady

Ozna¢me N = N(t) velikost néjaké populace v ¢ase t. Specifickd mira ristunebo ristovy koeficient
p této populace je definovan jako relativni zména velikosti populace, t;j.

N/
p= N
Vyvoj populace je tedy modelovan diferencialni rovnici

N’ =pN. (9.1)

V piipadé konstantniho riistového koeficientu dostaneme klasicky Malthusiv' model ristu popu-
lace N(t) = NoePt, kde Ny = N(0) je pocatecni velikost populace. V ném je exponencialni rist
(pro p > 0) nebo tbytek (pro p < 0) velikosti populace nerealisticky.

Model (9.1) se ptiblizi realité, pokud specifickou miru riistu p nebudeme povazovat za nezavislou
konstantu populace, ale za veli¢inu zavislou na jeji velikosti, tedy p = p(IN), nebo obecnéji na
néjakych ,projevech® jeji velikosti, tj. p = p(f(N)), kde F je néjaky funkcional, tedy zobrazeni z
mnoziny funkci do mnoziny realnych cisel.

V tomto oddilu budeme uvazovat populaci, ktera produkuje odpady svého metabolismu, které
jsou toxické, nebo prinejmensim zmensuji schopnost prezivani populace. Tyto odpady se v prostredi
hromadi, ale také rozkladaji, mizi nebo pfeménuji v néco, co populaci neomezuje. Budeme tedy
predpokladat:

1. V ¢istém prostiedi (bez uvazovanych odpadit) je specifickd mira rstu rovna néjaké konstanté
r (vnitinimu koeficientu ristu, intrinsic growth rate).

2. V kazdém okamziku populace produkuje odpad, jehoz mnozstvi je imérné velikosti populace.
Mnozstvi odpadu vyprodukovaného v ¢ase ¢ oznacime P,(t); plati pro ného P,(t) = cN(t),
kde ¢ je néjaka kladna konstanta.

3. Odpad se rozklada konstantni relativni rychlosti 6 > 0, tj. oznacime-li P(¢) mnozstvi odpadu
v Case t a neuvazujeme jeho produkci, plati

P'(t) = —0P(t). (9.2)

4. Specifickd mira ristu populace klesa s rostoucim mnozstvim odpadu. Budeme uvazovat nej-
jednodussi moznost, ze tato zavislost je linearni.

1Spravnéji malthusovsky, Thomas Robert Malthus (1766-1834) model v takovém tvaru nikdy nepublikoval.
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5. Existuje jista velikost populace K > 0, pfi které je populace se svym prostfedim v dyna-
mické rovnovaze, jeji velikost se v case neméni. Konstanta K predstavuje kapacitu prostreds
(iZivnost) pro uvazovanou populaci.

Uvazujme na chvili idealizovanou situaci, Ze pouze v ¢ase s vzniklo mnozstvi P,(s) odpadu
a zadny dalsi odpad neni do prostfedi dodavan. Mnozstvi odpadu v case t > s tedy bude podle
predpokladi 2. a 3. feSenim rovnice (9.2) s pocateéni podminkou P(s) = P,(s) = ¢N(s), tj.
P(t) = ¢N(s)e %(t=%), V redlné situaci se viak odpad v prostiedi kumuluje, v ¢ase ¢ ho tedy bude
mnozstvi, které zustalo ze vSech odpadu vzniklych az do okamziku ¢, tj. mnozstvi odpadu zavislé
na celé predchozi historii velikosti populace bude

F(N) = / cN(s)e t=3)ds.

Predpoklad 4. 1ze nyni piepsat ve tvaru
p=p(F(N)) =a—BF(N),

kde 8 > 0. Z predpokladu 1. plyne, ze p(0) = 7, tj. « = r. Pro funkci N = N(t) = K podle
predpokladu 5. nyni plati

t
- - K t K
0= P(]'—(N)) =r—pBF(N)=r—pfc / Ke 9(t=9)dg = — —566 {efa(tfs)} =7r— 566 .
Odtud dostaneme, ze ¢ = % a specifickd mira rustu populace je
5 t
p=r|1-— i / N(s)e™¢=%)ds
Model (9.1) je tedy nyni ve tvaru integrodiferencialni® rovnice
t
/ g —6(t—s)
N'(t)y=rN(t)|1- 7 N(s)e ds|. (9.3)

Zavedeme nové neznamé funkce x a y novou nezavisle proménnou 7 nasledujicimi vztahy:

Pak

dr rkK r r2 K ; K
- e [1- % / N(s)e G =2)ds | = w(r) (1 - y(r),

2V této rovnici vystupuje neznaméa funkce N za znakem integralu i jako derivovana.
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_ 2 %N (Z)e‘s(::)g/:]\f(g)e‘s(:s)ds _

K r
5 55 [ . 5
= r_KN (%) i / N(s)efa(?fs)ds =ux(r) — ;y(T)
Rovnice (9.3) se tedy transformuje na dvourozmérny autonomni systém
r = 1'(1 - y)a
) 5 (9.4)
Yy =z— -y
r

Nejprve si v§imnéme, ze uzavieny prvni kvadrant Ri = {(m,y) ER% >0,y > 0} je pozitivné
invariantni mnozinou tohoto systému. Uzaviend polopfimka {(0,y) : y > 0} je totiz pozitivné in-
variantni mnozinou (x(t) = 0, y(t) = yoe ¥/ je fesenim systému (9.4) pro kazdé yo > 0), pro
feSeni s pocatedni podminkou x(0) = zg > 0, y(0) = 0 plati 2/(0) > 0, ¥’(0) > 0 a tedy prislusna
trajektorie smétuje dovniti prvniho kvadrantu.

)
Systém (9.4) mé stacionarni body(0,0) a (x*,y*) = (—, 1> a jeho varia¢ni matice je
r

1—y —x
J(z,y) = ( 1 é)

1 0 5
Tedy J(0,0) = (1 K ) det J(0,0) = —— > 0, takze stacionarni bod (0,0) je sedlo. Dale
T
5
J(:C’y): I det‘J(‘Tay):;>Oa tI’J(ZC,y):—;<0,
1 —=

(trd(z*,y*))” —ddetJ(a*,y") = T—2(6—4r),

takze v pfipadé § > 4r je vnitini staciondrni bod (z*, y*) stabilni uzel, v opa¢ném pfipadé se jedna
o stabilni ohnisko. Fazové portréty systému systému (9.4) v obou pfipadech jsou zndzornény na
obr. 9.1.

S vyuzitim Dulacova kriteria 5.2.6 vylou¢ime existenci cyklu v prvnim kvadrantu. Polozime

1
= —. Pak
e v ’ 01 01 ) )
Eﬁ?ﬂ”+@EG’?QE<O

pro vSechna x > 0. Uvnitf prvniho kvadrantu tedy neexistuje cyklus systému (9.4).
Uvazujme nyni situaci, Ze na po¢atku (v ¢ase t = 0) se dostane mald populace do nového
prostiedi. K rovnici (9.3) pfidame tedy pocateéni podminky

N(0)=N,,  N(t)=0prot<O0. (9.5)
Pocéteéni podminky pro systém (9.4) v tomto pripadé budou
0
0) = No y(0) = 1 [ NlpePds =0
2(0) = —=No, y(0) = & s)e’*ds = 0;
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a) b)

Obréazek 9.1: Fazovy portrét systému (9.4) a jeho trajektorie s po¢ateéni podminkou 0 < z(0) < 1,
y(0) = 0. a) § > 4r, b) § < 4r. Oba obrazky maji stejné méfitko na ose x.

N1 N
K e e
0 i 0 i
a) b)

Obrézek 9.2: Priibéh fegeni tlohy (9.3), (9.5). a) § = 4r, b) § = 1r.

Trajektorie systému (9.4) s témito pocatecnimi podminkami jsou také zobrazeny na obr. 9.1.
Z provedené analyzy systému (9.4) plyne, Ze pro feSeni N pocateéni tlohy (9.3), (9.5) plati

K
lim N(t) = IR = K;

t—o0 1)

funkce N konverguje k hodnoté K v pfipadé § > 4r monotonné, viz obr. 9.2 a), v opa¢ném piipadé
s tlumenymi oscilacemi, viz obr. 9.2 b).
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Kapitola 10

Lotkovy-Volterrovy systémy

n
wp=ai | bi— Y ayx; |, i=12...n (10.1)
j=1
Tyto systémy modeluji vyvoj spolecenstva (Casové zmény velikosti jednotlivych populaci, z nichz
se spolecenstvo skladd). Nezndmé funkce a parametry interpretujeme nasledovné:
x; = x;(t) ... velikost i-té populace
b; ...rlstovy koeficient izolované i-té populace (vnitini koeficient ristu i-té populace)

b; > 0 ...i-t4 populace je sobéstaéna (producent)

b; <0 ...i-t4 populace zavisi na jinych populacich (konzument)
ag; - .. koeficient vnitrodruhovych vztahu i-té populace

ai; > 0 ...v i-té populaci se projevuje vnitrodruhova konkurence

a;; < 0 ...v i-té populaci se projevuje vnitrodruhova kooperace
a;i; ... koeficient vlivu j-té populace na i-tou

min {a;j,aj;} > 0 ...i-t4 a j-t4 populace jsou ve vztahu konkurence
max {a;j,a;;} <0 ...i-t4 a j-t4 populace jsou ve vztahu mutualismu (symbidzy)

a;j <0 < aj; ...j-t4 populace je kofisti (hostitelem) i-té populace;
i-t4 populace je predatorem (parazitem) j-té populace

a;; > 0 ...7-t4 populace je amenzalistou i-té populace
a;; <0 ...7-t4 populace je komenzalistou i-té populace

Fazovy prostor systému (10.1) je n-rozmérny uzavieny kladny orthant

Ri:{(x17x27"-)mn)eRn: x1207x2207"')$n20}-

Piiklad (vztah Lotkovych-Volterrovych systému a Verhulstovy logistické rovnice)

r_ 17£)
T rx( )

v niz jsou oba parametry r (vnitini koeficient ristu) a K (kapacita prostiedi pro modelovanou
populaci) kladné, 1ze povazovat za jednorozmérny Lotktv-Volterriv systém s by = r a ay; = r/K,
tedy za model sobésta¢né populace s vnitrodruhovou konkurenci (tak byla Verhulstova rovnice se-
stavena). Také plati K = by /ai11; odtud lze usoudit, Ze pro sobésta¢nou populaci s vnitrodruhovou

Logistickou rovnici
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konkurenci predstavuje podil vnitfniho koeficientu rtstu a koeficientu vnitrodruhové konkurence
kapacitu prostiedi neovlivnénou ostatnimi populacemi spolecenstva.
Jinou interpretaci logistické rovnice lze ziskat nasledujici ivahou: Oznac¢me

_q r K-z
YT KT TR
Ponévadz y' = —a’ /K, dostaneme
7 = ray
P, (10.2)
K

Jedna se o dvojrozmérny Lotktv-Volterriv systém s parametry

r
by =0b2=0, ai1=a2=0, a2=r an= 7
Proménnou y lze interpretovat jako relativni dostupnost zdrojt pro modelovanou populaci vzhle-
dem k celkové kapacité prostiedi K. Velikost populace a relativni dostupnost zdroji jsou tedy ve
vztahu predace, obé tyto ,slozky spolecenstva“ nejsou ani producenty ani konzumenty a neproje-
vuje se u nich zadny vnitrodruhovy vztah.
Poznamenejme, Ze systém (10.2) nemd izolované stacionarni body.

10.1 Obecné vlastnosti

Zavedeme oznaceni

b1 aiy - aip
b frd s A frd E s
bn an1 Qpn
matice A se nazyva matice interakci spolecenstva. Pro libovolny vektor v = (v1,v2, ..., v,)T polo-
Zime
v 0 - 0 0
0 vy 0 0
diagwv =
0 0 Up—1 0
0 0 0 v,

61]‘
‘ d2j 0. i+
el = _j ,  kde 0;; = {1’ Z 7 j je Kroneckeruv symbol.
: , 1=
Onj

Systém (10.1) lze zapsat jako vektorovou rovnici
' =diagz (b — Ax). (10.3)

Je-li matice A reguldrni, existuje nejvyse jeden stacionarni bod z* = A~lb systému (10.1)
takovy, ze vSechny jeho slozky jsou kladné. Takovy stacionarni bod budeme nazyvat vnitrni. Pokud
vnitfni stacionarni bod existuje, lze tuto skutecnost interpretovat jako moznou koexistenci vsech
populaci spolecenstva, pricemz koexistujici populace maji dynamicky stalé velikosti dané slozkami
vektoru a*.
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Parciélni derivace pravé strany rovnice (10.3) podle j-té proménné je

% diagz (b— Az) = (% diagm) (b — Ax) + diagx <ai$] (b— Am)> =
= diage’ (b— Az) + diagz (—A - €’)

a pro vnitini staciondrni bod z* plati b — Az* = O. Proto varia¢ni matice systému (10.1) ve
vnitfnim staciondrnim bodé x* je

J(x") = —diagz™ - A.

Odtud a z 5.3.7 plyne:

10.1.1 Véta

Bud z* stacionarni bod systému (10.1), jehoZ vSechny slozky jsou nenulové. Maji-li vSechna vlastni
¢isla matice diagz* - A kladnou redlnou ¢ast, pak konstantni feseni x(t) = x* systému (10.1) je
stejnomérné asymptoticky stabilni.

Pokud existuje vlastni ¢islo matice diag * - A které ma zapornou redlnou ¢ast, pak je konstantni
feSeni x(t) = * systému (10.1) nestabilni.

10.1.2 Poznamka

Pro ¢tvercovou matici M polozme SM = % (I\/I + I\/IT). Matice SM je zfejmé symetricka.
Pro kazdy n-rozmérny vektor v a ¢tvercovou matici M radu n plati

vITMv = v SMw.
Diikaz: Ponévadz v Mw je &islo, tj. étvercova matice fadu 1, plati
vIMy = (vTMv)T = v M.
Odtud plyne
v Mo = 207 (%(M + M7 — %MT) v =2v" SMv — v"MTv = 207 SMv — v Mv
a tato rovnost je jiz ekvivalentni s dokazovanym vztahem. 0

10.1.3 Véta

*

Bud * = (2}, 25,...,2%) = A~b vnitini stacionarni bod systému (10.1). Jestlize existuje kon-
stantni vektor ¢ = (c1, ca, ..., c,)T se viemi slozkami kladnymi a existuje okoli U bodu x* takové,
ze pro vSechna x € U je vyraz

(x — )" S(diagcA) (x — z*) (10.4)

nezaporny, pak funkce

T

V() =V(xy,za,...,2,) = Zci/ﬁ—xfdg
i=1

€

«
Ty

je ljapunovskou funkei systému (10.1), tj. konstantni feseni x(t) = «* systému (10.1) je stejno-
mérné stabilni.
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Pokud je vyraz (10.4) pro vSechna @ € U\ {x*} kladny, pak je toto FeSeni stejnomérné asympto-
ticky stabilni.

Diikaz: Funkce V' je definovana pro vSechna x1 > 0,25 > 0,...,x, > 0. Plati
V(m*)ic-/g_ﬁdgo
=) ¢

Pro kazdé x; > 0 je

ST % ge >,
[ e >

nebot integrovand funkce je kladné pro x; > x} (tj. v pfipadé, Ze horni mez integralu je vétsi, nez
dolni mez) a zapornd pro z; < x} (horni mez integrdlu mensi nez dolni mez). Rovnost nastane
pravé tehdy, kdyz x; = ;. Odtud plyne, Ze pro & # x* a takové, ze vSechny jeho slozky jsou
kladné, plati V(x) > 0.

Déle podle véty o derivaci integralu jako funkce horni meze plati

oV (x) oL xf

8:@- ¢ €Z; ’

a ponévadz b = Ax*, plati dale
n
bi = Z aijx;,
j=1
takze derivace funkce V' vzhledem k systému (10.1) je

n n

’ — ekl A ) e | = A * s e =
Vie) = E C; . x; | by — E aj;r | = E ci(x; — ) E aijr; — g ai;xj | =
2 . . .
Jj=1 Jj=1 Jj=1

i=1 i=1
=— Z (zi — o) ciay; (w5 — x;‘) =—(x-— :B*)T (diagcA) (x — x¥) =
i=1 j=1
= —(x—x")" S(diagcA) (z —z*)
(posledni rovnost plyne z poznamky 10.1.2). Véta nyni plyne z 5.3.10 a 5.3.11. (]

10.1.4 Dusledek

Necht systém (10.1) m4a vnitini staciondrni bod «* = (z7, 25, ..., 2}).
Jestlize existuje konstantni vektor ¢ = (¢, ca, ..., c,)T se viemi slozkami kladnymi takovy, Ze
matice
S (diagcA) (10.5)

je pozitivné semidefinitni, pak konstantni feSeni x(¢) = x* systému (10.1) je stejnomérné stabilni.
Pokud je matice (10.5) pozitivné definitni, pak konstantni Feseni x(t) = x* systému (10.1) je
stejnomérné asymptoticky stabilni.

10.2 Kolobéh dusiku v planktonu

Uvazujme proces schématicky znazornény na obrazku 10.1: Ve fytoplanktonu probiha fotosyntéza
a pri ni se dusik z okolniho prostfedi vaze v jeho bunkach; fytoplankton slouzi jako potrava pro zoo-
plankton, takze dusik ze zkonzumovaného fytoplanktonu se stava soucasti zooplanktonu. Plankton
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N c P d VA
dusik v prosttedi fytoplankton zooplankton

T E o

Obrazek 10.1: Schéma kolobéhu dusiku

v dusledku svého metabolismu dusik opét vyluc¢uje do okolniho prostiedi a také pii rozkladu mrt-
vého planktonu se dusik uvoliuje. Dusik z prostfedi neni odebiran ani neni néjakym zpusobem
do ného pridavan. Dusiku vylucovaného planktonem je tim vice, ¢im je vice planktonu, dusiku
vazaného ve fytoplanktonu pribyva tim vice, ¢im je vice volného dusiku a fytoplanktonu; dusiku
vazaného v zooplanktonu pfibyva tim vice, ¢im vice je fytoplanktonu pozreného zooplanktonem a
toho je tim vice, ¢im vice je fytoplanktonu i zooplanktonu. Ozna¢me po fadé N, P a Z mnozstvi
dustku v prostfedi, vazaného ve fytoplanktonu a vazaného v zooplanktonu. Vsechny tyto veliciny
se méni s ¢asem, tj. N = N(t), P = P(t) a Z = Z(t). Celkové mnozstvi dusiku v systému je rovno
V =N + P+ Z. Kolobéh dusiku lze nejjednoduseji modelovat systémem rovnic

N' = aP +bZ — cNP,
P'=c¢cNP—dPZ — aP,
7' = dPZ — bZ:

vSechny parametry a, b, ¢, d jsou kladné.

Nejprve si vSimnéme, ze V' = N+ P’ + Z' = 0, coz znamen4, Ze celkové mnozstvi dusiku V je
konstantni. Proto lze mnozstvi dusiku v prostiedi vyjadrit jako N(t) =V — P(t) — Z(t) a dosadit
do druhé a treti rovnice systému. Dostaneme

Pl
ZI

(Ve—a)P —cP? — (¢c+d)PZ =P(Ve—a—cP—(c+d)Z),

—bZ +dPZ = Z(~b+dP). (106)

Jedna se tedy o Lotktv-Volterrav systém s vektorem rtstovych koeficientti a matici interakei

:(Vcba) . A:(g (c;d))_

To je systém typu dravec-kofist; dravcem je zooplankton, koristi fytoplankton. Varia¢ni matice
systému (10.6) v obecném bodé je

_(Ve—a—2¢P—(c+d)Z —(c+d)P
JG%Z)"( iz —b+dP

Systém (10.6) mé vzdy trividlni stacionarni bod

%= (o)

vyjadiujici nepfitomnost planktonu. Varia¢ni matice v trividlnim stacionadrnim bodé, jeji stopa a
determinant jsou

J(80)<Vc0—-a _2), tr(J(so) =¢(V=2) =b, det (J(s0)) = —be (V- 2),

C C

Pokud pro mnozstvi dusiku plati
v>2 (10.7)
¢

pak det (J(so)) < 0 a podle 5.3.8 to znamenad, ze trividlni stacionarni bod sg je sedlo. Pokud
naopak

a
V< -,
&



2
pak det (J(s0)) > 0, tr (J(s0)) < —b<0a (tr (J(So))) —4det (J(s0)) = (Ve —a+b)? >0, coz
znamena, ze So je stabilni uzel.

Je-1i splnéna nerovnost (10.7), pak ma systém (10.6) dalsi stacionarni bod

81 = Cc 5
0

vyjadiujici dynamicky stalé mnozstvi fytoplanktonu bez pfitomnosti zooplanktonu. Varia¢ni ma-
tice systému (10.7) ve staciondrnim bodé sy je

Jen) = (-C(V— ¢) —(c+d) (V—%)>7
0 d(V—2)—b

jeji stopa a determinant jsou

tr(J(sl))d<V%§) —e(V=2). det(J(s1)) = —ed (V- 2) <v92>.

c

Pokud navic mnozstvi dusiku splinuje podminku

b

a
VsZ2aZ
>c+d’

pak det (J(s1)) < 0 a staciondrni bod je sedlo. Je-li naopak

b

a
Ve<ZlyZ
<c+d’

pak det (J(s1)) <0, tr (J(s1)) <O a

(tr (J(sl)))2 — 4det (J(s1)) = [d (V - g) te(v- 9)]2 >0,

coz znamena, ze stacionarni bod je stabilni uzel.
Vnitini stacionarni bod systému (10.6) je

(JZD> A= (2 ! d)> (Vcb a> | e (Vd_ a_ é)

c+d c d

Vidime, ze P* > 0 a pokud je splnéna podminka (10.8), pak také Z* > 0; v takovém piipadé je
tedy mozna koexistence fyto- i zooplanktonu. Dale plati

b
- 0O
X d 0 —(c+d
WP, 2% = — . . <d (C )>
° c+d(V‘z‘a)
b(c+d)
0 d
| a b ¢ o b
c+d c d c+d c d
Je-li splnéna podminka (10.8), pak
(P2 = - (V=228 <o, a2z =be(v—2—8) 50
’ - c+d c d ’ ’ N c d ’
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coz znamend, Ze redlnd ¢ast vlastnich ¢isel varia¢éni matice J(P*, Z*) je zéporna, a tedy vnitini
stacionarni feSeni (P*, Z*) systému (10.6) je stejnomérné asymptoticky stabilni.
Povsimnéme si, ze kladné staciondrni hodnota P* nezavisi na celkovém mnozstvi dusiku V.
Pokud se tedy zvétsi pfisun zivin, nema z toho uzitek fytoplankton, ale jeho predator zooplankton.
Z dosud provedenych tvah a vypocti lze ucinit zavér, ze prezivani planktonu je zavislé na
celkovém mnozstvi dusiku v prostiedi:

(i) v <2 plankton nepfeziv,
c
. a a b .
ii - — + —  preziva pouze fytoplankton,
(ii) <V<-4 7 fytoplankt
c c
L @ b . y o
(i) -+ p <V fyto- i zooplankton dlouhodobé koexistuji.
c
Povsimnéme si, ze podminku (iii) lze splnit pouze v p¥ipadé
b
V> 7 (10.9)

b a b
v opa¢ném pripadé by totiz mélo byt V — p > — > (0 a soucCasné V — p <0.
c

Vysledky lze ovSem interpretovat i jinak. Pfedpoklddejme, Ze plati podminka (10.9) a pfislusné
nerovnosti i zavéry z nich plynouci prepiseme do tvaru:

(i) c < % plankton nepfrezivd,
(if) ¢ el fytoplankt
ii — <c¢< —+-———— pleziva pouze fytoplankton
% Vv vwd-ub P potze Lytop ’
b
(iil) % + V(Vanb) <c fyto- i zooplankton dlouhodobé koexistuji.

Koeficient ¢ vyjadiuje, s jakou intenzitou je dusik z prostfedi vazan do biomasy fytoplanktonu.
Tato vazba vznikd procesem fotosyntézy, jejiz intenzita roste s mnozstvim slune¢niho svétla a to
se méni s roénim obdobim. Pfi stalém mnozstvi dusiku se s rostoucim mnozstvim svétla nejprve
objevi fytoplankton, poté i zooplankton; v zimé se plankton nevyskytuje, na jafe se nejprve objevi
fytoplankton a poté s prodluzujicim se dnem i zooplankton.

10.3 Dissipativita konkurenc¢nich systému

Uvazujme spolecenstvo n sobéstacnych populaci, z nichz kazda projevuje vnitrodruhovou konku-
renci a kazd4 z populaci je amenzalistou jiné nebo ji neovliviiuje (zejména tedy kazdé dvé populace
mohou byt ve vztahu konkurence). Vyvoj takového spolecenstva lze modelovat systémem (10.1)
s kladnymi parametry b;,a;, @ = 1,2,...,n a s nezdpornymi parametry a;; pro 7 # j. S vyuzitim
tvrzeni 5.1.11 ukézeme, ze takovy systém je dissipativni, tedy Ze vSechny slozky jeho feseni jsou
ohranicené:

Necht ¢ >0 a i€ {1,2,...,n} jsou libovolna. Polozme

b
K,=—+¢, 0; = €a;;.
Qi
Pak K; > 0, 0; > 0 a pro vSechna z; > K;, j € {1,2,...,n} plati
z; | b — Zaijzj < wi(bi — aiiwi) < xi(bi — i K;) = ziai; (| — — K | =
j=1

= ria;i(K; — € — K;) = —ewja;; = —0,x,
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takze predpoklady tfetiho z tvrzeni 5.1.11 jsou splnény.

Ponévadi kladna konstanta ¢ je libovolné mala, pro kazdé feseni (- ) = (21(-), z2(), ..., zn("))
systému (10.1) s b; > 0,a4 > 0,a;5 > 0, 4,5 = 1,2,...,n existuje T > 0 takové, Ze pro vSechna
t>1T je

b1 b2 bn
() < —, 2a(t) < —, ..., xp(t) < —.
1(t) < o 2(t) s (t) o~

V dlouhém c¢asovém horizontu populace neprekracuji velikost danou kapacitou prostiedi pro po-
pulace izolované.

10.4 Troficky retézec

Troficky fetézec je takové spoleCenstvo, v némz je prvni druh producentem a kazdy jiny druh je
nesobéstacnym specializovanym predatorem pravé jednoho dalsiho druhu. Oznacime x; velikost
populace producenta, zo velikost populace jeho predatora, xs velikost populace, ktera je predato-
rem populace o velikosti xo, atd. Kazda z populaci na nékteré trofické tirovni nemusi byt tvorena
jednim biologickym druhem, muzZe jit o spoleCenstvo organismi majicich stejny zptsob obzivy.
Troficky fetéz o n trovnich lze tedy modelovat systémem

/

2y =x(r—ax) — praias
/

Ty = —daT2 + qaw1T2 — PawaT3
/

Ty, = —dpTp + RTr-1Tk — PETkTE+1 (10.10)
/

LTp_1 = _dn—lxn—l + qn-1Tn—2Tn—1 — Pn—1Tpn—1Tp
/

x, = —dpTn + GnTn_1Tn,

parametry r, da,ds,...,dn, 2,43, ,qn, D1,P2,---,Pn_1 jsou kladné, parametr a je nezaporny

(producent mize, ale nemusi projevovat vnitrodruhovou konkurenci).

Stabilita vnit¥niho stacionarniho bodu

Matice interakci a vektor rustovych koeficientt jsou

a p1 0o --- 0 0 0 r
—q2 0 P2 tee 0 0 0 —d2
0 —qs3 0 s 0 0 0 —d3
A= . . . . . ; b=
0 0 0 —Adn-1 0 Pn—-1 _dn—l
0 0 0 0 —(Qn 0 —dy,
Polozme
P1 pPip2 pPip2 - Pn-2 pip2 - Pn-1
01:1, Cg—=—,C3=—, ..., Cph—1 = , Cp = .

q2 4293 4243 - Gn—1 4243 " Q4n
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Pak je

a p1 0 0 0 0
—p1 0 P1p2 0 0 0
q2
0o Az 0 0 0
. q2
diagcA = . 5

0 0 0 .. _Dhip2--Pn-2 0 Pip2 - Pn-1
4243 - qn—2 4243 - - qn-1

0 0 0 0 _Pip2-"Pn-1 0

4293 Gn—-1
takze

o o Qe
o O O
o O O
o O O
o O O
o O O

S (diagcA) =

o O
o O
o O
o O
o O

z ¢ehoz plyne
(x — )" S(diagcA) (x — x*) = a(z1 — 1) > 0.

Pokud existuje vnitini stacionarni bod * uvazovaného systému, pak je pfislusné konstantni reseni

stejnomérné stabilni.

Existence vnitiniho stacionarniho bodu

Hledejme nyni podminky, které zaruci existenci takového stacionarniho bodu x*. Jeho soutadnice

splnuji n-rozmérny systém algebraickych rovnic

ar +piwy =,
QTh_1 — PkTi1 = dg, k=2,3,...,n— 1L
GnTh_1 = dp.

,Prostredni rovnice tohoto systému lze prepsat ve tvaru rekurentnich formuli

* 1 * * *
xk—lzq_k(kakH"'dk) nebo $k+1217_k(quk71_dk)7 k=23,...,n—1

Ponévadz vsechny koeficienty pr, qi, di jsou kladné, plyne z tohoto vyjadieni:

(i) je-li 27, > 0 pro né&jaké Iy € {2,3,...,n},

(10.11)

(10.12)

1
pak je x; > 0 pro vSechna ¢ € {60,60 — 20y —4,..., 3 (3 + (1)20)} :

(i) je-li 7, < 0 pro néjaké ¢y € {1,3,...,n — 2},

1
pak je x; < 0 pro v8echna ¢ € {61 +2,0,+4,....,n— > (1 — (1)21+n)}_

Podle posledni rovnice systému (10.11) je



Z prvui rekurentni formule (10.12) postupné vyjadiime

1 Pn—2 dn dn72
T, 3= Pn—2Tp_1 +dp_2) = — + ,
nes qn—2 ( " net " ) gn—2 Q4n dn—2
1 _ _od 4y dyp_
xflis: (pn74z;73+dn74):pn 4 Pn 2_n+pn 4 Up 2+ n 4,
dn—4 dn—4 dn—2 Q4n dn—4 dn—2 dn—4
atd. Celkem dostaneme
‘ dp_9; ‘ i n
gy = > 2 ] 2L pror=o0,1,... [5} 1, (10.13)
—0 qn—2i j=it1 qn—2j
k—1
kde [£] oznacuje celou ¢ast z ¢isla & a klademe [[ a; = 1 pro libovolné piirozené k a kazdou
=k

posloupnost {«; };’;0.1 Pi{mym vypoctem se lze piesvédcit, ze (10.13) je skuteénd Fesenim druhé
az n-té rovnice systému (10.11).
Necht nejprve je n sudé. V tomto pfipadé lze rovnost (10.13) pfepsat na tvar

g—k

* o _ n 24 Pn—2j _ d ng N n
Tok—1 = T _(2(2—k)+1) Z H A H =L2...3

dn—2; =it qn—2j q2]

w3

7 tohoto vyjadfeni je vidét, ze vSechny soufadnice stacionarniho bodu x* s lichymi indexy jsou
kladné. Pro jeho prvni soutadnici plati

2 dos L
ot = Z 2 @. (10.14)
=1 q21 ’ (J2j
Z prvni rovnice systému (10.11) nyni dostaneme
r—ax]
Ty = ——,
p1
a ze druhé rekurentni formule (10.12)
gz —axi ds
zy = —(qaz3 —ds) = ——— — —,
ps  P1 P3
s g3 —ax] qsdz ds
o= —(ga} —ds) = LBI_I_BE D
Ps pspP3  P1 pPsP3  DPs
atd. Obecné
r—axr d Al n
- 2i+1 2i+1 2j+1
ah, = 1HQz+ _Z i+ HQH- k=12,
1 P2it1 * P2it1 P2j+1 2
Jj=1+1
Souradnice x7 je vyjadiena formuli (10.14). Tedy plati
Ta$*g7Q281 %71121%16121
_ _r—ar + i+ G+l
T = Tag = 2o I =
P1 =1 P2e+1 =1 D2i+1 j=it1 DP2j+1
o . 31
o H q20+41 r—ary . Z d2z+1 H P2j+1 o
P2r+1 P1 = P2i41 =1 q25+1
12° ¢ d p %—1d i71p
20+1 24 2 2i+1 2j+1
= — _az i _J_plzz_ P2j+1
b1 ;= P2e+1 =1 o 12+l i=1 q42j+1
k—1
1Uvedené konvence je piirozenym rozsifenim rovnosti H aj = g H aj, kterd plati pro libovolné k > m,

j=m =

také pro k =m
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Nutnou a dostatecnou podminkou pro to, aby vSechny soufadnice stacionarniho bodu x* byly
kladné, je tedy podle tvrzeni (i) a (ii) nerovnost

d _ B do =L
r>pr Z ovs TT Pasr D | k=3 (10.15)
q2i+1 i q25+1 im1 q2i J=1 q2j

Necht nyni je n liché. V tomto piipadé lze rovnost (10.13) pfepsat na tvar

n-1_p n-1_p n—l

2 2
dp—2; Dn—2;j dait1 7T P2it+1 n—1
To =T no = —= = , k=1,2,..., )
2k = = (2( 27 —k)+1) ; Gn—2i Gn—2; Z G2it1 I:Ik q2j+1 2

j=i+1

7 ného je vidét, ze vSechny soufadnice stacionarniho bodu z* se sudymi indexy jsou kladné.
Zejména jeho druhé souradnice je

< doita D2j+1 (10.16)

Je-li a # 0, dostaneme z prvni rovnice systému (10.11)

*
* T — P17y
Ty = )

a

ze druhé rekurentni formule (10.12) nyni mizeme postupné vyjadrit

L (qaay — ) = LTPATE_ 2
po P2 a p2’

8
CEY
I

* 1 *
5= (qar3 —da) = —=—= — ;

atd. Obecné dostaneme

k—1
T — p125 q2i da; (J2J n+1
$2k 1_7 - k:1,27...7 .
a H 1 Pai Z P2i jlj-[kl p2;’ 2
Odtud s vyuzitim (10.16) vyjadiime
n—1 n—1 n—1
* 2 2 2
w % A 4T q2¢ da; q2;
Tn = dpep = Ty 2 U=
p=1 P20 T P2i T P2y
Q2 dyit1 DP2j+1 do; P2
P1 —= —a
H D2v ; q2i+1 1:[1 q25+1 Z Q2z H Q2g

Pro liché n a a # 0 tedy dostavame jako nutnou a dostate¢nou podminku pro to, aby vSechny
soutradnice stacionarniho bodu «* byly kladné, nerovnost

d21+1 p2g+1 do; T pzj
r>p1 +a . (10.17)
Z q2i+1 Jaie q25+1 Z Q2z o 425
Pokud je n liché a a = 0, dostaneme z prvni rovnice systému (10.11) rovnost

r

P1'

*
Lo
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Soucasné vSak musi platit rovnost (10.16), takze soustava rovnic (10.11) ma feSeni (a to nekoneéné
mnoho Feseni; staciondrni bod neni v takovém piipadé izolovany) pouze tehdy, kdyz

n—1
2

d i—1 »
2i+1 H 2j+1
T = pl — - .

i 2+l j=1 q2j+1

Pravdépodobnost, Ze tato rovnost bude splnéna pro systém (10.10) modelujici realné spolecenstvo,
je vsak nulova.

vvvvv

[%]d' i-1 [%]d.iq ‘
S EHPQJ-Fl_’_aZﬁH&_ (10.18)

o d2im1 =1 q2j+1 i 420 =1 q2j

Zavér: Je-li a > 0 (zékladni zdroj je omezeny, v populaci producenta je vnitropopulaéni konku-
rence), pak vnitini stacionarni bod systému (10.10) existuje (je mozné koexistence vSech populaci
tvoFicich troficky Fetézec) pravé tehdy, kdyZ je splnéna podminka (10.18) (vnitini koeficient ristu
producenta je dostatecné velky).

Je-li a = 0 (zékladni zdroj je neomezeny), pak vnitini staciondrni bod systému (10.10) existuje
pouze pro sudé n (je mozné koexistence pouze sudého poctu trofickych trovni); vnitini staciondrni
bod v takovém piipadé existuje praveé tehdy, kdyz je splnéna podminka

51 i—1
r>p dait1 D2j+1
1 E— — .
o 121 5 42541

10.5 SpoleCenstvo se dvéma trofickymi arovnémi

Uvazujme spoleCenstvo tvofené dvéma skupinami druhtt — producenty (kofisti) a konzumenty
(predatory). Mezi druhy uvniti jednotlivych trofickych trovni nejsou zadné interakce a konzumenti
nemohou bez producentt prezit. Je-li takové spolecenstvo tvofeno n druhy producentti a m druhy
konzumenti, lze jeho vyvoj popsat systémem Lotkovych-Volterrovych rovnic tvaru

m
zézi<7’izaikyk>, i=12,...,n,
k= (10.19)
Y=Y <5j+ )Y bjk$k)  J=12m;
k=1

x; oznacuje velikost i-tého druhu producentii, y; velikost j-tého druhu konzumentt, parametry

Tiy Sj, Qij, bji jsou kladné. Systém (10.19) mbzeme pii zavedeni vektori = (w1,2a,...,2,)7,
_ T . _ T . T :
Y=Yz, ym), m=(r1,r2,...,m0)", 8= (51,52,...,8m)", a matic
ailr a2 ... Qim bir bz ... bin
az1 a2 ... Qa2m bay b ... bay
A= (ai)1<i<n = | . . . |. B=(bji)i<j<m =
1<j<m : : - : 1<i<n
apl  Ap2 ... Apm bml me oo bmn

zapsat vektorové
' =diagz (r — Ay),
y' =diagy (—s + Bx),

() = () [(2)- B 6) )

kde O oznacuje nulovou matici.

nebo ve tvaru
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Piiklad: klasicky Lotkuv-Volterruv systém dravec-korist

Uvazujme spolecenstvo jednoho producenta a jednoho konzumenta (jednoho dravce a jeho kofisti).
V takovém piipadé je n =m =1 a systém (10.19) je tvaru

2 =a(r - ay),

10.20
y' =y(=s+bx). (10-20)
Tento systém ma vnitini stacionarni bod
s r
Systém (10.20) mlizeme prepsat na tvar
: r—ay d 1
—=r —ay, —lnz=r—ay,
T . dt Y
, neboli d
Y
= =—s+bx, — Iny=—s+ bx.
Y dt 4 *
P1i oznaceni u = Inx, v = Iny dostaneme
u' =r — ae?,
v = —5 + be",
coz je systém bipartitni. Bezprostiedné vidime, ze tento systém mizeme psat ve tvaru
0
u' =— (rv — ae?
= (v ae"),
0
v =—— (su — be"
- (su—be"),
nebo vektoroveé
w)’ 0 1
p— o U o v
<U> = <_1 0> V (su — be" + rv — ae’). (10.21)

Systém (10.20) je tedy ekvivalentni s hamiltonovskym systémem (10.21). Jeho hamiltonian (inva-
riant) v ptivodnich proménnych je

H(x,y) :slnx—bx—l—rlny—ay:b(glnx—x) +a(zlny—y) =
a
a
=b ((plnac —x)+ E(qlny - y)) .

Transformace systému (10.19) na systém bipartitni
Stavové proménné x;, y; transformujeme na nové, které oznacime u;, v; a definujeme rovnostmi

u; =Inz;, v; =Iny;, i1=1,2,....n, j=1,2,...,m. (10.22)
Pak

RN

T m m n

/ ] v / u

Up =2 =T g Wikl = Ti — g a;pe’™, v; = =85+ g bjre".
k=1 k=1 k=1

i
Zavedeme oznaceni
e = (e",e", ... e") eV = (e",e",...,e"").
Systém (10.19) se transformuje na tvar
’U,/ —r— Ae”, ’U/ = —s+ Beu; (1023)

derivace prvni sady proménnych zavisi pouze na druhé sadé, derivace druhé sady proménnych
zavisi pouze na prvni sadé. Systém (10.19) lze tedy substituci (10.22) transformovat na systém
bipartitni.

129



Invariant systému (10.19)

Hodnota a;; vyjadiuje mnozstvi i-tého druhu kotisti, kterou za jednotku ¢asu znici predatori j-tého
druhu za predpokladu, ze populace i-tého druhu kofisti i j-tého druhu predatora mély jednotkovou
velikost. Stru¢néji, a;; je specifickd timrtnost i-tého druhu kofisti zptisobend populaci j-tého druhu
predatora o jednotkové velikosti. Hodnota bj; je specifickd porodnost j-tého druhu predatora po
konzumaci jednotkového mnozstvi populace i-tého druhu kofisti. Pomér bj;/a;; lze tedy chapat
jako efektivitu, s jakou se ubytek i-tého druhu kofisti premeénuje do rustu populace j-tého druhu
predatora. Predpokladejme nyni, ze kazdy druh predatora vyuziva vSechny druhy kofisti stejné

efektivné, tj. Ze ke kazdému j = 1,2,..., m existuje konstanta c; > 0 takova, Ze
bji . . .
—— =¢; pro vSechny indexy i =1,2,...,n.
aij
Jinak feceno, necht existuje vektor ¢ = (cy, ¢, ..., cm)? pro néjz plati
B” = A diage, neboli B = diagcAT. (10.24)

Piedpokladejme déle, Ze existuje vnitini staciondrni bod systému (10.19), tj. Ze existuji vektory
p=(p1,p2,.-,0n) qa=(q1,q2,...,qm)" se viemi slozkami kladnymi, takové ze Aq = r, Bp = s,
tj.
m n
:Zaiqu proi=1,2,...,n, sj:ijkpk proj=1,2,...,m. (10.25)
k=1 k=1
Poznamenejme, Ze v pripadé m # n nemusi byt néktery z vektort p, g urcen jednoznac¢né. Pak

vnitini stacionarni bod neni izolovany.
Definujme nyni funkci H : R:’fm — R pfedpisem

m

n
1
H(way):H(:CI;:CQa-"7xnaylay25"'ayn): § (pilnl'i_l'z E - ]lny_]_y])
i=1

ﬁ

Pokud , y jsou feSenim systému (10.19), kterd maji vSechny slozky v kazdém case kladné, pak
plati

dH( )= - X A 1 Y; p i( )z;Jril( )y;
—H(x i— — T; — = — = i — L;)— — — - =
ar Y : p 7 2 qu‘ Y; _ p ) 2 q; — Yj Y
1=1 j=1 J J =1 J=1 J J
n m m 1 n
= Z(pz zz) (Tz - Z(hk%) + Z C_ (S] + ijk$k> (QJ - yj) =
i=1 k=1 j=1 7 k=1
n m m m 1 n n
= Z(pz — ;) <Z Aikqr — Z(hk%) + Z g < ijkpk + ijk$k> (45 —y;) =
i=1 k=1 k=1 j=1 k=1 k=1
= i — L) —yk) — - (g —y;) = 0,
22@ zidain(s —yk) = 3 D by = 21) (0~ )
1=1 k=1 k=1 j=1

nebot b;i/c; = aij. Jinak feceno, funkce H je na trajektoriich systému (10.19) konstantni, je
invariantem (prvnim integrélem) tohoto systému.

Transformace systému (10.19) na hamiltonovsky

Opét pouzijeme transformaci (10.22) a s vyuzitim vztahi (10.25) vyjadiime transformovany systém
(10.23) jako v’ = A(q — e¥), v/ = —B(p — ). Podminka (10.24) nyni umoziiuje pfepsat tento
systém ve tvaru

u' = A(qg —e”), v/ = —(A-diage)T (p — e%). (10.26)
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Invariant H systému (10.19) vyjadiime také v proménnych u a v,

n

=1
H — iU — U; _ . — @Yi .
(u,v) E (piu; —e )+j§:1 Cj(qm e')

i=1
Plati
H H 1
gu@(u,v):pi*eui, g_vj(uav)c_j(qjevj)a 1:1527'-'an7j:1725-'-;m-
o 9 o \" o 0 o \"
Pii Ceni = — —\ ..., — = =—, = ..., =— tedy j
i oznaceni V,, (8u1’8uz’ ,aun) , Vo (81}1’802’ ,avm) edy je

VuH(u,v) =p—e*,  V,H(u,v)=(diage)™' (g —¢),
takze systém (10.26) je tvaru

u' = A diage V, H(u,v), v = —(A diagc)’ Vo H(u,v),

u\ 0 Adiage\ (V. H(u,v)

v) — \—(Adiage)” 0 VoH(u,v) )’
symbol O ozna¢uje nulovou matici. Pokud tedy plati (10.24) a existuje vnitini staciondrni bod
systému (10.19), 1ze tento systém transformovat na systém hamiltonovsky.

neboli

Modely spolecenstev tvorenych producenty a jejich konzumenty, které maji vnitini staciondrni
bod a spliiugi podminku (10.24), magji v populacni ekologii podobny vyznam jako Newtonovy zdkony
v mechanice (srov. 5.4.6).

10.6 Grossbergovy systémy (zobecnéné Lotkovy-Volterrovy
systémy)

Vlivy populaci tvoricich spolecenstvo na rist jednotlivych populaci nemusi byt tvaru pfimé tmeér-
nosti. Proto miize byt realisti¢téjsi misto systému (10.1) uvazovat systém

n
.Z'; :gi(aci) bi—Zaijfj(xj) 5 = 1,2,...,7’L. (10.27)
j=1
Funkce f;, gi, i =1,2,...,n jsou definovény a spojité na intervalu [0, c0) a spliuji podminky:
e (Vi)g;(0) =0 ... je-li velikost i-té populace nulova (tj. i-t4 populace ve spolecenstvu neni),

pak nulovou ztstane; uvazujeme tedy izolovana spolecenstva, kde nedochézi k imigraci no-
vych druht.

o (Vi)(V&€ > 0)g;(&) > 0 ...skutecnost, zda je i-t4 populace sobésta¢nd nebo ne, nezavisi na
jeji velikosti; neuvazujeme tedy napft. Alleeho efekt.

e (Vj)f;(0) = 0 ...neni-li j-t4 populace ve spolefenstvu pritomnd, nijak neovliviluje rast
ostatnich populaci.

e (Vj)f; je rostouci ...s rostouci velikosti populace roste i jeji vliv na rtst populaci ostatnich.
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Systém (10.27) lze zapsat vektoroveé:
z' =G(x)(b—Af(x)),

kde
G(z) = G(z1,22,...,2,) = diag (g1(21), g2(22), . . ., gn (1)),

.f(.’B) = (fl(xl),fz(l'g), .. ,fn(xn))T

Ponévadz vSechny slozky zobrazeni f : R™ — R™ jsou rostouci (tedy prosté) funkce, je toto
zobrazeni prosté a existuje k nému zobrazeni inverzni f! = (7t Y. Je-li matice
interakci spolecenstva A regularni, existuje nejvyse jeden vnitini stacionarni bod

* * * * —1 —
x* = (25, 23,...,25) = F 1 (A7'D)
systému (10.27), tj. takovy bod, ze x > 0,25 > 0,...,2% > 0, ktery lze opét interpretovat jako
dynamicky stalé velikosti vSech populaci koexistujicich ve spolecenstvu.

Analogicky jako v dikazu véty 10.1.3 ovéfime, ze pokud existuje okoli U vnit¥niho stacionarniho
bodu x* a existuje konstantni vektor ¢ = (c1,ca,...,c,)T se viemi slozkami kladnymi, pro néz je
vyraz

(f(z) - f(=*)" S(diageA) (f(z) - f(z7))

nezaporny pro kazdé x € U, pak je funkce

V(m):V(xl"m""’x"):zci/%d«f

ljapunovskou funkei systému (10.27) ve staciondrnim bodé x*. Odtud je vidét, Ze tvrzeni disledku
10.1.4 plati také pro systém (10.27).
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