Spojité deterministické modely I
Pisemna c¢ast zkousky 15.12.2011

I. ¢ast T
1. Najdéte obecné feSeni rovnice tx’ — x = zln —.
2. Urcete parametr a tak, aby pocatecni uloha tx’ = x, x(0) = a méla alesponi jedno FeSeni
definované na intervalu [0, co).
3. Najdéte prvni tii ¢leny Picardovy posloupnosti postupnych aproximaci feseni pocatecni ilohy
' =t—ux, x(0)=0,2'(0) =0.
4. Najdéte maximalni a minimélni Yeseni tlohy 2’ = 3V/22, £(0) = 0 na intervalu [0, ).
5. Najdéte vSechny izolované singularni body autonomniho systému

¥ = 2x—5y

y = x—2y+1
a urcete jejich typ.
6. Necht # = x(t) je TeSeni pocatecni tilohy 2/ = 222 — (2® + x), (1) = «a. Urdete, pro které
hodnoty parametru « je funkce x rostouci, pro které hodnoty je klesajici a pro které hodnoty
je periodicka.

I1. cast

1. Najdeéte feseni pocatecniho problému
= y 1
y, - < SU(O) = 17 y(O) = _57 2(0) =1L
7 = —xr—y—z+2cost,

2. Zdroj podléhajici rozkladu je pravidelné dodavan konzumentovi. Tato situace miize byt
popsana modelem
¥ = a—x—ay,

y = ay—by,
kde z oznacuje mnozstvi zdroje a y velikost populace konzumenta, parametry a, b jsou kladné.
(Ve volnych chvilich po zkousce si mizete promyslet interpretaci modelu a parametri, jednotky,
v jakych je uvadén cas a velikosti z, y.)

Najdéte podminky, za jakych miize dojit k dynamické rovnovaze zdroje a konzumenta; pfi-
tom mnozstvi zdroje i velikost populace konzumenta maji byt nenulové. Je tato rovnovaha
dlouhodobé udrzitelna?

3. Systém

S" = (b—d)S—BSI+~I,

I' = BSI—~I—dl,
kde vsechny parametry jsou kladné a b > d, predstavuje model epidemie SIS s vitalni dynamikou
za predpokladu, ze choroba zptisobuje neplodnost. Populace pritom nevykazuje vnitrodruhovou

konkurenci, zdrava populace (tj. bez pfitomnosti infekce) by rostla exponencidlné.
Najdéte podminky, za jakych choroba stabilizuje velikost populace.

Cas na vypracovani: I. ¢ast 90 minut, II. ¢ast 60 minut.
Bodovani: I. ¢ast 6 x 1 bod, II. ¢ast 3 x 2 body.
Hodnoceni: 1. ¢ast: dosdhnout vice nez 3 bodt.

I1. éast: [5,6]=A, [4,5)=B, [3,4)=C, [2,3)=D, (0,2)=E.




Spojité deterministické modely I
Pisemna c¢ast zkousky 5.1.2012

I. ¢ast

1. Najdéte obecné feseni rovnice ta’ + x = 22 Int.

2. Rozhodnéte, zda tiloha 2’ = v/2, (0) = 0 je na intervalu [0, c0) jednoznacéné fesitelna.

3. Najdéte prvni tii ¢leny Picardovy posloupnosti postupnych aproximaci feseni pocatecni ilohy
" =22, 2(0) =0, 2/(0) = 1.

tx
4. Odhadnéte feSeni problému 2’ =

5> £(0) = 1 na intervalu [0, 00), tj. najdéte funkce ¢,
x

¥ takové, ze p(t) < x(t) < () pro vSechna t > 0.
5. Urcete parametr ¢ tak, aby autonomni systém

/

r =Y
"= —x+ey

mél nekonstantni periodické feseni.
6. Vysetiete stabilitu a asymptotickou stabilitu konstantnich feSeni autonomni rovnice

2 =sinz.

II. cast
1. Najdéte feseni pocatecniho problému

2 4200 2 =6, 2(0) =2'(0) = 2"(0) = 0, 2"(0) = 6, 2V(0) = 2(0) = 2V (0) = 0.

2. Necht z(t), y(t) je FeSenim pocatecni tlohy
¥ = z(l—z—ay) —mux,
/

y o= ry(l—be—y) —mgy, SO =Ly0)=e>0,

pricemz plati a > 1, 0 < b < 1, ab < 1, r > 0. Urcete tlim x(t) a tlim y(t) v ptipadé
—00

— 00
a) m; = my = 0,

1
b)m120,0<a(1—@)<1—m1<—<1—@>.
r b r

(Ve volnych chvilich zkuste tlohu interpretovat.)

3. Systém

S = (b—dy)S—BIS+0bl,

I' = BIS—dyl,
v némz jsou vSechny parametry kladné predstavuje model epidemie typu SI s koeficientem
nakazy [ a s vitalni dynamikou. Pfitom choroba neovliviiuje plodnost, tj. v obou skupinach je
plodnost b stejna; choroba ovliviiuje tmrtnost tak, Ze ve skupiné nemocnych (I) je timrtnost
dy vétsi nez plodnost, zatimco ve skupiné zdravych (S) je timrtnost d; mensi nez plodnost.
Potomci zdravych i nemocnych jedinci jsou pfi narozeni zdravi.

Najdéte stacionarni feSeni s obéma slozkami kladnymi a vySetfete jeho stabilitu.

Cas na vypracovani: I. ¢ast 90 minut, II. ¢ast 60 minut.
Bodovani: I. ¢ast 6 x 1 bod, II. ¢ast 3 x 2 body.
Hodnoceni: 1. ¢ast: dosdhnout vice nez 3 bodt.

II. ¢ast: [5,6]=A, [4,5)=B, [3,4)=C, [2,3)=D, (0,2)=E.




Spojité deterministické modely I
Pisemna c¢ast zkousky 12.1.2012

I. ¢ast
1. Najdéte obecné Feseni rovnice tx’ = z (1 +Inz — Int).
2. Urcete parametr a tak, aby poc¢atecni tloha tz’ = x, £(0) = a méla FeSeni na intervalu [0, «v),
kde a > 0.
3. Najdéte prvni ¢tyfi ¢leny Picardovy posloupnosti postupnych aproximaci feseni pocatecni
ulohy 2/ =t — z, z(0) = 1.
4. Zjistéte, zda mnozina feseni systému diferencialnich rovnic
o=y, Y =2
tvoti vektorovy prostor (podprostor vektorového prostoru diferencovatelnych funkci R — R?
nad polem redlnych ¢isel).
5. V zévislosti na parametru € urcete typ singularniho bodu (0, 0) autonomniho systému
=y
y = —z+e(l-2)y.
1—x
1+

6. VysSetfete stabilitu konstantnich feSeni rovnice =’ = x

II. cast
1. Najdéte feseni pocatecniho problému
2" +a" + 2"+ = 2cost, z(0) =1, 2/(0) =%, 2”(0) = 2.

2. Najdéte invariant systému S" = §(I+R) - BSI,

I' = —6I+BSI—vl,

R = —0R+vI
a transformujte ho na systém dvojrozmérny. Najdéte podminku, kterou musi spliovat kladné
parametry (3, 9, v, aby existoval stacionarni bod systému se vSemi slozkami kladnymi. Vyset-
fete stabilitu takového stacionarniho bodu. (Systém ptedstavuje model epidemie SIR s vitalni
dynamikou; choroba neovliviiuje plodnost ani timrtnost, nepienési se na potomky, populace je
v dynamické rovnovaze se svym prostfedim. Hleddme podminky, za jakych choroba z populace
nevymizi.)
3. Uvazujme populaci, jejiz vnitini koeficient ristu je r > 0 a kapacita prostfedi pro ni je
K, > 0. Ve stabilizované populaci se objevi mutace: mutanti vyuzivaji zdroje prostiedi s jinou
efektivitou, tj. kapacita prostfedi pro né je Ky # K, Ky > 0. Mozny model popsané situace je

N Ni + N.

dt K,
T (-0 Mo —Ki-s M0)--

kde € > 0; N; oznacuje velikost ptivodni populace, Ny oznacuje velikost populace mutantt. Za
jaké podminky mutovana populace na dané lokalité prevladne?

Cas na vypracovani: I. ¢ast 90 minut, II. ¢ast 60 minut.
Bodovani: 1. ¢ast 6 x 1 bod, II. ¢ast 3 x 2 body.
Hodnoceni: 1. ¢ast: dosdhnout vice nez 3 bodt.

II. ¢ast: [5,6]=A, [4,5)=B, [3,4)=C, [2,3)=D, (0,2)=E.




Spojité deterministické modely I
Pisemna c¢ast zkousky 19.1.2012

I. ¢ast

1. Najdéte obecné feseni rovnice 2/ = —2x + efa?.

2. Rovnici druhého tadu 2" + tza’ = 0 prevedte na systém rovnic prvniho fadu. Reseni vysled-
ného systému jiz nepocitejte.

3. Necht funkce ¢(,a) je TfeSeni pocateéniho problému 2’ = tarctg z, x(0) = a (tj.

Oelt,a) = tarctgz, ¢(0,a)=a).

ot

Rozhodnéte, zda funkce dvou proménnych ¢ je spojitd. Odpovéd zdivodnéte.

4. Urcete, pro jaké hodnoty parametru € mé rovnice z” + ez’ + x = 0 nekonstantni periodické
feseni.

5. Najdéte vSechna konstantni feSeni autonomni rovnice 2/ = —+v/22 — 1 a vySetfete jejich
stabilitu.

6. Najdéte Ljapunovskou funkei systému

/ —_—

o =2(1—x)—ay, Y =-jy+ay
pro stacionarni feseni, které ma obé slozky kladné.
II. cast
1. Najdéte feseni pocatecniho problému
= Yy 1
y = z z(0) =1, y(0) = 3 2(0) = —
2= —2x -2y —2z+3,

2. Vyvoj interagujicich populaci je popsan systémem rovnic

¥ = x(l—L),
1—|—a12y

/ — 1_# .
o= (e i)

x a y oznacuji velikosti populaci, parametry ais, as;, r jsou kladné. Najdéte podminky, za
jakych mohou obé populace dlouhodobé koexistovat. (Ve volnych chvilich si mizete rozmyslet,
o jaky typ interakce se jedna.)

3. Uvazujte autonomni systém
kde
—1 O<y<?
p:(0,1) =R, oly) =92 e
10y—1—27, %<y<1;

(jedna se o specialni pfipad Goodwinova modelu dynamiky mezd a zaméstnanosti). Rozhodnéte
o stabilité stacionarnich bodi a najdéte prvni integral (invariant) tohoto systému.

Cas na vypracovani: I. ¢ast 90 minut, II. ¢ast 60 minut.
Bodovani: I. ¢ast 6 x 1 bod, II. ¢ast 3 x 2 body.
Hodnoceni: 1. ¢ast: dosdhnout vice nez 3 bodt.

IL. ¢ast: [5,6]=A, [4,5)=B, [3,4)=C, [2,3)=D, (0,2)=E.




Spojité deterministické modely I
Pisemna c¢ast zkousky 26.1.2012

I. ¢ast
. Najdéte obecné feSeni diferencialni rovnice t2’ + 2z + t°x3e! = 0.
2. Necht funkce ¢ = ¢(t, a) je FeSeni pocatecniho problému ta’ = z, z(0) = a, tj.
tM =(t,a), ¢(0,a)=a.
ot
Urcete defini¢ni obor funkce ¢. (Jinak feceno: zjistéte, pro jaké hodnoty parametru a mé uve-
dend tloha FeSeni a najdéte interval, na némz je definovano plné feseni.)
3. Ekvidimensionalni neautonomni rovnici druhého fadu tx” + 2 = 0 pievedte na linearni
rovnici s konstantnimi koeficienty. Reseni transformované rovnice jiz nepoditejte.
4. Urcete, pro jaké hodnoty parametru ¢ je stacionarni bod (0, 0) autonomniho systému

—

¥ =er—y, y =z —2y

stabilnim uzlem.
5. Necht funkce x = z(t) je feSenim pocatecni tilohy 2’ = cosz?, x(0) = 0. Urdete limitu
lim x(t).

t—o00

6. Necht V(z,y) = x + y — Inxy. Vypocitejte derivaci funkce V' vzhledem k systému

it =r—ay, Y =1y—y.

II. cast
1. Najdéte feseni pocatecniho problému pro nehomogenni systém linearnich rovnic:
=y,
e z(0) = —In4, y(0) = —In2.
PR ()
1+ €t

2. Uvazujte autonomni systém rovnic
¥ = —z+(x+K-Ny,
y = z—(z+ Ky
ve fazovém prostoru Q = {(z,y) € R? : x > 0,y > 0}. Pro parametry K, X plati K > \ > 0.
a) Najdéte vSechny stacionarni body tohoto systému, vySetfete jejich stabilitu a urcete jejich
typ.
b) Rozhodnéte, pro jaké pocateéni podminky x(0) = zy, y(0) = yo jsou obé slozky FeSeni (t;j.
funkce x, y) monotonni.

3. Uvazujte autonomni systém

w=u(v— %),

v'=v(1 - 2u),
(jednd se o specialni piipad Goodwinova modelu vzniku hospodéiského cyklu s linedrni zéavis-
losti relativni zmény mezd na zaméstnanosti).

Rozhodnéte o stabilité vSech stacionarnich bodii a najdéte prvni integrél (invariant) tohoto
systému.

Cas na vypracovani: I. ¢ast 60 minut, II. ¢ast 90 minut.
Bodovani: I. ¢ast 6 x 1 bod, II. ¢ast 3 x 2 body.
Hodnoceni: 1. ¢ast: dosdhnout vice nez 3 bodt.
IL. ¢ast: [5,6]=A, [4,5)=B, [3,4)=C, [2,3)=D, (0,2)=E, 0=F.




Spojité deterministické modely I
Pisemna c¢ast zkousky 9. 2.2012

I. ¢ast

1. Najdéte obecné FeSeni pocatecéni ulohy (t + 2z)dt + (x + 2t)dz = 0, (1) = 1.

2. Rozhodnéte, zda Feseni pocéatecni tlohy tz’ = z, x(0) = 0 pro implicitni diferencidlni rovnici
prvniho tadu zavisi spojité na pocatecni podmince.

3. Riccatiho rovnici t*z' — t*2? — t2x = 2 prevedte na linedrni homogenni rovnici druhého fadu.
Reseni transformované rovnice jiz nepodcitejte.

4. Urcete, pro jaké hodnoty parametru a je staciondrni bod (0,0) autonomniho systému

¥ = ax — 2y, v =3r—y

stejnomérné stabilni ale nikoliv asymptoticky stabilni.

5. Nechf funkce z = z(t) je FeSenim pocatecni tlohy z/ = 2¢=* — 1, z(0) = 1. Urcete tlim x(t).
—00

6. Najdéte ljapunovskou funkci systému

=z —xy, Y =ay—y

v jeho stacionarnim bodé (1,1).
I1. cast

1. Najdéte feseni pocatecniho problému

x = Y, T — E —
y = cotgt—um, x(§> =9, y(2> =1

2. Uvazujte autonomni systém

/: 1_£>
i 7’1’( K s
/

Yy = sy(l—%)—aazy

ve fazovém prostoru 2 = {(z,y) € R*: = > 0,y > 0}; jeho parametry K,L, r, s, a jsou kladné.
(Systém modeluje vyvoj velikosti dvou populaci ve vztahu amenzalismu.) Uréete, jaké podminky
musi parametry spliiovat, aby existoval stejnomérné stabilni stacionarni bod (z*,y*) systému
takovy, ze x* > 0, y* > 0 (tj. aby byla mozna dlouhodobéa koexistence populaci).

3. Uvazujte autonomni systém
S" = (b—d)S—BSI+~I,
I' = BSI—~I—dI

ve fazovém prostoru Q = {(x,y) € R?*: x > 0,y > 0} s kladnymi parametry b, d, 3, v, pfi¢em?
b > d. Najdéte stacionarni bod systému s obéma slozkami kladnymi, urcete jeho typ a vysetiete
jeho stabilitu.

Systém predstavuje model epidemie typu SIS s vitalni dynamikou za predpokladt: Infekce
neovliviiuje imrtnost, infekce zptisobuje sterilitu (pouze zdravi jedinci maji potomky), populace
nevykazuje vnitrodruhovou konkurenci (populace bez choroby by rostla exponenciélné). Hle-
dame, za jakych podminek epidemie populaci stabilizuje a jaky je pomér plodnych a sterilnich
jedinci ve stabilizované populaci.

Cas na vypracovani: I. ¢ast 90 minut, II. ¢ast 60 minut.
Bodovani: I. ¢ast 6 x 1 bod, II. ¢ast 3 x 2 body.
Hodnoceni: 1. ¢ast: dosdhnout vice nez 3 bodt.
II. ¢ast: [5,6]=A, [4,5)=B, [3,4)=C, [2,3)=D, (0,2)=E, 0=F.




