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Uvod

Cilem prace je sestavit sbirku tloh na aplikace diferencialnich rovnic. Tyto apli-
kace se vyskytuji v mnoha védnich disciplinach a ve své praci se vénuji vyuziti
diferencialnich rovnic ve fyzice, chemii, biologii a ekonomii. Zaméfuji se na oby-
¢ejné diferenciélni rovnice 1. fadu, nebot jejich vyuziti je velmi rozsédhlé a chci
tak poukédzat na rtznorodost téchto aplikaci. Prace zaroven poslouzi také jako
pomocny ucebni text pro cviceni predmétu zabyvajictho se deterministickymi
modely.

Prace je rozdélena do dvou ¢asti - teoreticlé a sbirky tloh.

V prvni, teoretické ¢asti se zabyvam nadefinovanim zakladnich pojmi a uve-
denim stézejnich vét zarucujicich existenci a jednoznacnost feseni. V prvni ¢is-
lované kapitole jsou pak predstaveny jednotlivé typy diferencialnich rovnic a je
zde uveden postup, jakym se tyto rovnice resi.

Druhou kapitolou je pak samotné shirka tloh. Tato sbirka sestava z 11 TesSe-
nych prikladi. U kazdého vyfeSeného piikladu je pak uveden piiklad nefeSeny
zabyvajici se podobnou tématikou, ktery slouzi k procvic¢eni. Soucésti prikladu
je i vysledek.

Préce je vysazena systémem ITEX.



Zakladni pojmy

Necht F : R?* — R je funkce tif proménnych, ktera je definovani na oteviené
mnoziné ) C R3 a 3y : R — R je funkce, z € R. Pak rovnice

F(a,y,y') =0 (1)

se nazyva obycejnd diferencidlni rovnice 1. Tddu v implicitnim tvaru s nezndmou
y(z).

Definice 1. Necht h(x) je funkce definovana na otevieném intervalu J. Pak
h(x) se nazyva teseni rovnice (1) na J, jestlize h(x) méa derivaci, pro kazdé
x € J,(x,h(z), M (x)) € Q a plati

F(z, h(z), 1 (z)) = 0,z € J.

Resenim obycejné diferencialni rovnice rozumime tedy funkeci, ktera vyhovuje
dané rovnici na néjakém intervalu. Takovych feSeni miize byt vice, dokonce neko-
ne¢né mnoho. Jedno konkrétni feSeni nazyvame partikuldrni reseni. Podari-li se
nam najit univerzalni vzorec, ve kterém jsou zahrnuta vSechna partikularni re-
Seni, mluvime o obecném reseni. Obecné feseni bude tedy vzorec obsahujici jednu
nebo vice libovolnych konstant, jejichz konkrétnimi volbami dostaneme vSechna
mozné partikularni FeSeni dané rovnice. Podet konstant odpovida v podstaté
radu rovnice.

Pri TeSeni obycejnych diferencialnich rovnic byva dulezité, abychom z rovnice
(1) osamostatnili 3. Chceme tedy ziskat tzv. explicitni tvar obycejné diferenci-
alni rovnice 1. Tadu

y = f(z,y), (2)

kde f(x,y) je funkce dvou proménnych definovana na oteviené mnoziné Q C R?.



Jestlize y(z) je FeSeni rovnice (2), které v bodé xy ma hodnotu yo, tj. y(zo) =
Yo (Fikdme, Ze TeSeni prochézi bodem (zg,yo)), pak musi platit

Y (z0) = f(xo,y(0)) = f (%o, Y0)-

V teorii diferencialnich rovnic jsou dilezité néasledujici tii otazky:
- zda ma dand rovnice viibec né€jaké resent,

- pokud né¢jaké feseni ma, kolik je jich celkem,

- jak 1ze TeSeni nalézt.



Existence a jednoznacnost reSeni

Definice 2. Necht (xg,y0) € 2. Pak uloha najit feseni y(x) diferencialni rovnice
(2), které je definované na n&jakém intervalu J obsahujicim bod x( a které splije
tzv. pocatecéni podminku y(zg) = yo, se nazyva Cauchyova pocdtecni iloha.

Bude nés zajimat, za jakych podminek bude mit pocéateéni tloha TeSeni a
kdy bude toto TeSeni jediné.

Véta 1 (Existencéni). Necht f(z,y) je spojitd na oteviené mnoziné Q. Pak pro
kazdé (xo,y0) € 2 md loha

y' = f(x,y),y(x0) = o (3)
alesponi jedno Tesent.
Diikaz. viz napf. 7]

Definice 3. Rekneme, ze pocatecni problém (3) md jediné FeSend, jestlize pro
kazda dvé jeho teSeni y;(z),y2(x) existuje vhodné ¢islo 6 > 0 takové, Ze pro
x € (xg — 0,9 + 9) je y1(x) = ya(x).

Jednou z mnoha podminek zarucujicich jednoznacnost feseni je tzv. Lipschi-
tzova podminka (lokalni):

Existuji konstanta K > 0 a okoli O bodu (xg,y0), O C Q, takové, Ze pro kazdé
dva body (z,y1) € O, (z,32) € O je [f(z,y1) — (2, 92)] < Kly1 — w2l
Této podminky vyuzijeme v nasledujici véte.

Véta 2 (O existenci a jednoznacnosti). Necht f(x,y) je spojitd na oteviené
mnoziné Q C R? a v kazdém bodé je splnéna Lipschitzova podminka. Pak pro
libovolny bod (xo,yo) € 2 md uloha (3) prdvé jedno Tesent.

Diikaz. viz napt. [7]



Kapitola 1

Elementarni metody reSeni

vvvvvv

rovnice. Idedlni by bylo najit obecné feSeni, tedy vSechna FeSeni kazdé rovnice.
To vsak pokazdé neni bohuzel mozné. Nejprve je tfeba si uvédomit, co se obvykle
rozumi slovy ,najit feSeni“. Vé&tsinou si pod tim pfedstavujeme explicitni nebo
implicitni vyjadieni funkce y(z).

Uvazujme nyni specialni rovnici tvaru

Ziejmé jde o nalezeni neurcitého integralu funkce f(x). Z definice primitivni
funkce plyne, Ze vSechna FeSeni této tlohy maji tvar

y(x) = [ f(z)dzx +c,

coZ je obecné FeSeni uvedené rovnice.

mentdrnimi metodami Teseni obycCejnych diferencialnich rovnic.

V nésledujicim prehledu jsou vSechny rovnice az na jednu uvedeny ve tvaru
Yy = f(x,y). Je tedy tifeba konkrétni rovnici na tento tvar upravit a pak zva-
zovat, zda je nekterého z uvedenych typu. Je vSak mozné, ze konkrétni rovnice
spadéa soucasné do vice typi. Pak dame prednost tomu, ktery mé jednodussi
postup TfeSeni.
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1.1 Rovnice se separovanymi proménnymi

Obycejnou diferencialni rovnici 1. fadu nazyvame rovnice se separovangmi
promeénnymsi, jestlize ma tvar

y' = f(x)g(y). (4)

Predpokladejme, Ze f a g jsou spojité funkce na néjakych otevienych intervalech
a g(y) # 0. Pak lze ukazat, ze je zarucena existence a jednoznacnost feSeni.
Kazdé teseni dostaneme nasledujicim postupem:

Separaci proménnych

= 1)

a integraci podle proménné x vyjde

| sty da = [ (@) de,

coz je podle véty o substituci

/5 = [ fla)dz,

kde dy = y'(x)dx. Necht G(y) je primitivni funkce k @ a F(x) je primitivni

funkce k f(z). Pak obecné FeSeni ma tvar

kde ¢ € R je integra¢ni konstanta.

Déle si vSimnéme, Ze jestlize g(yo) = 0 pro néjaké yo € R, je y(z) = yo konstantni
feSeni rovnice (4), nebot na levé strané je y/'(z) = (yo)’ = 0 a na pravé strané je
f(@)gly(2)] = f(z)g(yo) = 0.

Rovnice, které se néjakou tpravou daji pfevést na rovnice tvaru (4), se nazyvaji
separovatelné.

Poznamka 1. Je na case, abychom se zminili obecné o feSeni pocatecniho pro-
blému (3). Jediny zpusob, ktery ve své préaci zminim, bude ten, Ze nejprve na-
jdeme obecné feseni. To bude u rovnic 1. fadu obsahovat jednu neznamou kon-
stantu. Tu uréime tak, Ze do obecného feSeni dosadime pocateéni podminku.

11



1.2 Linearni rovnice

Linearni rovnici 1. fadu rozumime rovnici tvaru

y = a(x)y + b(z). ()

Véta 3. Necht funkce a(x) a b(z) jsou spojité na intervalu J. Necht xy € J a
Yo € R jsou libovolnd cisla. Pak pocdtecni problém

y' = a(x)y +b(x), y(zo) = yo
md pravé jedno reSeni a to existuje na celém intervalu J.
Diikaz. viz napf. [1]

Definice 4. Rovnice (5) se nazyva homogenni, jestlize b(z) = 0 na I. V opacném
pripadé se nazyva nehomogenni.

V dalsim budeme predpokladat, ze a(x) a b(x) jsou spojité, a vSimneme si
postupné vlastnosti feSeni homogenni a nehomogenni rovnice.

Homogennt rovnice

Vsimnéme si, Ze rovnice

y' = a(z)y (6)
mé vzdy tzv. trividlni FeSeni y = 0. Z predchozi véty plyne, Ze jestlize y(zo) = 0,
pak diky jednozna¢nosti je nutné y(z) = 0 pro kazdé x € 1.
Dalsi dilezita vlastnost je obsahem nésledujici véty.

Véta 4. Necht'y,(z),y2(x) jsou Feseni rovnice (6) a c € R. Pak také y,(x)+yq(z)
a cyy(x) jsou Teseni rovnice (6).

Diikaz. viz napf. [1]

Obsah ptedchozi véty lze shrnout tak, Zze soucet dvou Feseni a ndsobek Teseni
cislem jsou opét FeSend.
Disledek 1. Necht yo(x) je libovolné netrivialni feSeni rovnice (6). Pak obecné
feSen{ této rovnice ma tvar

y(x) = cyo(x),c € R.

12



Regeni rovnice (6) 1ze najit metodou separace proménnych.
Tedy

% =a(z) = [ VD) gy = [ a(z)dx,

coz je podle véty o substituci

kde dy = y/(x)dx. Déle
Injy| = [a(z)dz + ¢

a po odlogaritmovéani a zahrnuti singuldrniho feSeni y = 0 pak vyjde
y = kel @@z L c R,

Nehomogenni rovnice

Véta 5. Necht'y,(z) je reseni rovnice y' = a(x)y+b1(x) a ya(x) je TesSent rovnice
Yy =a(z)y +by(x),x € I, a ci,co € R. Pak funkce c1y:1(x) + coye(z) je Tesenim
rovnice

Y = a(x)y + c1bi(z) + coba(x).

Diikaz. Tvrzeni je bezprostfednim zobecnénim véty 1.2 a i jeho dikaz je zcela
analogicky.

Vysledek obsazeny v predchozi vété se nazyva princip superpozice.

Véta 6. Necht yo(x) je netrividlni partikuldrni Teseni rovnice (6) a yi(x) je
partikuldrni Teseni rovnice (5). Pak obecné fesent rovnice (5) md tvar

y = cyo(x) + 11 (x),c € R.
Diikaz. viz napft. [1]

Z ptedchozi véty vyplyva dulezity princip. Oznacme

ORHLDR ....... obecné TeSeni homogenni linearni dif. rovnice
PRHLDR ....... partikulédrni feSeni homogenni linearni dif. rovnice
ORNLDR ....... obecné TeSeni nehomogenni linearni dif. rovnice
PRNLDR ....... partikulédrni feseni nehomogenni linearni dif. rovnice

13



Pak
ORNLDR—ORHLDR + PRNLDR

Co se tyka praktického feseni, vyplyva z predchoziho vztahu, Ze staci najit obecné
feSeni homogenni rovnice, coz jiz umime, nebot jde o rovnici se separovanymi
proménnymi, a partikularni feSeni nehomogenni rovnice, coz zatim neumime.
K fesSeni druhé tdlohy slouzi napt. néasledujici metoda.

Variace konstanty

Je to postup slouzici k nalezeni partikularniho feSeni rovnice (5). Je tieba jiz
znat obecné feseni kyo(r) homogenni rovnice (6). Pokusime se nahradit kon-
stantu k£ vhodnou funkci k(z) (odtud néazev variace konstanty) a najit feSeni ve
tvaru

y = k(@)yo(x).
Vypoéteme y' = k'(z)yo(x) + k(x)yy(z) a po dosazeni do (5) dostaneme
K (x)yo(x) + k(x)yp(x) = a(z)k(z)yo(x) + b(z).
Protoze yj(z) = a(z)yo(z) (je to totiz feseni (6)), musi platit
K (x)yo(x) = b(x).
Jelikoz yo(x) # 0, mame

b(x
k/<w) = yo((z))

a po integraci dostavame hledanou funkci

k(z) = [ b2) .

yo(z)

1.3 Exaktni rovnice a integracni faktor

Rovnice, kterymi jsme se dosud zabyvali, mély tvar (2). Diferencialni rovnice vSak
mohou byt zadény i v jiné podobé - pomoci diferencialii. Tvar takové rovnice je

P(z,y)dz + Q(z, y)dy = 0, (7)

kde P(x,y) a Q(z,y) jsou né&jaké funkce.

14



Pro Q(x,y) # 0 je moZné rovnici prevést na tvar

dy _ _ Pzy)

z — Qzy)’

coZ je rovnice typu (2) pro neznamou funkci y(z), a pro P(x,y) # 0 je mozné ji
prevést na tvar

de _ _ Qz,y)

dy P(z,y)’

coZ je op&t rovnice typu (2), ale pro neznamou funkci x(y). Pfipad, kdy P i Q
jsou soucasné v néjakém bodé nulové, neuvazujeme, protoze je trivialni.

Definice 5. Rovnice (7) se nazyva ezaktni, jestlize vyraz na levé strané je to-
talnim diferencidlem funkce F'(x,y), tj. plati

dF(z,y) = P(z,y)dz + Q(z, y)dy.
Funkce F'(z,y) se pak nazyva kmenovd.

Odpoved na otézku, jak se ovéri, Ze néjaky vyraz pfedstavuje totalni diferen-
cial, je obsazena v nasledujici véte.

Véta 7. Necht P(x,y) a Q(x,y) jsou spojité v jednoduse souvislé oblasti Q0 a

OP(y) , 0Q.y)
oy ox

maji zde spojité parcidlni derivace
ekvivalentni:

. Pak nasledujici vyroky jsou

1. Viyraz P(z,y)dz + Q(z,y)dy je totdlni diferencidl.

. OP(x, 0Q(x,
2. Plati éy Y — Qém Y (z,y) € Q.

Pozndmka 2. Oblasti €2 rozumime otevienou souvislou mnozinu {2, tj. otevienou
mnozinu, jejiz libovolné dva body lze spojit kiivkou lezici v 2. Oblast 2 se nazyva
jednoduse souvisld, jestlize s kazdou jednoduchou uzavienou kiivkou C' lezici v €2
lezi v €2 i vnitiek kiivky C.

U exaktni rovnice je mozné napsat snadno vzorec obecného teSeni.

Véta 8. Necht rovnice (7) je exakini a F(x,y) je prislusnd kmenovd funkce. Pak
vyraz

F(z,y)=c,c€R

je obecnym TeSenim této rovnice v implicitnim tvaru.
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Diikaz. viz napf. [8]

Podminka 2. z véty 7 nam dava navod, jak poznat, Ze rovnice (7) je exaktni.
Abychom vSak mohli pouzit vétu 8, je tfeba si fici, jak najdeme piislusnou kme-
novou funkci. Vysledek nebudeme formulovat do véty, ale popiseme odpovidajici
postup. Protoze

dF(z,y) = 2520 4y + 2500 gy

dF(z,y) = P(z,y)dz + Q(z,y)dy,
musi platit

OF (x, OF (x,
(gmy) = P(l’,y), éyy) = Q(%y),

v

F,=PF,=Q. (8)

Integraci téchto rovnic lze F' najit. Zvolime libovolnou z téchto rovnic, napf.
prvni. Dostavame

F,=P = F(z,y) = [ P(z,y)dz + C(y).

Pritom integral | P(z,y)dz chapeme jako zavisly na parametru y. Déle je tieba
si uvédomit, Ze integra¢ni ,konstanta“ C' nemusi byt obecné ¢islo, ale funkce
zévisla na druhé proménné, tj. v naSem piipadé na y (zkousku spréavnosti totiz
délame parcialnim derivovanim podle x, pfi némz sebeslozitéjsi funkce zavisla
jen na y se derivuje na nulu).

Zbyvéa urcit funkci C(y). To udélame dosazenim do zbyvajici, tj. v nasem
piipadé do druhé rovnice v (8). Uvédomme si pii tom, ze | P(z,y)dz jiz bude
néjaka konkrétni funkce. Dostaneme

([ P(z,y)dz+C 0] P(z,y)dx
”(Qﬁ”wszm::J%ﬁL+0@=@@w-

Ve vzniklé rovnici se musi vyrusit neznama, ktera neni proménnou funkce C|
tj. v naSem piipadé x. Pokud se tak nestane, jsou dvé moznosti - bud jsme
udélali pocetni chybu nebo jsme zapomnéli ovérit, zda rovnice (7) je skutecné
exaktni (vSimnéte si, Ze ¢ast postupu aZ po toto misto lze udélat s libovolnou
rovnici tvaru (7), ne jen exaktni; Ze postup k ni¢emu nevede, bohuzel zjistime az
v tomto okamziku).
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Tedy pro neznamou funkci C(y) dostaneme oby¢ejnou diferencialni rovnici
se separovanymi proménnymi (obsahujici dokonce jen nezavisle proménnou y)

C'(y) = Qa.y) — L0,

Integracni faktor

V praxi si Casto pokladdme otazku, zda by nebylo mozné rovnici, ktera neni
exaktni, vynasobit néjakou funkci tak, aby nova rovnice jiz byla exaktni. Funkce,
kterd ma tuto vlastnost, se nazyva integracni faktor. Pokusme se zjistit, jak by
takovy integra¢ni faktor M (z,y) mél vypadat. Uvazujme rovnici (7), ktera neni
exaktni, tj. P, # ;. Chceme najit funkci M (x,y) tak, aby rovnice

P(.%‘,y)M(.’E, y)d.%' + Q(x,y)M(x,y)dy =0

byla exaktni. Za predpokladu existence potifebnych derivaci dostavame, ze musi
platit

OP(@y)M(zy) _ 9Q(z,y)M(z,y)
oy ox )

coz po provedeni derivaci a vynechani argumentt x a y dava

oP oM 0Q oM

ayM+Pay_a%M+Q)a$. 9)
To je tzv. parcidlni linedrni diferencidlni rovnice pruvniho Tddu pro nezndmou
funkci M(z,y). Z teorie téchto rovnic vyplyva, Ze za predpokladi spojitosti
P,Q,P, a Q, a podminky |P| + |Q| > 0 existuje (alesponi lokalné) jeji reSeni.
Bohuzel feSeni této rovnice je v podstaté ekvivalentni feeni rovnice (7). Obecné
tedy integrac¢ni faktor efektivné nedokazeme najit. V nékterych speciélnich pii-
padech to v8ak lze, jak si nyni ukdzeme.

Predpokladejme, ze integra¢ni faktor M (x,y) zdvisi jen na jedné proménné.

Uvazujme nejprve piipad M = M(z). Pak %—A; = 0 a z rovnice (9) vyjde po
tupraveé

=5 - 2IM,

oz Jy ox
t].
dM orP _ 9Q
dz dy ox
— 9% o 10
M Q (10)
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Protoze leva strana této rovnice zavisi jen na x, je mozné najit integracéni faktor
PRI I v v v P,—Q),
zavisly jen na x v piipadé, ze yQQ”

je funkci pouze x. Pak je (10) rovnici se
separovanymi proménnymi pro neznamou funkci M (z).

Podobné kdyz M = M (y) a tedy %—]x” = 0, vyjde z (9) analogicky

aM 9Q _ op
dy oz dy
Sy _ o 9y 11
Vi P ) ( )
coz vyzaduje, aby vyraz Qe Py

5 byl funkci pouze y. Pak je (11) rovnici se separo-
vanymi proménnymi pro neznamou funkei M (y).

Pouziti integracniho faktoru si ndzorné ukézeme v piikladé o chemickém za-
vodé.
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Kapitola 2
Sbirka tloh

2.1 Rozpad radioaktivniho materialu

Je znamo, ze rychlost rozpadu radia je pfimo tmérné okamzitému mnozstvi ra-
dia. Polomér rozpadu izotopu radia 222 Ra je 1590 let, tj. po¢atetni mnozstvi se
za tuto dobu zmensi na polovinu. Urcete, za jak dlouho se poc¢ateéni mnozstvi
snizi o 25 %.

Reseni: Necht y(t) je mnozstvi radia v ¢ase t. Pak pro rychlost rozpadu plati

y' = ky,

kde k£ > 0 je konstanta tmérnosti. Necht v case t = 0 je mnozstvi rddia rovno
Yo- Pak

Z/(O) = ?Jo,y(1590> = %yo
a mame urcit t; tak, aby
y(t1) = %

Diferencialni rovnice pro y(t) je homogenni linearni rovnice, tj. rovnice se separo-
vanymi proménnymi. ReSime-li tuto rovnici, pak po odlogaritmovani dostavame

y = cek.

Z pocatecni podminky v ¢t = 0 ur¢ime



a hledané partikulérni feseni je

y(t) = yoe.
Dosadime-li do tohoto vztahu t = 1590, dostaneme

%yo — y<1590) — y061590k _— 61590k — %

Logaritmovanim dostaneme

—In2 = 1590k = k = —{22..

Konec¢né pro t; mame

3o = y(t1) = yoet = ek =3,

Odtud vypocteme

Ke snizeni o 25% tedy dojde asi za 660 let.
Cviceni 1
Predpokladejme, Ze radioaktivni izotop stroncia “°Sr se rozpada exponencialné

podle rovnice 3y’ = —ay,a > 0. Urcete konstantu a a cCas, za ktery se snizi
mnozstvi stroncia ze 100% na 10%, vite-li, Ze poloc¢as rozpadu je 28,1 roku.

la = 35% = 0,025;¢ = 93,3 roku|

2.2 Salek kavy

Salek kavy se v pocatecnim stavu nachézi v bodu varu, 100 °C. Teplota pokoje
je 20 °C. Urcete teplotu kavy jako funkci ¢asu. Situace je popsana Newtonovym
zakonem ochlazovani:

%‘ = —AMu — uy),

kde A > 0 je konstanta imérnosti, u je teplota kavy v ¢ase ¢ po umisténi do
pokoje a u, je teplota pokoje.
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Reseni: Necht u je teplota kavy po Case t.
Jestlize u, = 20, pak diferenciélni rovnice nabyva tvaru

4o — —X\(u — 20)

s pocatecni podminkou u = 100, kdyz ¢t = 0.

Jedna se o diferencidlni rovnici s linearnimi konstantnimi koeficienty, kterou bu-
deme fesit ve dvou krocich.

Nejprve nalezneme feseni zhomogenizované rovnice

du

Dostavame jedno z moznych reSeni
u=-e
Protoze je rovnice homogenni, vSechna feSeni jsou tvaru

u=Ce ™,

kde C' je néjaké realné konstanta.

Ve druhém kroku resime, Ze ptuvodni rovnice ma partikularni reSeni, kde u je
konstanta.

To znamena, ze

=
a proto

u — 20 = 0.
Tedy partikularni reseni je

u = 20.

Nakonec vSechna feSeni ptuvodni rovnice ziskdme slouc¢enim dosavadnich vy-
sledkii.
Dostavame

u = Ce M + 20.
Uzitim pocate¢nich podminek mame

100 = Ce® +20 = C' + 20

21



a proto

Pozadovéane teseni tedy je
u = 80~ + 20.

Tato rovnice vyjadiuje teplotu u kévy jako funkci casu t.

Cviceni 2

Studené pivo ma teplotu 10 °C. Po 10 minutéach je jeho teplota 15 °C. Zjistéte,
za jak dlouho se pivo ohfeje na teplotu 20 °C, jestlize se nachazi v mistnosti
o teploté 30 °C.

[t =24 min 6 s

2.3 Izolace pece

Teplota vnitini zdi pece o ploge 3 m? je 500 °C. Teplota vné&jsi zdi je 100 °C.
Mezi zdmi je azbestova izolace o §iti 1 m. Kolik tepla unikne?
Pripad je popsan Fourierovym zakonem:

J = —kAd

dx’

kde J je teplo v joulech, konstanta k je tepelnd vodivost materidlu (v nasem
piipadé je tepelna vodivost azbestu 0,113 Wm=1°C~1), A je plocha p¥i¢ného
fezu a u je teplota zavisejici na vzdalenosti x.

Resent: Necht J joult je mnozstvi tepla, které unikne skrz prifez rovnobézny
se zdmi o ploge 3 m? ve vzdalenosti x metrtt od vnitini zdi.

Predpokléadejme, Zze nastane ustéleny teplotni stav. Pak J je konstantou, kterou
nyni uré¢ime.

Necht u je teplota ve vzdalenosti x.

Resime diferencialni rovnici j—;‘ = —kiA pro pocateéni podminku v = 500°C
ve = 0.
Dostaneme

u = —5x + 500.

Nyni dosadime v = 100°C; x = 1; A =3;k =0,113.
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Pak
J = 400kA = 1200k = 135, 6.

Dostavame tedy reSeni, ze unikne 136 J tepla.

Cviceni 3

Ve stavebnim prumyslu se Casto vyuziva tzv. betonového sendvice, kdy mezi
vnitini a vnéj$i betonovou zed je vloZzena vrstva polystyrenu. Piedpokladejte,
ze teplota vnitini zdi je 20 °C a vnéjsi zed ma teplotu 5 °C. Pro jednoduchost
uvazujte jednotkovou plochu. Urcete o kolik vice tepla unikne pfi pouziti polysty-
renu o Sifce 7 cm misto polystyrenu o Sitce 10 cm. Tepelna vodivost polystyrenu
je 0,157 Wm~teC1.

[AJ = 10,09.]

2.4 Smichavani

Velka nadrz obsahuje 100 hl slané vody, v niZ je rozpusténo 50 kg soli. Do na-
drze vtéka rychlosti 6 hl/min slana voda obsahujici 2 kg soli na jeden hl. Smés,
kterd je promichavanim neustale udrzovana homogenni, vytéka z nadrze rych-
losti 4 hl/min. Uréete vysledné mnozstvi soli v nadrzi po uplynuti ¢ minut.

Regend: Oznaéme y(t) mnozstvi soli v kg, které je v nadrzi v Gase ¢, t > 0.
Nadrz obsahuje v ¢ase t ziejmé 100 + (6 — 4)¢ hl vody. Koncentrace v tomto
okamziku bude

)
10yo+2t kg/hl.

Necht tg > 0 je pevné a t > to. Pak béhem ¢asového intervalu (ty,t) pfibude
v nadrzi

6-2-(t—to) = [, 6-2 ds

kg soli a ubude

[l 20 g

to 100+2s

kg soli. Tedy musi platit

y(t) = ylto) + 12(t — to) — 4 ffo lggjgs ds.
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Kdyz tuto rovnost zderivujeme podle ¢ (s pouZitim véty o derivovani integralu
jako funkce horni meze), dostaneme

_ 4y(t)
y'(t) =12 = iy5r

coz je diferencidlni rovnice popisujici zménu mnozstvi soli v nadrzi. Tuto rovnici
nyni vyfresime. Jde o nehomogenni linedrni diferencialni rovnici prvniho radu.
[. Homogenni rovnice je

U

dy 4y

t " 100+2¢

a po integraci

J U =4[ i

Protoze
20+100 = w
o = | 24t = du|=3[%=7Inlul=;n[100+2t],
dt = %du
dostavame
In|y| = —21n|100 + 2¢| + ¢,
tj.

k
Y = Toor202
II. Partikularni feSeni nehomogenni rovnice hledame ve tvaru
_ kW
y(t) = (100+20)2 *
Je

_ K'(#)(100+2t)% —k(t)-2(100+2t) -2
y'(t) = (100-+2t) '

Po dosazeni do rovnice vyjde

/ 2 /
OO 13 — bl = e = 12
Tedy
100+2t = wu
k(t) =12 [(100+2t)? dt =| 2dt = du|=06 [u? du=2u’=
dt = %du
= 2(100 + 2t)3.
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Partikularni feseni tudiz je

3
= A = 2(100 + 2t),

takZe obecné Teseni rovnice je
y(t) = (100+2t)2 + 2(100 + 2t).
Protoze y(0) = 50, dostaneme pro k rovnici

50 = +200 = k = —150 - 100> = —15 - 10°.

1002

Mnozstvi soli je tedy dano funkei

y(t) = 2(100 + 2t) — 9.

Cviceni 4

Nadrz obsahuje 50 hl vody, v niZ je rozpusténo 20 kg soli. Do nadrze je pridavana
Cisté sul rychlosti 1 kg/min. Smés je udrzovana homogenni a vytéka z nadrze
rychlosti 2 hl/min. Jak mnoho soli je v nadrzi po 10 minutach? Jaka je v té dobé
koncentrace?

[19,7 kg; 0,66 kg/hl]

2.5 Chemicky zavod

Chemicky zavod vhani denné v litra roztoku obsahujiciho m gramu rozpousténé
latky do velkého jezera o objemu V. Pritok a odtok vody je konstantni. Koncen-
traci rozpusténé latky v jezefe ozna¢me o. Urcete koncentraci rozpusténé latky
v jezefe v Case t za predpokladu, ze o = 0, kdyz t = 0. Co se stane dlouhodobé
s koncentraci?

Regeni: Oznacme M (t (t) mnozstvi latky v jezefe v daném case t.

Zména mnozstvi latky dM(t) je rozdilem mezi mnozstvim, které do jezera vtece a
které vytece. Do jezera Vteka m gramu latky a vytéka (predpokladame dokonalé
promichani) ¢ast mnozstvi M(t) odpovidajici 7. Tedy

aMd _ . M
= m = vy

25



Protoze koncentrace o = %, vydélenim této rovnice objemem jezera V do-

stavame diferencialni rovnici popisujici zménu koncentrace rozpusténé latky v je-
zefe v Case t:

do v _m
@ Tvo= v

Jedné se o nehomogenni linearni diferencialni rovnici 1. Ffadu.
Homogenni rovnice je

do v _
T vo= 0.

Integrujeme tedy rovnici
do _
[ =] g
Dostavame
Injo| = —¢t+c

a po odlogaritmovani mé reSeni homogenni rovnice tvar

kde c a k jsou libovolné konstanty (zde k = 0 zahrnuje pfipad nulové koncentace).
Partikulérni feSeni nehomogenni rovnice hledame ve tvaru

o(t) = k(t)e vt
Plati

Tedy

Partikularni feseni tudiz je
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Toto Teseni je vidét jako konstantni partikularni reseni: je-li Z—‘; =0, pak ;0 = 7,
_m

tedy o = . o

TakZe obecné FeSeni rovnice je

kde k je konstanta.

S rostoucim ¢ se pak koncentrace ustalf na 3 gl=t.

Rovnici 1ze vSak Tesit i jinym zptisobem, uzitim tzv. integra¢niho faktoru:
Nejprve si rovnici pfepiSeme do tvaru

do + (po — §)dt = 0.

v
Mame
PZ]-)Q:W:PtZOaQU:%:Pt#QU

a rovnice tedy neni exaktni. Pokusime se najit integrac¢ni faktor.
Predpokladejme nejprve, ze M = M (o). Pak prava strana (10) ma obsahovat
jen o, coz dava v nasem pifpadeé

P—Qos — v
Q vo—m’

Integracni faktor tohoto tvaru tedy lze nalézt.
Pro néas v8ak bude vyhodnéjsi, budeme-li predpokladat, ze M = M(t). Pak
pravé strana v (11) musi obsahovat jen ¢, coz dava pro nasi rovnici

QJ_Pt R
P v

a je tedy mozné integra¢ni faktor tohoto tvaru najit. Z (11) dostavame

amM

¥op— g
a po integraci
In|M| = ¢t +c.
Po odlogaritmovani vyjde
M(t) = kevt.
Zvolme napt. k = 1. Pak integra¢ni faktor je

M(t) = evt.

27



Po vynésobeni rovnice integrac¢nim faktorem dostaneme
JCA L —
evido + ev'(*%2)dt = 0.

Zde P = evl, Q = ev!(¥=™) a tedy

%
— Zt _ Zt —
Py=gevi,Q, =gevi = P =Q,
a jde skutecné o exaktni rovnici, kterou si upravime do tvaru
d
o +dt = 0.
vo—m

Najdeme kmenovou funkci F(o,t). Pro ni mame
Fy =, Fi=1.
14

Integraci napt. prvni rovnice vychazi

F(o,t) = [ 22+ = YIn ™ 4 A(t).
4

Dosadime-li tento dil¢i vysledek do druhé rovnice, dostaneme
A(t)=1.
Po integraci je
A(t) =t.
Pak obecné feseni diferencialni rovnice ma (implicitni) tvar
%ln@%—t:B,B € R.

Upravou pak konec¢né ziskdvame

kde C' je konstanta.
Nakonec uzitim pocate¢nich podminek dostavame feSeni:

o) = (1 — ).

Cviceni 5

Diferencialni rovnice pouzivana k modelovani koncentrace ¢(t) glukozy v krvi

ma tvar:

dg e
it T k9= 1007

pricemz glukoza je do téla dodévana nitrozilné. G zde znaci rychlost, s jakou je
glukéza prijiména, k je konstanta a V' je objem krve v téle. Urcete koncentraci

glukézy v krvi v case t.

l9(t)
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2.6 Rychlost chemické reakce

Uvazujeme dvé chemikalie A a B, které navzajem reaguji. Pfedpokladejme, ze
pii vytvareni nového produktu se kombinuje jedna molekula z A s jednou mole-
kulou z B. Urcete rychlost chemické reakce, vite-li, Ze je pfimo imérna soucinu
okamzitych koncentraci reagujicich latek.

Reseni: Necht z(t) resp. y(t) je koncentrace (v molekulach na litr) v case ¢
latky A resp. latky B. Necht a = z(0) > 0, b = y(0) > 0 jsou pocate¢ni kon-
centrace. ProtoZze se spolu kombinuje po jedné molekule, klesaji obé koncentrace
touz rychlosti, tj.

dv _ dy

dt — dt-
Ubytek z(t) koncentrace latky A resp. B v ¢ase t je pak dan vztahem
2(t) = a— z(t) resp. z(t) = b—y(t).
Odtud mame
A

Vyraz % nazyvame rychlost reakce. Zadani nam 1ika, ze plati

dz __
== kxy,

kde k£ > 0 je konstanta tmérnosti (kterou lze experimentalné uré¢it). Dosadime-li
za x a Yy, dostaneme pro z(t) diferencialni rovnici

2 =k(a—2)(b—2), 2(0) =0.
To je rovnice se separovanymi proménnymi, tedy

4z — k(a — 2)(b— 2)

dt

a po integraci

I%:kfdt

Integral na levé strané je z racionéalni lomené funkce. Po jednoduchém rozkladu
na parcidlni zlomky vyjde pro a # b

T
[ —% S22 — 22)dz = L (In|z —a| —In|z —b]).

(z—a)(z—D) = z—a z—b
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Tedy

LI

=) = kt + c.
Po odlogaritmovani vyjde

z—a _ Ca—bek(a—b)t.
z—b

Z pocate¢ni podminky z(0) = 0 dostaneme

0—a _ ,a-b_0 a __ .a—b — (8%
Tr=ce = =" = c= ().

Po dosazeni a osamostatnéni z postupné mame

i:(g — %ek(a—b)t s by — ab = azek(a—b)t _ abek(“_b)t,

tj.

o ek(a—b)t _1
2(t) = ab iy

Rychlost reakce je tudiz

dz _ abk(a*b)ek(aib)t(aek(aib)t71))7(ek(aib)t71)ak(a7b)ek(a*b>t _
dt (aek(a=b)t _p)2

. abk(a_b)ek(a—b)t(aek(afb)t_b_aek(a—b)t+a) o

o (aek(a=b)t _p)2 =

ek:(afb)t
= kab(a — b)* iy
Proa =10 je
e = [(a—a)Pde = —1,
takze

- =kt+c

z—

7 pocatecni podminky dostaneme

= =0+c=rc=1
a tedy
—ﬁ:kt+t—ll:>z—a:—#+l,
takze
z(t):a—#jq:%.
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Pak rychlost reakce je

E _ anl(akt+l)—tak o ak
- (akt+1)2  — (akt+1)2°

dt
Cviceni 6
Uvazujme homogenni chemickou reakci, v niz ptisobi jedna latka. Necht na po-

¢atku reakce, tj. pro t = 0, je koncentrace rovna a > 0. Je-li a — z(t) koncentrace
v case t, je podle Wilhelmyho zakona rychlost reakce rovna

(z[_? = k(a_m)a

kde k > 0 je konstanta tmérnosti. Urcete x(t).

|2(t) = a(l —e™™)]

2.7 Hydrogensiric¢itanovy iont

Reakei sulfatovych a vodikovych iontt vznikne hydrogensiri¢itanovy iont. Re-
akéni rovnice je

SO~ + H* — HSO3,

kde k¢ a k, jsou rychlosti pifmé a zpétné reakce. Oznacme koncentrace: a = [S ng] )
b= [H]ac= [HSO;;} , dale necht pocatecni koncentrace jsou ag, by a cq.
Piedpokladejme, ze H' je mnohem vice nez ostatnich dvou typu iontd, takze
koncentraci b miizeme povazovat za konstantu. Reakéni rychlostni rovnice pro

c(t) je

% = kf(ao — C)b — kT(CO + C).
Jaka je koncentrace HSOj3 v case t?
Reseni: Jedna se o separovatelnou diferencialni rovnici.

Pravou stranu rovnice roznésobime a vytkneme c.
Dostavame

% = _(kr + k'fb)c + k’fa()b — k‘TC().

Integraci obou stran ziskame

In |—(k, + ksb)e + kpagh — kol = —(ky + kb)t + K,
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kde K je konstanta.
A po odlogaritmovani je obecné feSeni rovnice

o —(kr+ksb)t kfaob—krco
c(t) = Ae T AR

kde A je konstanta.

Cviceni 7

Predpokladejte, Zze béhem chemické reakce dojde k pfeméné latky P v latku X.
Necht p je pocatecni koncentrace latky P a x(t) je koncentrace latky X v Case
t. Pak koncentrace latky P v ¢ase t je p — x(t). Déle predpokladejte, Ze reakce
probihé& autokatalyticky, tzn. Ze produkt reakce je soucasné katalyzatorem pro
jeji uskutecnéni. Proto dz

S je umérné x i p — x a plati & = ax(p — ), kde a je

kladné konstanta. UrcCete x(t), jestlize vite, ze x(0) = .

[o(8) = s

xo+(p—w0)e P

2.8 Elektricky obvod

Ideélni napétovy zdroj o konstantnim napéti U napaji sériovou kombinaci re-
zistoru o odporu R ohmu a induktoru o indukénosti L henry. Sestavte a vyfeste
diferenciélni rovnici pro proud I(¢) odebirany ze zdroje.

Reseni: Podle druhého Kirchhoffova zékona je algebraicky soucet viech napét
v uzavieném obvodu roven nule. Ozna¢me I(t),¢ > 0, proud v ampérech, ktery

obvodem prochéazi. Pak L% je napéti na induktoru a RI je napéti na rezistoru.
Tedy
I _
L% + RI—-U =0,
tj.

')+ £1(t) =%, 1(0) = I,

kde I je velikost proudu na poc¢atku. Jde o nehomogenni linearni rovnici prvniho
radu.
I. Pro homogenni rovnici mame

dl _ _Ryp_ ldl _ R __ (dl _ _R
E__LI Idt — L fI_ Lfdt’
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tj.
In|l| = -2t +c.
Po odlogaritmovani a zahrnuti singularniho feseni I = 0 nakonec dostavame
I(t) = ke ',
II. Partikularni feSeni nehomogenni rovnice hledame ve tvaru
I(t) = k(t)e L.
Po dosazeni dostaneme

R R R
E(t)e tt —k(t)e t'8 4 Bg(t)e it = Y

tj.
K(t) = Yett
Odtud
By = 5
k _ U Etd_RLd _ d _ U sd_Us_UEt
(t)—zfeL t=|pdt = ds —Efe s = g’ = el
dt = %ds

takze partikularni reSeni je

Partikulérni feSeni je zde vidét i jako konstantni reSeni % = 0, pak %I = % a
tedy I = %.
Obecné Teseni rovnice pak je
I(t) = ket + .
7 pocatecni podminky dostavame
Iozk+%:>k::[0—%.
Prubéh proudu je tudiz popsan funkci
I(t) = (I — Y)e it + U,
Cviceni 8
Civka mé induk¢énost 53 mH a odpor 0,37 ). Za jak dlouho po pfipojeni k baterii

vzroste proud na polovinu své koncové ustéalené hodnoty? (Této hodnoty nabyva
pro t — 00.)

[t =0,1s]
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2.9 Slozeny turok

. castka Ag je investovana pri trokové mire k% za rok, piicemz urok je
Necht 0 ,
pripisovan spojité. UkaZte, Ze hodnota investic A(t) po t letech je feSenim linearni
homogenni rovnice

dA _ kA A(0) = A

dt 100

Reseni: Piedpokladejme, ze trok je ziskédvan s mirou k% za rok a je pripisovan
n krat za rok. Pak mnozstvi A, (t), které je sou¢tem troku a jistiny, je na konci
t let dano vztahem

An(t) = Ag(1+ E)™ = Ao[(1 + E555)"]"

Nyni je pfirozené definovat

A(t) = lim A,(t).

n—oo

Protoze je

lim (1 + g)” =e%, a € R,
n

n—oo

vyjde

. EL, " "
A(t) = Ao[lim (1+ ~25)"]" = Ag(e)' = Ageron’

To je ale préavé feseni pocatecni ulohy, jak se 1ze snadno presvédcit dosazenim.

Cviceni 9

Pri pocatecnim vkladu 50 000 K¢ do banky A, ktera tro¢i spojité, nasporim po
3 letech ¢astku 53 570 K¢. Banka B aro¢i roéné s ro¢ni urokovou mirou 2,9%.
Je spofeni v bance B vyhodnéjsi? Pokud ano, spoc¢téte, po jaké dobé naspofim
v bance B tolik, kolik v bance A po 3 letech pii investici 50 000 K¢ na zacatku
sporeni. Déle spoctéte, o kolik vice nasporim po 3 letech v bance B v porovnani
s bankou A pii pocateénim vkladu 50 000 K¢.

lano; ¢t = 2,41 roku — tedy po 3 letech; 907,40 K¢|
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2.10 Ryby v jezere

Populace urc¢itého druhu ryb zijicich ve velkém jezere v Case t muze byt popséna
Verhulstovou rovnici , jinak znamou také jako logistickd rovnice:

¥ = R(N)N =r(1—-%)N,

kde mira ruastu populace R(N) je funkei ¢asu a velikosti populace, r je konstanta
urcujici miru ristu populace a kladné konstanta K je zde tzv. kapacita prostredi.
V tomto modelu mira riastu r linearné klesa v zavislosti na velikosti populace.
Pokud dosahne populace urcité velikosti rovné kapacité prostiedi, bude mira
ristu nulové, pokud tuto kapacitu pfekroci, bude velikost populace klesat.
Reste logistickou rovnici, vite-li, Ze populace v ¢ase t = 0 je Nj.

Reseni: Uzitim metody separace proménnych dostavame
AN _ _
f NI-T) —det.

Reseni integralu nalevo ur¢ime uzitim parcidlnich zlomki.
Dostavame:

[~

[+ l_ﬂ)szln‘l_iﬂ’.

K

=

Pak obecnym FeSenim rovnice je

In

N ‘ =rt+c,
I-%

kde ¢ je konstanta.

Po odlogaritmovani pak dostaneme populaci jako funkci ¢asu

N(H) = 77

kde L je konstanta.
Uzitim pocatecni podminky N(0) = Ny nakonec ziskavame feSeni poc¢atecniho
problému:

NKrt
N(t) = Nperir =y

Cviceni 10
Spojity rist populace lze popsat Malthusovym modelem. Tento model je vSak

dosti nerealny, nebot umoznuje neomezeny rust populace. Pouzit jej lze jen tehdy,
pokud zkouméame kratsi ¢asovy interval a populace neni pfilis velkd. Pro vétsi

35



populace jiz vhodny neni a nahrazuje jej dokonalejsi Verhulstiv model, jehoz
feSenim jsme se zabyvali V}’fée

Tvar Malthusovy rovnice je E = X — aX = rX, kde B,«a jsou konstanty
vyjadfujici miru reprodukce a miru vymirani a r je konstanta predstavujici miru
ristu populace. UZitim pocateéni podminky X (0) = xo urcete FeSeni této rovnice
a stanovte Cas, za ktery se velikost populace zdvojnésobi.

[X (t) = zoe™; T = 222]

2.11 Silocary

Necht F(z,y) = (P(x,y), Q(z,y)) je nenulové rovinné silové pole, které je defi-
nované na oteviené mnoziné ). Odvodte diferencialni rovnici pro silocary, vite-li,
ze teCna k silocéate je v kazdém bodé souhlasné kolinearni s vektorem sily v tomto
bodé.

Reseni: Necht C' je silocara, kterda mé parametrické rovnice (@(t),1(t)),t € J,
kde J je interval. Pak jeji te¢ny vektor v bodé (zo,yo) = (¢ ( 0),¥(to)),to € J, je
t(z0,50) = (#'(to), 1’ (to)). Vime, Ze ma platit #(zo, yo) = AF (w0, o), kde A > 0.
Tedy

(¢'(t0), ¥ (o)) = AP (20, Y0), Q(T0, Yo))-

Protoze F # 0, nejsou P a @ soucasné nulové. Necht napr. P(x9,y0) # 0. Pak
1 ¢'(tg) # 0 a C je v okoli bodu zy grafem funkce proménné z, tj. y(x). Podle
véty o derivaci funkce dané parametricky je

' _dy _ Y (to) _ AQ(zo,y0) _ Q(z0,y0)
Yy (x()) T dz T 2'(to) T AP(zoyo)  Plzowo)’

Odtud dostavame, Ze y(x) vyhovuje rovnici

Analogicky se zvazi pripad Q(xg,yo) # 0. Pfedchozi rovnice se obvykle zapisuje
ve tvaru
dx dy

P(:E?y) o Q(z7y) ’
Cviceni 11
Urcete silové pole F(x,y), jestlize silo¢ary jsou popsany rovnici (;j + 2z)dx —

(7 +1)dy = 0.
[F(z,y) =5 +2° =]
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Zaver

Zavérem bych chtéla podotknout, Ze tato prace rozhodné nepokryva veskery roz-
sah aplikaci diferencialnich rovnic. V praci jsou totiz zahrnuty pouze diferenci-
alni rovnice 1. fadu, nenalezneme zde tedy diferencialni rovnice 2. a vyssich radi,
které maji dalsi velmi rozsahlé aplikace. Vzdyt jen ve fyzice, jedné z mnoha véd
opirajicich se o diferencialni rovnice, je vétsina fyzikalnich zakonu formulovéna
pomoci téchto rovnic, jejichz pouziti vede k celé fadé dalsich aplikaci, a proto
bych se touto problematikou rada zabyvala i ve své diplomové praci, kde bych
chtéla navazat na sbirku tloh aplikacemi teorie obycejnych diferencialnich rovnic
vyssich fadu a systému obycejnych diferencialnich rovnic.
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