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Kapitola 1

Diferencialni rovnice 1. radu rozresena
vzhledem k derivaci

Obecny tvar:
y' =F(z,y) (1.1)

1.1 Rovnice se separovanymi proménnymi

y = f(@)-9)| (1.2)
Obecny tvar feSeni: 1
Y = X X
/g(y)—/f()d e (1.3)

Piiklad 1.1. 2%y +y =0

Piiklad 1.2. 2¢y/\/x =y

Piiklad 1.3. ¢ =2 /ylnz y(e) =1

Piiklad 1.4. 2y +y =y> y(1) =

N[ =

Pi#iklad 1.5. (1+y?)dr — 2y(1 +2?)dy =0




Specialni tvar:

y’:f(ax—l—by—l-c)‘

Zavadime substituci: z = ax 4+ by + ¢

5 .2 —a
Resime rovnici: = f(2)

/
= y/:Z;a

(1.4)

Piiklad 1.6. ¢/ + 1=z +y

Domdct tikol: vy = x + 2y [y = %Kezx -

Piiklad 1.7. v/ = (v +y + 2)?

1—

2x]

1.2 Homogenni rovnice

Zavédime substituci: u = £ =

—_

Resfme rovnici: v/ = 2 (f(u) — u)

y=dvr+u =

wr +u= f(x)

(1.5)

Piiklad 1.8. (z +2y)de —xdy =0

Piiklad 1.9. 32 + 2%y = xyy’

Piiklad 1.10. 2y —y =xtg¥

Specialni tvar:

l.v=¢c=0

(a) ab—af =0 = y = konst.

!

ar + By +y

ar+ by +c




(b) ab—aB #0 = y’zf(

a+
a+b

SES

> — homogenni rovnice

8 [

2. V24240
(a) ab—af#0 = am+pPn+~v=0 (bod [m;n] je prusecik dvou piimek)
am~+bn+c=0
subs.: x =u+m dzr = du
Yy=v+n dy = dv

du au + bv
(b) ab—af =0, b#0 =

Dostdvame: y = f<

B
1/ . §Z+’Y
5(2 a)_f<z+c

Z(az +by) +

dv _ <ozu—|—ﬁv> coz vede na piipad 1.(b)

_B
a=ga

a

ax + by +c

) — rovnice se separovanymi proménnymi

) subs.: z = ax + by =y = ¢(2 —a)

=

< s ,_rx—y+1
Priklad 1.14. ' = TTyL3

Piiklad 1.11. y = £t2/ -7
-3
. r . 2x 43y —
Priklad 1.12. ¢ = 2 +3y—5
"y ;_2x—y+1
Priklad 1.13. ¢' = g Ty |

1
)

1.3 Linearni rovnice

1. zpusob feSent

Y = a(z)y +b(x) |

(a) homogenni &ast: y' = a(x)y — rovnice se separovanymi proménnymi

% —a(z)y = y=C-efo@d

(b) nehomogenni ¢ast: Resni hleddme ve tvaru ziskaného z feseni hom. rovnice:

y:

C(.f) . efa(x) dm7

zderivujeme a dosadime do zadéni = C(z) = [b(z)e” /@ 4>z 4 K.
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2. zpusob feSeni — celou rovnici vynasobime vyrazem e~ [ a(z)dz
y/effa(x) dz a(x)yeffa(m) de _ b(x)effa(x) dz
[yeffa(x) dm}, _ b(x)effa(z) dz

y:amwm[/awefwwwdx+c

Piiklad 1.15. i = —22y + ze~ %"

Piiklad 1.16. i/ =z +2y y(0) =1

Piiklad 1.17. 3 = dzy + (22 + 1)e2*”

Priklad 1.18. 3/ cosx + 2ysinxz = 2sinx

1.4 Bernoulliova rovnice

Y = a(z)y + b(z)y"

r#0,1

’

Zavadime substituci: z = y!™" = =1 —-r)y™"y = y Ty = T

4
T

Puvodni rovnici vynasobime y~" a dosadime substituci:

y "y = a(x)y'" + b(x)

/

= a(x)z + b(x)
2= -r)al(x)z+ (1 —r)b(x) = linedrni rovnice

e pro r > 0 pfidame feseni y =0

Piiklad 1.19. zy’ —y = —xy?

Piiklad 1.20. ¢/ +y + 3% =0




Piiklad 1.21. 3y%y — 4> =z + 1

1.5 Exaktni rovnice

| M(z,y)dz + N(z,y) dy = 0] (1.9)

dF = M(z,y) dz + N(z,y) dy — totdlni diferencidl funkce F(z,y) = F(z,y) =C

OF OF
— =M — =N L1
B (z,y) oy (z,y) (1.10)

. ¢ en. OM _ ON
Nutnéd podminka: 9y = oz

Piiklad 1.22. (322y? 4+ 7)dx + 223y dy = 0

Priklad 1.23. (e¥ + ye® 4+ 3)dx + (e + ze¥ — 2)dy =0

Pokud neplati M, = %—]\; = %—JZ = N,, pak lze celou rovnici vyndsobit vhodnym vyrazem (integracni
faktor), napf.:

M, —Nx Nx_M
Inm(zx) :/yNdx nebo lnn(y):/jwydy (1.11)

Piiklad 1.24. (22 — 3y?)dz + 2zydy =0




Kapitola 2

Diferencialni rovnice 1. radu
nerozresené vzledem k derivaci

T=10)  y=90) ==fwy) y=g@y) (2.1)

Zavéadime substituci: 3y’ = % =p = z=2x(p) = dostdvame parametrické vyjadieni feseni.

y =y(p)
Pokud lze p osamostatnit = dosadime a vyjadiime y = h(x).

Piiklad 2.1. 2y +siny —2 =0

Priklad 2.2. x =9/ + Iny/

Piiklad 2.3. (y/)%¥ —y =0

Piiklad 2.4. (v')3 —4ayy +8y2 =0

Priklad 2.5. y = 2zy’ + %xz + (y’)Q

2.1 Lagrangeova rovnice




y=xf(p)+g(p) [zderivujeme podle z]
dfp) dp | dg(p) dp

dp dx dp dx
P f0) = (F @)+ g o) L p— 5(p) £ 0, = =(p)

yode S0 . g0
dp  p—flp) p—[f(p)

x = z(p) dosadime do zadani.

p=y =flp)+=z

Piiklad 2.6. y = z(y/)% + (y/)3

2.2 Clairautova rovnice

(2.3)

=2y +9/)|
Speciédlni piipad Lagrangeovy pro f(p) =p
y=zp+g(p)
_dy _ dp 10y 4P
p=go = e Pt ()
dp
/
£ _
@+ (0)
L. £=0=p=C = y=Cz+g(C)
2. z=-¢(p) — parametrické vyjadreni reSeni.
y=—4gpr+9p)
Piiklad 2.7. y = 2y’ + o
Domdci ikol: y = xy' — 2 — o/ [y=Cx—2—C]

Priklad 2.8. y = z¢/ — Iny/




Kapitola 3

Linearni diferencialni rovnice 2. radu s
konstantnimi koeficienty

lay” + by + ey = f(2)] (3.1)

a,b,ceR, a#0
f(z) = 0 — homogenni rovnice
f(z) # 0 — nehomogenni rovnice
1. ay” +by +cy =0
Reseni ocekavame ve tvaru y = Chy; + Cays, kde y1 a yo jsou dvé raznd feseni, pro kterd plati:

Y1 Y2
1 Y

W= £0

Konkrétni tvary funkci y; a y2 najdeme pomoci charakteristické rovnice:
aN> +bA+c=0 (3.2)
(a) D>0 = )\1,)\2€R, )\175)\2

(C) D<0 = )\LQZOéﬂ:Bi

y1 = e cosfBxr  yo = e sin fx

Piiklad 3.1. y + 6y + 13y =0

Priklad 3.2. ¢/ — 4y +4y =0

Priklad 3.3. ¢/ — 5y + 6y =0




2. ay” + by’ + cy = f(x)
Reseni je ve tvaru: y = yo + Yp, kde yo je feSeni piislusné homogenni rovnice a y, je jedno
partikularni feSeni.
Metody hledani y,:
(a) Metoda variace konstant
Yo = Cniy1 + Cr2y2, C11,C12 €R
yp = Ca1(2)y1 + Ca2(2)y2

021 /Kl dl‘ 022 /K2 da: kde

Kiy1 + Koy2 =0
Kiyh + Koyh = f(2)

= Co(x f Ldz, Cy(x) = [ 37 Ws dx, kde W, Wy, Wy jsou tzv. Wronckidny:
Y1 Yo 0 Z/l 0
W= W= W
(T ! 'f(w) Y Tl f)

Piiklad 3.4. 3" — 3y’ + 2y = 22

(b) Metoda neurcitych koeficientu
i f(x) =e*™Qm(x)

yp = v8e*Q,, (), kde k ud4dva ndsobnost « jako kofene char. rovnice.
ii. f(x) =e*(Py(x)cos fx + Qp(x)sin fx)
yp = e (Py(z) cos Br + Q,()sin Bz), kde ¢ = max{m,n};

k=1, kdyz a & (i je kofenem char. rovnice
k =0, kdyz a &+ §i neni kofenem char. rovnice.

iii. f(z) = fi(z) + fa(z) + -+ fu(x), kde fi(x) jsou funkce tvaru i. nebo ii.
ay’" + by +ey=fi(z), i=1,....n = yp

Yyp= Yp1+ Yp1 + -+ Ypn

Piiklad 3.5. 3" — 3y’ + 2y = 22

Piiklad 3.6. vy — 3y’ + 2y = cosz +sinx

Piiklad 3.7. y/ — 3y + 2y =a+1— e %
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Kapitola 4

Linearni diferencialni rovnice n-tého

radu s konstatnimi koeficienty

y™ +ary™ ) +agy™ ) b anay +any = f(2)

1. Homogenni: Reseni hleddme ve tvaru y = Chyi + Coys + - - - + Crn.

Prislusné charakteristicka rovnice:
N A" 4 fa, A +a, =0

(a) ANER = g;: e xe? . 2P~ 1eM | kde n()\) = p je ndsobnost kofene

(b) A\=a*pi = y: e*®cosfzr,..., 2P e cos Bz ,n(N) = 2p
e gin Sz, ..., 2P~ e sin fx

Priklad 4.1. v/ — 2y —y' +2y =0

Piiklad 4.3. y® — 5y + 6y + 4y —8y =0

Piiklad 4.2. y@ —y® 4 4@ — W =0 4(0) = yD(0) = 1; yP(0) = y®(0) =0

2. Nehomogenni: y = yo + y,

(a) Metoda variace konstant
Yo=Cuyr+Crayz+ -+ Cinn, Ci €Ri=1,....n
yp = Cor(2)y1 + Coz(2)y2 + -+ + Con()yn:

021(1‘) :/K1 dl‘, 022(1’) :/Kgdl', C’Qn(l’) :/Kndl',
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kde

Ky + Koys + -+ Kpyn =0
Ky,  + Koy +--+Kpy, =0

Klygn—2) + KQyén—Z) NI Kn:%(lan) -0

Kigl" ™ 4 Koy o Ky = f(2)

Piiklad 4.4. 3" —y" = x?

(b) Metoda neurcitych koeficientu
i f(z) =e*Qm(z)

yp = vFe?2Q, (), kde n(a) = k.
ii. f(z) = e (P () cos Bz + Qn(x) sin f)
yp = e (Py(z) cos Bz + Qq(m) sin fz), kde ¢ = max{m,n} a n(a £+ i) = 2k.

iii. f(x) = fi(z) + fa(z) + - + fin(x), kde fi(x) jsou funkce tvaru i. nebo ii.
ay’ +by +cy=filz), i=1,....m = yp

Yp = Yp1+ Yp1+ + Ypm

Piiklad 4.5. ¢ — " = 2?

Piiklad 4.6. 3" + 2y + 1y = —2e7 %

Piiklad 4.7. y® —2y®) 4 @) = & 4 43

Pokud je u + v feSenim rovnice:

Y™ 4,y £ a1y + any = P(x)e™(cos Bz + isin fz) = P(x)el@tF)T (4.2)
pak u je feSenim

Y™ a4 a1y + any = P(x)e** cos fx (4.3)
a v je feSenim

y(”) + any(”—l) +oFany Fany = P(x)e** sin fx (4.4)

12



Piiklad 4.8. ¢ —y = (x — 1)sin2x

Piiklad 4.9. y® + 8y + 16y = cosz

Piiklad 4.10. v +y" + vy +y =2cosz
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Kapitola 5

Systémy linearnich diferencialnich
rovnic s konstanimi koeficienty

Y=Ay+b  y= (Y2 un), A= (i)} iz (5.1)

1. b = 0 — dostdavame n linedrné nezavislych feseni yi,ys,...,y,, které tvoii fundamentalni
systém.

Obecné tesni je tvaru:
y=Ciy + Coyy + -+ Cryy, (5.2)
kde
Y= he?*, (5.3)
h # 0; ) jsou vl. ¢isla matice A a h jsou piislusné vl. vektory.
(a) M,-. s, Adm €R, n(\)=1,i=1,...,m
y1 = heMT yy = hoe?® Ly = hypen®
(b) n(\)=p>1
p—lohiw

i1 = MMy = e,y = hyx
(¢) A=a=xpi = hje vlastni vektor a plati Mh=p+vi

n=pm Nn=v

~

Priklad 5.1. y; = y1 — 2y
Yo = —y1 + 292

Piiklad 5.2. ¢} =y1 —y2 + 3
Yy =Y1+ Y2 — U3
ys = —y2+2y3
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Piiklad 5.3. ¢} = y1 —vy2 —y3
Yy = Y1+
Y5 = 3y1 + Y3

Priklad 5.4. yll = Yy — 3@/2
Yy =3y1+ i

Piiklad 5.5. vy} = 11+ 2
Yy = —2y1 + 3yo

2. b(x)#0
y=y+y (5.4)
(a) b(x) = Pp(x), pokud 0 neni vl. ¢islo
Yp = Pm()

Piiklad 5.6. y; = y1 —y2 +
Yy =2y +y2 — 1

(b) b(z) = e** Py, (x). Zavedeme substituci: y = e**u, po dosazeni pievedeme na piedchozi
pripad.

Piiklad 5.7. ¢} =y1 — 2y2 + ¢€°
Yy = y1 + 2yp — we"

(c) bi(z) =e*Pp(x)cos Bz
by (z) = e** Py, () sin fx
Je-li y = u+ iv fesenim y = Ay + e(@tB)Tp, (), pak u je feSenim y = Ay + by(x) a v je
feSenim y = Ay + bo(x).

Piiklad 5.8. y| = Yo + cosx
Yp=y1—y+ =

15



Kapitola 6
Autonomni systémy

6.1 Linearni autonomni systémy v roviné

- _(n _fa b
y = Ay y—<y2>,A—<c d)
Typy staciondrniho bodu (0, 0):

1. A, €eRA NI >0 = uzel

2. M, A2 € RAXMA <0 = sedlo

3. Mo ==x00 = stied

4. M2 =a*fBi,a #0 = ohnisko
Nulkliny: mnoziny, kde plat{ y; = 0

Uréeni typu staciondrniho bodu:
detA <0 = sedlo
detA>0 A trA’> —4detA>0 = uzel

A trA® —4detA <0 = ohnisko
A trA=0 = stred

(6.1)

Piiklad 6.1. 2/ = 3z + 4y
y =2+ y

Piiklad 6.2. 2/ =2y — 3z

Piiklad 6.3. 2’ = 6z — by
Y= z+3y
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Piiklad 6.4. 2/ =3z +y

/

y=y—-z

Piiklad 6.5. 2/ = = —y
y =2z —y

Piiklad 6.6. z’' = 3x
y =3y

6.2 Nelinearni autonomni systémy v roviné

Stacionarni bod y = (91, 92) spliuje podminku: f(91,92) = g(91,92) =0

Varia¢ni matice:

9f(y1,y2) 8f(yl,y2)>

_ o ]
Hy1,y2) = (39(11%;2) 39(;{2@2)
0y1 Y2

A1, A2 jsou vl. ¢isla matice J(91,J2):

1. pokud je det(J(g1,52)) < 0 pak AjA2 <0 =y je sedlo;
2. pokud je det(J(91,92)) > 0 a navic plati:

(a) 4det(J(1,72) < tr(H(G1,72))%, pak
tr(J(91,92)) <0 pak \j2 <0 =y je stabilni uzel;
tr(J(91,92)) >0 pak A12 >0 = yje nestabilni uzel;
(b) 4det('](g17 ?92) > tI‘(J(:l)l, g2>)27 pak
tr(J(91,92)) <0 pak A2 <0 =y je stabilni ohnisko;
(J(91,92)) > 0 pak \;2 >0 =y je nestabilni ohnisko;

tr(J(
(¢) tr(J(91,792)) = 0 pak y je bod rotace nebo ohnisko.
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Priklad 6.7. 2’ =3x+4y—5
y =2+ y

Piiklad 6.8. 2’ = -2z + y — 62> 4+ 9y°

/ 5

y = —x—2y+22% -3y

Piiklad 6.9. 2/ = 2% + 4% — 62 — 8y
Yy =2y —z+5)
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