
MULTIVARIÁTNA ANALÝZA 2

1. Kvadratické formy

Defińi cia 1.1. Nech X1, X2, ..., Xn sú nezávislé, N(0, 1) rozdelené náhodné veli-
činy. Potom

Y = X2
1 +X2

2 + ...+X2
n

má rozdelenie χ2
n (centrálne chí kvadrát rozdelenie s n stupňami voľnosti).

Veta 1.2. Nech Y ∼ χ2
n. Y má hustotu

fn(y) =


1

2
n
2 Γ
(
n
2

)e− y
2 y

n
2 −1 pre y > 0,

0 inde.

Dôkaz. Pozri [Anděl, str. 79].

Poznámka. χ2
n rozdelenie je špeciálny pŕipad gama rozdelenia s parametrami a, p

(a > 0, p > 0), ktoré má hustotu

f(x) =


ap

Γ(p)
e−axxp−1 pre x > 0,

0 inde.

Označujeme ho Γ(a, p). Plat́i, že χ2
n je rozdelenie Γ

(
1
2 ,

n
2

)
.

( Γ(p) =
∫∞
0
e−ttp−1dt, p > 0.)

Defińicia 1.3. Nech X1, X2, ..., Xn sú nezávislé, Xi ∼ N(µi, 1), i = 1, 2, ..., n.
Nech λ =

∑n
i=1 µ

2
i ̸= 0. Náhodná veličina

Y = X2
1 +X2

2 + ...+X2
n

má necentrálne χ2 rozdelenie s n stupňami voľnosti a koeficientom necentrality λ.
Označujeme ho χ2

n,λ.

Veta 1.4. Nech X1, X2, ..., Xn sú nezávislé, Xi ∼ N(µi, 1), i = 1, 2, ..., n. Rozde-
lenie pravdepodobnosti náhodnej veličiny Y =

∑n
i=1X

2
i , (teda χ

2
n,λ, kde λ =∑n

i=1 µ
2
i ) závisí len od n a λ (nezávisí od jednotlivých µ1, ..., µn).

Dôkaz. Pozri [Anděl, str. 80].

Lema 1.5. Nech X ∼ N(µ, 1). Náhodná veličina X2 má hustotu

fX2(t) =


e−

t+µ2

2

√
2π

√
t

(
1 +

µ2t

2!
+

(µ2t)2

4!
+ ...

)
t > 0,

0 t 5 0.
1



2

Dôkaz. X2 má distribučnú funkciu pre t > 0

FX2(t) = P{X2 < t} = P{−
√
t < X <

√
t} =

∫ √
t

−
√
t

1√
2π
e−

(x−µ)2

2 dx.

Preto je ȟladaná hustota pre t > 0

fX2(t) =
dFX2(t)

dt
=

1

2
√
t

1√
2π
e−

(
√

t−µ)2

2 +
1

2
√
t

1√
2π
e−

(−
√

t−µ)2

2 =

=
e−

t+µ2

2

2
√
t
√
2π

(
eµ

√
t + e−µ

√
t
)
=

=
e−

t+µ2

2

√
2π

√
t

(
1 +

µ2t

2!
+

(µ2t)2

4!
+ ...

)
.

Samozrejme pre t 5 0 je fX2(t) = 0. �
Poznámka. Použili sme vzorec

d

dy

∫ β(y)

α(y)

f(x, y)dx =

∫ β(y)

α(y)

∂f(x, y)

∂y
dx+ β′(y)f [β(y), y]− α′(y)f [α(y), y].

Poč́itajme teraz charakteristickú funkciu náhodnej veličiny ξ = X2.

ψξ(t) = E(eitξ) =
∫ ∞

0

eitxfξ(x)dx =

=

∫ ∞

0

eitx
e−

x+µ2

2

√
2π

√
x

(
1 +

µ2x

2!
+

(µ2x)2

4!
+ ...

)
dx.

Postupne pre prvý člen

1√
2π

∫ ∞

0

eitxe−
x+µ2

2 x−
1
2 dx =

e−
µ2

2

√
2π

∫ ∞

0

e−x( 1
2−it)x−

1
2 dx =

(substitúcia x( 12 − it) = w)

=
e−

µ2

2

√
2π

∫ ∞

0

e−w w
1
2−1√
1
2 − it

dw =
1

√
2π
√

1
2 − it

e−
µ2

2 Γ( 12 ).

Pre druhý člen

1√
2π

∫ ∞

0

eitxe−
x+µ2

2 x−
1
2
µ2x

2!
dx =

µ2e−
µ2

2

2!
√
2π

∫ ∞

0

e−x( 1
2−it)x

3
2−1dx =

(substitúcia x( 12 − it) = w)

=
µ2e−

µ2

2

2!
√
2π

∫ ∞

0

e−w w
3
2−1√

( 12 − it)3
dw =

µ2

2!
√
2π
√
( 12 − it)3

e−
µ2

2 Γ( 32 ).
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Pre tret́i člen

1√
2π

∫ ∞

0

eitxe−
x+µ2

2 x−
1
2
(µ2)2x2

4!
dx =

(µ2)2e−
µ2

2

4!
√
2π

∫ ∞

0

e−x( 1
2−it)x

5
2−1dx =

(substitúcia x( 12 − it) = w)

=
(µ2)2e−

µ2

2

4!
√
2π

∫ ∞

0

e−w w
5
2−1√

( 12 − it)5
dw =

(µ2)2

4!
√
2π
√
( 12 − it)5

e−
µ2

2 Γ( 52 ),

atď.

Dostávame

ψξ(t) =
e−

µ2

2

√
2π

 Γ
(
1
2

)
(µ2)0

0!
(
1
2 − it

) 1
2

+
Γ
(
3
2

)
(µ2)1

2!
(
1
2 − it

) 3
2

+
Γ
(
5
2

)
(µ2)2

4!
(
1
2 − it

) 5
2

+ ...

 =

=
e−

µ2

2

√
π
√
1− 2it

[ √
π(µ2)0

0!
(
1
2 − it

)0 +

√
π 1

2 (µ
2)1

2.1!
(
1
2 − it

)1 +

√
π 3

2
1
2 (µ

2)2

4.3.2!
(
1
2 − it

)2+
+

√
π 5

2
3
2
1
2 (µ

2)3

6.5.4.3!
(
1
2 − it

)3 +

√
π 7

2
5
2
3
2
1
2 (µ

2)4

8.7.6.5.4!
(
1
2 − it

)4 + ...

]
=

=
e−

µ2

2

√
1− 2it

[
(µ2)0

0!40
(
1
2 − it

)0 +
(µ2)1

1!41
(
1
2 − it

)1 +
(µ2)2

2!42
(
1
2 − it

)2 + ...

]
=

(1.1) =
e−

µ2

2 e
µ2

2(1−2it)

√
1− 2it

=
e

itµ2

1−2it

√
1− 2it

.

Ak máme X1, X2, ..., Xk nezávislé, Xi ∼ N(µi, 1), tak charakteristická funkcia

(1.2) ψX2
i
(t) =

e
itµ2

i
1−2it

√
1− 2it

a charakteristická funkcia náhodnej veličiny Y = X2
1 +X2

2 + ...+X2
k je

(1.3) ψY (t) = ψX2
1
(t)ψX2

2
(t)...ψX2

k
(t) =

e
it

1−2it

∑k
j=1 µ2

j

(1− 2it)
k
2

=
e

itλ
1−2it

(1− 2it)
k
2

,

kde λ =
∑k

j=1 µ
2
j .
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Veta 1.6. Nech náhodné premenné X1, X2, ..., Xn sú nezávislé, Xi ∼ N(µi, 1), i =
1, 2, ..., n. Potom

T =
n∑

i=1

γiX
2
i + 2

n∑
i=1

biXi + c

má χ2
k,δ rozdelenie práve vtedy ak

(i) γi = 0 alebo 1 pre i = 1, 2, ..., n,
(ii) ak γi = 0 ⇒ bi = 0 pre i = 1, 2, ..., n,
(iii) c =

∑n
i=1 b

2
i .

Ak sú podmienky (i),(ii) a (iii) splnené, tak k =
∑n

i=1 γi a δ =
∑n

i=1 γi(bi + µi)
2.

Dôkaz. Porovnáme charakteristické funkcie ψT (.) a ψY (.), kde Y ∼ χ2
k,δ. Plat́i

ψT (t) = E
(
eitT

)
= E

eit
∑n

j=1
γj ̸=0

γjX
2
j +2

∑n
j=1
γj ̸=0

bjXj+c+2
∑n

j=1
γj=0

bjXj

 =

= E

eit
∑n

j=1
γj ̸=0

γj(Xj+
bj
γj

)2+c−
∑n

j=1
γj ̸=0

b2
j

γj
+2

∑n
j=1
γj=0

bjXj

 =

= e

it

c−
∑n

j=1
γj ̸=0

b2
j

γj


E

(
e

it2
∑n

j=1
γj=0

bjXj
)

n∏
j=1
γj ̸=0

E
(
e
itγj

(
Xj+

bj
γj

)2)
=

= e

it

c−
∑n

j=1
γj ̸=0

b2
j

γj

 n∏
j=1
γj=0

ψξj (2bjt)
n∏

j=1
γj ̸=0

ψξ2j
(γjt),

kde ξi ∼ N
(
µi +

bi
γi
, 1
)
ak γi ̸= 0 a ξi ∼ N (µi, 1) ak γi = 0. Poďla (1.2) je

(1.4) ψT (t) = e

it

c−
∑n

j=1
γj ̸=0

b2
j

γj


e

i2t
∑n

j=1
γj=0

µjbj−2t2
∑n

j=1
γj=0

b2j

×

1∏n
j=1
γj ̸=0

√
1− 2itγj

e

it
∑n

j=1
γj ̸=0

γj

(
µj+

bj
γj

)2

1−2itγj

.

Poďla (1.3) pre charakteristickú funkciu Y ∼ χ2
k,δ plat́i

(1.5) ψY (t) =
1∏k

j=1

√
1− 2it

e
itδ

1−2it .
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Porovnańim (1.4) a (1.5) muśi platǐt pre každé t ∈ R

n∏
j=1
γj ̸=0

√
1− 2itγj =

k∏
l=1

√
1− 2it

a súčasne

e

it

c−
∑n

j=1
γj ̸=0

b2
j

γj


e

i2t
∑n

j=1
γj=0

µjbj−2t2
∑n

j=1
γj=0

b2j

e

it
∑n

j=1
γj ̸=0

γj

(
µj+

bj
γj

)2

1−2itγj

= e
itδ

1−2it ,

z čoho je jasne vidieť, ako dokonč́ime dôkaz. �
Veta 1.7. Nech ξ ∼ Nn(µ, I), An,n je symetrická, b ∈ Rn a c ∈ R. Náhodná
premenná T = ξ′Aξ + 2b′ξ + c má χ2

k,δ rozdelenie práve vtedy ak

(i) A2 = A,
(ii) b ∈ µ(A),
(iii) c = b′b.

Ak sú podmienky (i),(ii) a (iii) splnené, tak k = h(A), δ = (b+ µ)′A(b+ µ).

Dôkaz. Pre A existuje ortogonálna matica P, že plat́i P′AP = Λ (diagonálna
matica), P′P = PP′ = I (pozri napr. Rao, str. 62). Potom η = P′ξ ∼ N(P′µ, I)
a ξ = Pη. Preto

T = ξ′Aξ + 2b′ξ + c = η′P′APη + 2b′Pη + c = η′Λη + 2b′Pη + c.

Poďla vety 1.6 má T rozdelenie χ2
k,δ práve vtedy ak

(i) {Λ}ii = 0 alebo 1 pre i = 1, 2, ..., n ⇔ Λ2 = Λ ⇔ P′APP′AP =
P′A2P = P′AP ⇔ A2 = A,

(ii) {Λ}ii = 0 ⇒ {P′b}i = 0, čo je ekvivalentné s tým, že P′b ∈ µ(Λ) ⇔
PP′b = b ∈ µ(PP′AP) = µ(AP) = µ(A),

(iii) c = (b′P)P′b = b′b.
Ak sú podmienky (i),(ii) a (iii) splnené, potom poďla vety 1.6 k =

∑n
i=1{Λ}ii =

trΛ = h(Λ) = h(PΛP′) = h(A) a δ =
∑n

i=1{Λ}ii({P′b}i + {P′µ}i)2 = (b′P +
µ′P)Λ(P′b+P′µ) = (b+ µ)′PΛP′(b+ µ) = (b+ µ)′A(b+ µ). �
Veta 1.8. Nech ξ ∼ Nn(µ,Σ), An,n je symetrická, b ∈ Rn a c ∈ R. Náhodná
premenná T = ξ′Aξ + 2b′ξ + c má χ2

k,δ rozdelenie práve vtedy ak

(i) ΣAΣAΣ = ΣAΣ ⇔ (ΣA)3 = (ΣA)2,
(ii) Σ(Aµ+ b) ∈ µ(ΣAΣ),
(iii) (Aµ+ b)′Σ(Aµ+ b) = µ′Aµ+ 2b′µ+ c.

Ak sú podmienky (i),(ii) a (iii) splnené, tak k = tr(AΣ) a δ = (b+Aµ)′ΣAΣ(b+
Aµ).

Dôkaz. Faktorizujeme maticu Σ = JJ′, kde J je typu n × h(Σ) (pozri Anděl, str.
64). Vieme, že P{ξ = µ+ Jη} = 1, kde η ∼ Nh(Σ)(0, I) (Anděl, str. 76). Teda

T = ξ′Aξ + 2b′ξ + c = (µ+ Jη)′A(µ+ Jη) + 2b′(µ+ Jη) + c =

= η′J′AJη + 2(Aµ+ b)′Jη + µ′Aµ+ 2b′µ+ c.
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Poďla vety 1.7 má T rozdelenie χ2
k,δ práve vtedy ak

(1) J′AJJ′AJ = J′AJ,
(2) J′(Aµ+ b) ∈ µ(J′AJ),
(3) (Aµ+ b)′JJ′(Aµ+ b) = µ′Aµ+ 2b′µ+ c.

Ďalej plat́i
J′AJJ′AJ = J′AJ ⇒ JJ′AJJ′AJJ′ = JJ′AJJ′,

čiže
ΣAΣAΣ = ΣAΣ,

a tiež naopak

ΣAΣAΣ = ΣAΣ ⇒ JJ′AJJ′AJJ′ = JJ′AJJ′ ⇒

(J′J)−1J′.JJ′AJJ′AJJ′.J(J′J)−1 = (J′J)−1J′.JJ′AJJ′.J(J′J)−1,

čiže
J′AJJ′AJ = J′AJ,

čo dokazuje prvú časť (i).
Ekvivalencia

ΣAΣAΣ = ΣAΣ ⇔ (ΣA)3 = (ΣA)2

je jedným smerom (⇒) zrejmá. Ku opaku potrebujeme nasledovné tvrdenie

(1.6) ∃ Dn,n : ΣAΣ = ΣAΣAD.

Tvrdenie (1.6) dokážeme takto:

h(ΣAΣ) = h(JJ′AJJ′) = h((J′J)−1J′.JJ′AJJ′.J(J′J)−1) = h(J′AJ).

Poďla Anděl, str. 62 je

(1.7) h(J′AJ) = h(J′AJJ′AJ) = h(JJ′AJJ′AJ) = h(ΣAΣAJ),

ale
h(ΣAΣAJ) = h(JJ′AJJ′AJ) = h((J′J)−1J′.JJ′AJJ′AJ) =

(1.8) = h(J′AJJ′AJ) = h(J′AJ),

a preto z (1.7) a (1.8)

h(ΣAΣ) = h(ΣAΣAJ) 5 h(ΣAΣA) 5 h(ΣAΣ),

teda
h(ΣAΣA) = h(ΣAΣ).

Pretože zrejme µ(ΣAΣA) ⊂ µ(ΣAΣ) a hodnosti mat́ic vytvárajúcich tieto pod-

priestory sa rovnajú, plat́i

µ(ΣAΣA) = µ(ΣAΣ)
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a dostávame vzťah (1.6).
Z predpokladu (ΣA)3 = (ΣA)2 pomocou (1.6) dostávame

ΣAΣAΣAD = ΣAΣAD ⇒ ΣAΣAΣ = ΣAΣ,

č́im sme (i) úplne dokázali.

Poďme teraz dokázať (ii), čiže dokázať, že

J′(Aµ+ b) ∈ µ(J′AJ) ⇔ Σ(Aµ+ b) ∈ µ(ΣAΣ).

Ak J′(Aµ+ b) ∈ µ(J′AJ), tak JJ′(Aµ+ b) ∈ µ(JJ′AJ) = µ(ΣAJ) =
= µ(ΣAJJ′AΣ) = µ(ΣAΣAΣ) = µ(ΣAΣ) (poďla (i)).

Naopak ak Σ(Aµ+b) ∈ µ(ΣAΣ), tak (J′J)−1J′.JJ′(Aµ+b) = J′(Aµ+b) ∈
µ((J′J)−1J′.JJ′AJJ′) = µ(J′AJJ′) ⊂ µ(J′AJ), č́im sme dokázali (ii). Samozrejme

(iii) už máme dokázané (je ekvivalentné (1)). Dôkaz vety už dokonč́ime jednodu-
cho. Poďla vety 1.7 je totiž k = h(JJ′A) = tr(ΣA) = tr(AΣ) a δ = ([J′(Aµ +
b)]′J′AJ[J′(Aµ+ b)]) = (Aµ+ b)′ΣAΣ(Aµ+ b). �

Uvedieme bez dôkazu vety o nezávislosti kvadratických foriem. Podrobneǰsie
pozri [Rao, Mitra, kapitola 9].

Veta 1.9. Nech Y ∼ Np(µ,Σ) a Q1 = Y′AY, Q2 = Y′BY dve kvadratické formy.
Nutné a postačujúce podmienky nezávislosti Q1 a Q2 sú

(a) ΣAΣBΣ = 0,ΣAΣBµ = 0,ΣBΣAµ = 0 a µ′AΣBµ = 0, ak

A a B sú symetrické, nemusia byť pozitívne semidefinitné, pričom Σ nemusí byť
regulárna.

(b) AΣBΣ = 0,AΣBµ = 0, ak A je pozitívne semidefinitná.

(c) AΣB = 0, ak A aj B sú pozitívne semidefinitné.
(d) AΣB = 0, ak Σ je regulárna, A a B sú symetrické, nemusia byť

pozitívne semidefinitné.

Veta 1.10. Nech Y ∼ Np(µ,Σ) a Q1 = Y′AY+2a′Y+α, Q2 = Y′BY+2b′Y+β
dve lineárne-kvadratické formy. Nutné a postačujúce podmienky nezávislosti Q1 a
Q2 sú

(a) ΣAΣBΣ = 0,ΣAΣb = 0,ΣBΣa = 0 a a′Σb = 0, ak µ = 0, pričom

Σ nemusí byť regulárna.
(b) AΣB = 0,BΣa = 0,AΣb = 0 a a′Σb = 0, ak Σ je regulárna,

pričom µ môže byť aj nenulový vektor.

2. Wishartovo rozdelenie

2.1. úvodné poznámky a defińicia

Majme Ui ∼ Np(µi,Σ), i = 1, 2, ..., k, ktoré sú nezávislé, Σ je pozit́ivne
definitná matica. Označme Ui = (U1i, U2i, ..., Upi)

′, Yj = (Uj1, Uj2, ..., Ujk)
′, j =

1, 2, ..., p a 
U11 U12 U13 . . . U1k

U21 U22 U23 . . . U2k
...
Up1 Up2 Up3 . . . Upk

 = U ′
p,k.
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Teda

U ′ = (U1

...U1

... . . .
...Uk) =


Y′

1

Y′
2
...

Y′
p

 .

ďalej označme

M′
p,k =


µ11 µ12 µ13 . . . µ1k

µ21 µ22 µ23 . . . µ2k
...
µp1 µp2 µp3 . . . µpk

 = (µ1

...µ2

... . . .
...µk).

Pre pevný vektor l ∈ Rp sú náhodné veličiny

l′Ui ∼ N(l′µi, l
′Σl = σ2

l ), i = 1, 2, ..., k

nezávislé (leboUi sú nezávislé). Náhodný vektor U l = lYk,1 je lineárna kombinácia
normálne rozdelených nezávislých náhodných vektorov, pričom

(2.1) lY ∼ Nk(Ml, σ2
l Ik,k).

ak b = (b1, b2, ..., bk)
′ je vektor konštánt, tak

(2.2) U ′b = b1U1 + ...+ bkUk ∼ Np(M
′b,b′bΣ).

Poznámka. Nech

Am,n =


a11 . . . a1n
a21 . . . a2n
...

am1 . . . amn

 ,Br,s =


b11 . . . b1s
b21 . . . b2s
...
br1 . . . brs

 .

Kroneckerov súčin mat́ic A a B je

A⊗B =


a11B a12B . . . a1nB
a21B a22B . . . a2nB
...

am1B am2B . . . amnB


mr,ns

.

Vlastnosti Kroneckerovho súčinu mat́ic pozri napr. v [Rao].

ak naṕǐseme “pod seba“ st́lpce matice K, povieme, že sme vykonali na matici
operáciu vec. Teda

vecU ′ = Ukp,1 =


U1

U2
...

Uk

 .
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Ukážte, že

(2.3) vecU ′ = U ∼ Nkp(vecM
′, Ik,k ⊗Σp,p)

a (2.2) sa dá zaṕisať ako
(2.4)
U ′b = (b′ ⊗ Ip,p)vecU ′ ∼ Np((b

′ ⊗ Ip,p)vecM
′, (b′ ⊗ Ip,p)(Ip,p ⊗Σp,p)(b⊗ Ip,p)).

Poznámka. Nech b1 ̸= b2, b1,b2 ∈ Rk. Plat́i

cov(U ′b1,U ′b2) = (b′
1 ⊗ Ip,p)(I⊗Σ)(b2 ⊗ Ip,p) = b′

1b2 ⊗Σ = b′
1b2Σ.

ak b′
1b2 = 0, t.j. ak b1 a b2 sú ortogonálne, tak U ′b1 a U ′b2 sú neskorelované, t.j.

v tomto pŕipade nezávislé.

Poďla predchádzajúcej poznámky ľahko dokážeme nasledujúcu lemu

Lema 2.1. Ak b1,b2, ...,br, r 5 k tvorí ortonormálny systém v Rk, tak

V1 = U ′b1, ...,Vr = U ′br

sú navzájom nezávislé a majú normálne rozdelenie, pričom Vi ∼ Np(M
′bi,Σ).

ľahko dostaneme aj nasledujúci dôsledok

Dôsledok 2.2. Ak Bk,k je ortogonálna matica (BB′ = B′B = I), tak Vi =

(U1

......
...Uk){B}.i = U ′{B}.i ∼ Np(M

′{B}.i,Σ), i = 1, 2, ..., k a cov(Vi,Vj) =
({B}′.i ⊗ Ip,p)(I ⊗Σ)({B}.j ⊗ I) = {B}′.i{B}.j ⊗Σ = 0 pre i ̸= j, teda V1, ...,Vk

sú nezávislé.

Defińicia 2.3. Združené rozdelenie prvkov matice Sp,p =
∑k

i=1 UiU
′
i = U ′U sa

nazýva Wishartovo rozdelenie s k stupňami voľnosti a značí Wp(k,Σ,M). Ak M =
0, jedná sa o centrálne rozdelenie, označujeme ho Wp(k,Σ).

Poznámka.

(i) {S}ij =
{∑k

l=1 UlU
′
l

}
ij
=
∑k

l=1 UilUjl = Y′
iYj = {U ′U}ij , lebo

Sp,p =


∑k

l=1 U
2
1l

∑k
l=1 U1lU2l . . .

∑k
l=1 U1lUpl∑k

l=1 U2lU1l

∑k
l=1 U

2
2l . . .

∑k
l=1 U2lUpl

...∑k
l=1 UplU1l

∑k
l=1 UplU2l . . .

∑k
l=1 U

2
pl

 .

(ii) Pre p = 1 a µ11 = µ12 = ... = µ1k = 0 sú Ui = U1i ∼ N(0, σ2), i = 1, 2, ..., k

nezávislé, U ′U =
∑k

i=1 U
2
1i ∼W1(k, σ

2). Pretože U1i

σ ∼ N(0, 1), má
∑k

i=1
U2

1i

σ2 ∼ χ2
k

rozdelenie a U ′U ∼ σ2χ2
k rozdelenie.

(iii) Pre k = p existuje hustota Wp(k,Σ,M) rozdelenia, ináč nie. Dôkaz je
naznačený v [Rao, str. 641].
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2.2. Niektoré vlastnosti Wishartovho rozdelenia

Lema 2.4. Nech S ∼ Wp(k,Σ,M) a l ∈ Rp je vektor konštánt. Potom l′Sl ∼
σ2
l χ

2
k,δ (σ2

l = l′Σl, δ = l′M′Ml
σ2
l

).

Dôkaz. S =
∑k

i=1 UiU
′
i, preto l′Sl =

∑k
i=1 l

′UiU
′
il =

∑k
i=1(l

′Ui)
2 = lY

′
lY ∼

σ2
l χ

2
k,δ, kde δ =

l′M′Ml
σ2
l

, lebo lY ∼ Nk(Ml, σ2
l Ik,k). ak M = 0, tak δ = 0. �

Lema 2.5. Nech Ui ∼ Np(0,Σ), i = 1, 2, ..., k sú nezávislé, Ak,k reálna syme-
trická matica. U ′AU ∼Wp(r,Σ) práve vtedy ak ∀ l ∈ Rp

lY
′A lY ∼ σ2

l χ
2
r, (σ

2
l =

l′Σl, lY = U l). V tomto prípade r = h(A) = tr(A).

Dôkaz. Z lemy 2.4 vyplýva, že ak U ′AU ∼Wp(r,Σ), tak ∀ l ∈ Rp
lY

′A lY ∼ σ2
l χ

2
r.

Samozrejme z (2.1) lY ∼ Nk(0, σ
2
l Ik,k), čiže

lY
σl

∼ Nk(0, Ik,k). Teda poďla vety 1.8(
lY
σl

)′
A lY

σl
∼ χ2

r ⇔ A2 = A a v tom pŕipade r = h(A) = tr(A).

Naopak ak ∀ l ∈ Rp
lY

′A lY = l′U ′AU l ∼ σ2
l χ

2
r, čo je poďla vety 1.8 ekviva-

lentné tomu, že A2 = A, pričom v tom pŕipade h(A) = tr(A). A je reálna symet-

rická matica, idempotentná a h(A) = r. Teda A je pozit́ivne semidefinitná a preto
existuje ortonormálny systém vektorov b1, ...,bk ∈ Rk, že A =

∑r
j=1 λjbjb

′
j , I =∑k

j=1 bjb
′
j (reálne č́isla λ1 = λ2 = ... = λr > 0 sú vlastné čisla matice A a b1, ...,br

im prislúchajúce charakteristické vektory). Z rovnosti A2 = A dostávame
r∑

j=1

λjbjb
′
j

r∑
s=1

λsbsb
′
s =

r∑
t=1

λtbtb
′
t,

čiže
λ21b1b

′
1 + λ22b2b

′
2 + ...λ2rbrb

′
r = λ1b1b

′
1 + λ2b2b

′
2 + ...λrbrb

′
r,

z čoho vyplýva, že λ2i = λi, i = 1, 2, ..., r, čiže λ1 = λ2 = ... = λr = 1 (lebo λi > 0).

Môžeme ṕisať A =
∑r

j=1 bjb
′
j a tiež U ′AU =

∑r
j=1 U ′bjb

′
jU =

∑r
j=1 VjV

′
j ,

pričom poďla lemy 2.1 Vi ∼ Np(0,Σ) a V1, V2, ..., Vr sú nezávislé. Z defińicie preto
U ′AU ∼Wp(r,Σ). �
Veta 2.6. Nech S ∼Wp(k,Σ) a Bp,q matica konštánt. Potom B′SB ∼Wq(k,
B′ΣB).

Dôkaz. B′SB = B′U ′UB, kde

UB =


U′

1

U′
2
...

U′
k


k,p

B =


V′

1

V′
2
...

V′
k

 ,

Ui ∼ Np(0,Σ) sú nezávislé. Preto
V′

1

V′
2
...

V′
k

 =


U′

1B
U′

2B
...

U′
kB


má riadky nezávislé, cov(B′Ui,B

′Uj) = B′cov(Ui,Uj)B = 0 a B′Ui ∼ Nq(0,

B′ΣB). Plat́i B′SB =
∑k

i=1 ViV
′
i ∼Wq(k,B

′ΣB) (priamo z defińicie). �
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Dôsledok 2.7.
(a) Diagonálne submatice matice S majú tiež Wishartovo rozdelenie, lebo ak

S =

(
S11 S12

S21 S22

)
,

kde S11 je rozmeru l × l, tak

( Il,l 0 )S

(
Il,l
0

)
= S11.

(b) ak S ∼Wp(k, I) a ak pre Bp,q platí B′B = I, potom B′SB ∼Wq(k, I).

Veta 2.8. Nech S ∼ Wp(k,Σ) a a ∈ Rp je taký vektor konštánt, že a′Σa ̸= 0.

Potom
a′Sa

a′Σa
∼ χ2

k.

Dôkaz. Poďla vety 2.6 plat́i, že a′Sa ∼W1(k,a
′Σa), čo znamená poďla poznámky

(ii) pod defińiciou 2.3, že
a′Sa

a′Σa
∼ χ2

k. �

Veta 2.9. Nech U1, ...,Un je náhodný výber z Np(0,Σ) (teda U ′U ∼ Wp(n,Σ)),

Cn,n je symetrická matica. Platí

U ′CU ∼Wp(r,Σ) ⇔ C2 = C.

V takomto prípade r = tr(C).

Dôkaz. Poďla lemy 2.5 je U ′CU ∼ Wp(r,Σ) ⇔ ∀ l ∈ Rp
lY

′C lY ∼ σ2
l χ

2
r, (σ2

l =

l′Σl, lY = U l). V tomto pŕipade r = h(C) = tr(C). Pretože poďla (2.1) je

lY√
l′Σl

∼ Np(0, I), je poďla vety 1.7 lY
′C lY ∼ σ2

l χ
2
r ⇔ lY

′
√
l′Σl

C
lY√
l′Σl

∼ χ2
r ⇔

C2 = C. V tomto pŕipade r = h(C). �

Lema 2.10. Nech S1 ∼Wp(n1,Σ), S2 ∼Wp(n2,Σ). S1 a S2 sú nezávislé. Potom
S1 + S2 ∼Wp(n1 + n2,Σ).

Dôkaz. S1 = U ′
1U1, S2 = U ′

2U2, kde U ′
1 = (U1

......
...Un1), U ′

2 = (Un1+1

......
...Un1+n2)

a Ui ∼ Np(0,Σ), i = 1, 2, ..., n1 + n2 sú nezávislé. Preto ak označ́ime U ′ =

(U ′
1

...U ′
2)p,n1+n2 , tak S1 + S2 = (U ′

1U1 + U ′
2U2) = U ′U ∼Wp(n1 + n2,Σ). �

Veta 2.11. Nech Cn,n = C′ je p.s.d. matica konštánt, Ui ∼ Np(0,Σ), i =

1, 2, ..., n nezávislé. Platí, že U ′
p,nCU ∼

∑n
i=1 λiW

(i)
p (1,Σ), kde λ1, ..., λn sú vlastné

čísla matice C a W
(1)
p (1,Σ), ...,W

(n)
p (1,Σ) sú nezávislé.

Dôkaz. Môžeme ṕisať C =
∑n

i=1 λipip
′
i, I =

∑n
i=1 pip

′
i, pričom λ1 = ... =

λn = 0 sú vlastné č́isla matice C a p1, ...pn ortonormálne vektory. Teda U ′CU =∑n
i=1 λiU ′pip

′
iU =

∑n
i=1 λiViV

′
i, kde Vi ∼ Np(0,Σ) a sú nezávislé (lema 2.1). Z

vety 2.9 vieme, že U ′pip
′
iU = ViV

′
i ∼W

(i)
p (1,Σ). �
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Lema 2.12. Pre matice príslušných rozmerov platí

(2.5) vecABC = (C′ ⊗A)vecB,

trAB = (vecB′)′vecA.

Dôkaz. Lemu dokážte ako cvičenie.

Veta 2.13. Nech Ui ∼ Np(µ,Σ), i = 1, 2, ..., n, U1,U2, ...,Un sú nezávislé,
C1,C2 symetrické a idempotentné. U ′C1U a U ′C2U sú nezávislé ⇔ C1C2 = 0.

Dôkaz. ak U ′C1 a U ′C2 sú nezávislé, tak sú nezávislé aj U ′C1U a U ′C2U . U ′C1 a
U ′C2 sú nezávislé práve vtedy ak sú nezávislé IU ′C1 a IU ′C2 a to je práve vtedy ak
sú nezávislé vec(IU ′C1) a vec(IU ′C2), čiže poďla lemy 2.12 ak sú nezávislé vektory
(C′

1 ⊗ I)vecU ′ a (C′
2 ⊗ I)vecU ′, ktoré sú poďla (2.3) normálne rozdelené, pričom

vecU ′ ∼ Nnp(0, In,n ⊗Σp,p). Pretože (C′
1 ⊗ I)(I⊗Σ)(C2 ⊗ I) = (C′

1C2 ⊗Σ) = 0,

sú U ′C1 a U ′C2 nezávislé. Teraz už ľahko dokonč́ime dôkaz. �


