MULTIVARIATNA ANALYZA 2

1. KVADRATICKE FORMY

Defini cia 1.1. Nech X1, Xo, ..., X, st nezavislé, N(0,1) rozdelené nahodné veli-
¢iny. Potom
Y=X+X2+.. +X2

md rozdelenie x? (centrdlne chi kvadrdt rozdelenie s n stupriami volnosti).

Veta 1.2. Nech Y ~ x2. Y md hustotu

Dékaz. Pozri [Andél, str. 79].

Pozndmka. x? rozdelenie je $pecidlny prfpad gama rozdelenia s parametrami a, p
(a > 0,p > 0), ktoré m4 hustotu
a? —a;cxp—l
fle) =4 T
0 inde.

pre x > 0,

Oznacujeme ho I'(a, p). Plati, ze X2 je rozdelenie T’ (%, %)
(T(p) = fooo e~ tP=1dt, p > 0.)

Definicia 1.3. Nech X1, Xo, ..., X, st nezdvislé, X; ~ N(ui,1), i = 1,2,....n.
Nech A =", p? # 0. Ndhodnd veli¢ina

Y=X{+X3+..+X2
md necentrdlne x2 rozdelenie s n stupriami volnosti a koeficientom necentrality \.
Oznacujeme ho XEM.

Veta 1.4. Nech X1, X, ..., X,, st nezavislé, X; ~ N(u;,1), i =1,2,...,n. Rozde-
lenie pravdepodobnosti ndhodnej veliciny Y = 2?21 X2, (teda XEL,A’ kde A =

S u2) zdvisi len od n a A (nezdvisi od jednotlivich i, ..., fin ).

Dékaz. Pozri [Andél, str. 80].

Lema 1.5. Nech X ~ N(u,1). Ndhodnd veli¢ina X? md hustotu

_ttp? 2 24\2
e 2 pit(p't)
1+ — t>0,
fx2(t) =4 Vorvt ( tortoa
0 t <0.
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Dékaz. X? méa distribuénd funkciu pre ¢t > 0

Vi

Fx2(t) = P{X? <t} = P{— \f<X<\f}_/fme‘

Preto je hladana hustota pre ¢ > 0

fro(t) = 20

1 1  iw? 1 1
_— e 2 _|_7
2Vt 2or 2/t
t+p2

2

e~

_ VT (eﬂ\/f+e—u\/5> _

t+u

2t Qt 2
a ( N L )
\/271'\[
Samozrejme pre t < 0 je fx2(t) =0

),
< =0. O
Poznamka. Pouzili sme vzorec

d [BW B(y) af (z,y)
T f(x,y)dx = / ’
dy Ja(y)

" dz + B'(y) F1B(y), y] — &/ () fla(y), y]

Pocitajme teraz charakteristickd funkciu ndhodnej veli¢iny &€ = X2

d)f(t) —_ g(eitﬁ) — /090 enxfg(l')dx _

/ _L+u 2

( u z , (W)’
v 27rf
Postupne pre prvy ¢len

m + ) dx.

2
2 -5 oo ,
et =i dy = & e G5y =
vV 277/ vV 2T 0
substiticia (L —it) = w
2

Bz 0o 1_q
e 2 w?2
:7/ e Y ————dw =
var Jo Vi -t

1 2
—————c T I(3)
Vormy /3 —it
Pre druhy ¢len
2 2 12
) _u?
et —7“ —LHT _pe =z —z(L—it) . 2-1 —
r 2 ——dx = e 2Ty dy
\/27r/ 2! 2V2r Jo
(substitiicia :v(% —it) = w)
wi—1 2 2
M _pui3
2'\/ % it)? oo (3 —it)?




Pre treti élen

x4p?

1 > itx 1
— e 2 T2 dr =
V2 /0 4! 42 Jo

(substiticia z(1 — it) = w)

2
22— oo 51 212 )
_ (ﬂ')e 2 / J— w2 dw — (1?) e*%r(g)’
Ver Jo o e avam (& - ity
atd.
Dostévame
2
o [Tty reer | ]
¢ V2T 1(L_ i)\ 2 L(L_ g\ (L s
O.(2 zt) 2 (2 zt) 4.(2 zt)
_u? 2\0 1 2\1 31 2\2
__ ¢’ vV (p?) + Vs (1®) Vg5 (s?) N
VavI=2it [or (L —at)? 210 (L —i)'  43.21(% —it)’
N Vg3 () N V5535 .
6.5.4.3! (1 —it)® 876541 (1 —at)"
MZ
_ e 0 AN 750 L 50 N I
VI=2it [ouo (L —it)® 1 (L —ar)' 212 (5 —it)®
( ) 6_462(15722“) 6111;7421
1.1 - _

V1= 2it V1 =2it
Ak mame X7, Xs, ..., X nezavislé, X; ~ N(u;, 1), tak charakteristickd funkcia

itu?
eT—2it

Vv1—2it

(1.2) Ux2(t) =

a charakteristickd funkcia ndhodnej veliciny Y = X7 + X3 + ... + X? je

it ko2 itA
eT—2it =1 1 eT—2it

(1.3) Yy (1) = ¥x2 () Yxz (1) ¥xz(t) = 1— i)} = 1 _ 2%

kde A= YF_, pi2.



Veta 1.6. Nech ndhodné premenné X1, Xo, ..., Xy, st nezdvislé, X; ~ N(u;, 1), i

1,2,...,n. Potom
T=> %X +2) biXi+c
i=1 i=1
md Xi,(s rozdelenie prdave vtedy ak
(i) v =0 alebo 1 prei=1,2,....n

(i) akv;, =0 = b;=0prei=1,2,...n
(iit) c=31 . b7

Ak si podmienky (i), (i) a (i) splnené, tak k=1 v a d =35 vi(b; + pi)>.

Dékaz. Porovndme charakteristické funkcie ¢r(.) a ¥y (.), kde Y ~ Xﬁ, 5+ Plati

it [Z -1 uX: +22 b<XJ+c+2E’;.:1 bjx,}
¢T(t) =& (eitT) =€ le 71750 %7&0 ;=0

b‘Z
zt|:zj 17](X+—) +c— j 17]+22J 1bX:|
=€fle v #0 v #0 75 =0 =

2
it |:c 7; 1 w;:| it2 Z?:l b; X; n " X b; )2
=e uF0 dg e 7;=0 H < ! 73 it > =

:;g

2.

it |:c—zn_1 :3:| n n
=e 770 H 2b t H ’(/}52 ’y]
Jj=1 Jj=1
;=0 v 70

kde & ~ N (,ui + %7 1) ak v; #0a & ~ N (u;, 1) ak 43 = 0. Podla (1.2) je

2
it <c— @:1 2) i2t27;=1 pib;—2t3 Zj 1 b
(1.4) or(t)=e v #0 e 73=0 7=0 x

e
H A /1 Qit’}/j

"YJO

Podla (1.3) pre charakteristicki funkciu Y ~ X% 5 plati

(1.5) Yy (t) = mem.



Porovnanim (1.4) a (1.5) musi platif pre kazdé t € R

k
ﬁ V1= 2ity; = [ vVI-2it
j =1

i=1

<

v 70
a sucasne
b2
i n b? : n 2 n 2 n ﬂ/j(“jJr’TJj
it o=y 5h | 20 w28 N b 3 oy s
170 ~,;=0 ~v;=0 v #0 — eT1-2it
e i e e =e ,

z &oho je jasne vidiet, ako dokonéime dokaz. O

Veta 1.7. Nech & ~ N,(u,I), A, ., je symetrickd, b € R™ a ¢ € R. Ndhodnd
premennd T = &' A& + 2b'€ + ¢ md X%,é rozdelenie prdve vtedy ak

(i) A2 =A,
(i) b€ u(A),
(iii) c=Db'b.

Ak st podmienky (i),(ii) a (iii) splnené, tak k = h(A), 6 = (b + p)' A(b + ).
Dékaz. Pre A existuje ortogonslna matica P, ze plati P’AP = A (diagondlna
matica), PP = PP’ =1 (pozri napr. Rao, str. 62). Potom n = P’¢ ~ N(P'p, 1)
a & = Pn. Preto

T=¢AE+206E+c=n'P' APy +2b/Pn+c=n"An+2b'Pn+c.

Podla vety 1.6 mé T rozdelenie X% s prave vtedy ak

(i) {A};; =0 alebo 1 prei = 1,2,...n < A? = A & P'/APP'AP =
P'A’P =P'AP < A%2=A,

(i) {A}ii = 0= {P'b}; =0, ¢o je ekvivalentné s tym, ze P'b € pu(A) <
PP'b = b € u(PP'AP) = (AP) = u(A),

(iii) c¢= (b’P)P'b =b’b.

Ak si podmienky (i),(ii) a (iii) splnené, potom podla vety 1.6 k = 1 {A}i; =
trA = h(A) = h(PAP') = h(A) a 6 = Y {A}i({P'b} + {P'u}i)?* = (b'P +
WPIA(P'b+P'u)=(b+ pu)PAP' (b+p) = (b+ u)A(b+ u). O

Veta 1.8. Nech & ~ N,(u,X), A, , je symetrickd, b € R™ a ¢ € R. Ndhodnd
premennd T = &' A& + 2b'€ + ¢ md X%,g rozdelenie prdve vtedy ak

(i) SATAY = SAY & (SA)} = (SA)?,
(ii) S(Ap+b) € p(EAY),
(iii) (Ap+Db)Z(Ap+b)=p'Ap+2b'p+ c.

Ak st podmienky (i), (ii) a (i) splnené, tak k = tr(AX) ad = (b+Ap)TAX(b+
Ap).

Dékaz. Faktorizujeme maticu X = JJ', kde J je typu n x h(X) (pozri Andél, str.
64). Vieme, ze P{§ = p+Jn} =1, kde n ~ Nj(x)(0,I) (Andél, str. 76). Teda

T=¢Ae+2b'¢+c=(n+In)A(p+JIn) +2b/(u+JIn) +c=

=n'JAIn+2(Ap+b)'In+ ' Ap+2b'p +c.
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Podla vety 1.7 ma T rozdelenie X% s prave vtedy ak

(1) JAJIAJ =JAJ,

() J(Ap-+b)e puJ'AD),

(3) (Ap+b)JY (Ap+b) = p/Ap+2b'p + c.
Dalej platf

JAJIVAT =JAJ = JVAJYVAIY =JJ ALY,
SATAY = TAY,
a tiez naopak
SAZAY = TAY = JVAJVAJY =JVA)Y =
JH I IVAIVAIY JTI) =TI I IVAIY ITI)L,

JAJJAJ =JAJ,

¢o dokazuje prvu cast (i).
Ekvivalencia
SATAY = JAY & (ZA)P = (ZA)?

je jednym smerom (=) zrejmé. Ku opaku potrebujeme nasledovné tvrdenie
(1.6) iD,,: YAY =3AXAD.
Tvrdenie (1.6) dokdzeme takto:

hEAX) = IV AIT) 2 h((T )T ITAIY.III)Y = h(IAT).
Podla Andél, str. 62 je
(1.7) R(JI'AT) =h(J'AJI'AT) = h(JTAJI' AJ) = h(ZAXA)J),
ale

h(EAXZAT) = h(JTVAJTAT) = h((T'I) T IJVAITAT) =
(1.8) =Nh(J'AJY AJ) = h(J'AJ),
a preto z (1.7) a (1.8)
h(EAX) = h(ZAXAT) S h(ZAXA) £ h(XAY),

teda
h(XAXA) = h(XAY).

Pretoze zrejme p(EATA) C u(EAX) a hodnosti matic vytvarajicich tieto pod-

’

priestory sa rovnaju, plati

((SAZA) = 4(SAX)



a dostavame vztah (1.6).
Z predpokladu (£A)? = (£ A)? pomocou (1.6) dostdvame

YAYXASAD = YAYAD = YAYAY = YAY,

ém sme (i) tplne dokézali.
Podme teraz dokézat (ii), ¢ize dokazat, ze

J(Ap+b) € w(J'AJ) < S(Ap +b) € u(TAY).

Ak J'(Ap +b) € u(J'AJ), tak JI (Ap + b) € u(JVAT) = u(SAJ) =
= W(ZAJVAY) = p(ZTAZAY) = u(TAX) (podia (i)).

Naopak ak (Ap +b) € u(XAX), tak (J'J)"1J.JV (Ap+b) =T (Apu+b) €
w((3'3)71Y JYAIY) = (I’ AIY') C u(I'AJ), éim sme dokazali (ii). Samozrejme
(iif) uz mame dokézané (je ekvivalentné (1)). Dokaz vety uz dokoncime jednodu-
cho. Podla vety 1.7 je totiz k = h(JV'A) = tr(ZA) = tr(AX) a § = ([J(Ap +
b))/ J'AJ[J (Ap+b)]) = (Ap +b)SAS(Ap+b). O

Uvedieme bez dokazu vety o nezavislosti kvadratickych foriem. Podrobnejsie
pozri [Rao, Mitra, kapitola 9].

Veta 1.9. NechY ~ N,(p,X) a Q1 = Y'AY, Q2 = Y'BY dve kvadratické formy.
Nutné a postacujice podmienky nezdvislosti Q1 a Q2 st

(a) YAYBY = 0,XAYBu = 0,XBXAp = 0 o p/AXBu = 0, ak
A a B st symetrické, nemusia byt pozitivne semidefinitné, pricom X nemusi byi
requldrna.

(b) AYBY = 0,AXBpu = 0, ak A je pozitivne semidefinitnd.
(c) AYB =0, ak A aj B st pozitivne semidefinitné.
(d) AXYB = 0, ok X je reguldrna, A a B si symetrické, nemusia byt

pozitivne semidefinitné.

Veta 1.10. Nech Y ~ Np(p,2) a Q1 =Y'AY+2a'Y+a, Q2 = Y'BY+2b'Y+5
dve linedrne-kvadratické formy. Nutné a postacujuce podmienky nezdvislosti Q1 a

Q2 su

(a) YAYBY =0,XAYXb=0,YXBXa=0aa'Xb =0, ak u =0, pricom
> nemusi byt reguldrna.
(b) AYB = 0,BXa = 0,AYXb = 0 a a’YXb = 0, ak X je reguldrna,

pricom p moéze byt aj nenulovy vektor.
2. WISHARTOVO ROZDELENIE

2.1. UVODNE POZNAMKY A DEFIN{CIA

Majme U; ~ N,(p;,3), ¢ = 1,2,...,k, ktoré si nezavislé, X je pozitivne
definitnd matica. Ozna¢me U; = (U1;,Us, ..., Up)', Y, = (Uj1,Uje, ..., Uji)’, § =
1,2,...pa

Upn Uiz U ... Ui

Un Uz Uss ... Uz ,
. :up,k'

Upl Upz Upg Upk



Teda )
Y
o Y,
Z/[/—(UliUl:....Uk): .
Y,
dalej ozna¢me
Hi1 H12 M3 ... Hik
y M21 H22 23 ... M2k S
e = : = (p1ipal ... pg).
Hp1  Hp2  HUp3 .. Hpk

Pre pevny vektor 1 € RP st ndhodné veliciny
'U; ~ NUp;, 'El=0?), i=1,2,...k

nezavislé (lebo U; st nezdvislé). Nahodny vektor Ul = 1Y}, 1 je linedrna kombindcia
normalne rozdelenych nezavislych nahodnych vektorov, pricom

(2.1) 1Y ~ Nk(Ml, U?Ik,k).
ak b = (b1, b, ..., b)" je vektor konstant, tak
(2.2) U'b = byU; + ... + b Uy ~ N,(M'b, b'b).

Poznamka. Nech

ail A1n b11 bls

a1 “e aon b21 e b25
Am,n = 7Br,s =

am1  --- Gmn brl cee brs

Kroneckerov sii¢in matic A a B je

anB a12B ce alnB

CL21B a22B ce agnB
A®B= .

amB aneB ... an,B

mr,ns

Vlastnosti Kroneckerovho st¢inu matic pozri napr. v [Rao].

ak napiseme “pod seba® stlpce matice K, povieme, ze sme vykonali na matici
operaciu vec. Teda
U,

U
ved/ = Ukp’1 = 2

U



Ukéazte, ze
(2.3) vecd' = U ~ Nyp(veeM' I, @ ), 1)

a (2.2) sa d4 zapisat ako
(2.4)
Ub= (b @I, ,)vecdd’ ~ Np((b' @ L, )vecM’, (b’ @ 1L,,) (I @ By p) (b @I, ,)).

Pozndmka. Nech by # bs, by, by € RF. Plati

covU'by,U'by) = (b, ® L)1 X)(by ® I,,) = biby ® £ = b by X.
ak bibs = ,0’ t.j. ak by a by st ortogonalne, tak U'b; a U'by st neskorelované, t.j.
v tomto pripade nezavislé.

Podla predchidzajicej poznamky lahko dokédzeme nasledujiicu lemu

Lema 2.1. Ak by, bo,....,b,., r < k tvori ortonormdlny systém v R*, tak
Vi =Uby,..,.V,=UD,

st navzdjom nezdvislé a maji normdlne rozdelenie, pricom V; ~ N,(M'b;, X).
lahko dostaneme aj nasledujici désledok

Désledok 2.2. Ak By je ortogondlna matica (BB’ = B'B = 1), tak V,; =
(Up: iU {BYs = U{B}; ~ N,(M'{B},%), i=1,2,...k a coo(V;,V;) =
{BY,®1L,,)IeX){B},®I) ={B},{B},®X =0 prei # j, teda Vq,...,V},
sU nezdvislé.

Definicia 2.3. Zdruzené rozdelenie prokov matice S, , = Zle U,U; = U'U sa
nazijva Wishartovo rozdelenie s k stupriami volnosti a znac’z’/Wp(k, Y. M). Ak M =
0, jednd sa o centrdlne rozdelenie, oznacujeme ho W, (k,X).

Poznamka.
() {8}y = {Tim U} = S0, Uallyn = YIY; = (U}, Jebo

%

SELUE S UnUsy oo S UnUy
s _ S UnlUn S5 U3 o S UnUp
pp — .
S v YR U S U2
=1 YptV1i =1 YptY2l - 1=1Ypl
(ii) Prep=lapyy=pro=... =1 =0sa U; =Uy; ~ N(0,02>, 1=1,2,...,k

2
nezévislé, U'U = % U3 ~ Wi(k, o). Pretoze Y2 ~ N(0,1), mé S5 T ~ 2
rozdelenie a U'U ~ %3 rozdelenie.
(iii) Pre k = p existuje hustota W,(k, X, M) rozdelenia, ind¢ nie. Dokaz je
naznaceny v [Rao, str. 641].



10

2.2. NIEKTORE VLASTNOSTI WISHARTOVHO ROZDELENIA

Lema 2.4. Nech S ~ W,(k, X, M) a1l € R je vektor konstint. Potom I'Sl ~
o Xis (07 =1S], 6= 1M,

Dékaz. S = 2F U, U), preto I'SL = S2F_ 10, Ul = F (1U)% = 1Y/ Y ~
02X} 5 kde 0 = % lebo 1Y ~ Ni(Ml, 021} ;). ak M = 0, tak § = 0. O

Lema 2.5. Nech U; ~ N,(0,%), ¢ =1,2,....k sud nezdvislé, Ay redina syme-
trickd matica. U' AU ~ W, (r, E) prdve vtedy ak V1€ RP Y A Y ~ ofx?, (o} =
IS, Y =U). V tomto pripade r = h(A) = tr(A).

Dékaz. Zlemy 2.4 vyplyva, ze ak U' AU ~ W, (r, X), tak V1€ RP YA Y ~ ofx2.
Samozrejme z (2.1) 1Y ~ Ny (0,071 ), ¢ize % ~ N¢(0,T}1). Teda podla vety 1.8

(%)l A% ~x2< A2 =A avtom pripade r = h(A) =tr(A).

Naopak ak V1 € RP [Y'A Y = VU AUl ~ o} )2, ¢o je podia vety 1.8 ekviva-
lentné tomu, 7e A2 = A, pricom v tom pripade h(A) = tr(A). A je realna symet-
rickd matica, idempotentna a h(A) = r. Teda A je pozitfvne semidefinitnd a preto
existuje ortonormalny systém vektorov by, ...,b;, € RF, 7e A = E;Zl Ajbjbl, T =
Z§=1 bjb; (redlne éisla A\p = Ao = ... =\, > 0 st vlastné ¢isla matice A a by,...,b,
im prislichajiice charakteristické vektory). Z rovnosti A%2 = A dostdvame

Z Ajb;b Z Asb bl = Z Aib;bl,
j=1 s=1 t=1
Cize
Mb1b) + A2byb), + .. A%b,b.. = A\;b; b} + A\ybybl, + ..\, b, b,
z ¢oho vyplyva, ze A = \;, i =1,2,...,7, ¢ize \; = Ao = ... = A, = 1 (lebo \; > 0).
Mozeme pisat A = Y7_ bb} a tiez UAU = 3 U'b;biU = 35 V,; VI,

pricom podla lemy 2.1 V; ~ N,(0,%) a V4, Vs, ..., V, st nezavislé. Z definicie preto
U AU ~ Wp(r, X). O

Veta 2.6. Nech S ~ W,(k,X) a B, 4, matica konstdint. Potom B'SB ~ W, (k,
B'SB).

Dékaz. B'SB = B'U'UB, kde

U, Vi
5 >
Z/[B = . B - . 9
U;c k,p V;c
U; ~ N,(0, X) st nezavislé. Preto

Vi U'B
Vi ‘B
\' U, B

ma riadky nezavislé, cov(B'U;, B'U;) = B’cov(U;,U;)B =0 a B'U; ~ Ny (0,
B'YB). Plati B'SB = Y. | V, V) ~ W, (k, B'SB) (priamo z definicie). [
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Désledok 2.7.
(a) Diagondlne submatice matice S maji tieZ Wishartovo rozdelenie, lebo ak

Si1 Si2
S = ,
(521 522)
kde S11 je rozmeru l x 1, tak

I
(I, o)s( 81) =Si;.

(b) ak'S ~ W,(k,1) a ak pre B, , plati B'B =1, potom B'SB ~ W, (k,T).
Veta 2.8. Nech S ~ W,(k,X) a a € RP je taky vektor konstdnt, Ze a’3a # 0.

/

Potom ~ xi.

a’'da
Dékaz. Podla vety 2.6 plati, ze a’Sa ~ Wi (k,a’Xa), ¢o znamena podla poznamky
, a’Sa
ii d definiciou 2.3, ze ——— ~ x2. O
(ii) pod definiciou 2.3, ze wsa " Xk
Veta 2.9. Nech Uy, ..., U, je ndhodny vyber z N,(0,X) (teda U'U ~ Wp(n,X)),
C,.n je symetrickd matica. Plati

U'CU ~Wy(r,E) < C*=C.

V takomto pripade r = tr(C).

Dékaz. Podla lemy 2.5 je U'CU ~ W,(r,E) & V1€ RP 1Y'C Y ~ ofx?, (of =
I'Sl, ;Y = Ul). V tomto pripade r = h(C) = tr(C). Pretoze podia (2.1) je
Y . Y’ Y
L ~ N,(0,1), je podia vety 1.7 1Y'C Y ~ 02\2 & — L e

I3l , ISl VI3l
C? = C. V tomto pripade r = h(C). O

Lema 2.10. Nech S; ~ Wp(n1,X), S ~ Wy(ng, X). S1 a Sy st nezdvislé. Potom
S;1+ S, ~ Wp(nl + no, E)

Dékaz. Sy = ULy, Sy = Uslhy, kde U] = (U1:....U,,,), Uy = (Up, 115 Up, 1y
a U; ~ Nu(0,X),i = 1,2,...,n1 + ng st nezdvislé. Preto ak oznatime U’ =

(ULU) p g +nas tak St +So = UU +Uslh) =UU ~ Wy(ng + 12, E). O
Veta 2.11. Nech C,,,, = C’ je p.s.d. matica konstint, U; ~ Np(0,%),i =
1,2, ...,n nezdvislé. Plati, ze U, ,Cu ~ Dy )\ingl)(l, Y), kde A1, ..., A st viastné
¢isla matice C a W,gl)(l, ), .., W,g")(l, 3) sd nezdvislé.

Dékaz. Mozeme pisat C = S0 Aip;p), I = S, pip, pricom A\, > ... >
A = 0 s vlastné éisla matice C a P1, .--Pn ortonormélne vektory. Teda U'CU =
S AUPpU =" ANV VE kde V; ~ N,(0,X) a st nezdvislé (lema 2.1). Z
vety 2.9 vieme, ze U'p;pid = V,; V] ~ WISZ)(L 3). O

?
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Lema 2.12. Pre matice pri:s’lus:ny’ch T0ZMerov platz’/

(2.5) vecABC = (C' ® A)vecB,
trAB = (vecB') vecA.

Dokaz. Lemu dokéazte ako cvicenie.

Veta 2.13. Nech U; ~ Np(p, %), i = 1,2,...,n, Uy, U,,...,U, si nezdvislé,
C1, Cy symetrické a idempotentné. U'C1U a U'Cold st nezdvislé <& C1Cy = 0.

Doékaz. ak U'Cq a U'Cy st nezdvislé, tak si nezavislé aj U'C1U a U'Cold. U'Cq a
U’ C4 st nezavislé prave vtedy ak st nezdvislé Il{'C a I’ Cy a to je prave vtedy ak
st nezavislé vec(IU'Cy) a vec(IU'Cy), ¢ize podla lemy 2.12 ak st nezavislé vektory
(C} @ I)vecdd' a (Ch @ T)vecd’, ktoré st podla (2.3) normalne rozdelené, pricom
vedd' ~ Nypp(0,1, , ® X, ). Pretoze (C) @ I)(I® X)(C,®1I) = (C1C,® X) =0,
st U'Cq a U'Cs nezdvislé. Teraz uz lahko dokonéime dokaz. ]



