Neparametrické testy o medianech

Motivace: Pti aplikaci parametrickych metod by mély byt splné€ny urcité predpoklady:

- normalita dat (pro vybéry vétSich rozsahtli (n > 30) nema mirné poruseni normality zavazny dopad na
vysledky)

- homogenita rozptyli

- intervalovy ¢1 pomérovy charakter dat

Pokud nejsou tyto predpoklady splnény, pouZijeme tzv. neparametrické testy, které nevyzaduji predpoklad o

konkrétnim typu rozlozeni (napt. normalnim), sta¢i napi. ptredpokladat, Ze distribu¢ni funkce rozloZeni,

z n¢hoz nahodny vybér pochazi, je spojita.

Nevyhoda - ve srovnani s klasickymi parametrickymi testy jsou neparametrické testy slabsi, tzn., ze

nepravdivou hypotézu zamitaji s mensi pravdépodobnosti nez testy parametricke.

V této kapitole se omezime na ty neparametrické testy, které jsou zalozeny na poradi a tykaji se mediant.

Nazyvaji se potfadove testy.



Pojem poradi a priimérného poradi
Necht’ Xj, ..., X, je ndhodny vybér.
Vektor (X, ...., Xm), kde X(1) < ... < Xy se nazyva a statistika X;, se nazyva

,1=1,...,n.

R; statistiky X; rozumime pocet téch nahodnych veli¢in X, ..., X,,, které nabyvaji hodnoty mensi nebo rovné X;.
V praxi se mize stat, ze néktera pozorovani jsou si rovna a vytvareji skupiny shodnych c¢isel. Pak témto shodnym cislim
pfitadime prumérné potadi odpovidajici takové skuping.

Ptiklad: Méme ¢isla2 1,8 2,1 2,4 1,9 2,1 2 1,8 2,3 2,2 Stanovte jejich poradi.
Resent:

usp.hodnoty 1,8[1,8(1,9(2 (2 |(2,1(2,1(2,2(2,3|2,4

poradi 1 (2 |3 (4 |5 |6 |7 |8 |9 |10
prumérné poradi|1,5/1,5|3 [4,5(4,5/6,5/6,5(8 |9 |10




Jednovybérovy znaménkovy test a jeho asymptoticka varianta

Necht’ X, ..., X, je ndhodny vybér ze spojitého rozloZeni se spojitou distribucni funkci ®(x). Necht' Xx( 50 je medidnem
tohoto rozloZeni, tj. ®(x¢50) = 0,5. Necht’ ¢ je realna konstanta. Testujeme hypotézu Hy: x50 = ¢ proti oboustranné
alternativé H;: x50 # ¢ (resp. proti levostranné alternativé H;: X 5o < ¢ resp. proti pravostranné alternativé H;: x50 > ¢).

a) Utvotime rozdily Y; = X; — ¢, 1= 1, ..., n. (Jsou-li nékteré rozdily nulové, pak za n bereme jen poc€et nenulovych hodnot.)

b) Zavedeme statistiku S; ", ktera udava pocet téch rozdild, které jsou kladné.
Plati-li Hy, pak S ~ Bi(n,1/2), tedy E(S;") =1n/2, D(S;") = n/4.

¢) Stanovime kriticky obor.
Pro oboustrannou alternativu ho budou tvofit ty hodnoty testové statistiky S, ", které jsou blizké 0 nebo n, tedy

“': nLk1> L )- I} , kde nezaporna celd cisla ky, k,, spliiuji podminky

P« Bprs ¢

Pro levostrannou alternativu: V\; ) k1> , kde nezéporné celé ¢islo k; spliiuje podminku PSZJ“ \/kl \<

Pfo pravostrannou alternativu: V\: g,ﬂ , kde nezaporne celé Cislo k; splituje podminku % >1§\<
(Cisla ki, k, pro oboustranny test 1 pro jednostranné testy 1ze najit ve statistickych tabulkach.)

d) Hy zamitame na hladiné vyznamnosti a, kdyz SL+ ;".



Pro velka n (prakticky n > 20) lze vyuZzit asymptotické normality statistiky S .

" Q+ Ty q7+ . .
Testova statlstlka T '—— ma za platnosti Hy asymptoticky rozlozeni N(0,1). PiSeme Uy~ N(0,1).
]-PZ+ s
Kriticky obor
- pro oboustrannou alternativu: W = — > U /2) UL 25y
- pro levostrannou alternativu: W = — > U -

- pro pravostrannou alternativu: W = <l]1_ > Y0

H, zamitame na asymptotické hlading vyznamnosti a, kdyz U} -

Aproximace rozlozenim N(0,1) se zlepsi, kdyZ pouZzijeme tzv. . Testova statistika pak ma

» + 4 W W v W W W r wr 4
tvaru _ = I ,pfiCemZ 1/2 pficteme, kdyZ Sz <n/2 a odeéteme v opa¢ném piipads.



Priklad: U 10 ndhodné vybranych vzorkl benzinu byly zjistény nasledujici hodnoty oktanového ¢isla:
98,2 96,8 96,3 99,8 96,9 98,6 95,6 97,1 97,7 98,0.
Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze median oktanového ¢isla je 98 proti oboustranné alternative.

Reseni:

rozdily x;—98:0,2 -1,2 -1,7 1,8 -1,1 0,6 -2,4 -09 -0,3 0,0

Sz" = 3, nenulovych rozdild je 9. Ve statistickych tabulkéch najdeme pro n =9 a a = 0,05 kritické hodnoty k; = 1, k, = 8.
ProtoZze kriticky obor W_ ‘,1) L | neobsahuje hodnotu 3, nemizeme H, zamitnout na hlading vyznamnosti 0,05.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Vytvotime novy datovy soubor se dvéma proménnymi a 10 ptipady. Do proménné X napiSeme hodnoty oktanového ¢isla a
do proménné konst ulozime ¢islo 98.

Statistiky — Neparametrick statistika — Porovnani dvou zavislych vzorkia — OK — 1. seznam proménnych X, 2. seznam
proménnych konst — OK — Znaménkovy test.

Znamenkovy test (oktanove cislc
Oznacene tésty jsou vyznamne r
. Poce proce] Z [Urove
Dvojice pronrjruzny v <\

X & KON t bb,bb U,6bb U,0U4

Vidime, Ze nenulovych hodnot n = 9. Z nich zapornych je 66,7%, tj. 6. Hodnota testové statistiky S, =9 — 6 = 3.
Asymptoticka testova statistika Uy (zde oznacena jako Z) se realizuje hodnotou 0,6667. Odpovidajici asymptoticka p-
hodnota je 0,505, tedy na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 nezamitame hypotézu, Ze median oktanového cisla je 98.

V tomto pfipadé neni splnéna podminka pro vyuZiti asymptotické normality statistiky Sz, tj. n > 20. Je tedy
vhodnéjsi najit v tabulkach kritické hodnoty pro znaménkovy test. Pron =9 a a = 0,05 jsou kritick¢ hodnoty k; =1, k, = 8.
Protoze kriticky obor V\ bk J | neobsahuje hodnotu 3, nezamitdme H, na hlading vyznamnosti 0,05. Dostavame tyz

vysledek jako pti pouziti asymptotlckeho testu.



Parovy znaménkovy test

Necht’ (X, Y1), ..., (X4, Yn) je ndhodny vybér ze spojitého dvourozmérného rozlozeni. Testujeme Hy: Xo50 - Yo,50 = ¢ proti
H;: X050 - Yo.50 # ¢ (resp. proti jednostrannym alternativam). Utvofime rozdily Z; = X; — Y;, 1= 1, ..., n a testujeme hypotézu o
medianu 7z, 5o, tj. Ho: zos0 = ¢ proti Hy: zy 50 # c.

Priklad: U 8 osob byl zméten systolicky krevni tlak pfed pokusem a po ném.

¢.osoby 1 2 3 4 5 6 7 8

tlak pred 130 185 162 136 147 181 138 139

tlak po 139 190 175 135 155 175 158 149

Na hlading€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze pokus neovlivni systolicky krevni tlak.

ReSeni:
Testujeme Hy: zg 50 = 0 proti oboustranné alternativé H;: 7y 50 # 0, kde 7y 5o je median rozlozeni, z n¢hoz pochazi rozdilovy
nahodny vybér Z; = X; - Y, ..., Z;5 = Xg — Y. Vypocteme rozdily mezi tlakem pted pokusem a po pokusu, ¢imZ tlohu

prevedeme na jednovybérovy test.

rozdily xi—y;:-9 -5 -13 1 -8 6 -30 -10

Testova statistika S, = 2.Ve statistickych tabulkach najdeme pro n = 8 a o= 0,05 kritické hodnoty k; = 0, k, = 8. ProtoZze
kriticky obor W_ | neobsahuje hodnotu 2, nemizeme H, zamitnout na hladin¢ vyznamnosti 0,05. Znamena to, ze

zvyseni krevniho tlaku je stejné pravdépodobné jako jeho pokles.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Vytvotfime novy datovy soubor se dvéma proménnymi a 8 piipady. Do proménné X napiSeme hodnoty tlaku pted pokusem,
do proménné Y hodnoty tlaku po pokusu.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnani dvou zavislych vzorkd — OK — 1. seznam proménnych X, 2. seznam

proménnych Y — OK — Znaménkovy test.

Znamenkovy test (tlak.sta) ]
Oznacene tésty jsou vyznamne r
. FPoce proce, Z [Urovel

Dvojice pronjruzny v <\

X &Y ¢ /9,00 1,060 U,Zo06
Vidime, Ze nenulovych hodnot n = 8. Z nich zapornych je 75%, tj. 6. Hodnota testové statistiky S, = 8 — 6 = 2.
Asymptoticka testova statistika U, (zde oznacena jako Z) se realizuje hodnotou 1,06066. Odpovidajici asymptoticka p-
hodnota je 0,2888, tedy na asymptoticke hladin¢ vyznamnosti 0,05 nezamitame hypotézu, ze zvySeni krevniho tlaku stejné
pravdépodobné jako jeho pokles.

Grafické znazornéni vysledk:
Néavrat do Porovnani dvou proménnych — Krabicovy graf vSech proménnych — Proménné X, Y — OK — ponechame
implicitni nastaveni krabicového diagramu — OK.

|

L

X Y

8B 8 83 3 8 8 8 8 8

Vidime, Ze hodnoty tlaku pfed pokusem a po pokusu se pon€kud liSi v medianech, variabilita je ptiblizné€ stejnd. Rozlozeni
hodnot tlaku pied pokusem je nesymetrické, median je posunut k dolnimu kvartilu.



Jednovybérovy Wilcoxoniiv test a jeho asymptoticka varianta

Necht’ Xj, ..., X, je ndhodny vybér ze spojitého rozloZeni s hustotou ¢(x), kterd je symetrick4 kolem medianu X s, tj.
(X050 T X) = ©(Xg,50 - X). Necht’ ¢ je redlna konstanta.

Testujeme hypotézu Hy: x50 =

proti oboustranné alternativé H;: X 50 # ¢ nebo

proti levostranné alternativé H;: x50 < ¢ nebo

proti pravostranné alternativé H;: x50 > c.



a) Utvofime rozdily Y; = X; — ¢, 1= 1, ..., n. (Jsou-li n€ktere rozdily nulové, pak za n bereme jen poc€et nenulovych hodnot.)
b) Absolutni hodnoty | Y; | usporadame vzestupné podle velikosti a spocteme potadi R;.

c) Zavedeme statistiky

SW+ _ 'R+, coZ je soucet potadi ptes kladné hodnoty Y;,
Y0,

Sw— _ 'R—, coZ je soucet potadi pies zaporné hodnoty Y.

Pfitom plati, Ze soudet Sy + Sw =n(n+1)/2.

Je-li Hy pravdiva, pak E(Sw") = n(n+1)/4 a D(Sw") = n(n+1)(2n+1)/24.

d) Testova statistika = min(Sw ', Sw) pro oboustrannou alternativu,
= Sw' pro levostrannou alternativu,

= Sw pro pravostrannou alternativu.

e) Hy zamitame na hladiné vyznamnosti a, kdyz testova statistika je mensi nebo rovna tabelované kritické hodnoté.



Pro n > 30 lze vyuZit asymptotick¢é normality statistiky Sw .

Q. X St
Plati-li Ho, pak Uj_  Y— D" %_ = N(,1).
- \/_IN+ oy gt
Kriticky obor:
pro oboustrannou alternativu W = — U ) L )ul_ 250507
pro levostrannou alternativu W = — > U -

pro pravostrannou alternativu W = (U , 0

H, zamitdme na asymptotické hlading vyznamnosti o, kdyz Uj) -

- rozlozeni, z n¢hoz dany ndhodny vybér pochdazi, je spojité

- hustota tohoto rozlozeni je symetricka kolem medianu

- sledovana veli¢ina X m4 aspon ordinélni charakter

(Neni-li splnén ptedpoklad o symetrii hustoty kolem medianu, 1ze pouzit napt. znaménkovy test.)



Priklad: U 12 ndhodné vybranych zemi bylo zjiS§téno procento populace starsi 60 let:
4,9 6,0 6,9 17,6 4,5 12,3 5,7 53 9,6 13,5 15,7 7,7.

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze median procenta populace starsi 60 let je 12 proti oboustranné alternativé.

ReSeni:

Testujeme hypotézu Hy: x50 = 12 proti oboustranné alternativé H;: x50 # 12.

Vypocteme rozdily pozorovanych hodnot od ¢isla 12: -7,1 -6,0 -5,1 5,6 -7,5 0,3 -6,3 -6,7 -2,4 1,5 3,7 -4,3.
Absolutni hodnoty téchto rozdili usporadame vzestupné podle velikosti. Kladné rozdily pfitom ozna¢ime Cervene:

usp. | xi— 12| 03 1,5 24 3,7 43 51 56 6 63 67 7,1 15
poradi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Sw =1+2+4+7=14,

Sw =3+5+6+8+9+10+11+12=64,

n =12, a = 0,05, tabelovana kriticka hodnota pron =12 a o= 0,05 je 13,
testova statistika = min(Sw ', Sw’) = min(14,64) = 14.

Protoze 14 > 13, Hy nezamitame na hladiné vyznamnosti 0,05.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Utvotime novy datovy soubor se dvéma proménnymi a 12 ptipady. Do proménné procento napisSeme zjiSténé hodnoty a do
proménné konst ulozime ¢islo 12.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnani dvou zavislych vzorkia — OK — 1. seznam proménnych rozdil, Druhy
seznam proménnych konst — OK — Wilcoxontiv parovy test.

Wilcoxonuv parovy tesy (populac
Oznacene testy jsou vyznamne r
. Poce | Z Jrove
Dvojice prorr|platny

procento & K 1. 14,00 1,901 0,049

Vystupni tabulka poskytne hodnotu testové statistiky SW' (zde oznacena T), hodnotu asymptotické testové statistiky Uy a p-
hodnotu pro Uy. V tomto ptipad¢ je p-hodnota 0,049861, tedy nulova hypotéza se zamita na asymptotické hladiné
vyznamnosti 0,05. Tento vysledek je v rozporu s vysledkem, ke kterému jsme dospéli pi1 pfesném vypoctu. Je to zptisobeno
tim, Ze neni splnéna podminka pro vyuziti asymptotické normality statistiky SW", tj. n > 30.



Parovy Wilcoxoniiv test

Necht (X, Y1), ..., (X4, Yy) je ndhodny vybér ze spojitého dvourozmérného rozlozeni.

Testujeme Hy: X¢ 50 - Yo,s0 = ¢ proti H;: Xq 50 - Yo.s0 # ¢ (resp. proti jednostrannym alternativam).

Utvotime rozdily Z; = X; — Y, 1 =1, ..., n a testujeme hypotézu o medianu z sy, tj. Ho: Zoso = ¢ proti H;: 750 # c.



Priklad: K zjiSténi cenovych rozdilit mezi ur¢itymi dvéma druhy zbozi bylo nahodné vybrano 15 prodejen a byly zjistény ceny zbozi A a ceny
zbozi B: (11,10), (14,11), (11,9), (13,9), (11,9), (10,9), (12,10), (10,8), (12,11), (11,9), (13,10), (14,10), (14,12), (19,15), (14,12). Na hladin¢
vyznamnosti 0,05 je tieba testovat hypotézu, ze median cenovych rozdila ¢ini 3 K¢.

Re§eni:Testujeme Ho: zo 50 = 3 proti oboustranné alternativé H;: zo 5o # 3, kde 7 50 je medidn rozlozeni, z néhoz pochazi rozdilovy nahodny vybér
Z1=X1-Y1, ... Z;5= X5 — Y15.Vypocteme rozdily mezi cenou zbozi A a cenou zbozi B, ¢imz tlohu pfevedeme na jednovybérovy test.
Vypocty usporddame do tabulky:

¢. prodejny | cena zboZi A | cena zbozi B | rozdil | [rozdil-medidn| | pofadi
1 11 10 1 2 12
2 14 11 3 0 -
3 11 9 2 1 5,5
4 13 9 4 1 5,5
5 11 9 2 1 5,5
6 10 9 1 2 12
7 12 10 2 1 5,5
8 10 8 2 1 5,5
9 12 11 1 2 12
10 11 9 2 1 5,5
11 13 10 3 0 -
12 14 10 4 1 5,5
13 14 12 2 1 5,5
14 19 15 4 1 5,5
15 14 12 2 1 5,5

(Tucné jsou vytisténa potadi pro kladné hodnoty rozdil - median.)

Sw' =5,5+5,5+55=16,5,

Sw=12+55+55+12+55+55+12+5,5+5,5+5,5="74,5,

n =13, a = 0,05, tabelovana kriticka hodnota = 17, testova statistika = min(Sy ", Sw) =min(16,5; 74,5) = 16,5. Protoze 16,5 < 17, Hy zamitame
na hladiné vyznamnosti 0,05.



Vypocet pomoci systétmu STATISTICA:

Vytvotime novy datovy soubor se ¢tyfmi proménnymi A, B, rozdil, konst a 15 ptipady. Do proménnych A, B napiSeme ceny
zbozi A a B, do proménné rozdil uloZime rozdil cen A a B a do proménné konst ulozime ¢islo 3.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnani dvou zéavislych vzorki — OK — 1. seznam proménnych rozdil, 2. seznam
proménnych konst — OK — Wilcoxonilv parovy test.

WITCOXONUV parovy tesf (Ceny zb(
Oznacene testy jsou vyznanmine r
. Poce | Z Jrovel
Dvojice prorr|platny

rozdil & Kor 110,00 2,020 0,042

Testova statistika (zde oznacena jako T) nabyva hodnoty 16,5, asymptoticka testova statistika (oznacend jako Z) nabyva
hodnoty 2,026684, odpovidajici asymptoticka p-hodnota je 0,042696, tedy na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05
nulovou hypotézu zamitame.



Priklad (na asymptotickou variantu Wilcoxonova testu):

30 nahodn¢ vybranych osob mélo nezévisle na sobé bez predchoziho nacviku odhadnout, kdy od daného signalu uplyne
pravé 1 minuta. Byly ziskany nasledujici vysledky (v sekundach):

53 48 45 55 63 51 66 56 50 58 61 51 64 63 59 47 46 58 52 56 61 5748 62 54 49 51 46 53 58.

Na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze median rozlozeni, z néhoz dany nahodny vybér pochazi, je
60 sekund proti oboustranné alternativé (nulova hypotéza vlastné tvrdi, ze polovina osob délku jedné minuty podhodnoti a
druha nadhodnoti).

Reseni:

Testujeme Hy: x50 = 60 proti oboustranné alternativé H;: x¢ 5o # 60.
Obvyklym zplisobem stanovime statistiku Sy’ = 55.
Asymptotlcka testova statlstlka

g oo AR S
\/_]JPV\JF':TJF%L:RLQ_ ‘

Kriticky obor:
W= 5 W) Wy 5 W Uossey g ]’96U ]»9600
Testova statistika se realizuje v kritickém oboru, tedy Hy zamitame na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05. S rizikem

omylu nejvyse 5% jsme tedy prokazali, Ze pravdépodobnost nadhodnoceni jedné minuty neni stejna jako pravdépodobnost
podhodnoceni.



Vypocet pomoci systétmu STATISTICA:

Utvotime novy datovy soubor se dvéma proménnymi a 30 ptipady. Do proménné odhad napiSeme zjis§téné hodnoty a do
proménné konst ulozime cislo 60.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnani dvou zavislych vzorka — OK — 1. seznam proménnych odhad, 2. seznam
proménnych konst — OK — Wilcoxonilv parovy test.

YVIICOXONUV parovy test (odhad n
Oznacene testy jsou vyznamne r

. Poce | Z Jrovel
Dvojice prorr|platny
odhatl konst I 09,00 3,000 U,000

Testova statistika (zde oznacena jako T) nabyva hodnoty 55, asymptoticka testova statistika (oznacena jako Z) nabyva
hodnoty 3,65088, odpovidajici asymptoticka p-hodnota je 0,000261, tedy na asymptoticke hladin€ vyznamnosti 0,05
nulovou hypotézu zamitame.



Dvouvybérovy Wilcoxoniiv test a jeho asymptoticka varianta

Necht’ X4, ..., X,a Yy, ..., Yy, jsou dva nezavislé nahodné vybéry ze dvou spojitych rozlozeni, jejichz distribu¢ni funkce se
mohou liSit pouze posunutim. Oznaéme X, 5o median prvniho rozlozeni a y( 5o medidn druhého rozloZeni. Na hladiné
vyznamnosti 0,05 testujeme hypotézu, ze distribucni funkce téchto rozlozeni jsou shodné neboli medidny jsou shodné proti
alternativé, ze jsou rozdilné, t;.

Ho: Xo,50 - Yo,50 = 0 proti Hy: X0,50 - Yo,50 7 0.

a) VSechn+ m hodnot Xy, ..., X,a Yy, ..., Y, usporadame vzestupné podle velikosti.
b) Zjistime soucet potradi hodnot Xj, ..., X, a oznac¢ime ho Tj.
Soucet potadi hodnot Yy, ..., Y, oznacime T,.

¢) Vypocteme statistiky U, = mn +n(n+1)/2 - T, , U, = mn + m(m+1)/2 - T,.
Pfitom plati U, + U, = mn.
d) Pokud min(U,,U,) < tabelovana kriticka hodnota (pro dan¢ rozsahy vybérii m, n a dané o), pak nulovou hypotézu o
totoznosti obou distribu¢nich funkci zamitdme na hladin€ vyznamnosti a. V tabulkach: n = min{m,n} a m = max{m,n}.



Pro velka n, m (n, m > 30) lze vyuzit asymptotické normality statistiky U;°.
!
1

Plati-li Ho, pak W_ =— = =~N(0,1), kde U,* = min(U,,U,).
= @Tr i L)

Kriticky obor:
pro oboustrannou alternativa W=, U /2) UL 2oy
pro levostrannou alternativu W = — > W -

pro pravostrannou alternativa W = (U , .

H, zamitdme na asymptotické hlading vyznamnosti a, kdyz | -

- dané dva nahodné vybéry jsou nezavislé

- rozlozZeni, z nichZ dané dva nahodné vybéry pochazeji, jsou spojita

- distribucni funkce téchto rozlozeni se mohou liSit pouze posunutim

- sledovana veli¢ina ma aspoi ordindlni charakter

(Neni-li splnén ptedpoklad, Ze distribu¢ni funkce se mohou liSit pouze posunutim, 1ze pouZit napt. dvouvybérovy
Kolmogorovitv — Smirnoviiv test.)



Priklad:

Bylo vybréano 10 poli stejné kvality. Na ¢tyfech z nich se zkousSel novy zplisob hnojeni, zbylych Sest bylo oSetfeno starym
zpusobem. Pole byla oseta pSenici a sledoval se jeji hektarovy vynos. Je tteba zjistit, zda novy zptsob hnojeni ma tyz vliv na
prumérné hektarové vynosy psenice jako stary zplisob hnojeni.

hektarové vynosy pii novém zpisobu: 51 52 49 55

hektarové vynosy pfi starém zptsobu: 45 54 48 44 53 50

Test proved’te na hladin€ vyznamnosti 0,05.

Reseni:

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujeme Hy: X¢ 50 - Yo.s0 = 0 proti oboustranné alternativé H;: Xos0 - yos0 # 0.

usp. hodnoty 44 45 48 49 50 51 52 53 54 55
potadi x-ovych hodnot 4 6 7 10
poradi y-ovych hodnot | ) 3 5 8 9

T,=4+6+7+10=27,T,=1+2+3+5+8+9=28

U,=4.6+452-27=7,U,=4.6+6.72-28=17

Kriticka hodnota pro a = 0,05, min(4,6) = 4, max(4,6) = 6 je 2. Protoze min(7,17) = 7 > 2, nemlizeme na hladiné
vyznamnosti 0,05 zamitnout hypotézu, ze novy zplisob hnojeni ma na hektarové vynosy psenice stejny vliv jako stary
zpusob.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Utvotime novy datovy soubor se dvéma proménnymi a 10 ptipady. Do proménné vynos napiSeme zjisténé hodnoty a do
proménné hnojeni napiSeme 4x Cislo 1 pro novy zpiisob hnojeni a 6x ¢islo 2 pro stary zptisob hnojeni.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnani dvou nezavislych vzorki — OK — Proménné — Seznam zavislych
proménnych vynos, Nezav. (grupov.) proménnd hnojeni — OK — M-W U test.

Ve STATISTICE je dvouvybérovy Wilcoxontv test uveden pod ndzvem Manniv — Whitneytv test.

l\/laennrc\)/vnltgg%uv U test (vynos)

I,

anacene testy jsou vyznamné na hladiné p <,05000
Sctpqsctpl U Z Urove] Z |Urove[N pla/N pla] 2~Tst
Promé| skup. skup. uprave sKup.| skup. presne
vynos [ Z/,00 26,00 /7,000 1,0bb 0,Zcb 1,0bb 0,260 4 ¢ 0,357

Ve vystupni tabulce jsou soucty potadi T, T,, hodnota testové statistiky

min(U;, U,) oznacend U, hodnota asymptotické testove statistiky Uy (oznacena Z), asymptoticka p-hodnota pro Uy a pfesna
p-hodnota (ozn. 2*1str. pfesné p — ta se pouziva pro rozsahy vybéra pod 30). V nasem piipad¢ presnad p-hodnota = 0,352381,
tedy Hy nezamitadme na hladin€ vyznamnosti 0,05.

Vypocet je vhodné doplnit krabicovym diagramem.
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Je zieymé, Ze vynosy pii novém zpuisobu hnojeni jsou vesmes niz§i nez pii starém zpiisobu a také vykazuji mnohem vétsi
variabilitu.



Dvouvybérovy Kolmogoroviyv - Smirnoviiv test

Necht X,,..,Xa Y,. ., Yyjsou dva nezavislé nahodné vybéry ze dvou spojitych rozloZent, jejichz distribu¢ni funkce se mo-
hou liit nejenom posunutim, ale také tvarem. Testujeme hypotézu, Ze distribucni funkce téchto rozlozeni jsou shodné, tj., ze
vSech 11, veli¢in pochazi z téhoz rozlozeni proti alternativeé, Ze distribucni funkce jsou rozdilné.

Necht’ l‘i(X) je vybérova distribuéni funkce 1. vybéru a l}(}o je vybérova distribuéni funkce 2. vybéru. Jako testova statisti-
ka slouzi D: D?I]if()()_ [X) H, zamitdme na hladin€ vyznamnosti ., kdyz J)>L),m o~ kde le‘ - je tabelovana kritic-

ka hodnota. Pro vétsi rozsahy ILIIlze kritickou hodnotu aproximovat vzorcem \/jnji%;}z
ny



Priklad: Vyrobce urcitého vyrobku se méa rozhodnout mezi dvéma dodavateli polotovari vyrabégjicich je riznymi technolo-
giemi. Rozhodujici je procentni obsah urcité latky.

1. technologie: 1,52 1,57 1,71 1,34 1,68

2. technologie: 1,75 1,67 1,56 1,66 1,72 1,79 1,64 1,55

Na hladiné vyznamnosti 0,05 posud’te pomoci dvouvybérového K-S testu, zda je opravnény predpoklad, Ze obé technologie
poskytuji stejné procento ucinne latky.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Utvotime novy datovy soubor se dvéma proménnymi a 13 ptipady. Do proménné X napiSeme zjisténé hodnoty a do pro-
ménné ID napiSeme 5x Cislo 1 pro prvni technologii a 8x ¢islo 2 pro stary druhou technologii.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnani dvou nezavislych vzorki — OK — Proménné — Seznam zavislych promén-
nych X, Nezav. (grupov.) proménnd ID — OK — Kolmogorov-Smirnoviv 2-vybérovy test.

Max z:/Max KITurovel Prumi Prum/Sm.od|Sm.od/N pla’N pla
Promé| rozdil rozdil skup. skup. skup. skup. skup. skup
obsah|-0,40C 0,020 p>.1,964 1,6b/ 0,747/ 0,080 4

Ve vystupni tabulce pro dvouvybérovy K-S test dostaneme maximalni zdporny a maximalni kladny rozdil mezi hodnotami
obou vybérovych distribu¢nich funkei, dolni omezeni pro p-hodnotu (p > 0,1), priméry, smérodatné odchylky a rozsahy
obou vybért. JelikoZ p-hodnota prevysuje hladinu vyznamnosti 0,05, na této hladin€ nelze nulovou hypotézu zamitnout.



Kruskalav - Wallisuv test

iam s'f;al ( 1919 — 2005): Wilson Allen Wallis (1912 — 1988):
Americky matematik Americky matematik
Necht’ je dano r > 3 nezavislych nahodnych vybéra o rozsazich ny, ..., n. Pfredpokladame, Ze tyto vybery pochazeji ze

spojitych rozlozeni. OznaCme n =n, + ... + n. Na asymptotické hladin€ vyznamnosti o chceme testovat hypotezu, ze
vSechny tyto vybéry pochazeji z t€hoz rozlozeni.



a) VSech n hodnot sefadime do rostouci posloupnosti.

b) Ur¢ime potadi kazdé hodnoty v tomto sdruzeném vybéru.

¢) Oznacme Tj soucet pofadi téch hodnot, které patii do j-t¢ho vyberu, j =1, ..., r (kontrola: musi platit T, +... + T =
n(n+1)/2).

12 rT*
d) Testova statistika ma tvar: Q:I(I'I—D \ J . _3(n _|_1). Plati-li Hy, ma statistika Q asymptoticky rozlozeni x*(r-1).
DD

e) Kriticky obor: W: ,21_ I"_l,oo.

f) H, zamitneme na asympt(_)tické hlading vyznamnosti o, kdyz Q >y, *(r-1).



Priklad: V roce 1980 byly ziskany tfi nezavislé vybéry obsahujici daje o priimérnych roc¢nich piijmech (v tisicich dolart)
Ctyt socialnich skupin ve tfech riznych oblastech USA.

JiZzni oblast: 6 10 15 29

pacifickd oblast: 11 13 17 131

severovychodni oblast: 7 14 28 25

Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze ptijmy v téchto oblastech se nelisi.

Reseni:

Vypocty uspoiradame do tabulky

Usp. hodnoty  |6|7[10|11[13]14]15[17]25|28[29]131
Poradi 1.vybéru|l| |3 7 11
Potadi 2.vybéru 4 |5 8 12
Poradi 3.vybéru| |2 6 9 |10

T,=1+3+7+11=22,
T,=4+5+8+12=29,
T3=2+6+9f210=27,

12 1 122”9”7A»~
Q:I(@Sflj— + (ZH F+ | \ k
W_ ar L, Q95‘2\OO 599&O

Protoze Q <35, 991 Hy nezamitdme na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05.
Rozdily mezi primérnymi ro¢nimi pfijmy v uvedenych tiech oblastech se neprokézaly.



Medianovy test
Vychozi situace je stejna jako u K-W testu

a) VSech n hodnot uspofadame do rostouci posloupnosti.
b) Najdeme median x sy t€chto n hodnot.
c) Ozna¢me P; pocet hodnot v j-tém vybéru, které jsou vétsi nebo rovny medianu X so.

F

d) Testova statistika méa tvar Q/[:4 _‘I’Jlj _ 1. Plati-li Hy, ma statistika Qy; asymptoticky rozloZeni v(r-1).
ISy

d) Kriticky obor: W: ,21_ r—l’oo’

e) H,zamitneme na asympt(;tické hlading vyznamnosti o, kdyz Qy > 1. *(r-1).



Priklad:
Pro data o primérnych ro¢nich ptijmech proved’te medidnovy test. Hladinu vyznamnosti volte 0,05.
ReSeni:
Usp. hodnoty 6 710111314 1517 2528 29 131
| N

Median je pramér 6. a 7. uspotfadané hodnoty: Xg50__ -+ _ 4;5
— L=

V prvnim vybéru existuji 2 hodnoty, které jsou vétsi nebo rovny 14,5, stejné tak i ve druhém a tietim vybéru,
tedyP1=P2=P3=2

Testova statistika: Q/I 4 (22 + _|_M—|
Kriticky obor: W 21 T 1 'Q%‘Z\oo 5,99&0

Protoze Qu < 5,991, Hy nezamltame na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05.



Metody mnohonasobného porovnavani

Zamitneme-li hypotézu, Ze vSechny nahodné vybéry pochazeji z téhoz rozloZeni, zajima nas, které dvojice nahodnych
vybéri se 1i8i na zvolené hladin€ vyznamnosti. Testujeme Hy: k-ty a I-ty ndhodny vybér pochazeji z téhoz rozlozeni, k, 1 = 1,
.., I, k # I proti H;: aspon jedna dvojice vybérl pochazi z riznych rozlozeni.

a) Neményiho metoda (Peter Neményi 1927 — 2002: Americky matematik mad’arského ptivodu)

- VSechny vybéry maji tyz rozsah p (tfidéni je vyvazené).

- Vypocteme | T, - Tk| :

-V tabulkach najdeme kritickou hodnotu (pro dané p, r, a ).

- Pokud | T - Ty | > tabelovana kritickd hodnota, pak na hladin€ vyznamnosti o zamitdme hypotézu, ze 1-ty a k-ty vybér
pochézeji z téhoz rozlozeni.

b) Obecna metoda mnohonasobneého porovnavani

T T
- Vypoclteme | =

n

- Ve specidlnich statistickych tabulkdch najdeme kritickou hodnotu hgw(a ). Pii vétSich rozsazich vybéri je mozno ji
nahradit kvantilem y,_, *(r-1).

'];T

-~

I 1N .
- Jestlize > 1 / i \ N, Xw. , pak na hladin€ vyznamnosti o zamitdme hypotézu, Ze I-ty a k-ty vybér
2 G+ )T+ Ba

pochazeji z téhoz rozlozeni.



Priklad:

Ctyti laboranti provedli analytické stanoveni procenta niklu v oceli. Kazdy hodnotil p&t vzork®.

Laborant A: 4,15 4,26 4,10 4,30 4,25

Laborant B: 4,38 4,40 4,29 4,39 4,45

Laborant C: 4,23 4,16 4,20 4,24 4,27

Laborant D: 4,41 4,31 4,42 4,37 4,43

Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze vSechny Ctyfi ndhodné vybéry pochéazeji ze stejneho
rozloZeni. Pokud nulovou hypotézu zamitnete, zjistéte, které dvojice vybéri se lisi.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Vytvotime novy datovy soubor o dvou proménnych a 20 ptipadech. Do proménné nikl napiSeme zmétené hodnoty, do
proménné laborant napiSeme 5x1 pro 1. laboranta atd. az 5x4 pro 4. laboranta.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnani vice nezavislych vzorkl - OK — Seznam zavislych proménnych nikl,
Nezav. (grupovaci) promeénna laborant — OK — Summary: Kruskal-Wallis ANOVA & Median test. Ve dvou vystupnich
tabulkéch se objevi vysledky K-W testu a medianového testu.



KrusKal vv§|||sova /-\ITIUVW%TKI_Qa L:
Nezavi rupovaciaboyardnna
- RREGTaRoa S AR T 040
Zavis[Ko| Pocel Souc
nikl platny porac
1 T < 29,00
2 Z < 75,00
3 < <Z2/(,00
4 4 < (9,00
T
Z"YiSIé: RER L’f% ggB% sVv=3p=
ni Z CElKe

= Viedian: pi| & UUl T,007 5, UU| U UUI'IU,UU
ocek| 2,501 2,501 2,501 2,501
pOZ.-| 1.5U1-1,5U Z.5Ul -2 5U

> Vledian: pc[ T,U0T &,007 U,007 5,007 TU,UU]
ocek| 2,501 2,501 2,501 2,501
POZ.--1,5U 1,501 -25U Z.5UI

Celkem: [ D,U07 5,001 5,001 5,001 20,00

Oba testy zamitaji hypotézu o shodé¢ medianti v danych ctyfech skupinach na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.



Nyni provedeme mnohonédsobné porovnavani, abychom zjistili, které dvojice laborantl se 1i8i. Zvolime Vicenas. porovnani
prumérného poradi pro vS. skupiny.
Vlcenasobne porovn% p n'UBlnglKl(UK

Nezavisla (grupovaci
Kruskal Wghsﬁv test. Hc?3 N= 20) =

R581R151R541R15<

0,083 1,000 0,045
U,U83 0,061 1,000
1,000 0,001 U,032
0,040 1,000 0,032

_m‘
zs.
[da)

NWN—{SN

Tabulka obsahuje p-hodnoty pro porovnani dvojic skupin. Vidime, Ze na hladin€ vyznamnosti 0,05 se lisi laboranti A, D a
laboranti C, D.
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