Pocet pravdépodobnosti jako zaklad matematické statistiky

Pomoci metod popisné statistiky dokazeme prehledné shrnout informace, ktere se tykaji vyhradné objektli vybérového sou-
boru. Pokud jsme vSak data ziskali na zdklad¢ dobte navrzené¢ho vyzkumného planu, mizeme provadét induktivni tsudky o
chovani sledovanych proménnych v celém zakladnim souboru. Metody statistické indukce se ovSem opiraji o pocet pravdeé-
podobnosti.

Pocet pravdépodobnosti

Je to disciplina, kterd se zabyva studiem zakonitosti v ndhodnych pokusech. Matematickymi prostiedky modeluje situace,
v nichz hraje roli ndhoda. Pod pojmem ndhoda rozumime plisobeni faktort, které se zZivelné¢ meni pti riznych provedenich
tehoz pokusu a nepodléhaji nasi kontrole.

rozumime jednorazové uskute¢néni konstantné vymezeného souboru defini¢nich podminek. Pfedpokladdme, ze
pokus miizeme mnohondsobné nezavisle opakovat za dodrzeni defini¢nich podminek (ostatni podminky se mohou ménit,
proto riiznd opakovani pokusu mohou vést k rtiznym vysledkim). Déle pfedpokladame, ze opakovanim pokusu vznika opét
pokus.
je takovy pokus, jehoz kazdé opakovani vede k jedinému moznému vysledku. (Napft. zahtivani vody
na 100°C pii atmosférickém tlaku 1015 hPa vede k varu vody.)
je takovy pokus, jehoz kazdé opakovani vede k pravé jednomu z vice moznych vysledk, které jsou vza-
jemn¢ neslucitelné. (Napt. hod kostkou vede k pravé jednomu ze Sesti moznych vysledki.)

Zavedeni métitelného prostoru

Neprazdnou mnozinu moznych vysledkil ndhodného pokusu znacime € a nazyvame ji . Mozné vysledky
znacime i, My, ...
Vymezena mnozina vysledki je , znac¢ime ho symbolem A. VSechny mozné nahodné jevy tvoii jevové pole A.

Dvojice (Q2, A) se nazyva . Q) se nazyva jisty jev, (> nemozny jev.



Vztahy mezi jevy

a) A B znamena, Ze jev A ma za dusledek jev B.

Napt. jev A je padnuti dvojky, jev B padnuti sudého Cisla.

b) A, Bznamena nastoupeni aspon jednoho z jevli A, B

Napt. jev A je padnuti lichého cisla, jev B padnuti Sestky, A , B znamend padnuti 1, 3, 5, 6.

c) A B znamena spole¢né nastoupeni jevii A, B

Napt. jev A je padnuti ¢isla mensiho nez 3, jev B padnuti sudého ¢isla, A B znamena padnuti dvojky.
d) A\B znamend nastoupeni jevu A za nenastoupeni jevu B

Napt. A je padnuti lichého ¢isla vétsiho nez 1, B padnuti trojky, A \ B je padnuti pétky.

e) A=0\A znamena jev opacny k jevu A

Napf. A je padnuti sudého &isla mensiho neZ 6, A znamena padnuti lichého &isla nebo Sestky.
f) A B= »znamena, Ze jevy A, B jsou neslucitelné

Napf. A je padnuti jednicky, B je padnuti sudého cisla.

g) o _A znamena, ze mozny vysledek o je pfiznivy nastoupeni jevu A.

Napft. A je padnuti nasobku tii, o je padnuti Sestky.

Nékteré vlastnosti operaci s jevy

a) Pro sjednoceni a prinik jevu plati , ktery pro dva jevy A, B ma tvar:
A, B=B, AJA _ B=B _A.

b) Pro sjednoceni a prinik tii jevi A, B, C plati
A B, O=(A B), CA - B ~O=(A ~B) ~.C
distributivni: A, B ~C)=(A, B) (A ~-C),A - B, O)=(A ~B), (A ~CO)

¢) Pro sjednoceni a prinik jevi opacnych plati , které pro dva jevy A, B zapiSeme takto: A B-

A, A=A .



Priklad: Nahodny pokus spociva v hodu kostkou. Jev A znamend, Ze padne sudé ¢islo a jev B znamena, Ze padne Cislo vétsi

nez 4.
a) Urcete zdkladni prostor Q.
b) Vypiste mozné vysledky ptiznivé nastoupeni jevi A, B.

c) Pomoci operaci s jevy vyjadiete nasledujici jevy: padne liché ¢islo; nepadne ¢islo 1 ani 3, padne ¢islo 6; padne Cislo 2
nebo 4.

Reseni:

ad a) Q = {wy, ..., 0}, kde mozny vysledek m; znamena, ze padne Cisloi,1=1, ..., 6
ad b) A = {0, ®4, 06}, B = {05, 0}

ad ¢) A= {oy, ®3, ®5}; A, B={wy, 04, 05, 06}; A ~B={we}; A\B={w,, 04}



Motivace: Provadime opakované nezavisle tyZ nahodny pokus a v kazdém pokusu sledujeme nastoupeni
jevu A, kterému fikame uspéch. Ozna¢me n celkovy pocet pokusi a N(A) pocet téch pokusti, kdy nastal

Pravdépodobnostni prostor

uspéch. S rostoucim n pozorujeme, ze relativni ¢etnost uspéchu

pravdépodobnost Gspéchu. (Tento poznatek je znam jako empiricky zakon velkych ¢isel).

Ilustrace empirického zakona velkych cisel
Provadime n nezavislych hodii minci. Padnuti lice povazujeme za uspéch. Budeme sledovat zavislost
relativni ¢etnosti tspéchu na poctu pokusu. (Pocet pokusti volime 2, 5, 10, 20, 50, 100, 200, 500,1000,

2000.)
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Vznika otazka, jak zavést pravdépodobnost, aby byla ,,zidealizovanym* protéjSkem relativni Cetnosti. Zdalo
by se vhodn¢ zavést pravdépodobnost takto:

e

Jde o tzv. statistickou definici pravdépodobnosti.

Priklad: U 1000 nahodné vybranych volict byly zjiStovany volebni preference. Vysledky mame v tabulce:

Preferovand strana| pohlavi |celkem
Zena| muz
ABC 1531130 283
XYZ 220|194 414
ostatni 157 | 146 303
celkem 53014701 1000

Pomoci relativnich ¢etnosti odhadnéte pravdépodobnosti téchto jevi:
a) nahodné vybrany voli€ je Zena, ktera nepreferuje stranu XYZ,
b) nadhodné vybrany voli€ je bud’ Zena nebo jedinec, ktery preferuje ostatni politické strany.

Reseni:
ad a) VSech Zen je 530, téch, které nepreferu;ji stranu XYZ, je 530 — 220 = 310, tedy odhad pravdépodobnosti dan¢ho jevu je
310 - 3

ad b) Zajima nas relativni cetnost sjednoceni dvou jevi, a to jevil B; ... ,,ndhodné vybrany voli€ je Zena* a B, ... ,,ndhodné
vybrany voli€ preferuje ostatni politické strany*. Z vlastnosti relativni Cetnosti plyne

PR = B B B = g0 00- 0= 0= 77



Z matematického hlediska vSak statisticka definice definice neni v potfadku, protoze pocet pokusti je vzdy
konec¢ny a nelze se presveédcCit o existenci uvedené limity. Proto ve 30. letech 20. stoleti rusky matematik A.
A. Kolmogorov (1903 — 1987) vybudoval axiomatickou teorii pravdépodobnosti.

Axiomaticka teorie pravdépodobnosti zavadi pravdépodobnost jako funkei, kterd kazdému jevu ptitazuje
Cislo mezi 0 a 1 a ptitom je zidealizovanym protéjsSkem relativni etnosti. Ma tedy vSechny vlastnosti
relativni Cetnosti a kromé toho nékteré dalsi vlastnosti, které vyplyvaji z vnitinich potfeb matematické teorie.



rozumime realnou mnozinovou funkci P: A — R, ktera splnuje nasledujici tfi axiomy:
kazdému jevu pfifazuje nezaporné ¢islo (axiom nezapornosti),
jistému jevu pfifazuje ¢islo 1 (axidm normovanosti),
sjednoceni neslucitelnych jevi ptifazuje soucet pravdépodobnosti t€chto jevl (axiom spocetné aditivity).
Trojice (Q, A, P) se nazyva . Je to matematicky model jednorazového provedeni nahodného po-
kusu.

Ilustrace pravdépodobnostniho prostoru

0 P(A) 1

Systém axi16mu pravdépodobnosti je bezesporny (tj. na kazdém méfitelném prostoru lze sestrojit pravdépodobnost) a netpl-
ny (tj. na kazdém métitelném prostoru, jehoZ jevové pole neni minimalni, Ize sestrojit pravdépodobnosti vice).



Vlastnosti pravdépodobnosti

Necht’ (Q, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Pak pro libovolné jevy A, A, Ao, ...
P1:
P2:
P3:
P4:

P5

P() =0

P(A) > 0 (nezapornost — axiom)

P(A;, A;) +P(A; ~Ay)=P(A)+P(Ay)
1 +P(A;1 ~ Az 2P(A)) +P(Ay)

:P(A;, Ay)<P(A))+ P(A,) (subaditivita)
Pé6:
P7:
P8:
PO9:

Al ~A=r _PA, A)=P(A)) +P(A,) (aditivita)
P(A2\ A1) =P(Ay) - P(A1 ~A))

A1 — A2 — P(Az \ Al) = P(Az) = P(Az) (subtraktivita)
A, — A, _P(A)) <P(A;) (monotonie)

P10: P(Q2) = 1 (normovanost — axidém)
P11: P(A) + P( A) = 1 (komplementarita)
P12: P(A) <1

PI13: A ~ A= (*pronéJ_P(Al. Az. ) P(A)+P(A2)+

P14: P(L}O— Z ZZ ~

(Pro neslucitelné jevy Ay, ..., A, dostavame P( LJ&) = O ))
(Vlastnosti P1, ...,

g

1

sCitani pravdépodobnosti.)

_ A plati nasledujicich 14 vlastnosti:

. (spocetnd aditivita — axiom)
oy -TAL L)
+ZZZ N N + a2

P12 odpovidaji vlastnostem relativni Setnosti z popisné statistiky, vlastnost P14 je znama jako véta o



Klasicka pravdépodobnost

V Kolmogorovoveé axiomatické definici se nic nepravi o tom, jak na daném méfitelném prostoru konkrétné pravdépodobnost
zavést. V pripad¢, Ze zakladné prostor je koneény a vSechny mozné vysledky maji stejnou Sanci na uskutecnéni, miizeme
pouzit klasickou pravdépodobnost:

je funkce, kterd jevu A piifazuje Cislo H@_"}@, kde m(A) je pocet moznych vysledkl ptizni-
)
vych nastoupeni jevu A a m(€2) je pocet vSech moznych vysledkd.
Priklad na klasickou pravdépodobnost (s vyuzitim vlastnosti pravdépodobnosti): V dodavce 100 kusti vyrobkli nema po-

zadovany primeér 10 kusti, pozadovanou délku 20 kusti a soucasné nema pozadovany pramér 1 délku 5 kusti. Jaka je pravdé-
podobnost, Ze ndhodné vybrany vyrobek z této dodavky ma pozadovany primér 1 délku?

ReSeni:
Jev A spociva v tom, ze vyrobek ma pozadovany pramér a jev B v tom, ze vyrobek ma pozadovanou délku. Poc¢itame
P(A ~B)=PA , =1-PA B-
A)+(B)-P(A By=1-(19 "V -
1-P()+P(B)-P(A-BI=1-(1g4 3 =075



Opakované zavislé pokusy - hypergeometrické rozlozeni pravdépodobnosti
Mame N objektil, mezi nimi je M objekti oznageno, U_ |_ . Nahodn& bez vraceni vybereme n objekta (U_ _ ).
Pravd&podobnost, Ze ve vybéru je prave x oznadenych objekta (mailv_ |, _ umpM):

bl

\
\n)

Pravdépodobnost, Ze ve vybéru je nejvyse x; oznacenych objekti:
X
o

Pravdépodobnost, ze ve vybéru je aspon X, oznacenych objekti:

Nhonge

Ron i{



Priklad na hypergeometrické rozlozeni: Mame skupinu 20 lidi, mezi nimi 4 muze. Vybirame bez vraceni (tj. nikdo
nemuze byt vybran opakovan¢) pétici z této skupiny. Jaky je nejpravdépodobnéjsi pocet muzii mezi vybranymi?

Reseni:

Vypocitame vSechny mozné pravdépodobnosti a najdeme pocet muzi s nejveétsi pravdépodobnosti. Vzhledem k technice
vybéru (bez vraceni) jde o hypergeometrické rozloZeni pravdépodobnosti s parametry N =20, M =4, n = 5.

Pocitame

. ﬂ\dJNNﬁ

g N
()

prox=0,1,2,3,4.

- a
Busf= )+ ) 281 Bus
[

A

) —

|

) L a
Bus@— /{

A

\

)

(

”\__/

23],

——_—— N— —— — — N— ——

~——

) . 21€ 1’204,5‘}
( C

Bos g

e

)01
}

(Pro kontrolu — soucet vypocitanych pravdépodobnosti je 1.)
Vidime, Ze nejvyssi pravdépodobnost — 0,4696 — je dosazena v pripadé, kdy mezi pétici vybranych osob je pravé 1 muz.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Otevieme novy datovy soubor s péti proménnymi PO, P1, P2, P3, P4 a jednim ptipadem.
Do Dlouhého jména proménné PO napiSeme =Combin(4;0)*Combin(16;5)/Combin(20;5)
Do Dlouhého jména proménné P1napiSeme =Combin(4;1*Combin(16;4/Combin(20;5)
Do Dlouhého jména proménné P2napiSeme =Combin(4;2*Combin(16;3/Combin(20;5)
Do Dlouhého jména proménné P3napiSeme =Combin(4;3*Combin(16;2/Combin(20;5)
Do Dlouhého jména proménné P4napiSeme =Combin(4;4*Combin(16;1/Combin(20;5)

Dostaneme tabulku:

T 2 g 5
PO P1 52 P3 P4
00,7871 0,469 U,Z16 0,030 0,00T

—N

Vidime, Ze nevyssi pravdépodobnost je P1, tedy nejpravdépodobnéjsi pocet muzi je jeden.



Stochasticky nezavislé jevy
Za stochasticky nezavislé povazujeme takové jevy, kdy informace o nastoupeni jednoho jevu nijak neovlivni Sance, s nimiz
oc¢ekavame nastoupeni druhého jevu.
V popisné statistice jsme zavedli ¢etnostni nezavislost dvou mnozin G, G, v daném vybérovém souboru pomoci multiplika-
tivniho vztahu qu o~ = q‘pp\
V poc¢tu pravdépodobnosti fekneme, Ze jevy Aj, A, _ A jsou stochasticky nezavislé, jestlize P(A; ~ A,) =P(A;) P(A;,). Pro
tf1 jevy budeme poZadovat, aby i jevy A; ~ A, a Az byly stochasticky nezavisle, coz vede ke vztahu
P(A; ~A, ~A3)=P(A)) P(A,) P(A;). Tak miizeme pokracovat pro libovolny pocet jevi, tedy jevy Ay, ..., A, - A jsou

, jestlize plati systém multiplikativnich vztahii:

S P(Ai ~Aj) =P(A)) P(A)) (dvojmistny multiplikativni vztah)
v - - <« PMA <A ~AY=P(A) P(A) P(Ay) (trojmistny multiplikativni vztah)

P(A; ~... ~A)=P(A)) ... P(A,) (n-mistny multiplikativni vztah)

Jevy Ay, A,, ... _ Ajsou , jestliZze pro vSechna pfirozena n > 2jsou stochasticky nezavislé jevy
A, .., Ay A

(Lze snadno ukazat, ze jev nemozny resp. jev jisty a libovolny jev jsou stochasticky nezavislé jevy. Jestlize v posloupnosti
stochasticky nezavislych jevii nahradime libovolny pocet jevill jevy opacnymi, stochastickd nezavislost se neporusi. Rovnéz
tak priniky a sjednoceni stochasticky nezavislych jevii jsou stochasticky nezavisle.)



Priklad na stochasticky nezavislé jevy: Necht' A, A,, A; jsou stochasticky nezavislé jevy, P(A,) = 1/4, P(A,) = 1/3, P(A3)
= 1/2. Jaka je pravdépodobnost, ze

a) nastane prave jeden z jevl Ay, A,, Aj

b) nastanou praveé dva z jevii A, A,, Az

c) nastanou nejvysSe dva z jevi A, A, Az ?

ResSeni:
ad a)
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Opakované nezavislé pokusy: Nezavisle opakujeme tyz ndhodny pokus. Necht’ jev A; znamend uspéch v i-tém pokusu, pii-
cemzP(A)= q1=1,2, ..

1. Binomické rozloZeni pravdépodobnosti
Pravdépodobnost, ze v prvnich n pokusech Gspéch nastane pravé x-krat (U _ ):

Elic\:/\} o
po | . Q

Pravdépodobnost, Ze v prvnich n pokusech uspéch nastane nejvyse x;-krat (U < < )

X
YP“ X,
XY,

Pravdépodobnost, Ze v prvnich n pokusech tspéch nastane aspon xy-krat (U< < )

n
b X
XX,

Q

Q

Pravdépodobnost, Ze v prvnich n pokusech tuspéch nastane aspoil xo-krat a nejvyse x;-krat:

X
I X
X,



Priklad na binomické rozloZeni pravdépodobnosti: Firma se GiCastni ¢tyf nezavislych vybérovych fizeni.
Pravdépodobnost, ze uspéje v kterémkoliv z nich, je pro vSechny konkurzy stejnd a je rovna 0,7. Jaka je pravdépodobnost,
ze firma uspéje

a) praveé 2x

b) aspon 2x

c) nejvyse 2x?

Reseni: Poéet pokusﬁ n = 4, pravdépodobnost uspéchu q= 0,7

ad a) H%_ A764

ad b) Hib+ "}+ (AF_ \730,3+ \74:“?16
wo BY, ¢ ) 7),33+ \720,32:“345

Vypocet pomoci systému STATISTICA:
Otevieme novy datovy soubor se ttemi proménnymi P1, P2, P3 a o jednom ptipadu.
Do Dlouhého jména proménné P1 napiSeme =Binom(2;0,7;4)
Do Dlouh¢ho jména proménné P2 napiSeme =1-1Binom(1;0,7;4)
Do Dlouh¢ho jména proménné P3 napiSeme =IBinom(2;0,7;4)
Dostaneme tabulku:
1 Z
P1_ B2 B3
0,2t 091 0,54

—N




2. Geometrické rozlozeni pravdépodobnosti
Pravdépodobnost, Ze prvnimu uspéchu bude predchdzet x netispéchii:

PI{\ZI_ X )

Q

Pravdépodobnost, ze prvnimu tspéchu bude predchazet nejvyse x; neuspechi:

X
X 1

Q

Pravdépodobnost, ze prvnimu tspéchu bude predchéazet aspon x, neuspéchii:

1_XO 'Px
X0,



Piiklad na geometrické rozloZeni pravdépodobnosti: Jaka je pravdépodobnost, Ze pfi hie ,,Clovéce,
nezlob se!* nasadime figurku nejpozdéji pri tietim hodu?
ReSeni:
|
Pocet nel'lspéchﬁ: x =0, 1, 2, pravdépodobnost uspechu: 9

o}

- }v ) _'Jecgﬁ@ "12]

Pravdepodobnost ze ﬁgurku nasadime nejpozdé&ji pii tietim hodu, je 42,13%.

Priklad na geometrické rozlozeni pravdépodobnosti: Studenti biologie zkoumaji barvu oci octomilek.
Pravdépodobnost, ze octomilka ma bilou barvu o¢i, je 0,25, ¢ervenou 0,75. Jaka je pravdépodobnost, ze az
¢tvrta zkoumana octomilka ma bilou barvu o¢i?

Reseni:
Pocet neuspéchil: x = 3, pravdépodobnost uspéchu: q
P3_ 73027 eoi25_ 10:

Pravdépodobnost, ze az ¢tvrtd zkoumana octomilka ma bilou barvu o¢i, je 10,55%.



3. Negativni binomické rozlozZeni pravdépodobnosti

Bx_ '+ - .
ki(l:\ = )
pEX
Xy,
l_XOJRX:

x0,

Piiklad na negativni binomické rozloZeni pravdépodobnosti: Hra¢ hazi kostkou tak dlouho, dokud mu nepadnou tfi
Sestky. Jaka je pravdépodobnost, Ze bude muset hodit kostkou 10 x?

Reseni: |
Pocet netuspéchti x =7, protoie v 7 z 10 hodl nepadne Sestka. Pravdépodobnost tispéchu 9

B /A+_—‘ \ I\_ T4

Hledan\a pravdepodobnost ]e 4 65%



Podminéna pravdépodobnost
Opakované nezavisle provadime tyz ndhodny pokus a sledujeme nastoupeni jevu A v téch pokusech, v nichz nastoupil jev

m
H. Podminénou relativni ¢etnost A za podminky H jsme v popisné statistice zavedli vztahem p<As/ H_ eﬁ (za ptedpo-
. r#r -

kladu, ze p(H) > 0). Tato podminéna relativni ¢etnost se s rostoucim poctem pokust ustaluje kolem konstanty

D)
P‘As/ H_ Gm , kterou povazujeme za
PV ol

Ilustrace podminéné pravdépodobnosti

Priklad na podminénou pravdépodobnost: Jaka je pravdépodobnost, Ze pii hodu kostkou padlo sudé Cislo, je-li znamo,
ze padlo cislo mensi nez 5?

ResSeni: O A ... padlo sudé ¢islo, A_ v oy H ... padlo ¢islo mensi nez 5, H_
A O — —

) I () T ) [T
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P‘A/H_D A~ _°
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Vlastnosti podminéné pravdépodobnosti

Je zieymé, ze jevy A, A, jsou stochasticky nezavislé, prave kdyz

P(Al/Az) = P(Al) a prélvé kdy2 P(Az/Al) = P(Az)

Okam?zité z definice plyne:

P(A1 A~ Az) = P(Al) P(Ag/A]) pro P(Al) > 0,

P(A1 P Az) = P(Az) P(A]/Az) pro P(Az) > 0.

Tento multiplikativni vztah 1ze zobecnit ve ;

P(A] ~ A2 o~ e |~ An) = P(A]) P(Az/A]) P(A3/A] P Az) P(An/Al A~ An—l) pro P(A] o~ e |~ An-l) _‘O

Priklad na vétu o nasobeni pravdépodobnosti: Ze sady 32 karet ndhodné vytahujeme po jedné karté, kterou nikdy nevra-
cime zpét. Jaka je pravdépodobnost, Ze eso se objevi az ve 4. tahu?

Reseni:
esenVltern tahu nebylo vybrano eso,i=1, 2, 3, 4 o
PAA AR AP‘AZ/AP‘A;,/A P(A;/Am .
= LI 911~

Eso se objevi az ve 4. tahu s pravdépodobnosti 0,0911.

A



Vzorec pro uplnou pravdépodobnost a Bayestv vzorec

Jestlize Hy, ..., H, _ Ajsou jevy, které tvori rozklad jistého jevu (tj. jsou neslucitelné a jejich sjednocenim je cely zakladni
prostor — fikame, ze tvoti Gplny systém hypotéz), pak pravdépodobnost libovolného jevu A _ A lze vypocitat pomoci vzorce
pro uplnou pravdépodobnost:

PA_ "~ P(A)

-

Ilustrace vzorce pro uplnou pravdépodobnost

Podminénou pravdépodobnost libovolné hypotézy za podminky, Ze nastal jev A - tzv.
- 1ze vypocitat pomoci Bayesova vzorce:

P
PJ_I( / A: ( (AIQ (Pivodni pravdépodobnost P(Hy) se nazyva ).



ayes (1702 — 1761): Anglicky knéz a matematik

Thomaé

Priklad na vzorec pro uplnou pravdépodobnost a Bayestiv vzorec: U jistého druhu elektrického spotiebice se

s pravdépodobnosti 0,01 vyskytuje vyrobni vada. U spotiebice s touto vyrobni vadou dochazi v zaruc¢ni lhtité k poruse

s pravdépodobnosti 0,5. Vyrobky, které tuto vadu nemaji, se v zaru¢ni lhiit€ porouchaji s pravdépodobnosti 0,01. Jaka je
pravdépodobnost, ze

a) u nahodné vybraného vyrobku nastane v zaru¢ni lhiit¢ porucha,

b) vyrobek, ktery se v zaru¢ni 1haté porouchd, bude mit doty¢nou vyrobni vadu?

Reseni:

H; - vyrobek ma doty¢nou vyrobni vadu

H, - vyrobek nema tuto vyrobni vadu

A - vyrobek se v zaru¢ni dob¢ poroucha

Pak je: P(H,) = 0,01, P(H,) = 0,99, P(A/H,) = 0,5, P(A/H,) = 0,01

ad a) P(A) = P(H,).P(A/H,) + P(H,).P(A/H,) = 0,01.0,5 + 0,99.0,01 = 0,0149

ad b) PH/AZD RYE Hr::‘ %—.22“338



Vyuziti Bayesova vzorce v mediciné pri hodnoceni kvality diagnostického testu

Ptredpokladame, ze mame dvé skupiny objektti — jedna skupina objektt splituje néjakou podminku (pozitivni ptipady), druha
skupina nikoliv (negativni ptipady). Provedeme diagnosticky test, ktery objekt oznaci bud’ jako pozitivni nebo jako
negativni.

Zavedeme nasledujici oznaceni:

jev H ... objekt je pozitivni

jev H... objekt je negativni

jev A ... test oznaci objekt za pozitivni
jev A ... test oznai objekt za negativni

Apriorni pravdépodobnost P(H) se nazyva a vyjadiuje pravdépodobnost vyskytu pozitivnich objekti v souboru
vSech objekti.

Podminéna pravdépodobnost P(A/H)se nazyva a vyjadiuje pravdépodobnost, Ze test da kladny vysledek u
pozitivniho objektu.

Podminéna pravdépodobnost P( A H)se nazyva a vyjadiuje pravdépodobnost, Ze test da zaporny vysledek u
negativniho objektu.

Podminéna pravdépodobnost P( A/H)se nazyva a vyjadiuje pravdépodobnost, Ze test da zaporny vysledek
u pozitivniho objektu.

Podmin&na pravd&podobnost PA/ H)se nazyva a vyjadruje pravdépodobnost, ze test da kladny vysledek u
negativniho objektu.

Aposteriorni pravdépodobnost P(H/A) se nazyva a vyjadtuje pravdépodobnost, ze
objekt je skutecné pozitivni, kdyz test dopadl pozitivné.

Aposteriorni pravdépodobnost P( HA) se nazyva a vyjadiuje pravdépodobnost, Ze

objekt je skutecné negativni, kdyZ test dopadl negativné.



Uvedené podminéné pravdépodobnosti nezndme, miizeme je pouze odhadnout pomoci vysledku testu, které zapiSeme do
kontingencni tabulky:

vysledek testu podminka celkem
H (pozitivni) | H (negativni)
A (pozitivni) a b atb
A (negativni) C d c+d
celkem atc b+d n
; Pé/ H:*P; - (true positive fraction — relativni cetnost spravné klasifikovanych pozitivnich
1
ptipadl).
; Pﬁ/ H:——N; a4 (true negative fraction — relativni ¢etnost spravné klasifikovanych negativnich
1
ptipadn).

: Pﬁ/ H:—N; = (false negative fraction — relativni Cetnost nespravné klasifikovanych
1
pozitivnich ptipadi).

: P‘N H:—P; tl‘ (false positive fraction — relativni ¢etnost nespravné klasifikovanych

A1
negativnich ptipadi).

Je okamzité zfeymé, ze TPF + FNF = 1, TNF + FPF =1.
Odhady prediktivnich hodnot pozitivniho a negativniho testu poc¢itame podle Bayesova vzorce.
PHA_ V. b PH TPF
’: = T, — ] " B
PFI/A “V‘ - P H 1_ H‘TNF
mll = I, = _ Ty HL P
Vidime, Ze prakticky vyznam diagnostického testu zalezi na prevalenci P(H), odhadu senzitivity TPF a odhadu
specificity TNF. Tyto charakteristiky jsou tedy plné uréeny prediktivnimi hodnotami PVV a PVN.



Priklad: Pouzijeme diagnosticky test u pfedpovédi nemoci, kterd ma prevalenci 1 % (tj. pravdépodobnost vyskytu této
nemoci v celé populaci je 0,01). Je znamo, Ze tento test ma 95 % senzitivitu (tj. s pravdépodobnosti 0,95 dé4 kladny vysledek
u nemocného jedince ) a 95 % specificitu (tj. s pravdépodobnosti 0,95 da zaporny vysledek u zdravého jedince). Vypoctéte

odhad prediktivni hodnoty pozitivniho testu a negativniho testu.

Reseni:
Odhad prediktivni hodnoty pozitivniho testu:

-v- P H PH TPF 00 PS5 ~
PH A | |
FI/ :V':J N CHLNE ) BEK 6

Znamena to, Ze jenom 16 % tcéch jedinct, u nichz Vysel test pozitivné, je skutecné nemocnych danou chorobou, zatimco

84 % jedincu, kteti méli test pozitivni, chorobu nema.

Odhad prediktivni hodnoty negativniho testu:

e\ - P 38 1l H- TNF €195 ~
PHA: | 8 + —_ \.“T EH P ;Q9);§-I-) IU_

Znamena to, ze 99,9 % téch jedinci, u nichz vysel test negativne, uvedenou chorobu skute¢né nema.



