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KAPITOLA 1

Pi‘ehrsel ruznorodych iiloh

,»hodnota, zména, poloha*“
— co to je a jak to uchopit?

Smyslem prvni kapitoly této ucebnice je uvést ¢tendre do fasci-
nujiciho svéta matematického mysleni, a to na co nejkonkrétnéjsich
prikladech modelovani redlnych situaci pomoci abstraktnich objekti
a souvislosti. Zaroven projdeme nékolik témat a postupt, ke kterym
se postupné budeme vracet, a v zavéru kapitoly se budeme chvili vé-
novat samotnému jazyku matematiky (se kterym do té doby budeme
zachazet velmi intuitivn¢).

O co jednodussi jsou vychodiska a objekty, se kterymi zde budeme
pracovat, o to slozit&jsi je pochopit do disledku jemnosti pouzitych
nastrojt a postupi. I to je diivod, pro¢ se budeme k tématim postupné
vracet.

Pokud se tedy pfechdzeni od tématu k tématu bude jevit z pocatku
jako chaotické, snad se to postupné spravi pii navratech v pozdéjsich
kapitolach.

Zacneme s tim nejjednodussim — obycCejnymi Cisly.

1. Cisla a funkce

1.1. Ciselné obory. Vsichni jsme jist& zvykli pocitat s pfirozenymi,
celymi, raciondlnimi a redlnymi ¢isly a mame také predstavy, jak jsou
uspotradany do vztaht ,,mensi—vétsi“. Je také docela zfejmé, Ze mezi
kaZzdymi dvémi celymi &isly n a n 4 1 je spousta raciondlnich ¢&isel
n < g < n+ 1. Jak jsou na tom ale ¢isla redlnd? Potfebujeme je
viibec? I tady je patrn& odpovéd dobfe zndm4: jiz staif Rekové védéli,
7e predepiSeme-li plochu &tverce a’? = 2, pak nelze najit raciondlni
a, které by predpisu vyhovovalo. Ovéfit to miZeme za predpokladu,
Ze zname ndsledujici vlastnost jednoznac¢ného rozkladu pfirozenych
¢isel na prvocisla:
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Tvrzeni. Kazdé prirozené islo n lze jednoznacnym zpiisobem vyjddrit
Jjako soucin mocninn = p'' - p3 ... p}, kde vSechna &isla py, ..., px
Jjsou délitelnd pouze sama sebou a jednickou.

Skute¢né, pokud by platilo (p/q)? = 2 pro piirozend &isla p a ¢,
pak tedy p? = 2¢°. Na levé stran& mame v rozkladu na prvocisla 2"
se sudym r (piipadné r = 0), na pravé stran¢ ale bude vZdy mocnina
dvojky licha. To je spor s nasim tvrzenim a tedy pfedpoklad nemuze
platit a Zadné raciondlni ¢islo nemuZe mit za svoji druhou mocninu
dvojku.

Vidime tedy, Ze jiZ hleddni odmocnin nds nuti k rozsiteni racio-
ndlnich ¢isel na redlna. Dokonce snadno ukdzeme

1.2. Necht’t a m jsou kladnd celd cisla. UkaZte, Ze Cislo %/t je bud’
prirozené, nebo neni raciondlni.

ReSeni. Necht uvaZovand odmocnina nenf prirozend. Ukdzeme, Ze
potom nenf ani raciondlni. ProtoZe piedpokladdme, Ze %/t neni pfiro-
zen4, tak existuje prvocislo r a pfirozené s takovd, ze r® déli ¢, r+!
nedéli ¢+ a m nedéli s (budeme psat ord, ¢t = s) Jako v pfedchozim
piipade predpokladejme nyni, Ze by existovala pfirozend p, g tak, Ze
Mt o= g. Vynésobenim rovnice ¢islem g a umocnénim na ¢islo m
dostadvame ¢ - p™ = g™. Pro libovolnou m-tou mocninu a pfirozeného
¢isla plati, Ze ord, a je ndsobkem m. Proto ord, L neni ndsobkem m
(dédva stejny zbytek po déleni m jako ord, t), kdeZto ord, R je délitelné
m, coZ neni moZné. N4§ predpoklad tedy neplati a ¢islo /¢ nemiize
byt raciondlni, pokud nenf pfirozené. O
Trochu vice si o redlnych Cislech fekneme pozdéji.

1.3. Komplexni cisla.

Sta¢i ndm aspon pro elementarni poéty redlna Cisla? Je lehké si
uvédomit, Ze nikoliv: Uvahu o racionalit& druhé odmocniny v minulém
odstavci miZzeme formulovat jako dotaz na existenci feSeni rovnice

x>=2

v oboru racionénich &isel. Ovéfili jsme, Ze feSeni nemd, v oboru redl-
nych ¢isel uz ale ano. Co kdyZ napiSeme obecnéji

x>=b

a ptame se poreseni ted? Tato rovnice ma vzdy feSeni x v oboru redl-
nych Cisel, pokud je b nezaporné. Jestlize je b = —1, pak ale zjevné
takové redlné x existovat nemuze. Podbizi se ,,pfidat” k redlnym ¢islim
nové Cislo i, tzv. imaginarni jednotku a zkusit dat dohromady rozsi-
feni ¢iselného oboru R redlnych ¢isel tak, aby byly splnény vSechny
vlastnosti, které od skaldru o¢ekavame.
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Kupodivu to skuteéné jde tim nejjednodusSim zptsobem: jisté
budeme chtit umét nové ¢islo i ndsobit redlnymi ¢isly a budeme chtit
umét pricitat i skutecnd redlnd ¢isla. Nutné proto musime v novém
¢iselném oboru komplexnich Cisel C pracovat s formalnimi vyrazy
z = a +i b. Reédlnému C&islu a fikdme redlnd slozka komplexniho ¢ila
z, redlnému &islu b pak imagindrni sloZka. Aby byly splnény vlatnosti
asociativity a distributivity, zavedeme s¢itani tak, Ze se nezavisle s¢itaji
redlné slozky a imaginarni slozky a nasobeni tak, jak by se ndsobily

dvojcleny redlnych &isel s jedingm dodateénym pravidlem i2 = —1,
tj.
(1.1) (a+ib)+(c+idy=(@+c)+i(b+d),

(12)  (a+ib)-(c+id) = (ac —bd) +i (bc + ad).

Ovérte si peclivé, Ze skuteéné plati vSechny vlastnosti KG1-4, O1-4
a P skalari, jde tedy o pole (komutativni téleso) skaldrd. Nulou je
samoziejmé ¢islo 0 4 i 0, jedniCkou Cislo 1 4 i 0, které opét piSeme
jakoOal.

1.4. Komplexni ¢isla jako body v roviné.

s w2

Tak jak si jisté pfedstavujeme redlnd cisla jako body primky vSech
realnych ¢isel, miizeme si dobie predstavit komplexni ¢islaz = a+i b
jako body v rovné o soufadnicich (a, b). Imagindrni jednotka i pak
odpovidd bodu (0, 1) a v§Simnéme si, Ze vyndsobeni jakéhokoliv ¢isla

Z = a + i b imagindrni jednotkou davé vysledek
i-(a+ib)y=—-b+ia

tj. v interpertaci v roviné€ jde o otoceni bodu z o pravy thel proti sméru
hodinovych ruc¢i¢ek. Dalsi geometrickd operace, kterd ma jednoduché
vyjadfeni je symetrie podle osy redlnych Cisel:
z=(a+ib)+—> (a—ib)=27.

Hovofime o ¢islu z komplexné sdruZeném k z. VSimnéme si ddle, Ze
soucin

2z =(a*+b*) +i(—ab+ba) =a*+b*
je vzdy realné ¢islo a dava nam kvadrat vzdélenosti ¢isla z od pocatku
0. Plati tedy |z|> = zZ.

Komplexni ¢islatvaru z = cos p+i sin ¢, kde ¢ je redlny parametr
udavajici thel mezi redlnou pfimkou a spojnici z s po¢atkem, popisuji
praveé vSechny body na jednotkové kruZnici v komplexni roviné. Kazdé
nenulové Cislo z pak lze pravé jednim zplisobem napsat jako

7 =|z|(cos@ +i sing).

Tento vyraz nazyvame goniometricky tvar komplexniho cisla z.
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Standardni vzorce pro goniometrické funkce pak jsou ekvivalentni
tvrzeni

Tvrzeni (Moivrova véta).

21 - 22 = |z1l|z2[(cos(@r + @) + i sin(gr + ¢2),
kde @; jsou argumenty Cisel z;.

s

Komplexni ¢isla nejsou pouze ndstrojem, abychom ziskali ,,divnd*
feSeni kvadratickych rovnic, ale jsou potieba i k tomu, abychom ur¢ili
redlnd feSeni kubickych rovnic. Jak vyjadfit feSeni kubické rovnice

X 4ax’+bx+c=0

pomoci redlnych koeficientd a, b, ¢? UkaZme si metodu, na kterou
pfisli v Sestnictém stoleti pdnové Ferro, Cardano, Tartaglia a moZnd
dalsi. Zavedme substituci x := ¢ — a/3 (abychom odstranili kvadra-
ticky ¢len v rovnici), dostaneme rovnici:

4+ pt+q=0,
kde p = b—a?/3aqg = c+ (2a®> —9ab)/27. Nyni zavedme nezndmé
u, v spliujici podminky u + v =t a 3uv 4+ p = 0. Dosazenim prvni
podminky do pidvodni rovnice dostadvame
u3+v3+(3uv+p)(u+v)+q =0,

dosazenim druhé pak

3
6 3 P
SR —)
u +qu 7

coZ je kvadratick4 rovnice v nezndmé s = u*>. Mame tedy

2 3

| g, ¢ p
Y . (I [
“ \/2 4 T 27

Celkem pak zpétnym dosazenim

x=—p/3u+u—a/3.

Ve vyrazu pro u je se vyskytuje tfeti odmocnina a abychom dostali
vSechna tfi feSeni, je nutno pracovat i s komplexnimi odmocninami.
Rovnice x* = a,a # 0, s nezndmou x m4 totiZ pravé tii feSeni v oboru
komplexnich ¢isel (Zakladni véta algebry, viz ??). VSechna tato feseni
nazyvame tfeti odmocninou z ¢isla a. Je tedy vyraz /a v komplexnim
oboru trojzna¢ny. Pokud se chce pfisoudit vyrazu /a jednoznaény
vyznam, tak se za tfeti odmocninu uvazuje feseni s nejmensim argu-
mentem.
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Navic jesté dodejme, Ze pifi popsaném postupu se mohlo vyskyt-
nout déleni nulou. V tom piipad€ je nutno pouZit jiného (vétSinou
snadnéjsiho) postupu.

1.5. Reste rovnici

4 x?—2x—1.

ReSeni. Jak snadno zjistime, tak rovnice nemad raciondlni kofeny (me-
tody si objasnime v ¢asti ??). Dosazenim do ziskanych vztaht ziskdame
p=b—a®’/3=-7/3,q =-7/27, pro u pak dostdvdme

V28 + 12/—147

u= >
6
kde mizZeme teoreticky volit aZ Sest mozZnosti pro u (dvé volby zna-
ménka plus ¢i minus a k tomu tfi nezdvislé volby tfetf odmocniny). Jak
vsak snadno nahlédneme, dostdvdme pro x pouze tfi riizné hodnoty.
Dosazenim do (I)) pak jeden z kofenti md tvar

14 N /28 — 84i/3 1

. -3 = 1,247,
J3(28 — 84i+/3)

obdobné pro ostatni dva kofeny (pfiblizné 0, 445 a —1, 802). Jak jsme
predeslali, vidime, Ze i kdyZ se ve vzorcich pro kofeny vyskytuji
komplexni ¢isla, tak vysledek je redlny. O

Zavérem uvedme jesté jeden piiklad ukazujici, Ze ,,divné*“ skaldry
se chovaji divné:

1.6. Nenulovy mnohoclen s nulovymi hodnotami

Najdéte nenulovy mnohoclen jedné nezndmé s koeficienty v Zs,
4. vyraz typu apx" + -+ + ajx + ao, a; € 77, a, # 0, takovy, Ze
na mnoziné Zs; nabyvd pouze nulovych hodnot (tj. dosadime-li za x
libovolny 7 prvkit 77 a vyraz v Zq vyc&islime, dostaneme vZdy nulu).

ReSeni. Pfi konstrukci tohoto mnohoclenu se opfeme o Malou Fer-
matovu vétu, kterd ikd, Ze pro livovolné prvocislo p a ¢islo a s nim
nesoudélné plati:

(1.3) a’~!' = I(mod p).

Hledany polynom je tedy napiiklad polynom x” — x (polynom x® — 1
by nemél nulovou hodnotu v &isle 0). O



8 1. PREHRSEL RUZNORODYCH ULOH

2. Kombinatorika

V této kapitole si budeme hrét s pfirozenymi ¢isly, kterd budou po-
pisovat rtizné nedélitelné pfedméty nachazejici se v naSem Zivotnim
prostoru a budeme se zabyvat jak spocitat pocet jejich usporddéndi,
preusporadani, vybéri a tak podobné. Ve velké vétsiné takovychto
problémi 1ze vystacit se ,,selskym rozumem®. Sta¢i vhodné pouzivat
pravidel souctu a soucinu, ktera si ukdzeme na nasledujicich pfikla-
dech:

1.1. Maminka chce Jenikovi a Mafence rozdélit pét hrusek a Sest
jablek. Kolika zptisoby to mtze udélat? (Hrusky mezi sebou povazu-
jeme za nerozliSitelné, stejné tak jablka. Pfipoustime, Ze nékteré z déti
nic nedostane.)

Reseni. P&t hruiek samostatnd miiZe maminka rozd&lit esti zpiisoby.
(Rozdéleni je urceno tim, kolik hruSek da Jenikovi, zbytek pfipadne
Maience.) Sest jablek pak nezdvisle sedmi zptisoby. Podle pravidla
soucinu pak obé ovoce soucasné mize rozdélit 6 - 7 = 42 zptsoby. [

1.7. Urcete pocet Cisel ctyrcifernych Cisel, kterd zacinaji cifrou 1 a
nekonci cifrou 2, nebo konci cifrou 2 a nezacinaji cifrou 1.
ReSeni. MnoZina uvazovanych &isel je sloZend ze dvou disjunktnich
mnozin, totiz ¢isel, kterd zacinaji cifrou 1 a nekoncf cifrou 2 (prvni
mnozina) a ¢isel, kterd nezacinaji cifrou 1 a kon¢i cifrou 2. Celkovy
pocet popsanych Cisel dostaneme podle pravidla souctu tak, Ze seCteme
pocty cisel v t€chto dvou mnoZinach. V prvni z téchto mnoZin mame
¢isla tvaru ,,1XXY*“, kde X je libovolnd cifra a Y je libovoln4 ¢islice
mimo dvojky. MiiZzeme tedy provést deset voleb druhé cifry, nezavisle
na tom muzeme provést deset voleb tieti cifry a opét nezavisle devét
voleb posledni cifry. Tyto tfi nezavislé volby jednozna¢né urcuji dané
¢islo a podle pravidla sou¢inu mdme tedy 10 - 10 - 9 = 900 takovych
¢isel. Obdobné ve druhé skupiné mdme 8 - 10 - 10 = 800 ¢isel (na
prvni cifru mdme pouze osm moZnosti, nebot’ ¢islo nemize zacinat
nulou a jedni¢ku mdme zakdzanu). Celkem podle pravidla souctu je
900 + 800 = 1700 uvazovanych ¢&isel. O
V nasledujicich prikladech uz budeme pii feSeni pouzivat pojmu
kombinace, permutace, variace (pfipadné s opakovdnim), které jsme
definovali.

1.8. Urcete pocet ctyicifernych Cisel sestavenych z prdavé dvou riiznych
cifer.

S Y« oo . .y (e 10 o
ReSeni. Dv& rizné cifry pouZité na zépis miZeme vybrat (, ) zpisoby,
ze dvou vybranych cifer miiZzeme sestavit 2* — 2 riznych &tyfcifernych
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¢isel (dvojku odelitdme za dvé &isla sloZend pouze z jedné cifry).
Celkem médme (})(2* — 2) = 630 &isel. Nyni jsme ale zapocitali i
¢isla zacinajici nulou. Téch je (?) (23 — 1) = 63. Celkové dostdvime
630 — 63 = 567 Cisel. O

1.9. Urcete pocet sudych ctyrcifernych Cisel sestavenych z prdvé dvou
ruznych cifer.

ReSeni. Obdobn& jako v pfedchozim piikladu se nejprve nebudeme
ohliZet na cifru nula. Dostaneme tak (;) (2* —2)+5-5(2° — 1) &isel
(nejprve pocitdme C¢isla pouze ze sudych cifer, druhy séitanec udava
pocet sudych Ctyicifernych ¢isel sloZzenych ze sudé a liché cifry). Opét
musime ode&ist &isla zaGinajici nulou, t&ch je (23 — 1)4 + (2% — 1)5.
Hledany pocet cifer tak je

(i) 2*—=2)4+5.-52- 1) -2 = 14— (2> - 1)5=272.
0

1.10. Kolika zpiisoby mohla skoncit tabulka prvni fotbalové ligy, vime-
li 0 ni pouze, Ze alespori jeden z tymii 7 dvojice Ostrava, Olomouc je v
tabulce za tymem Brna. (ligu hraje 16 muZstev)

ReSeni. Nejprve uré¢ime tfi mista, na kterych se umistily celky Brna,
Olomouce a Ostravy. Ty lze vybrat ¢(3, 16) = (136) zpusoby. Z Sesti
moznych poradi zminénych ti{ tymd na vybranych tfech mistech vy-
hovuji podmince ze zadani ¢tyfi. Pro libovolné poradi téchto tymu na
libovolné vybranych tfech mistech pak miZeme nezdvisle volit pofadi
zbylych 13 tymu na ostatnich mistech tabulky. Podle pravidla sou¢inu
je tedy hledany pocet tabulek roven

1
(36) -4 - 131 = 13948526592000.

g

1.11. Kolika zpiisoby Ize do tFi riiznych obdlek rozmistit pét shodnych
stokorun a pét shodnych tisicikorun tak, aby Zddnd neziistala prdzdnd?

Reseni. Nejdfive zjistime viechna rozmisténi bez podminky neprazd-

nosti. Téch je podle pravidla sou¢inu (rozmistujeme nezavisle stoko-
L 2

runy a tisicikoruny) C(3, 5)> = (;) . Odecteme postupné rozmisténi,

kdy je pravé jedna obalka prazdnad, a poté kdy jsou dvé obalky prazdné.
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Celkem C(3,5)*—3(C(2,5)* —2)—3 = (;)2—3(62 —2)—3 =336.
O

1.12. Urcete pocet riiznych vét, které vzniknou piesmyckami v jednot-
livych slovech véty ,,Skokan na koks ““ (vzniklé véty ani slova nemuseji
ddvat smysl).

ReSeni. Urdime nejprve pocty presmycek jednotlivych slov. Ze slova
,-skokan‘“ dostaneme 6!/2 riznych pfesmycek (permutace s opakova-
nim P(1,1,1,1,2)), obdobné ze slova ,na“ dvé€ a ze slova , koks*
41/2. Celkem podle pravidla soucinu 6!4!/4 = 4320. (I

1.13. Kolik existuje riiznych presmycek slova ,,krakatit“ takovych, ze
mezi pismeny ,,k* je prdvé jedno jiné pismeno.
ReSeni. V uvazovanych presmyckéch je Sest moZnosti, jak umistit
skupinu dvou ,.k*“. Fixujeme-li pevné mista pro dvé pismena ,,k*, pak
ostatni pismena miizeme rozmistit na zbylych Sest mist libovolné, tedy
P(1,1,2,2) zpisoby. Celkem podle pravidla soucinu je hledany pocet
6-6!
6-P(,1,2,2) = —— = 1080.
2.2
O

1.14. Kolika zpiisoby miiZeme do péti riznych dilkit vybrat po jedné
kouli, vybirdme-li ze ¢tyr bilych, ctyi modrych a tii cervenych kouli?
ReSeni. Nejprve feSme dlohu v pfipads, Ze bychom méli k dispozici
alespoi pét kouli od kazdé barvy. V tomto piipadé se jednd o volny
vybér péti prvkl ze tif moZnosti, tedy o variace s opakovanim tfeti
tiidy z péti prvka (viz odstavec 2.4. uCebnich textt). Mame
V(3,5 =3

Nyni odecteme ty vybéry, ve kterych se vyskytuji bud pouze koule
stejné barvy (takové vybéry jsou tii), nebo pravé Ctyri koule Cervené
(takovych vybéri je 10 = 2 - 5; nejprve vybereme barvu koule, ktera

nebude Cervena — dvé moznosti — a poté dilek, ve kterém bude — pét
moznost{). Celkem tedy mame

3°—3-10=230
moznych vybéra. O
1.15. Kolika zpuisoby lze rozestavit n shodnych véZi na Sachovnici
n x n tak, aby bylo kaZdé neobsazené pole ohroZovdno nékterou z
Veéii?
ReSeni. Dan4 rozestaveni jsou sjednocenim dvou mnoZin: mnoZiny
rozestaveni, kdy je alespoii v jednom fadku jedna véz (tedy v kazdém
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fadku pravé jedna; tato mnoZzina ma n" prvki — v kazdém fadku
vybereme nezdvisle jedno pole pro vé€Z) a mnoZiny rozestaveni, kdy
je v kazdém sloupci alespoii (tedy pravé) jedna véZ (stejnou tvahou
jako u prvni mnoziny ma tato mnoZina rovnéz n" prvki). Prinik
téchto mnoZin pak ma n! prvkd (mista pro véZze vybirame postupné
od prvniho fddku — tam mdme n moZnosti, ve druhém pak jiZ pouze
n — 1 moZnosti — jeden sloupec je jiZ obsazen, ...). Podle principu
inkluze a exkluze je pocet hledanych rozestaveni:

2n" — n!.
O
1.16. Kolika zpiisoby mohla skoncit tabulka prvni fotbalové ligy, vime-

li 0 ni, Ze Zddné dva z trojice tymii Zbrojovka Brno, Banik Ostrava a
Sigma Olomouc spolu v tabulce ,,nesousedi*“ ?(Ligu hraje 16 muZstev.)

ReSeni. Prvni zpiisob. Hledany polet spolitime podle principu in-
kluze a exkluze tak, Ze od poctu vSech moznych tabulek odecteme
pocet tabulek, ve kterych sousedi nékterda dvojice z uvedenych ti{
tymu a odeCteme pocet té€ch tabulek, ve kterych sousedi vSechny tfi
tymy. Hledany pocet tedy je

3
16! — (2) -21-151 431 14! = 13599813427200.

Jiné reSeni. Zminéné tii tymy budeme povaZovat za ,,oddélo-
vace®. Zbylych tfinact tyml musime rozdélit tak, aby mezi libovol-
nymi dvéma oddélovaci byl alesponi jeden tym. Navic zbylé tymy
midZeme mezi sebou nezdvisle permutovat a rovnéztak oddélovace.
Celkem tedy dostdvdme

14
(3) 13131 = 13599813427200

mozZnosti. 0
1.17. Pro libovolné pevné n € N urcete pocet vSech FeSeni rovnice
Xi+Xx2+ -+ x=n
v mnoziné
a) nezdpornych
b) kladnych
celych cisel.

M v . VR k o\ .
ReSeni. a) Kazdé feseni (rq, ..., r), Zizl r; = n miZeme jedno-
znacné zaSifrovat jako posloupnost jednicek a nul, ve které napiSeme
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nejprve r; jednicek, pak nulu, pak r, jednicek, nulu a tak déle. Po-
sloupnost bude celkem obsahovat n jednicek a k — 1 nul. Kazd4 takova
posloupnost navic ziejmé urcuje néjaké feseni dané rovnice. Je tedy
feSeni tolik, kolik je posloupnosti, tedy ("+’]§_1 .

b) Hleddme-li feSeni v oboru kladnych celych ¢isel, tak si v§im-

néme, Ze prirozena ¢isla xp, ... x; jsou feSenim dané rovnice, pravé
kdyZ jsou celd nezaporna Cisla y; = x; — 1,1 = 1, ..., k, feSenim
rovnice

Vity+--t+y=n—k

Téch je podle prvni &sti feent (}_)). O

1.18. Kolik existuje presmycek slova PROBLEM takovych, Ze v nich

a) pismena B a R stoji vedle sebe,
b) pismena B a R nestoji vedle sebe.

ReSeni. a) Dvojici pismen B a R miZeme povaZovat za jedno ne-
délitelné dvojpismeno. Celkem tedy mame k dispozici Sest riznych
pismen a Sestipismenych slov sloZzenych z riznych pismen je 6!. V
naSem piipadé vSak tento pocet musime jesté vyndsobit dvéma, nebot’
nase dvojpismeno miZe bit jak BR tak RB. Celkem dostavame 2 - 6!
riznych pfesmycek.

b) 7! — 2 - 6! (dopln€k ¢asti a) do poctu vSech sedmipismennych
slov slozenych z rGznych pismen. ]

1.19. Kolik existuje presmycek slova BAZILIKA takovych, Ze se v nich
stridaji souhldsky a samohldsky?

ReSeni. ProtoZe souhldsky i samohldsky jsou v daném slové &tyfi,
tak se v kazdé takové presmycce stiidaji pravidelné souhldsky a sa-
mohlasky. Slovo tedy miize byttypu BABABABAnebo ABABABAB.
Na danych péti mistech miZeme pak samohlasky permutovat mezi se-

bou (P,(2,2) = % zplisoby) a nezavisle na tom i souhlasky (4!
zpisoby). Hledany pocet je pak dle pravidla soucinu 2 -4! - % = 288.
O

1.20. Kolika zpusoby lze rozdélit 9 dévcat a 6 chlapcii do dvou skupin
tak, aby kazdd skupina obsahovala alespori dva chlapce?

ReSeni. Rozd&lime zv14st déveata a chlapce: 2°(2° — 7) = 12800. O

1.21. Materidlje tvoren péti vrstvami, kaZdd z nich md vidkna v jednom
z danych Sesti sméri. Kolik takovych materidlii existuje? Kolik je jich
takovych, Ze dvé sousedni vrstvy nemaji vidkna ve stejném sméru?

Reseni. 6526 -5, O
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3. Diferen¢ni rovnice

Diferenc¢nirovnice (jinak feceno téZ rekurentni vztahy) jsou vztahy
mezi ¢leny néjaké posloupnosti, pfi¢emZ ndsledujici ¢len je dén po-
moci ¢lenl predchozich. Vyfesit diferenéni rovnici pak znamena najit
explicitni vzorec pro n-ty (libovolny) ¢len dané posloupnosti. Reku-
rentni vztah ndm totiZ po zadani né€kolika prvnich ¢lend posloupnosti
zadava n-ty Clen pfimo pouze pomoci postupného vycisleni vSech
predchozich ¢lend.

Pokud je nasledujici ¢len posloupnosti uréen pouze piredchozim
¢lenem, hovorime o diferen¢nich rovnicich prvniho fadu. S nimi se
mizeme v Zivoté opravdu setkat, napiiklad, pokud si chceme zjistit
dobu spldceni néjaké pujcky pii pevné mési¢ni splatce, nebo nao-
pak chceme zjistit vySi mésicni splatky, zadame-li si dobu, za kterou
chceme pijcku splatit.

1.22. Mirek si chce koupit nové auto. Auto stoji 300 000 K¢. Mirek
by chtél auto koupit na mésicni spldtky. Proddvajici spolecnost mu
nabizi pujcku na koupi auta s rocnim virokem 6%. Mirek bych chtél
auto splatit za tii roky. Jak vysokd bude mésicni spldtka?

Reseni. Oznadme Mirkovu m&siéni splatku S. Po prvnim mésici splati
Mirek S korun, z nichZ ¢ast pdjde na vlastni splatku, ¢dst na splaceni
tiroku. Castku, kterou bude Mirek dluZit po uplynuti k mésict ozna¢me
dy. Po prvnim mésici bude Mirek dluZzit

0,06

(1.4) d, = 300000 — S + ST 300000.
Obecné po uplynuti k-t€ho mésice

0,06
(1.5) dy =d1 — S+ B di_1.

Podle vztahu (??) je dy dédno nasledovné

0,06\* 0, 06\* 128
16) dp = 1+ =) 300000—|(1+—=2) —1|(—=2).
(10 d <+12) {<+12) }(0,06>

Splaceni po tiech letech se rovna podmince d3s = 0, odkud do-
stdvame

0,06

(1.7) S = 300000 ( = )_36> =9127.

0,06
=0+
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Vsimnéme si, Ze rekurentni vztah (I.5) miZeme pouZit na nés
priklad pouze tak dlouho, dokud budou v§echna y(n) kladn4, tj. dokud
bude Mirek skute¢né néco dluzit.

Otazka. Jak dlouho by Mirek auto spldcel, kdyby chtél mésicné spldcet
5000 K¢?

Reseni. Pfi oznadeni g = 1,005, ¢ = 300000 ndm podminka d; = 0
dava vztah
¢ 2008

~ 2008 — ¢’
jehoZ logaritmovanim obdrZime

— In200S — In(200S — ¢)
N Ing '

q

coz pro § = 5000 dava piiblizné k = 71, 5, tedy splaceni pujcky by
trvalo Sest let (posledni spldtka by nebyla plnych 5000 K¢&). U

Obdobnym piikladem, kde se mtizeme setkat s diferenénimi rov-
nicemi je pfi vypoctu nasporené sumy pii stavebnim spofeni:

1.23. Kolik penéz naspoiim na stavebnim sporent za pét let, vkldddm-
i 3000 K¢ mésicné (vZdy k 1. v mésici), vklad je tirocen rocni virokovou
mirou 3% (vroceni probihd jednou za rok) a od stdtu obdrZim rocné
prispévek 1500 K¢? (stdtni prispévek se pripisuje vidy aZ 1.kvétna
ndsledujictho roku)

ReSeni. Oznaéme mnoZstvi naspofenych penéz po n-tém roce jako x,,.
Potom dostdvdme (pro n > 2) nésledujici rekurentni formuli (navic
predpokldddme, Ze kazdy mésic je pfesné dvandctina roku)

Xpg1 = 1,03(x,) + 36000 + 1500+

11 1
0,03-3000 (14— 4+ —
(+12+ +12>+

uroky z vkladi za aktualni rok

2
+ 0,03-5-1500 =

—_—
urok ze stitniho pfispévku pripsaného v aktudlnim roce

=1, 03(x,) + 38115.
Tedy

n—2
x, = 38115 Z(l, 03)" + (1, 03)""'x; + 1500,
i=0
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pfi¢emz x| = 36000 4 3000 (1 + 11 +--- + L) = 36585, celkem

(1,03)* — 1

x5 = 38115
0,03

> + (1,03)* - 36585 + 1500 = 202136.

O

1.2. Poznamka. Ve skutecnosti tro¢eni probiha podle poctu dni, které
jsou penize na uctu. Obstarejte si skute¢ny vypis ze stavebniho spo-
feni, zjistéte si jeho troceni a zkuste si spocitat pripsané droky za
rok. Porovnejte je se skute¢né pripsanou sumou. Pocitejte tak dlouho,
dokud sumy nebudou souhlasit . . .

00
n=1’

1.24. Urcete posloupnost {y,
Jicimu rekurentnimu vztahu

kterd vyhovuje ndsleduje ndsledu-

Reseni. y, = 2(3)" — 2. O
UkaZeme ,,populacni model®, ktery je pfikladem na rekurentni
rovnici druhého fadu:

1.25. Fibonacciho posloupnost. Na zacdtku jara prinesl cdp na louku
dva Cerstvé narozené zajicky, samecka a samicku. Samicka je schopnd
od dvou mésicii stdri povit kazdy mésic dva malé zajicky (samecka
a samicku). Nové narozeni zajici plodi potomky po jednom mésici a
pak kaZdy dalsi mésic. KaZdd samicka je biezi jeden mésic a pak opét
porodi samecka a samicku. Kolik pdrit zajicit bude na louce po deviti
mésicich (pokud Zddny neumie a Zddny se tam ,,nepristéhuje)?
Reseni. Po uplynuti prvniho mésice je na louce pofdd jeden par,
nicméné samicka zabtfezne. Po dvou mésich se narodi prvni potomci,
takZe na louce budou dva pary. Po uplynuti kazdého dal§tho mésice se
narodi (tedy pfibude) tolik zajict, kolik zabtezlo zajecic pred mésicem,
coz je presné tolik, kolik bylo pfed mésicem pard schopnych mit
potomka, coZ je pfesné tolik, kolik bylo pari pfed dvéma mésici.
Celkovy pocet p, zajicti po uplynuti n-tého mésice tak je tak souctem
poctld parG v predchozich dvou mésicich. Pro pocet part zajici na
louce tedy dostdvame homogenni linedrni rekuretni formuli

(18) pn+2:pn+l+pn’ n = 1""’

ktera spolu s pocate¢nimi podminkami p; = 1 a p, = 1 jednoznacné
urcuje pocty part zajicl na louce v jednotlivych mésicich. Linearita
formule znamenad, Ze vSechny ¢leny posloupnosti (p,,) jsou ve vztahu
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v prvni mocniné, rekurence je snad jasnd a homogenita znaci, Ze v
predpisu chybi absolutni ¢len (viz ddle pro nehomogenni formule). Pro
hodnotu n-tého ¢lenu miZeme odvodit explicitni formuli. V hledani
formule ndm pomiiZze pozorovéni, Ze pro jista r je funkce r" feSenim
diferen¢ni rovnice bez poc¢atecnich podminek. Tato r ziskdme tak, Ze
dosadime do rekurentniho vztahu:

2 = L apo vydéleni " dostaneme

o= r+1,

coZ je tzv. charakteristickd rovnice daného rekurentniho vztahu. NaSe

1-V5 , 14V5
2 2
ab, = (#)”, n > 1 vyhovuji danému vztahu. Zfejmé také jejich

rovnice mé kofeny a tedy posloupnosti a, = ( = 72‘/3 )"

libovolnd linedrni kombinace ¢, = sa, + tby, s,t € R. Cisla s a t
muizZeme zvolit tak, aby vyslednd kombinace spliiovala dané po¢atecni
podminky, v naSem piipadé ¢; = 1, ¢, = 1. Pro jednoduchost je
vhodné navic jesté dodefinovat nulty ¢len posloupnosti jako co = 0 a
spocditat s a t z rovnic pro ¢y a cy. Zjistime, Ze s = —%, t= \/Lg a tedy

_ (1 4+ /5" — (1 —/5)"
21(+/5) '

Takto zadana posloupnost spliiuje danou rekurentni formuli a navic
pocéate¢ni podminky ¢y = 0, ¢; = 1, jednd se tedy o tu jedinou
posloupnost, kterd je t€émito pozadavky jednoznacné€ zaddna. VSimnéte
si, ze hodnota vzorce (I.9) je celoCiselnd pro libolné pfirozené n
(zadava totiz celociselnou Fibonacciho posloupnost), i kdyZ to tak na
prvni pohled nevypada. ]

(1.9) Pn

1.26. Zjednoduseny model chovani hrubého narodniho produktu
UvaZujme diferencni rovnici

(1.10) Yiy2 — a(l +b)yii1 +aby, =1,

kde y;. je ndrodni produkt v roce k, konstanta a je takzvany mezni
sklon ke spotiebé, coz je makroekonomicky ukazatel, ktery uddvd jaky
zlomek penéz, které maji obyvatelé k dispozici, utrati a konstanta b
popisuje jak zdvisi mira investic soukromého sektoru na meznim sklonu
ke spotrebé.

Predpokldddme ddle, Ze velikost ndrodniho produktu je normo-
vdna tak, aby na pravé strané rovnice vyslo cislo 1.

Spocitejte konkrétni hodnoty pro a = %, b= %, =1y =1L

Reseni.
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Nejprve budeme hledat feSeni homogenni rovnice (prava strana
nulovd) ve tvaru r*. Cislo r musi byt fesenfm charakteristické rovnice
1

x* —a(l +b)x +ab =0, tj.xz—x—{—Z:O,

kterda ma dvojnasobny kofen % Vsechna feSeni homogenni rovnice
jsou potom tvaru a(%)” + bn(%n).

Dile si v§imnéme, Ze najdeme-li n&jaké feSeni nehomogenni rov-
nice (tzv. partikularni feSeni), tak pokud k nému pfic¢teme libovolné
feSeni homogenni rovnice, obdrzime jiné feSeni nehomogenni rovnice.
Lze ukazat, Ze takto ziskdme vSechna feSeni nehomogenni rovnice.

V nasem piipadé (tj. pokud jsou vSechny koeficienty i nehomo-
genni Clen konstantami) je partikuldrnim feSenim konstanta y, = c.
Dosazenim do rovnice mame ¢ — ¢ + ic = 1, tedy ¢ = 4. VSechna
feSeni diferen¢ni rovnice

1
Vg2 = Vi1 = -y =1

4
jsou tedy tvaru 4 + a(%)” + bn(%)”. Pozadujeme yp = y; = 1 a tyto
dvérovnice davajia = b = —3, tedy feSeni nasi nehomogenni rovnice

Jje

—aoa () Sa (LY
Yn = 5 n3) -

Opét, protoZe vime, Ze posloupnost zadand touto formuli spliiuje da-
nou diferencni rovnici a zaroven dané pocatecni podminky, jedna se
vskutku o tu jedinou posloupnost, kterd je t€mito vlastnostmi charak-
terizovana. g

V ptedchozim piikladu jsme pouZili tzv. metodu neurcitych koefi-
cientii. Ta spo¢iva v tom, Ze na zdkladé nehomogenniho ¢lenu dané
diferen¢ni rovnice ,,uhodneme* tvar partikuldrniho feSeni. Tvary par-
tikularnich feseni jsou zndmy pro celou fadu nehomogennich ¢leni.
Napt. rovnice

(111) yn+k+a1yn+k—l + -t ary, = Pm(l’l),

s redlnymi kofeny charakteristické rovnice mé (skoro vZzdy) partiku-
larni feseni tvaru Q,,(n), kde P, (n) a Q,,(n) jsou polynomy stupné
m.

Dalsi moZnou metodou feSeni je tzv. variace konstant, kdy nejprve
najdeme feSen{

k
y) = cifitn)

i=1
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zhomogenizované rovnice a poté uvazujeme konstanty c; jako funkce
¢;(n) proménné n a hleddme partikuldrni feSeni dané rovnice ve tvaru

k
ym) =) cm) fi(n).

i=1

Vice si o téchto metodich povime pozdéji.
UkaZme si na obrazku hodnoty f; proi < 35 a rovnici

f(n)=§f(n—1)—;lf(n—2)+%, fO) =71 =1L

0,81 s 0770, 60%%00000

°
LI B e

0 5 10 15 20 25 30 35

v

Rekurentni vtahy se mohou vyskytnout i v geometrickych problé-
mech:

1.27. Na kolik nejvyse oblasti miiZe délit rovinu n primek?

ReSeni. Oznaéme hledany pocet oblasti p,. Pokud v roving neméame
danu zadnou primku, je celd rovina jedinou oblasti, je tedy py =
1. Pokud je v roviné ddno n piimek, tak pfidinim n 4 1 pfibude
nejvyse (n+ 1) oblasti: oblasti pfibude praveé tolik, kolika (ptivodnimi)
oblastmi bude piimka prochdzet (kaZdou takovou oblast rozdéli na dvé
¢asti, jedna oblast tedy pfibude). Pfidana pfimka mtize mit nejvyse n
rtiznych prisecikd s n pifmkami, které uz v rovniné byly. Cst piimky
mezi libovolnymi dvéma sousednimi pruseciky prochézi pravé jednou
oblasti, celkem miZe pfidand pfimka prochazet nejvyse n+ 1 oblastmi,
tedy miize pfibyt maximélné n 4 1 oblasti, navic v roviné bylo pfed
pridanim (n 4+ 1)-ni pfimky nejvyse p, oblasti (tak jsme Cislo p,, totiz
definovali).



3. DIFERENCNI ROVNICE 19

Celkem dostavame rekurentni vztah

Pn+1 = Dn + (l’l + l)v

ze kterého ziskdme explicitni formuli pro p, bud’ pomoci vzorce ??
nebo piimo:

Pn:Pn—1+”:Pn—2+(”l_1)+n=

S

=pp3t+tm—-—2)+m—-—1)+n=---=p

+
|

nn+1) _n2+n+2

=1
+ 2 2

1.28. Na kolik nejvyse cdsti déli tiirozmérny prostor n rovin?

ReSeni. Oznadme hledany podet r,,. Vidime, Ze ry = 1. Podobné jako v
pfedchozim piikladu uvazujme, Ze mame v prostoru n rovin, pfidejme
jednu dalsi a ptejme se, kolik nejvySe ¢asti prostoru mé pribude. Opét
to bude piesné tolik, kolika piivodnimi ¢astmi prostoru pfidana rovina
prochdzi. Kolik to miiZe byt? Pocet ¢asti prostoru, kterymi (n 4+ 1)-ni
rovina prochdzi je roven poctu C4sti, na které je pfidand (n + 1)-ni
rovina rozdélena prisecnicemi s n rovinami, které v prostoru jiz byly
rozmistény. Téchto ¢asti vSak miize byt podle predchoziho piikladu

nejvyse 1/2 - (n> + n + 2), dostdvame tak rekurentni formuli

n?+n+2
rn+1:rn+T-
Danou rovnici opét midZeme vyfesit pfimo:
n—D>4+mn—-1)+2 n>—n+2
Fn = TIp_1+ =rp+—=
2 2
m—12>—-m—-1D)+2 n*—n+2
— rn—2+ ) + 2 ==
n -1 n @m-1
S P H N E e AR 1+1=
T, 2+2+ > > > + 1+
n m-1D%> w-3? n -1 ®m-=-2)
B T R A R T B
+14+14+1=

= ---=m+%212—%2i+21=
i=1 i=1 i=1

nn+1)2n+1) nr+1)
12 T 7

= 1+
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n*4+6n+5

6 9
kde jsme pouZili zndmého vztahu

Z":iz _n(n+1)2n+1)
= . i
i=1

ktery lze snadno dokdzat matematickou indukci.

O

1.29. Na kolik maximdlné cdsti déli rovinu n kruznic?
ReSeni. Pro maximadlni pocet p, oblasti, na které déli rovinu kruznice
odvodime rekurentni vzorec

DPi+1 = px + 2k

Vsimnéme si totiZ, Ze (n 4 1)-ni kruZnice protind n pfedchozich ma-
ximdlné v 2n prisecicich (a tato situace skute¢né miZe nastat).

Navic zfejmé p; = 2. Pro pocet p, tedy dostaivame

Pk=pPn1 20— =pp2+2n-2)+2n—1) = ...
n—1

=pi+Y 2i=n"—n+2.

i=1
]

1.30. Na kolik maximdlné cdsti déli trojrozmérny prostor n kouli?

ReSeni. Maximalni pocet y, ¢ésti, na které rozdéli n kruZnic rovinu
jeVn =Yoot +2(n — 1),y =2, tedy y, =n*> —n + 2.

Pro maximalni pocet p, cCasti, na které potom rozdéli n kouli
prostor pak dostdvame rekurentni vztah p,.1 = p, + Yu, p1 = 2, tedy
celkem p, = 5(n* —3n +8). O

1.31. Na kolik cdsti déli prostor n navzdjem riiznych rovin, které
vS§echny prochdzi jednim danym bodem?

ReSeni. Pro hledany pocet x, odvodime rekurentni formuli
Xp = Xp—1 + 2(” - 1),

dale x; = 2, tedy
x,=nn—1)+2.
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Dile si procviéme, jak fesit linedrni diferencni rovnice druhého
faddu s konstantnimi koeficienty. Posloupnost vyhovujici dané reku-
rentni rovnici druhého fadu je d4na jednoznacné, pokud zaddme navic
néjaké dva jeji sousedni ¢leny. Znovu si povSimnéme dalStho vyu-
ziti komplexnich &isel: pro urceni explicitniho vzorce pro n-ty Clen
posloupnosti redlnych ¢isel miizeme potfebovat vypocty s ¢isly kom-
plexnimi (to nastav4 tehdy, pokud ma charakteristicky polynom dané
diferen¢ni rovnice komplexni kofeny).

1.32. Naleznéte explicitni vzorec pro posloupnost vyhovujici ndsledu-
Jjict linedrni diferencni rovnici s pocdtecnimi podminkami:

Xpyo = 2Xp +n,x1 =2,x, = 2.

ReSeni. Zhomogenizovana rovnice je
Xnto = 2Xp.

Jeji charakteristicky polynom je x> — 2, jeho kofeny jsou #+/2. Reseni
zhomogenizované rovnice je tedy tvaru

a(v/2)" + b(—/2)", pro libovolné a, b € R.

Partikularni feSeni budeme hledat metodou neurcitych koeficientd.
Nehomogenni ¢ast dané rovnice je linearni polynom r, partikuldrni
feSeni proto budeme nejprve hledat ve tvaru linedrniho polynomu v
proménné n, tedy kn +1, kde k, I € R. Dosazenim do ptvodni rovnice
dostdvame

k(n+2)+1=2kn+1)+n.

Porovnanim koeficientii u proménné n na obou stranich rovnice dosta-
vame vztah k = 2k 4 1, tedy k = —1, porovnanim absolutnich ¢lent
pak vztah 2k 4+ [ = 2/, tedy [ = —2. Celkem je tedy partikuldrnim
feSenim je posloupnost —n — 2.

Reseni dané nehomogenni diferenéni rovnice druhého fidu bez
pocétecnich podminek jsou tedy tvaru a(ﬁ)" + b(—«/i)” —n—2,
a,belR.

Nyni dosazenim do pocate¢nich podminek uré¢ime nezndmé a, b €
R. Pro pocetni jednoduchost pouZzijeme malého triku: z pocate¢nich
podminek a daného rekurentniho vztahu vypocteme Clen xg : xg =
%(xz — 0) = 1. Dany rekurentni vztah spolu s podminkami xo = 1 a
x1 = 1 pak zfejmé spliiuje tatdZ posloupnost, ktera splituje ptivodni
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pocétecni podminky. Mdme tedy ndsledujici vztahy pro a, b:
x0:  a(W2)'+b(—v2)—2=1, tedya+b=23,
X1 V2a —N2b = 4,

6+52 b = 6—52
4 7

jejichZ fesenim dostidvdme a = 7. Resenim je po-

sloupnost

6+ 5v2 6—5v2
Xn = —(\/E)n + —(_\/E)n —n— 2
4 4
O
1.33. Urcete redlnou bdzi prostoru reSeni homogenni diferencni rov-
nice

Xn4+4 = Xp43 + Xn+1 — Xn,

ReSeni. Charakteristicky polynom dané rovnice je x* — x3 — x + 1.

Hleddme-li jeho korfeny, feSime reciprokou rovnici
=X —x4+1=0

Standardnim postupem nejprve vydélime rovnici vyrazem x> a poté
zavedeme substituci t = x + %, tedy 1> = x* + xl—z + 2. ObdrZzime
rovnici

t?—t-2=0,
s kofeny t; = —1, t, = 2. Pro obé tyto hodnoty nezndmé ¢ pak feSime
zv14st rovnici danou substituénim vztahem:
1
x+—-=-1
X
Ta méd dva komplexni kofeny x; = —% + i ‘/75 = cos(27/3) +

isin(2r/3)ax;, = —% — i‘/Tg = cos(2m/3) — i sin(2mw/3).
Pro druhou hodnotu nezndmé ¢ dostdvame rovnici
1
x+—-=2

X
s dvojndsobnym kofenem 1. Celkem je tedy bazi hledaného vek-
torového prostoru posloupnosti, které jsou feSenim dané diferencni
rovnice, ndsledujici Ctvefice posloupnosti: {—% + i «/g},‘j‘;l, {—%
iv3 }o2 1»{1};2, (konstantni posloupnost) a {n}:° ;. Hleddme-li vSak re-
alnou bazi, musime nahradit dva generatory (posloupnosti) z této baze
s komplexnimi hodnotami generatory redlnymi. Protoze tyto genera-
tory jsou geometrické fady, jejichZ libovolné ¢leny jsou komplexné

sdruzend Cisla, mizeme vzit jako vhodné generatory posloupnosti
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dané polovinou souctu, resp. polovinou i-ndsobku rozdilu, danych
komplexnich generdtori. Takto dostaneme ndsledujici redlnou bazi
feSeni: {1}72, (konstantni posloupnost), {n}>° , {cos(n - 27 /3)}7° |,

{sin(n - 27/3)}>2,. O

1.34. Kolik existuje slov délky 12 sloZenych pouze z pismen A a B,
které neobsahuji skupinu BBB?

ReSeni. Necht a, znadi pocet slov délky n slozenych pouze z pis-
men A, B, neobsahujicich skupinu BBB. Pak pro a, (n > 3) plati
rekurentni vztah

a, = ay—1 + ay,_» + a,_3,

nebot slova délky n splitujici danou podminku musi konéit bud’ na A,
nebo na AB, nebo na ABB. Slov koncdicich na A je pravé a,—; (pfed
poslednim A miiZe byt libovolné slovo délky n — 1 splitujici danou
podminku. Obdobné pro zbylé dvé skupiny. Dale snadno vycislime
a; = 2,a; =4, as = 7. Postupnym dopocitanim

ap = 1705.

Téz bychom mohli odvodit explicitni vzorec pro n-ty Clen takto
zadané posloupnosti, dle uvedené teorie. Charakteristicky polynom
dané rekurentni rovnice je x* —2x* — 1 = (x — D(x* —x2—x—1)s
jednim z kofeni 1, jesté jednim redlnym a dal§imi dvéma komplexnimi
kofeny, které mtizeme vyjadfit pomoci vztahi (). O

1.35. Skore basketbalového utkdni mezi tymy Ceska a Ruska vyznélo
po prvni ¢tvtiné 12 1 9 pro rusky tym. Kolika zpiisoby se mohlo vyvijet
skore?

ReSeni. Oznacime-li P 1) pocet zptisobtl, kterymi se mohlo vyvijet
skore basketbalového utkani, které skoncilo k : [, tak pro k, / > 3 plati
rekurentni vztah:

Py = Pg—3p + Pa—21) + Pa—1.1) + Pi,i—1) + Pi,i—2) + P,i-3).

(Zpisoby, kterymi se mohlo vyvijet utkani s vyslednym skoére k : [
rozdélime na Sest po dvou disjunktnich podmnoZin podle toho, které
druzstvo vstielilo ko$ a za kolik bodt (1, 2, ¢i 3).) Ze symetrie tlohy
ziejmé plati Py ;) = P k). Déle pro k > 3 plati:

Py = Pu-32 + Pe-22 + Pi-12 + Pr.1y + P

Py1y = Pg-3 1+ Pu—21)+ Pu-1,1) + Pio),

Pyoy = Pu-30 + Pi-2.0 + Pi-10)>
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coZ spolu s poc¢ate¢nimi podminkami P gy = 1, P10y = 1, P.o) = 2,
Pzoy =4, Puy =2, Poy = Pay + Poy + Pooy =35, Pog =
P((),z) + P(1,2) + P(z,l) + P(z,()) = 14, dava

P(12.0) = 497178513.

vvvvvv

Poznamka. Vidime, Ze rekurentni vztah v tomto prikladu md sloZitéjsi
formu, neZ kterou jsme se zabyvali v teorii a tudiz neumime vycis-
lit libovolné cislo Py explicitné, nybrZ pouze postupnym vypoctem
od poddtecnich clenii. Takové rovnice nazyvdme parcidlni diferencni
rovnice, protoZe Cleny posloupnosti jsou znaceny dvéma nezdvislymi
proménnymi (k, [).

1.36. Urcete explicitnivzorec pro n-ty ¢len jediné posloupnosti {x,};~ |
vyhovujici ndsledujicim podminkdm:

Xn42 = Xyl — Xp, , X1 =1, x5 =5.

ReSeni. x, = 2+/3sin(n - (77/6)) — 4cos(n - (1/6)). O

1.37. Urcete explicitnivzorec pro n-ty clen jediné posloupnosti {x,}
vyhovujici ndsledujicim podminkdm:

00
n=1

—Xp43 = 2Xn42 + 2%p41 + X, X1 =1L xa =1, x3 = 1.

ReSeni. x, = —3(—1)" — 2cos(n - (27/3)) — 24/3sin(n - ((277/3)).
O

o0

1.38. Urcete explicitnivzorec pro n-ty ¢len jediné posloupnosti {x,};2 |

vyhovujici ndsledujicim podminkdm:

—Xn+3 = 3xn+2 +3xn+1 +x, X1 =1L xx=1x3=1

ReSeni. x, = (—1)"(—2n% + 8n — 7). O
4. Pravdépodobnost

Klasicka pravdépodobnost

Uvedme si nékolik jednoduchych pfikladi na klasickou pravdé-
podobnost, kdy zkoumame néjaky pokus, ktery ma kone¢né¢ mnoho
moznych vysledkt (,,vSechny piipady) a nds zajima, kdy vysledek
pokusu bude naleZet néjaké podmnoziné moznych vysledk (,,pfiznivé
pripady*). Hledand pravdépodobnost je pak rovna poméru poctu pii-
znivych pripadi ku poctu vSech pripadi. Klasickou pravdépodobnost
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midZeme pouZit tam, kde predpokladdme (vime), Ze kazdy z moZnych
vysledki m4 stejnou pravdépodobnost toho, Ze nastane (napiiklad pfti
hodech kostkou).

1.39. Jakd je pravdépodobnost, Ze pti hodu Sestibokou kostkou padne
cislo vetsi ne7 4?

1.40. Vsech moZnych vysledkii je Sest (tvori mnoZinu {1, 2, 3, 4, 5, 6}),
priznivé moZnosti jsou dvé ({5, 6}). Hledand pravdépodobnost je tedy
2/6 =1/3.

1.41. Ze skupiny osmi muZii a ¢tyv Zen ndhodné vybereme skupinu péti
lidi. Jakd je pravdépodobnost, Ze v ni budou alespori tri Zeny?
Regeni. Pravdépodobnost spocitdme jako podil poctu ptiznivych pii-
padi ku poctu vSech piipadi. Pfiznivé ptipady rozdélime podle toho,
kolik je v ndhodné& vybrané skupiné muZzi: mohou v ni byt bud’ dva,
nebo jeden muz. Skupinek o péti lidech s jednim muZem je osm (za-
leZi pouze na vybéru muze, Zeny v ni musi byt v§echny), skupinek se
dvéma muZi je potom ¢ (8, 2)c(4, 3) = (g) (g) (vybereme dva muZe z
osmi a nezdvisle na tom tfi Zeny ze Ctyf, tyto dva vybéry miiZeme neza-
visle kombinovat a podle pravidla soucinu dostivdme uvedeny pocet
skupin). VSech moZnych skupin o péti lidech pak miiZeme sestavit
c(12,5) = (%7). Hledan4 pravdépodobnost je tedy

8+ ()0
)
[l

1.42. Do vytahu osmipatrové budovy nastoupilo 5 osob. KaZdd z nich
vystoupi se stejnou pravdépodobnosti v libovolném poschodi. Jakd je
pravdépodobnost, Ze vystoupi

(1) vSichni v Sestém poschodi,
(2) vsichni ve stejném poschody,
(3) kaZdy v jiném poschodi?

Reseni. Zakladni prostor v§ech moznych jevu je prostor v§ech moz-
nych zplsobi vystoupeni 5 osob z vytahu. T&ch je 8.
V prvnim piipadé je jedind piiznivd moznost vystoupeni, hledana

pravdépodobnost je tedy 81—5, ve druhém piipad€ madme osm moZnosti,

hledand pravdépodobnost je tedy 8%1 a kone¢né ve tietim je pocet
piiznivych pfipadt dan pétiprvkovou variaci z osmi prvkl (z osmi
pater vybirdme pét, ve kterych se vystoupi a dale ktefi lidé vystoupi ve
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vybranych poschodich), celkem je hledand pravdépodobnost ve tietim
pfipadé rovna (viz ?? a ??)
v(5,8) 8-7---4

VG.8) % = 0, 2050781250.

O
Uvedme si piiklad nevhodného pouZiti klasické pravdépodob-
nosti:

1.43. Jakd je pravdépodobnost toho, Ze Ctendr této iilohy vyhraje pristi
tyden alespori milion dolarii v loterii?

ReSeni. Zdkladni prostor viech moZny jevi je dvouprvkovy: bud
vyhraje nebo nevyhraje. Pfiznivy jev je jeden (vyhraje), hledana prav-
dépodobnost je tedy 1/2. O
Poznamka. V predchozim prikladé je porusSena zdkladni podminka
pouZiti klasické pravdépodobnosti, toti to, Ze kaZdy z moZnych vy-
sledkii md stejnou pravdépodobnost toho, Ze nastane.

1.44. Do Fady v kiné o 2n mistech je ndhodné rozmisténo n muzii a
n Zen. Jakd je pravdépodobnost, Ze Zddné dvé osoby stejného pohlavi
nebudou sedét vedle sebe?

/////

spliiujicich podminky je 2(n!)?> (mdme dvé moZnosti vybéru pozice
muZu, tedy i Zen, na nich jsou pak muzi i Zeny rozmistény libovoln¢).
Vyslednd pravdépodobnost je tedy

2(n!)?

W’ p(2) =0,33, p(5) =0,0079, p(8) =0,00016.
n)!

pn) =
O

1.45. Ndhodné vybereme celé kladné Cislo mensi nez 10°. Jakd je
pravdépodobnost, Ze bude sloZeno pouze z cifer 0, 1, 5 a zdroveri bude

s

délitelné cislem 5?

Reseni. Cisel sptiujich danou podminku je 2 - 3* — 1 (kromé posledni
cifry mdme na kazdy dd na vybér ze ti{ cifer, pfipadné Cislice O na
za¢4tku slova nepiSeme. Viech celych kladnych &isel mensich nez 10°
je 10° — 1, podle klasické pravdépodobnosti dostdvame, Ze hledand
pravdépodobnost je 2301 (I

105-1"
UkaZzme si jesté pékné pouZiti principu inkluze a exkluze:

1.46. Sekretdrka md rozeslat pét dopisu péti riiznym lidem. Dopisy
pro rizné adresdty vklddd do obdlek s adresami ndhodné. Jakd je
pravdépodobnost, Ze alespori jeden clovék dostane dopis urceny pro
nej?
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ReSeni. Spocitejme pravdépodobnost jevu opacného, tedy toho, Ze ani
jeden ¢lovék neobdrZi spravny dopis. Stavovy prostor v§ech moZnych
jevl odpovidd vSem moZnym pofadim péti prvki (obélek). Ozna-
¢ime-li jak obdlky tak dopisy Cisly od jedné do péti, tak vSechny
ptiznivé jevy (tedy Zadny dopis nepfijde do obdlky se stejnym Cislem)
odpovidaji takovym poradim péti prvki, kdy i-ty prvek neni na i-
tém mist¢ ¢ = 1,...,5), tzv. pofadim bez pevného bodu. Jejich
pocet spocitdme pomoci principu inkluze a exkluze. Oznacime-li M;
mnoZinu permutaci s pevnym bodem i (permutace v M; ale mohou
mit i jiné pevné body), tak vysledny pocet d permutaci bez pevného
bodu je roven
d=5!'—|MyU---UMs|

Pocet prvka priniku [M; N--- N M, |, k = 1,...,5,je (5 —k)!
(pofadi prvku iy, ..., iy je pevné dano, ostatnich 5 — k prvkt fadime
libovolnég). Podle principu inkluze a exkluze je

5
M, U---UMs| = Z(_l)k“(Z)(s —k)!
k=1

a tedy pro hledany pocet d dostdvame vztah

5

e _k+15> B
d = 5! Z( D (k(n k)!

k=1

5 S 1Nk
= Z(_1)k(5)(5—k)!:5!2( 1')
k=0 k k=0 k!

Pravdépodobnost toho, ze zadny ¢loveék neobdrzi ,,svij* dopis je tedy

2, (=D
k!

k=0

a hledand pravdépodobnost pak

5
=Dk 19
1— =—.
Z k! 30

k=0

[0 Poznamka. VSimnéme si, Ze odpovéd na stejnou
otazku, se s rostoucim poc¢tem dopist pfili§ neméni. Pro n dopisd je

s vz

pravdépodobnost, Ze sekretarka nedd Zadny do spravné obélky

n (—l)k; 1
P Dt

k=0
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jak totiZ uvidime pozdéji, uvedend suma konverguje (bliZi se) k hod-
noté 1/e.

1.47.Dalsi principy pocitani s pravdépodobnostmi. Vratme se k
hazen{ kostkou a zkusme popsat jevy ze zdkladniho prostoru 2 vzni-
kajici pfi hdzeni tak dlouho, dokud nepadne Sestka, ne vSak vice nez
stokrat.

Pro jeden hod samostatné je zdkladnim prostorem Sest Cisel od
jedné do Sesti a jde o klasickou pravdépodobnost. Pro celé série nasich
hodt bude zdkladn{ prostor daleko vétsi — bude to mnoZina kone¢nych
posloupnosti ¢isel od jedné do Sestky, které bud konéi Sestkou, maji
nejvySe 100 ¢lent a vSechna piedchozi ¢isla jsou mensi nez Sest, nebo
jde 0 100 ¢isel od jedné do péti. Jevem A miZe byt napt. podmnoZina
,-hdzeni kon¢i druhym pokusem*®. VSechny priznivé elementarni jevy
pak jsou

[1,6], [2,6], [3,6], [4,6], [S,6].

Ze zndmé klasické pravdépodobnosti pro jednotlivé hody umime od-
vodit pravdépodobnosti nasich jevi v €. Neni to ale jisté klasicka
pravdépodobnost. Tak pro diskutovany jev chceme popsat, s jakou
pravdépodobnosti nepadne Sestka pfi prvém hodu a zdroven padne pii
druhém. Vnucuje se feSeni

5

51
PA) =2 —=—,
6 6 36
protoZe v prvém hodu padne s pravdépodobnosti 1 — % jiné cislo
neZ Sest a druhy hod, ve kterém naopak pozadujeme Sestku, je zcela
nezdvisly na prvnim. Samoziejmé toto neni pomér poctu pfiznivych
vysledki k velikosti celého stavového prostoru!

Obecnéji mizeme Fici, Zze po pravé 1 < k < 100 hodech po-
kus skonéi s pravdépodobnosti (%)k—1 . %. Ze vSech moZnosti je tedy
nejpravdépodobnéjsi, Ze skondf jiZ napoprvé.

Jiny pfiklad, jak z hazeni kostkou dostat rizné pravdépodobné
jevy je pozorovat soucty pii hodu vice kostkami. UvaZujme takto:
pfi hodu jednou kostkou je kazdy vysledek stejné pravdépodobny
s pravdépodobnosti %. Pfi hodu dvémi kostkami je kazdy predem
zvoleny vysledek (a, b), tj. dvojice pfirozenych ¢isel od jedné do Sesti
(vCetné poradi), stejné pravdépodobny s pravdépodobnosti %. Pokud
se budeme ptat po dvou pétkach, je tedy pravdépodobnost polovi¢ni
nez u dvou ruznych hodnot bez uvedeni poradi. Pro jednotlivé mozné
soucty uvedené v hornim fadku ndm vychazi pocet moZnosti v fadku
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dolnim:
| Soucet [2[3[4|5|6]7[8]9]|10][11]12]
| Pocet [1]2[3]4]|5]6][5]4]3[2]1]

Podobné vyjde pravdépodobnost ﬁ jednotlivych vysledki hodu tfemi

kostkami, vCetn€ urceného potadi. Pokud se budeme ptédt na pravdé-
podobnost vysledného souctu pfi hodu vice kostkami, musime pouze
urcit, kolik je moZnosti, jak daného souctu dosdhnout a ptisluSné prav-
dépodobnosti secist.

1.48. Ze sdacku s péti bilymi a péti Cervenymi koulemi nahodné vytdh-
neme tri (koule do sdcku nevracime). Jakd je pravdépodobnost, Ze dvé
budou bilé a jedna cervend?

ReSeni. Rozdélme uvazovany jev na sjednoceni tfi disjunktnich jevi:

podle toho, kolikdtou vytdhneme cervenou kouli. Pravdépodobnosti,
7e vytahneme koule piesné ve zvoleném poradi jsou: 4. 2.3 1.5.1
% . g : % Celkem 15—2

Jiné reSeni.. Uvazme pocet vSech mozZnych trojic vytaZzenych
kouli (koule jsou mezi sebou rozlisitelné), tedy (7). Trojic, které
2)- (}) (dvé bilé koule miizeme
vytdhnout (Z) zpusoby, k nim pak ¢ervenou péti zplsoby).

obsahuji pravé dvé bilé koule je potom (

g

1.49. Z klobouku, ve kterém je pét bilych, pét Cervenych a Sest Cernych
kouli, ndhodné vytahujeme koule (bez vraceni). Jakd je pravdépodob-
nost, Ze pdtd vytaZend koule bude cernd?

N P2

toho, Ze i-td vytaZend koule bude cernd, je stejnd pro vsSechna i,
1 < i < 16. MlZeme si totizZ predstavit, Ze vytdhneme postupné
vSechny koule. Kazd4a takova posloupnost vytaZenych kouli (od prvni
vytazené koule po posledni), sloZend z péti bilych, péti Cervenych a
Sesti ¢ernych kouli, mé stejnou pravdépodobnost vytaZeni a pro vy-
pocet hledané pravdépodobnosti miizeme opét pouzit model klasické
pravdépodobnosti. Zminénych posloupnosti je P(5,5,6) = %
Pocet posloupnosti, kde na i-tém misté je Cernd koule, zbytek libo-
volny je je tolik, kolik je libovolych posloupnosti péti bilych, péti
¢ervenych a péti Cernych kouli, tedy P(5,5,5) = %) Celkem tedy
je hledand pravdépodobnost

P(5,5,5 o5

P(5.5.6) e

oo | W
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O

1.50. Vjisté zemi maji parlament, ve kterém zasedd 200 poslancii. Dvé
hlavni politické strany, které v zemi existuji si p¥i ,,volbdch* hdzeji
o0 kaZdy poslanecky manddt zvldst’ minci. KaZdd z téchto stran md
pridélenu jednu stranu mince. Té strané, jeji7 strana mince padne,
ndleZi manddt, o ktery se prdvé losovalo. Jakd je pravdépodobnost, Ze
kaZdd ze stran ziskd 100 manddtii? (mince je ,,poctivd*)

ReSeni. Viech moznych vysledki losovani (uvaZzovanych jako dvou-
set¢lenné posloupnosti rubii a lict) je 2°%°. Pokud kazd4 strana ziskd
pravé sto mandatl, je ve vylosované posloupnosti pravé sto lici a
sto rubi. Takovych posloupnosti je (?gg) (takov4 posloupnost je jed-
noznaéné uréend vybérem sto Clenti z dvé sta moznych, na kterych

budou napt. lice). Celkem je hledand pravdépodobnost

(2%) 200!
100/ _ 10001001
2200 — 9200 = 0, 056.

O

1.3. Poznamka. Vsimnéme si, Ze v pfedchozim piikladu jsme mimo-
chodem kombinatoricky dokazali (jednoduchou) nerovnost

200\ _ 00
100 ’

resp. malym zobecnénim dokonce pro libovolnd k,n e N, k < n

()=

Nasledujici priklad je jednoduchym modelem, ktery odhaduje
pravdépodobnost imrti osoby pfi dopravni nehode¢.

1.51. Rocné zahyne na silnicich v CR pFiblizné 1200 ceskych obcanii.
Urcete pravdépodobnost, Ze nékdo z vybrané skupiny péti set Cechii
zemre v ndsledujicich deseti letech pii dopravni nehodé. Predpokld-
dejte pro zZjednoduseni, Ze kaZdy obcan md v jednom roce stejnou
»Sanci“ zemiit p¥i dopravni nehodé a to 1200/107.

ReSeni. Spocitejme nejprve pravdépodobnost, Ze jeden vybrany ¢lo-
vék v nésledujicich deseti letech nezahyne na pfi dopravni nehodé.
Pravdépodobnost, Ze nezahyne v jednom roce, je (1 — %). Pravdépo-
dobnost, Ze nezahyne v nisledujicich deseti letech, je pak (1 — %)]0.
Pravdépodobnost, Ze v nésledujicich deseti letech nezahyne nikdo z
danych péti set lidi, je opét podle pravidla souinu (jednd se o neza-

vislé jevy) (1 — %)5000. Pravdépodobnost jevu opacného, tedy toho,
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Ze nékdo z vybranych péti set lidi zahyne, je tedy

12\ 5000
1_(1_W) =0, 4512.

0
Poznamka. Model, ktery jsme pouZili v pfedchozim piikladu k
popisu zadané situace, je pouze pfiblizny. Problém spocivd v pod-
mince, Ze kazdy obc¢an z vySetfovaného vzorku ma stejnou pravdépo-
dobnost toho, Ze v prib&hu roku zahyne, kterou jsme odhadli z poctu
usmrcenych osob za rok. Pocet tragickych nehod se totiZ rok od roku
meéni a i kdyby se neménil, tak se méni populace. Ukazme si jednu
s nepfesnosti piikladu na jiném zpiisobu feSeni: zahyne-li 1200 osob
za rok, tak za deset let zahyne 12000. Pravdépodobnost toho, Ze kon-
krétni Clovék zahyne v pribéhu deseti let tedy miizeme odhadnout i
zlomkem 12000/107. Pravdépodobnost, Ze konkrétni osoba nezahyne
v pribéhu 10 let je tedy (1 — %) (to jsou prvni dva ¢leny binomického
rozvoje (1 — %) 10), Celkem dostdvdme anolagicky jako v pfedchozim
feSeni odhad pravdépodobnosti

12\ 500
1_(1_W> =0, 4514.

Vidime, Ze oba odhady jsou velmi blizké.
Snaha pouzit matematickych znalosti k vyhie v nejriznéjSich ha-
zardnich hrach je velmi stard. Podivejme se na jednoduchy piiklad.

1.52. Alesovi zbylo 2500 K¢ z pordddni tabora. AleS neni Zddny riou-
ma: 50 K¢ pridal 7 kasicky a rozhodl se jit hrdt ruletu na automaty.
Ale§ sdzi pouze na barvu. Pravdépodobnost vyhry pfi sdzce na barvu
je 18/37. Zacind sdzet na 10 K¢ a pokud prohraje, v dalst sdzce vsadi
dvojndsobek toho, co v predchozi (pokud na to jesté md, pokud ne, tak
konci s hrou — byt’by mél jesté penize na néjakou mensi sdazku). Pokud
néjakou sdzku vyhraje, v ndsledujici sdzce hraje opét o 10 K¢. Jakd
je pravdépodobnost, Ze pri tomto postupu vyhraje dalsich 2550 K¢?
(jakmile bude 2500 K¢ v plusu, tak konci)
Reseni. Nejprve spo&itejme, kolikrat po sob& miZe Ale§ prohrat. Za-
¢ind-li s 10 K¢, tak na n vsazeni potfebuje
n—1
104+20+---+10-2""" = 10(22) = 10(
i=0

1)—10 2"~ 1)
17 '

2" —
2 _

Jak snadno nahlédneme, ¢islo 2550 je tvaru 10(2" — 1) ato pron = 8.
Ales tedy miiZe sazet osmkrat po sobé bez ohledu na vysledek sazky,
na devét sazek by potieboval jiz 10(2° — 1) = 5110 K& a to v priib&hu
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hry nikdy mit nebude (jakmile bude mit 5100 K&, tak konéi). Aby
tedy jeho hra skoncila nedspéchem, musel by prohrat osmkrét v fad¢.
Pravdépodobnost prohry pii jedné sdzce je 19/37, pravdépodbnost
prohry v osmi po sobé nédsledujicich (nezdvislych) sazkéch je tedy
(19/37)8. Pravdépodobnost, Ze v téchto osmi hrach vyhraje 10 K& (pfi
daném postupu) je tedy 1 — (19/37)8. Na to, aby vyhral 2500 K&,
potfebuje 255 krat vyhrét po desetikoruné. Tedy opét podle pravidla
soucinu je pravdépodobnost vyhry

19\ 8 255
(1 - (ﬁ) ) =0,29.

Tedy pravdépodobnost vyhry je nizsi, neZ kdyby vsadil rovnou vSe na
jednu barvu. O

1.53. Samostatné si miiZete vyzkouset spocitat predchozi priklad za
predpokladu, Ze Ales sdzi stejnou metodou jako v predchozim priklade,
konci vSak aZ v okamZiku, kdy nemd Zddné penize (pokud nemd na
vsazeni dvojndsobku cdstky prohrané v predchozi sdzce, ale md jesté
néjaké penize, zacind sdzet znovu od 10 K¢).

1.54. Podminéna pravdépodobnost.
1.55. Jakd je pravdépodobnost toho, Ze prFi hodu dvéma kostkami
padne soucet 7, vime-li, Ze ani na jedné z kostek nepadlo Cislo 2.

ReSeni. Oznadme jev, Ze ani na jedné kostce nepadne dvojka jako
B, jev ,,padne soucet 7“ jako A. MnoZinu vSech mozZnych vysledki
budeme znacit opét jako 2. Pak

|ANB|

P(AlB)_P(AﬂB)_W_lAﬂm
- P B B

Cislo 7 miize padnout étyfmi riiznymi zptisoby, pokud nepadne dvojka,
tedy [ANB| =4, |B| =5-5=25, tedy

P(A|B) = :
257
Vsimnéme si, Ze P(A) = é, tedy jevy A a B jsou zavislé. O

1.56. Michal md dvé postovni schrdnky, jednu na gmail.com a jednu
na seznam.cz. UZivatelské jméno md stejné na obou serverech, hesla
riznd (ale nepamatuje si, které heslo md na kterém serveru). Pri
zaddvdni hesla p¥i pristupu do schrdnky se splete s pravdépodobnosti
1/20 (4. jestliZe chce napsat zadat jemu zndmé slovo jako heslo, tak jej
s pravdépodobnosti 95% skutecné sprdavné na kldvesnici zadd). Michal
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zadal na serveru seznam.cz jméno a heslo a server mu ozndmil, Ze
néco neni vporddku. Jakd je pravdépodobnost, Ze chtél zadat spravné
heslo, ale pouze se , preklepnul* pri zaddvdni? (Predpokldddme, Ze
uZivatelské jméno zadd vidy bez chyby.)

ReSeni. Oznadme A jev, ze Michal fyzicky zadal na serveru seznam.cz
$patné heslo. Tento jev je sjednocenim dvou disjunktnich jevi:

A : chtél zadat spravné heslo a piepsal se,

A, : chtél zadat Spatné heslo (to z gmail.com) a bud’ se piepsal nebo
ne.

Hledame tedy podminénou pravdépodobnost P(A{|A), ta je podle

vztahu pro podminénou pravdépodobnost rovna:

P(AiNA)  PA) P(A)

P(A) — P(A1UA)  P(A)+ P(A)’
potfebujeme tedy urcit pravdépodobnosti P(A;) a P(Aj). Jev A,
je konjunkci (prinikem) dvou nezdvislych jevi: Michal chtél zadat
spravné heslo a Michal se pii zadavani pfepsal. Dle zadani je pravdé-
podobnost prvniho z nich 1/2, druhého 1/20, celkem P(A}) = 355 =
% (pravdépodobnosti ndsobime, protoZe se jednd o nezdvislé jevy).
Diéle je ze zadani P(A;) = % Celkem P(A) = P(A)) + P(Ay) =
% + % = i—(l), a muzeme vycislit:

P(A|A) =

P(A) g5 |

P(A) Ao

P(A|A) =

g

1.57. Geometricka pravdépodobnost.

Metodu geometrické pravdépodobnosti muZeme pouzit v ptipadé,
Ze dany jevovy prostor sestavd z nekone¢né¢ mnoha elementarnich
jevd, které dohromady vypliiuji néjakou oblast na pfimce, rovning,
prostoru (u které umime urcit jeji délku, obsah, objem, ...) a pfed-
pokladame, Ze pravdépodobnost, Ze nastane elementdrni jev z urcité
podblasti je rovna poméru jeji velikosti (délce, obsahu, . . . ) k velikosti
celého jevového prostoru.

1.58. Z TéSina vyjizdi vlaky co pul hodinu (smérem na Bohumin) a
7 tohoto sméru prijizdéji také kazdé pul hodiny. Predpoklddejme, Ze
vlaky se mezi témito dvéma stanicemi pohybuji rovnomérnou rychosti
72 km/h a jsou dlouhé 100 metri, cesta trvd 30 minut, viaky se mijeji
nékde na trase. Hazardér Jarda si vybere jeden 7 téchto vlakit a béhem

N2

cesty z Tésina do Bohumina ndhodné vystrci hlavu z okna na pét vterin

N2

nad kolejisté pro protéjsi smér. Jakd je pravdépodobnost, Ze mu bude
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uraZena? (Predpokldddme, Ze jiné neZ zminéné vlaky na trati nejezdi.)

ReSeni. Vzdjemnd rychlost protijedoucich vlakd je 40m /s, protije-
douci vlak mine Jardovo okno za dvé a pil sekundy. Prostor vSech
moznosti je tedy interval (0, 1800 s), prostor ,,priznivych* moZnosti
je potom interval délky 7, 5s lezici nékde uvniti pfedchozi dsecky.
Pravdépodobnost urazeni hlavy je tedy 7, 5/1800 = 0, 004. U

1.59. Jednou denné nékdy mezi osmou hodinou ranni a osmou hodin-
nou vecerni vyjizdi ndhodné autobus z Kolocavy do Uzhorodu. Jednou
denné ve stejném casovém rozmezi jezdi jiny autobus ndhodné opac-
nym smérem. Cesta tam trvd pét hodin, zpét té7 pét hodin. Jakd je
pravdépodobnost, Ze se autobusy potkaji, jezdi-li po stejné trase?

Reseni. Prostor viech moznych jevi je ¢tverec 12 x 12, Oznaéime-li
doby odjezdu obou autobust x, resp. y, pak se tyto na trase pot-
kaji pravé kdyz |x — y| < 5. Tato nerovnost vymezuje v daném
¢tverci oblast ,,pfiznivych jevii“. Obsah zbylé ¢asti spocitime piimo
jednoduseji, nebot’je sjednocenim dvou pravothlych rovnoramennych
trojuhelnikt o odvésndch délky 7, tedy je roven 49, obsah ¢asti odpo-
vidajici ,,pfiznivym jevim* je tedy 144 — 49 = 95, celkem je hledana
95

pravdépodobnost p = 77 = 0, 66.

O

1.60. Mirek vyjede ndhodné mezi desdtou hodinou dopoledni a osmou
hodinou vecerni z Brna do Prahy. Marek vyjede ndhodné ve stejném
intervalu z Prahy do Brna. Obéma trvd cesta 2h. Jakd je pravdépodob-
nost, Ze se po cesté potkaji (jezdi po stejné trase). Cesta trvd obéma
2h.

ReSeni. Resime naprosto analogicky jako v ptfedchozim piikladé.
Prostor v§ech moZnych jevd je ¢tverec 10 x 10, Mirek vyjizdéjici v
Case x, potkd Marka vyjizd&jictho v Case y pravé kdyZ |x — y| < 2.
Tato nerovnost vymezuje v daném ¢&tverci oblast ,,pfiznivych jeva“.
Obsah zbylé ¢4sti spocitime piimo jednoduseji, nebot je sjednocenim
dvou pravouthlych rovnoramennych trojihelnikti o odvésnéch 8, tedy
je roven 64, obsah ¢asti odpovidajici ,,pfiznivym jevim*® je tedy 36,

celkem je hledana pravdépodobnost p = % = % =0, 36.
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1.61. Dvoumetrovd ty¢ je ndhodné rozdélena na tri dily. Urcete prav-
dépodobnost, Ze alespori jeden dil bude nejvyse 20 cm dlouhy.

ReSeni. Nahodné rozdéleni ty&e na tii dily je ddno dvéma body fezu,
Cisly x a y (nejprve ty¢ roziizneme ve vzdalenosti x od pocatku,
nehybeme s ni a déle ji rozfizneme ve vzdalenosti y od pocatku).
Pravdépodobnostni prostor je tedy ¢tverec C o strané 2 m. Umistime-
li ¢tverec C tak, aby dvé jeho strany leZely na kartézskych osach
v roving, tak podminka, Ze alespoil jeden dil ma byt nejvyse 20 cm
dlouhy, ndm vymezuje ve ¢tverci nasledujici oblast O:

0 ={(x,y) € Cl(x =20) v (x = 180) v (y = 20) v (y = 180)
v (lx =y = 20}.

Jak snadno nahlédneme, zaujim4 takto vymezend oblast —+ obsahu

. 100
ctverce.

g

1.62. Dvoumetrovd ty¢ je ndhodné rozdélena na ti dily. UrcCete prav-
dépodobnost, Ze ze vzniklych dilii piijde sestavit trojiihelnik.

ReSeni. Rozdé&leni tye je déno stejné jako v predchozim piikladd
body fezu x a y a jevovym prostorem je opét ¢tverec 2 X 2. Aby z
¢asti bylo moZno sestavit trojihelnik, museji jejich délky spliiovat tzv.
trojihelnikové nerovnosti, tedy soucet délek libovolnych dvou c¢asti
musi byt vétsi nez délka tfeti ¢4sti. Vzhledem k tomu, Ze soucet délek
je roven 2m, je tato podminka ekvivalentni podmince, ze kazda s
¢asti musi byt mensi neZ 1 m. To pomoci fezl x a y vyjadiime tak, Ze
nesmi platit soucasné x < 1ay < 1 nebo souCasné x > lay > 1
(odpovidd podminkdm, Ze krajni dily tyCe jsou mensi nez 1), navic
|x — y| < 1 (prostfedni dil musi byt mensi neZ jedna). Tyto podminky
spliiuje vySrafovand oblast na obrazku a jak snadno nahlédneme, jeji
obsah je 1/4.

g

1.63. Z Brna vyrazi ndhodné nékdy mezi polednem a ctvrtou hodinou
odpoledni Honza autem do Prahy a opacnym smérem nékdy ve stejném
intervalu autem Martin. Oba si ddvaji piil hodiny pauzu v motorestu v
poloviné cesty (pFistupném pro oba sméry). Jakd je pravdépodobnost,
Ze se tam potkaji, jezdi-li Honza rychlosti 150 km/h, a Martin 100
km/h? (Vzddlenost Brno-Praha je 200 km)
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ReSeni. Ozna&ime-li dobu odjezdu Martina x a dobu odjezdu Honzy
y a pro menSi vyskyt zlomki v néasledujicich vypocétech zvolime za
jednotku deset minut, tak stavovym prostorem bude ¢tverec 24 x 24.
Doba pfijezdu Martina do motorestu je x 4+ 6, do piijezdu Honzy
(x + 4). Stejné jako v predchozim piikladu to, Ze se v motorestu
potkaji je ekvivalentni tomu, Ze doby jejich piijezdu se nelisi o vice
nez o pul hodiny, tedy |(x + 6) — (y + 4)| < 3. Tato podminka ndm
pak ve stavovém &tverci vymezuje oblast o obsahu 24% — %(232 +19%)
(viz obr.) a hledana pravdépodobnost je

242 — 12324 19%) 131
2 .
P 242 576

O

1.64. Mirek a Marek chodi na obédy do univerzitni menzy. Menza md
otevieno od 11h do 14h. KaZdy z nich strdvi na obédé pul hodiny a
dobu prichodu (mezi 11h a 14h) si vybird ndhodné. Jakd je pravdépo-
dobnost, Ze se na obédé v dany den potkaji, seddvaji-li oba u stejného
stolu?

ResSeni. Prostor viech moznych jevi je ¢tverec 3 x 3. Oznacime-li
x dobu ptichodu Mirka a y dobu ptfichodu Marka, tak tito se pot-
kaji, pravé kdyZ |x — y| < 1/2. Tato nerovnost vymezuje ve ¢tverci
moznych udélosti oblast, jejiZ obsah je roven 11/38 obsahu ctverce.
Tomuto zlomku je tedy rovna i hledana pravdépodobnost. O

5. Geometrie v roviné

1.65. Je ddna primka
p:[2,01+1@3,2).
Urcete jeji obecnou rovnici a naleznéte prinik s primkou

g: [=1,21+s(1,3).

ReSeni. Soufadnice bodi na piimee jsou dany dle daného parametric-
kého zadani jako x = 2 4+ 3¢t a y = 0 + 2¢. Vylou¢enim parametru ¢
ze soustavy téchto dvou rovnic dostdvdme obecnou rovnici primky p:

2x =3y —4=0.

Prinik s pfimkou ¢ ziskdme dosazenim parametrického vyjadfeni
bodi na dsecce ¢, tedy x = —1 +s a y = 2 + 35, do obecné rovnice
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ptimky p:
2(=1+s)—=32+3s) —4=0,
odkud s = —12/7 a dosazenim do parametrického vyjddieni dsecky
g dostavame soufadnice priseéiku P:
19 22
P=[-—,-Z1
7 7

O

1.66. UvaZujme rovinu R?* se standardni soustavou souiadnic. Z po-
Cdtku [0, 0] je vysldn laserovy paprsek ve sméru (3, 1). Dopadne na
zrcadlovou primku p danou parametricky jako

p:[4,31+1(=2,1),

a poté se odrazi (ithel dopadu je shodny s tihlem odrazu). V jakém
bodé¢ dopadne odraZeny paprsek na primku q, danou parametricky
Jjako

q:[7,—10]4+1t(—1,6)?

ReSeni. Smér paprsku svird s pfimkou p dhel 45°, odraZeny paprsek
tedy bude kolmy na dopadajici, jeho smérovy vektor bude (1, —3)
(Pozor na orientaci! Dany smérovy vektor miizeme téz ziskat napiiklad
zrcadlenim podle kolmého vektoru k pifimce p). Paprsek dopadne v
bod¢ [6, 2], odraZeny paprsek tedy bude mit rovnici

[6,2]4+1(1,=3), ¢t > 0.

Pranik pifimky dané odrazenym paprskem s piimkou ¢ je bod [4, 8],
coZ je mimo polopiimku, kterd je dand odrazenym paprskem (t = —2).
OdraZeny paprsek tedy pifimku g neprotne. U

1.67. Z bodu [—2, 0] vyrazila v pravé poledne konstantni rychlosti
Ims~" ve sméru (3, 2) iisecka délky 1. RovnéZ v poledne vyrazila z
bodu [5, —2] druhd vsecka délky 1 ve sméru (—1, 1), ovsem dvojnd-
sobnou rychlosti. Srazi se?

Reseni. Primky, po kterych se pohybuji dané usecky, miZeme popsat
parametrickym vyjadienim:

p  [-2,01+r3,2)

q : [5s _2]+S(_191),
Obecné rovnice pfimky p je

2x =3y +4=0.



38 1. PREHRSEL RUZNORODYCH ULOH

Dosazenim parametrického vyjadieni pfimky g ziskdme prisecik P =
[1,2].

Nyni se snaZme zvolit jediny parametr ¢ pro obé Usecky tak,
aby ndm odpovidajici bod na pfimkéich p, resp. g, popisoval polohu
pocétku prvni, resp. druhé, dsecky v Case . V Case 0 je prvni usecka
v bodé [—2, 0], druhd v bodé [5, —2]. Za cas ¢ sekund uraz{ prvni ¢
jednotek délky ve sméru (3, 2) druhd pak 2¢ jednotek délky ve sméru
(—1, 1). Odpovidajici parametrizace jsou tedy

t
: _2,0 — 372’
p [ ]+\/1_3( )

g : [5, =214+ V2t(-1,1),

Pocatek prvni usecky dorazi dobodu [1, 2] v Case t; = V13, pocatek
druhé tsecky v Case t = 2+/2s, tedy vice nez o pil vtefiny diive.
Tedy v dob€, kdy dorazi do priise¢iku P pocatek prvni dsecky, bude
jiZz konec druhé dsecky pry¢ a dsecky se tak nesrazi. O

1.68. Viditelnost stran trojihelnika. Je ddn trojithelnik s vrcholy
A =[5,6], B=1[7,8], C =[5, 8]. Urcete, které jeho strany je vidét
z bodu [0, 1].

ReSeni. Uspoidddme vrcholy v kladném smyslu, tedy proti sméru
hodinovych rucicek: [5, 6], [7, 8], [5, 8]. Pomoci ptislusnych determi-
nantt ur¢ime, je-li bod [0, 1] ,,nalevo” ¢i ,,napravo® od jednotlivych
stran trojihelnika uvaZovanych jako orientované dsecky,

75 55 5 7

7 7 7 5<% |57

>0‘

-0

Z nulovosti posledniho determinantu vidime, Ze body [0, 1], [5, 6] a
[7, 8] leZi na piimce, stranu AC tedy nevidime. Stranu BC rovnéZz tak
nevidime, narozdil od strany AB. ]

1.69. Urcete, které strany Ctyfithelnika s vrcholy A = [95,99], B =
[130, 106], C = [40, 60], D = [130, 120]. jsou viditelné z bodu [2, 0O].

ReSeni. Nejprve je tfeba urcit strany ¢tyitdhelnika (,,spravné poradi
vrcholt)): ACBD. Po spocitani pfisluSnych determinantt (viz pred-
naska) zjistime, Ze jsou vidét pouze strana C B. (Il

1.70. Rovinny fotbalista vystieli mi¢ z bodu F = [1, 0] ve sméru (3, 4)
na brdnu (vdsecku) ohranicenou body A = [23,36] a B = [26, 30].
Sméruje mic¢ do brdny?
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ReSeni. Vzhledem k tomu, Ze se situace odehrdva v prvnim kvadrantu,
sta&f uvaZovat smérnice vektord F, A, (3,4), FB. Tvofi-li (v tomto
poradi) bud'rostouci nebo klesajici posloupnost, mi¢ sméfuje na branu.
Tato posloupnost je 36/22, 4/3, 30/25, coZz je klesajici posloupnost,
mic tedy sméfuje do brany. O

1.71. Urcete obsah ctyrithelnika ABCD s vrcholy A = [1,0], B =
[11,13], C =[2,5]a D =[-2, -5].
ReSeni. Rozd&lime na dva trojihelniky ABC a AC D. Jejich obsahy
pak spocitime pomoci patficnych determinantt, viz ??
g1 s 5|4
~ 2010 13 -3 =57 2

2
O

1.72. Bud’ddn pravidelny Sestiihelnik ABC DE F (vrcholy jsou ozna-
ceny poradé v kladném smyslu) se stiedem v bodé [1, 0] a vrcholem
A = [0, 2] Urcete souradnice vrcholu C.

ReSeni. Souradnice vrcholu C ziskdme otodenim bodu A okolo stiedu
S Sestithelnika o 120° v kladném smyslu:

sin(120°)  cos(120°)
1B\ /o 3 3
- <ﬁz §><21>+[1,0]:[§—\/§,—1—§].

g

c = (cos(lZO") —sin(120°)> C_$+S=

1.73. Bud’ddn rovnostranny trojiihelnik s vrcholy [1, 0] a [0, 1] leZict
cely v prvnim kvadrantu. Urcete souradnice jeho tretiho vrcholu.

Reseni. Treti soufadnice [} + %, } + %] (ota&ime o bod [0, 1] 0 60°

kolem bodu [0, 1] v kladném smyslu). O

1.74. Urcete souradnice vrcholii trojithelnika, ktery vznikne otocenim
rovnostranného trojithelnika, jehoZ dva vrcholy jsou A = [1,1]a B =
[2, 3] (tFeti pak v poloroviné dané primkou AB a bodem S = [0, 0]) o
60° v kladném smyslu kolem bodu S.

Reeni. Treti vrchol trojuhelnika dostaneme napt. otocenim o 60°
jednoho z vrcholt kolem druhého (ve spravném smyslu). Hledané

body maji soufadnice [—%«/5, V3 - %], [% - %ﬁ, %\/5 + %], [1-
V3, V3431 -
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1.75. Urcete obsah trojithelnika A, A3A11, kde AgAq ... Ay jsou vr-
choly pravidelného dvandctiihelnika vepsaného do kruZnice o polo-
méru 1.

ReSeni. Vrcholy dvanéctithelnika miZeme ztotoZnit s dvandctymi
odmocninami z ¢isla 1 v komplexni roving. Zvolime-li navic Ag = 1,
pak miZeme psat Ay = cos(2kmw/12) + i sin(2kw/12). Pro vrcholy
zkoumaného trojihelnika mame: A, = cos(w/3) + isin(w/3) =
172+ i«/§/2, Az =cos(m/2) +isin(w/2) =i, Aj; = cos(—m/6) +
i sin(—m/6) = +/3/2 — i/2, neboli soufadnice téchto bodi v kom-
plexnirovnin&jsou A = [1/2,+/3/2], A3 = [0, 1], Ay = [/3/2, —11.
Podle vzorce pro obsah trojihelnika je potom hledany obsah S roven

1_ A3 1, 43 —
g_lA—An|_15-%F S48 _3-V3
2 |A3—An| 2 —*/; 3 4

O

1.76. Urcete odchylku ¢ ihlopricek A3A7 a AsAq pravidelného dva-
ndctivhelnika AgA1A, . . ..

ReSeni. Odchylka nezdvisi na velikosti daného dvandctidhelnika.
Volme dvandctitdhelnik vepsany do kruznice o poloméru 1. Jako v
predchozim piikladé uréime soufadnice jeho vrcholil a podle vzorce
snadno dopocitame, Ze cos(p) = L tedy ¢ = 75°.

24/2+3

Jiné feSeni Ulohu Ize fesit &isté metodami syntetické geomet-
rie: oznac¢ime S stfed dvandctidhelnika a T prisecik dhlopii¢ek A3z A7
a AsAjo. Nyni [LA7A5A19| = 45° (obvodovy thel pfislusny stfedo-
vému thlu A7 S A, ktery je pravy), dale | /A5 A;7A3| = 30° (obvodovy
thel piislusny stfedovému dhlu AsSAj, jehoZ velikost je 60°). Veli-
kost thlu AsT A7 je pak dopiikem vySe zminénych dhli do 180°, tedy
je rovna 105°. Hledana odchylka je pak 180° — 105° = 75°. U

1.77. Najdéte matice A takové, Ze

L (1 8
Azig 12.
2 2

Ndpovéda: jaké geometrické zobrazeni v roviné zaddvd matice A?

ReSeni. A2 je matice rotace o 60° v kladném smyslu, takze hledané

matice jsou
V3
A=+ ,

2
1
2
tj. jsou to matice rotace o 30°, resp. o 210°. O

|
S[Soi-
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1.78. Rovnobéznikova rovnost. DokaZme jako ilustraci nasich nd-
strojit tzv. ,,rovnobéZnikovou rovnost*: Jsou—li u, v € R?, pak:

2(ull® + vlI*) = llu + vll* + llu — v]|*.

%

Neboli soucet druhych mocnin délek iihlopricek rovnobéZnika je roven
dvojndsobku souctu druhych mocnin délek jeho stran.

ReSeni. Rozepsanim obou stran do soufadnic u = (uy, uz), v =
(v1, v2) obdrzime:

2(Jlul® + vlI») =
= 2(u7 + u3 + v} + v3)
= uj + 2u1v; + v} + u3 + 2urvs + v; + uj — 2ugvi+
+vf+u§—2u2v2+v§
= (1 + v1)* + (U2 + v2)* + (g — v1)* + (uy — vy)?
= llu +vlI* + [lu — ||,
O

1.79. Ukazte, Ze sloZenim lichého poctu stfedovych symetrii v roviné
dostaneme opét stredovou symetrii.

ReSeni. Stiedovou symetrii v roving se stfedem S reprezentujme pied-
pisem X —~ S — (X — S), neboli X +— 2§ — X. (Obraz bodu X ve
stredové symetrii podle stfedu S dostaneme tak, Ze k soufadnicim bodu
S pric¢teme souradnice vektoru opa¢ného k vektoru X — §.) Postup-
nou aplikaci tif sttedovych symetrii se stfedy S, T a U tak dostavame
XH—>2S—X 2T -Q2S—X)—» 2U - QRT — 25 - X)) =
2(0—-T+S)—X,celkem X — 2(U — T 4+ S) — X, coz je stredova
symetrie se stfedem S — 7" 4 U. SloZeni libovolného lichého poctu
sttedovych symetrii tak postupné redukujeme aZ na sloZeni tfi stre-
dovych symetrii, jde tedy o stfedovou symetrii (v principu se jednd o
dikaz matematickou indukci, zkuste si jej sami zformulovat). U

1.80. Sestrojte (2n+1)-iihelnik, jsou-li ddny vsechny stedy jeho stran.

ReSeni. K feseni vyuZzijeme toho, Ze sloZenim lichého poctu stie-
dovych soumérnosti je opét stftedova soumeérnost (viz predchozi pii-
klad). Ozname vrcholy hledaného (2n + 1)-dhelnika po fadé A,
Ay, ..., Ay a stiedy stran (pocinaje stfedem AA;) postupné Sy,
Sy, ... Son41. Provedeme-li sttedové soumérnosti po fadé podle téchto
stiedd, tak bod A; je zjevné pevnym bodem vysledné stfedové syme-
trie, tedy jejim stfedem. K jeho nalezeni tedy staci provést uvedenou
sttedovou soumérnost s libovolnym bodem X roviny. Bod A leZi pak
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ve stfedu usecky X X', kde X’ je obrazem bodu X ve zminéné stie-
dové symetrii. Dal8f vrcholy A,, ..., Ay,41 ziskdme zobrazovdnim
bodu A, ve sttedovych soumérnostech podle Sy, ..., Sy41. O

6. Zobrazeni a relace

1.81. Rozhodnéte, zda ndsledujici relace na mnoZiné M jsou relace
ekvivalence:

(1) M ={f :R— R}, kde (f ~ g)pokudf(0) = g(0).

(2) M ={f:R— R}, kde (f ~ g)pokudf(0) = g(1).

(3) M je mnoZina primek v roviné, pricemZ dvé primky jsou v relaci,
JjestliZe se neprotinaji.

(4) M je mnoZina primek v roviné, pricemZ dvé primky jsou v relaci,
JjestliZe jsou rovnobéZné.

(5) M = N, kde (m ~ n) pokud S(m) + S(n) = 20, pFicemZ S(n)
znaci ciferny soucet cisla n.

(6) M =N, kde (m ~ n) pokud C(m) = C(n), kde C(n) je ciferny
pokud je S(n) < 10, jinak definujeme C(n) = C(S(n)) (je tedy
C(n) < 10).

ReSeni.
(1) Ano. Ovéfime tfi vlastnosti ekvivalence:
i) Reflexivita: pro libovolnou redlnou funkci f je f(0) =
f(0).
ii) Symetrie: jestlize plati f(0) = g(0), paki g(0) = f(0).
iii) Tranzitivita: jestlize plati f(0) = g(0) a g(0) = h(0), pak
platii £(0) = h(0).

(2) Ne. Definovana relace nenf reflexivni, napf pro funkci sin mame
sin0 # sin 1 a nenf ani transitivni.

(3) Ne. Relace opét neni reflexivni (kazda piimka protind sama sebe)
ani transitivni.

(4) Ano. Ttidy ekvivalence pak tvofi mnoZinu neorientovanych smért
v roving.

(5) Ne. Relace neni reflexivni. S(1) + S(1) = 2.

(6) Ano.

O
Relace a zobrazeni mezi kone¢nymi mnozinami ddvaji vzniknout
celé fadé kombinatorickych otazek:

1.82. Pocet injektivnich zobrazeni mezi mnoZinami
Urcete pocet injektivnich zobrazeni mnoZiny {1, 2, 3} do mnoZiny
{1,2,3,4)
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ReSeni. Libovolné injektivni zobrazeni mezi uvaZovanymi mnoZi-
nami je ddno vybérem (uspotfddané) trojice z mnoZiny {1, 2, 3, 4}
(prvky ve vybrané trojici budou po fad€ obrazy ¢&isel 1, 2, 3) a obré-
cené kazdé injektivni zobrazeni ndm zaddv4 takovou trojici. Je tedy
hledanych injektivnich zobrazeni stejné jako moZnosti vybéru uspo-
fadanych trojic ze Ctyf prvki, tedy v(3,4) =4 -3 -2 = 24. g

1.83. Urcete pocet surjektivnich zobrazeni mnoZiny {1, 2, 3,4} na
mnoZinu {1, 2, 3}

ReSeni. Hledany pocet uré¢ime tak, Ze od poctu vSech zobrazeni ode-
Cteme ta, kterd nejsou surjektivni, t.j. ta, jejichZ obor hodnot je bud’
jednoprvkovou nebo dvouprvkovou mnoZinou. VSech zobrazeni je
V(3,4) = 3% zobrazent, jejichZ oborem hodnot je jednoprvkova mno-
7Zina, jsou tfi. PoCet zobrazeni jejichZ oborem hodnot je dvouprvkova
mnozina je (g) 2* -2 ((;) zpusoby mizeme vybrat defini¢ni obor
a mame-li jiz dva prvky fixovdny, mdme 2* — 2 moZnosti, jak na né
zobrazit Ctyfi prvky). Celkem je tedy pocet hledanych surjektivnich
zobrazeni

(1.12) 3% — (g)(z“—z)—s:s@

O

1.84. Hasseuv diagram usporadani. Hasseiiv diagram daného uspo-
rdddni < na n-prvkové mnoziné M je diagram s n vrcholy (kaZdy
vrchol odpovidd prdvé jednomu prvku mnoZiny), pricemz dva vrchly
(prvky) a, b jsou spojeny (viceméné svislou) carou (tak, Ze a je ,,dole
a b ,,nahore*), prdavé kdyz b pokryvd a, tj. a < b a neexistuje c € M
tak,Zea < cac < b.

1.85. Urcete pocet relaci uspovdddni na Ctyiprvkové mnoziné.

ReSeni. Postupné projdeme vSechny mozné Hasseovy diagramy uspo-
fadani na néjaké Ctyfprvkové mnozing€ M a spocitime, kolik riznych
uspofadani (tj. podmnoZin mnoziny M x M) ma dany Hasseuv dia-
gram, viz obr.:

Celkem tedy je 219 uspotfadani na Ctyiprvkové mnoZing. O

1.86. Urcete pocet relaci ekvivalence na mnoZiné {1, 2, 3, 4}.

Reeni. Ekvivalence mizeme pocitat podle toho, kolik prvkd maji
jejich tfidy rozkladu. Pro pocty prvki tiid rozkladu ekvivalenci na
Ctyfprvkové mnozing jsou tyto moznosti:
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Pocty prvki ve tfidach rozkladu | pocet ekvivalenci daného typu

1,1,1,1 1

211 ©

14

22 2 (2)
4

3.1 ()
4 1

Celkem tedy mame 15 riznych ekvivalenci. U

1.87. Kolik existuje relaci na n-prvkové mnoziné?

ResSeni. Relace je libovolna podmnoZzina kartézského soucinu mno-

Ziny se sebou samou. Tento kartézsky soucin m4 n? prvki a je tedy
x v , 2 ve v 2

pocet vSech relaci na n-prvkové mnoZzing 2" . (Il

1.88. Kolik existuje reflexivnich relaci na n-prvkové mnoziné?

ReSeni. Relace na mnoZiné M je reflexivni, pravé kdyz je diagondlni

relace Ay = {(a, a), kdea € M} jeji podmnozinou. U zbylych n*> —n

usporddanych dvojic v kartézském soucinu M x M mame nezédvislou

volbu, jestli dand dvojice v dané relaci bude ¢i ne. Celkem tedy mame
We—n o o . p vy

2 riznych reflexivnich relaci na n-prvkové mnoZiné. U

1.89. Kolik existuje symetrickych relaci na n-prvkové mnoZiné?
ReSeni. Relace na mnoZing M je symetrickd, pravé kdy? je jeji pra-
nik s kazdou mnoZinou {(a, b), (b, a), kdea # b, a,b € M} bud
celd dand dvouprvkova mnoZzina, nebo je tento prinik prazdny. Dvou-
prvkovych podmnoZin mnoZiny M je (’;) a pokud kromé prtniki s
t€émito mnoZinami je$té uréime prinik dané relace s diagonaln{ relaci
Ay = {(a, a), kde a € M}, je timto dand relace jednoznacné urcena.
Celkem miZeme provést (;) - n nezdvislych voleb mezi dvéma alter-
nativami: kazdd mnozina typu {(a, b), (b, a)|a, b € M, a # b} bud je
podmnoZzinou dané relace, nebo ani jeden z jejich prvka v dané relaci
nelezi a kazda dvojice (a, a), a € M, potom také bud’ v relaci leZi
nebo ne. Celkem tedy médme

2 (5)+n
symetrickych relaci na n-prvkové mnoZziné. ]

1.90. Kolik existuje antisymetrickych relaci na n-prvkové mnoziné?

ReSeni. Relace namnoZing M je antisymetrickd prave kdy? jejf priinik
s kazdou mnoZinou {(a, b), (b,a)} a # b, a,b € M neni dvojprv-
kovy (jsou tedy tii moZnosti jak prinik vypadd, bud je to mnoZina
{(a, b)}, nebo {(b, a)}, nebo je prinik prazdny). Prinik s diagonalni
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relaci pak muZe byt libovolny. Uréenim téchto vSech priniki je relace
jednoznacéné urcena. Celkem mame

3()pn
antisymetrickych relaci na n-prvkové mnoZiné. g
1.91. Urcete pocet relaci uspordddni na tfiprvkové mnoziné.
ReSeni. 19. O

1.92. Urcete pocet relaci uspordddni na mnoZiné {1, 2, 3, 4} takovych,
Ze prvky 1 a 2 jsou nesrovnatelné (tedy neplati 1 < 2 ani 2 < 1, kde
< je oznaceni uvaZované relace uspordaddni).

ReSeni. 87. O






KAPITOLA 2

Elementarni linearni algebra

1. Vektory a matice

Se soustavami linedrnich rovnic se Ctendr jisté jiZ setkal na stfedni
Skole. Reseni soustavy linearnich rovnic je jednim z nejjednodussich
problémd, se kterymi se ¢lovék muze setkat v praxi.

2.1. A ted’ vam to pékné natfeme. Firma zabyvajici se velkoplos-
nymi natéry si objednala 810 litrG barvy, kterd ma obsahovat stejné
mnoZzstvi Cervené, zelené a modré barvy (tj. 810 litrl ¢erné barvy). Ob-
chod miiZe splnit tuto zakdzku smichdnim béZné€ prodavanych barev
(ma skladem jejich dostate¢né zdsoby), a to

e nacervenalé barvy — obsahuje 50 % Cervené, 25 % zelené a 25 %
modré barvy;

e nazelenalé barvy —obsahuje 12,5 % Cervené, 75 % zelené a 12,5 %
modré barvy;

e namodralé barvy — obsahuje 20 % &ervené, 20 % zelené a 60 %
modré barvy.

Kolik litrd od kazdé z uskladnénych barev se musi smichat, aby byly
splnény pozadavky zdkaznika?

ReSeni. Oznacme jako

e x —mnoZstvi (v litrech) nacervenalé barvy, které se pouZzije;
e y —mnoZstvi (v litrech) nazelenalé barvy, které se pouZije;
e 7z —mnoZstvi (v litrech) namodralé barvy, které se pouZije.

Smichdnim barev chceme ziskat barvu, kterd bude obsahovat 270 litrti
cervené barvy. Uvédomme si, Ze nacervenald barva obsahuje 50 % Cer-
vené, nazelenald obsahuje 12,5 % cCervené a namodrald 20 % cervené
barvy. Musi tudiZ platit

0,5x + 0,125y + 0,2z = 270.
Analogicky poZadujeme (pro zelenou a modrou barvu)

0,25x 4+ 0,75y + 0,2z = 270,
0,25x + 0,125y + 0,6z = 270.

47
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Rozsifenou matici tohoto systému postupné upravime

0,5 0,125 0,2 1270 1 0,25 0,4 540
0,25 0,75 0,2(270 |~ 1 3 0,8]1080 | ~
0,25 0,125 0,6 270 1 0,5 2,4|1080

1 0,25 0,4 540 1 0,25 0,4| 540

0 2,75 0,4{540 |~ 0 11 1,6|2160 | ~

0 0,25 2 |540 0 1 8 2160

1 0,25 0,4] 540 1
0 1 8 2160 | ~| O
0 11 1,6|2160 0
Odtud jiz zpétné€ vypocitdme
—21600
7= —— =250,
—86, 4
y =2160 — 8- 250 = 160,
x =540—-0,4-250—0,25 - 160 = 400.

0,25 0,4 540
1 8 2160
0 —86,4| 21600

Je tedy potfeba smisit po fadé 400 I, 160 1, 250 1 uvedenych barev. []

2.2. Utastnici zajezdu. Dvoudenniho autobusového zdjezdu se zi-
Castnilo 45 osob. Prvni den se platilo vstupné na rozhlednu 30 K¢
za dospélého, 16 K¢ za dit€ a 24 K¢ za dichodce, celkem 1116 K¢.
Druhy den se platilo vstupné do botanické zahrady 40 K¢ za dospé-
1€ho, 24 K¢ za dité a 34 K¢ za dlichodce, celkem 1542 K¢. Kolik bylo
mezi vyletniky dospélych, déti a diichodcti?
ReSeni. Zavedme promé&nné

x uddvajici ,,pocet dospelych®;

y udévajici ,,pocet déti*;

z udavajici ,,pocet dichodct*.

Zajezdu se zucastnilo 45 osob, a proto
x + y + z = 45.

Celkové vstupné na rozhlednu a do botanické zahrady pii zavedeni
nasSich proménnych a pfi zachovani poradi ¢ini 30x + 16y + 24z
a40x + 24y + 34z. My je ovSem zname (1 116 K¢ a 1 542 K¢). Mame
tak

30x + 16y + 24z = 1116,

40x + 24y + 34z = 1542
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Soustavu tif linedrnich rovnic zapiSeme maticové jako

11 1 X 45
30 16 24| -[y]| =[1116
40 24 34) \% 1542
Resenim je
¥\ (16 5 -4 45 | (132 22
yl==[3 3 =3|-[te|l==|72]=][12].
;] 0\-40 -8 7 1542] 6\ 66 1
nebot’
11 1\ L[16 5 —4
30 16 24 =-|30 3 -3
40 24 34 6\_40 -8 7

Slovné vyjddfeno, zdjezdu se zicastnilo 22 dospélych, 12 déti, 11
dichodci. g

V ptedchozich piikladech méla dloha vZdy jedno feSeni. Musi
tomu tak vZdy byt? Nikoliv. Jak moZnd tendf jiz vi, tak systém li-
nedrnich rovnic bud’ nemé feSeni, nebo mé jedno feSeni, nebo jich
ma nekone¢né mnoho (napfiklad nemiize mit pravé dvé feseni). To
je dano tim, Ze prostor feSeni je bud vektorovy prostor (pravé strana
v8ech rovnic v systému je nulovd, hovofime o homogennim systému
linearnich rovnic) nebo afinni prostor (pravd strana alesponl jedné z
rovnic je nenulovd, hovofime o nehomogennim systému linedrnich
rovnic). Ukazme si tedy rizné mozné typy feSeni soustavy linearnich
rovnic na pfikladech. Pfi feSeni budeme vyuzivat maticového zapisu.

2.3. Vyfeste soustavu linedrnich rovnic

2x, — X2 + 3x3 = 0,
3x1 + 16x, + Tx3 = 0,
3X1 — 5X2 + 4X3 = 0,
—Tx1 + Txo» + —10x3 = O

ReSeni. Uvedenou soustavu rovnic zapiSeme matici tak, Ze prvni rov-
nice bude odpovidat prvnimu fadku matice, druha rovnice druhému
fadku atd. a v prvnim sloupci budou koeficienty u x;, ve druhém
sloupci koeficienty u x,, az ve ¢tvrtém sloupci (za svislou ¢arou od-
délujici levou stranu rovnic od pravé) absolutni ¢leny. To znamen4, Ze
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matice zadané soustavy je

2 -1 3]0 2 —1 3
316 7 3 16 7
3 -5 4 |0 | ™P 3 -5 4

—7 7 —10]0 7 7 —10

ProtoZe feSime homogenni soustavu, miiZzeme (a budeme) nulovy slou-
pec na pravé stran& vynechdvat. ReSeni nalezneme prevodem na scho-
dovity tvar pomoci elementarnich fddkovych transformaci, které od-
povidaji zdméné pofadi rovnic, vyndsobeni rovnice nenulovym ¢islem
a pricitani nasobkd rovnic. Navic mtzeme kdykoli od maticového za-
pisu prejit zpét k zapisu rovnic s nezndmymi x;. Nejprve docilime
toho, aby se proménnd x; vyskytovala pouze v prvni rovnici. Ziejmé
postacuje (—3/2)nasobek prvniho faddku pficist ke druhému a ke tfe-
timu fadku a jeho (7/2)ndsobek k poslednimu fadku, coZ v maticovém
zépisu dava

2 -1 3 2 -1 3

3 16 7 | _[o 352 52
3 -5 4 0 —-7/2 —1/2
-7 7 -10 0 7/2 12

Odtud je vidét, Ze druhd, tfeti a Ctvrtd rovnice jsou ndsobky rovnice
7x, + x3 = 0. Pfi maticovém zdpisu miZeme napf. (1/5)ndsobek
druhého fadku pricist ke tfetimu a jeho (—1/5)ndsobek k poslednimu
fadku, ¢imZ obdrzime schodovity tvar

2 -1 3 2 -1 3 2 -1 3
0 352 52 | [0 352 52 0 7 1
0 —7/2 —1/2 0 0 0 o 0 o
0 7/2 12 0 0 0 0 0 0

ktery jsme v poslednim kroku zjednodusili tak, Ze jsem druhy fadek
(druhou rovnici) vynasobili ¢islem 2/5. PrestoZe byly zadany ctyfi
rovnice pro tfi nezndmé, ma celd soustava nekone¢né¢ mnoho feSent,
nebot pro libovolné x3 € R maji rovnice

2x1 — x + 3x3 = 0,
Tx, + x3 = 0

feSeni. Nahradime tak proménnou x3 parametrem ¢ € R a vyjadfime
1

= k=t — (-3 = — 1.
X2 7x3 7 a x 2(X2 X3) 7
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Pokud jesté nahradime ¢+ = —7s, obdrZime vysledek v jednoduchém
tvaru

(x1, x2, x3) = (11s, 5, —=7s), s eR.

2.4. Vypoctéte

X1 + 2x + 3x3 = 2,
2x1 — 3xp — x3 = =3,
=3x; + x 4+ 2x3 = -3

ReSeni. Zadanou soustavu linedrnich rovnic zapiSeme ve tvaru rozsi-
fené matice

1 2 3|2
2 -3 —-1|-31],
-3 1 2 |3

kterou pomoci elementarnich fddkovych transformaci postupné pie-
vedeme na schodovity tvar

1 2 32 1 2 312
2 3 —1|3|~l0 -7 —7]-7 ]~
3 1 2 |-3 0 7 113
12 3]2
~1lo 1 1]1
00 4|—4

Nejdfive jsme pfitom (—2)ndsobek prvniho fadku pricetli ke druhému
a jeho 3ndsobek ke tretimu. Poté jsme secetli druhy a tfeti fadek (sou-
¢et napsali do tfetiho fddku) a druhy fddek vyndsobili ¢islem —1/7.

Pfejdeme nyni zpét k soustavé rovnic

X1 + 2x 4+ 3x3 = 2,

X2 + X3 = 1,

4X3 = —4.
Thned vidime, Ze x3; = —1. Dosadime-li x3 = —1 do rovnice x, +x3 =
1, dostaneme x; = 2. Podobné dosazeni ziskanych hodnot x3 = —1,
xp = 2 do prvni rovnice ddvd x; = 1. ]

2.5. Naleznéte vSechna feseni soustavy linearnich rovnic

3X1 + 3X3 — SX4 = —8,
Xp — X2 + X3 — x4 = =2,
—2x1 — x2 4+ 4dxz3 — 2x4 = 0,
2x1 + x» — x3 — x4 = 3.
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ResSeni. Soustavé rovnic odpovida rozsifena matice

3 0 3 -—-5|-8
1 -1 1 —-1]=2
-2 -1 4 =2]0
2 1 -1 —1|-=-3
Zaménou poradi fadku (rovnic) potom obdrZime matici
I -1 1 —=1]-=2
2 1 -1 —-1]-3
-2 -1 4 =210 ’
3 0 3 -5|-8

kterou pfevedeme na schodovity tvar postupnym pfic¢itdnim nasobku
nékterého fadku k fddku jinému. Nejprve pricteme (—2)ndsobek, 2na-
sobek a (—3)ndsobek prvniho fddku po fadé ke druhému, tfetimu
a ¢tvrtému fadku, ¢imZ ziskdme 0 pod prvnim nenulovym c&islem
v prvnim fadku. Analogicky poté ziskdme 0 pod prvnim nenulovym
¢islem ve druhém fadku tak, Ze tento fddek a jeho (—1)ndsobek pii-
¢teme po fadé ke tfetimu a Ctvrtému faddku. Takto dostaneme

1 -1 1 =1 —2\ 1 =1 1 =1]=2
2 1 -1 =1|=3|_ |10 3 =3 1]1 N
-2 -1 4 =20 0 -3 6 —4|—-4
3 0 3 —-5|-8 0 3 0 —=2|-=2
1 -1 1 —=1]=2 1 -1 1 —=1]=2
0 3 =3 1|1 10 3 =3 1|1
0 0 3 =3|-=3 0 0 3 =3|-3
0 0 3 —=3|-3 0 0 0 010

Odtud vyplyva (Ctvrty fadek je pouhou kopii tietitho — Ize jej tedy
»vynulovat®), Ze soustava bude mit nekone¢né mnoho feSeni, nebot
dostdvame tfi rovnice pro Ctyfi nezndmé, které ocividné budou mit
pravé jedno feSeni pro kaZdou volbu proménné x4 € R. Nezndmou x4
proto nahradime parametrem ¢ € R a od maticového zdpisu pfejdeme
zpét k rovnicim

X1 — X + x3 — t = =2,
3x, — 3x3 + r = 1,
3x3 — 3t = -=-3.

Z posledni rovnice mdme x3 = ¢ — 1. Dosazeni za x3 do druhé rovnice
potom dava

1
3x =3t+34+1t=1, 4. x2:§(2t—2).
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Koneéné podle prvni rovnice je
1 1
x1—§(2t—2)+t—1—t:—2, . xi :§(2t—5).
MnozZinu feSeni mizeme tudiZ zapsat (pro t = 3s) ve tvaru
5 2
(x1, X2, X3, X4) = 2s—§, 2s—§, 3s —1,3s ), seR;.

Nyni se vratme k rozSifené matici naSi soustavy a upravujme ji
dale uzitim fadkovych transformaci tak, aby (pfi schodovitém tvaru)
prvni nenulové &islo kazdého fadku bylo pravé Cislo 1 a aby vSechna
ostatni ¢isla v jeho sloupci byla 0. Plati

1 -1 1 —1]|=2 1 -1 1 —1]-=2
0 3 =3 1|1 | _fo 1 -1 17313

0 0 3 -3|-3 00 1 -—1]-1
00 0 0]0 00 0 01O

1 -1 0 0 | -1 1 00 —2/3|-5/3

0 1 0 —2/3|-2/3 01 0 —2/3|-2/3

0 0 1 -1 —1 001 -1 | -1 |
0 0 0 0 0 000 0 0

pfi¢emzZ nejdiive jsme vyndsobili druhy a tfeti fadek ¢islem 1/3, pak
pricetli treti fadek ke druhému a jeho (—1)ndsobek k prvnimu a na
zavér pricetli druhy fadek k prvnimu. Z posledni matice snadno do-

stdvame vysledek

x| ~5/3 2/3
|23 +t 2/3 , teR.
X3 —1 1
X4 0 1

Staci si pouze uvédomit, Ze proménnou, které odpovida ve schodo-
vitém tvaru sloupec bez prvniho nenulového Cisla néjakého fadku,
nahrazujeme za parametr a prevadime ji na pravou stranu rovnic (be-
reme (—1)nasobek). [l

2.6. Urcete feSen{ systému rovnic

3X1 + 3)63 — 5X4 = 8,
X1 — X2 + x3 — x4 = =2,
—2x1 — x» + 4xz3 — 2x4 = 0,
2x1 + x» — X3 — x4 = —3.

ReSeni. Uvédomme si, Ze soustava rovnic v tomto piikladu se od
soustavy z piikladu predeslého 1isi pouze v hodnoté 8 (misto —8) na
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pravé strané prvni rovnice. Provedeme-li totoZzné fadkové dpravy jako
v minulém piikladu, obdrZime

3 0 3 -5[8 I -1 1 —1|=2
-1 1 =12 [ 2 1 -1 -1]-3
2 —1 4 2|0 2 —1 4 2|0
2 1 -1 —1|-3 30 3 5|8

S . -1 1 —1]=2

o3 3 1|1 | _[o 3 3 1|1

00 3 -3/-3 00 3 -3/-3]

0o o0 3 =313 0 0 0 0|16

kde posledni tpravou bylo odecteni tfetiho fadku od Ctvrtého. Ze Ctvrté
rovnice 0 = 16 vyplyva, Ze soustava nema feSeni. Vyzdvihnéme, Ze
pri Upravé na schodovity tvar obdrzime rovnici 0 = a pro né&jaké
a # 0 (tj. nulovy fadek na levé strané a nenulové Cislo za svislou
Carou) pravé tehdy, kdyZ soustava nema feseni. (I

2.7. Reste soustavu

Xy + Xy + X3 + X4 — Z)C5 = 3,
2XZ + 2)63 + 2X4 - 4X5 = 5,

—X1 — Xy — X3 + X4 + 2X5 = 0,
—2x1 + 3x, 4+ 3x3 — b6xs = 2.

ReSeni. Rozsifend matice soustavy je

1 1 1 1 =213
0o 2 2 2 —4]5
-1 -1 -1 1 2|0
-2 3 3 0 —6|2

Pfi¢tenim prvniho faddku ke tfetimu a jeho dvojndsobku ke Ctvrtému

a poté ptictenim (—5/2)ndsobku druhého fadku ke Etvrtému obdrzime

1111 =213 111 1 =2 3
0222 —-4,5| 1022 2 -4 5
0002 0 |3 000 2 O 3
055 2 —-10|8 000 =3 0]-9/2

Posledni fadek je zfejmé ndsobkem piedposledniho, a tak jej mizeme
vynechat. Prvni nenulové ¢islo prvniho fadku je v prvnim sloupci, dru-
hého fadku ve druhém sloupci a tfettho fadku ve ¢tvrtém sloupci. Proto
proménné x3 a x5 (odpovidajici tietimu a patému sloupci) nahradime
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redlnymi parametry ¢, s. UvaZujeme tak soustavu

X1 + x 4+ t + x4 — 25 = 3,
2% + 2t + 2x4 — 4s = 5,
2)C4 = 3.

Vime tedy, Ze x4 = 3/2. Druha rovnice dava
2x0+2t+3—4s =5, t. xp,=1—1t+42s.
Z prvni potom plyne
x1+1—t4+2s+t+3/2-2s=3, . x3 =1/2.

Celkem mame
(2.1)
(x1, x2, X3, X4, x5) = (1/2, 1 —t +2s,¢t,3/2,5), t,seR.

Také v tomto piikladu znovu uvazujme rozsifenou matici a pre-
vedme ji pomoci fadkovych tprav do schodovitého tvaru, kde prvni
nenulové ¢islo v kazdém tadku je 1 a kde ve sloupci, ve kterém tato 1
je, jsou ostatni Cisla 0. JeSté pfipomenime, Ze Ctvrtou rovnici, jeZ je
kombinaci prvnich tfech rovnic, budeme vynechévat. Po fadé vyna-
sobenim druhého a tfetiho faddku Cislem 1/2, odeCtenim ttetiho fadku
od druhého a od prvniho a odectenim druhého fadku od prvniho zis-
kame

1111 =23 1111 =2]3
0222 —4(5])~[o0o1 11 =252 ]~
0002 013 0001 032
1110 =232 1000 0112
0110 2|1 |~l0o110 —2]1
0001 032 0001 0132

Pokud opét zvolime x3 = ¢, x5 = s (t,5 € R), dostaneme odsud
obecné feSeni (2.1)) ve stejném tvaru, a to bezprostfedné. Uvazte pii-
slu$né rovnice

1/2,
I,
3/2.

X1
X, + t — 25
X4
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2.8. Najdéte teseni soustavy linedarnich rovnic zadané rozsifenou
matici

33 2 1|3
21 1 0 |4
05 —4 311
53 3 =-3|5

ReSeni. Uvedenou roziffenou matici upravime na schodovity tvar.
Nejprve prvni a treti fddek opiSeme a do druhého fddku napiSeme
soucet (—2)ndsobku prvniho a 3ndsobku druhého fddku a do Ctvr-
tého fadku soucet Sndsobku prvniho a (—3)nasobku posledniho fadku.
Takto ziskdme

3 3 2 1|3 3 3 2 1 (3
211 044} 10 -3 -1 -2/6
05 —4 3|1 0 5 -4 3|1
53 3 -=3|5 0 6 1 140

Opsani prvnich dvou fadk a pri¢teni Snasobku druhého fadku k 3n4-
sobku tfetiho a jeho 2ndsobku ke ¢tvrtému fadku dava

3 3 2 1|3 3 3 2 113
0 -3 -1 =2/6 | |0 -3 -1 -2]6
0 5 —4 3|1 0 0 —-17 —-1133
0 6 1 1410 0 0 -1 1012

Pokud prvni, druhy a ¢tvrty fddek opiSeme a ke tfetimu pfic¢teme Ctvrty,
dostaneme

3 3 2 1|3 3 3 2 1|3
0 -3 -1 =26 0 -3 -1 -2]6
0 0 -—-17 —-1|33 0 0 —-18 9 |45
0 0 -1 10|12 0 0 -1 10|12

Dile je (fadkové Upravy jsou jizZ ,,obvyklé®)

33 2 13 33 2 13
0 -3 -1 -2{6 | _ |0 -3 -1 2|6 |_
0 0 —18 9 |45 00 2 -—1]|-5
0 0 -1 10|12 0 0 1 -10]-12
33 2 13 33 2 13
0 -3 -1 -2 6 0 -3 -1 -2 6
0 0 1 -10[-12 0 0 1 -10|-12
00 2 -—1]|-5 00 0 19|19
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Vidime, Ze soustava ma pravé 1 feSeni. Ur€eme ho zpétnou eliminaci

33 2 1 | 3 33 2 0] 2

0O -3 -1 =2 6 N 0 -3 —-1 0| 8 N
0 0 1 —-10| —12 0 0 1 0]-=2
0 0 0 1 1 0 0 0O 1] 1
3 3 0 0] 6 1 1 0 0] 2
0O -3 0 0] 6 N 01 0 0]-2
0O 0 1 0f-=-2 001 0]-2
0O 0 0 11 00 0 1] 1
1 0 0 0] 4
N 01 0 0|-=-2
0 01 0|-=-2
0 0 0 1|1
Vysledek je tak
X1 =4, x2=—2, X3 =—2, X4 = 1.

2.9. Uvedte vSechna feSeni homogenniho systému
x+y=2z4v, z4+4u+4+v=0, -3u=0, z=-—v

4 linearnich rovnic 5 proménnych x, y, z, u, v.

Reseni. Systém prepiSeme do matice tak, Ze v prvnim sloupci budou
koeficienty u x, ve druhém sloupci koeficienty u y, az v patém sloupci
koeficienty u v, pfi¢emz vSechny ¢leny v kaZdé rovnici pfevedeme na
levou stranu. Timto zpiisobem piislusi systému matice

11 -2 0 -1
00 1 4 1
00 0 -3 0
00 1 0 1

Pfic¢teme-li (4/3)ndsobek tietiho fadku ke druhému a odecteme-li poté
druhy radek od ¢tvrtého, obdrzime

11 -2 0 -1 11 -2 0 -1
oo 1 4 1)1 100 1 0 1
00 0 -3 0 00 0 -3 0
00 1 O 1 00 O 0 O



58 2. ELEMENTARNI LINEARNI ALGEBRA

Diéle vyndsobime tfeti fddek ¢islem —1/3 a pfi¢teme 2ndsobek dru-
hého tadku k prvnimu, coz ddva

11 -2 0 -1 11001
0o 1 o 1] _Joo1o01
00 0 -3 0 00010
00 0 0 0 00000

Z posledni matice miiZeme pifimo vypsat vSechna feSeni

X —1 —1
y 1 0
z|l=t] O | +s|-—-1], ¢t seR,
u 0 0
v 0 1

nebot’ mdme matici ve schodovitém tvaru, pficemzZ prvni nenulové
¢islo v kazdém tadku je 1 a ve sloupci, kde se takovd 1 nachdzi, jsou
na ostatnich pozicich 0. VySe uvedené feSeni ve tvaru linedrni kom-
binace dvou vektort je uréeno pravé sloupci bez prvniho nenulového
¢isla néjakého fadku, tj. druhym a patym sloupcem, kdy volime 1
jako druhou slozku pro druhy sloupec a jako patou slozku pro paty
sloupec a kdy ¢isla v prislusném sloupci bereme s opaénym znamén-
kem a umistujeme je na pozici danou sloupcem, ve kterém je prvni 1
v jejich fadku. Dodejme, Ze vysledek je ihned mozné prepsat do tvaru

x,v,z,u,v)=(—-t—s,t, —s,0,5), t,seR

2.10. Pro jaké hodnoty parametrti a, b € R ma linedrn{ systém

X1 — ax, — 2x3 = b,
xi + (I—a)x = b-3,
x1 + (—a)x, + ax3 = 2b—1

(a) prave 1 fesent;
(b) Zadné resent,
(c) alespon 2 feseni?

N1

ReSeni. Soustavu ,,tradi¢né€* pfepiSeme do rozsifené matice a upra-
vime

1
1 1—a 0 | b-3 ~1 0 1 2 -3
1 1—a a |2b-1 0 1 a+2|b-1



1. VEKTORY A MATICE 59

1 —a 2| b
~1 0 1 2 -3

0 0 a |b+2
Dodejme, Ze v prvnim kroku jsme prvni fadek odecetli od druhého
a od trettho a ve druhém kroku pak druhy od tfettho. Vidime, Ze
soustava bude mit pravé jedno feSeni (které 1ze urcit zpétnou eliminaci)
tehdy a jenom tehdy, kdyZ a # 0. Pro a = 0 totiZ ve tfetim sloupci
neni prvni nenulové Cislo néjakého fadku. Je-lia = 0 a b = -2,
dostdvdme nulovy fadek, kdy volba x3 € R jako parametru davd
nekonecné mnoho riznych feSeni. Pro a = 0 a b # —2 posledni
rovnice a = b + 2 nemiiZe byt splnéna — soustava nema feseni.

Poznamenejme, Ze pro a = 0, b = —2 jsou feSenimi

(XI, X2, x3)=(_2+2t9 _3_2t’ t)a tER
apro a # 0 je jedinym feSenim trojice

(—3a2—ab—4a+2b+4 2b+3a+4 b+2>

’

a a " a
O
2.11. Zjistéte pocet feSeni soustav
(a)
12, 4+ 5x + llx3 = -9,
X1 - 5X3 = —9,
Xy + 2x3 = -7
(b)
4X1 + 2X2 — ]2)63 = 0,
5x1 + 2xy — x3 = 0,
—2x; - X2 + 6x3 = 4
(©)
4X1 + 2)(2 — 12)63 = O’
S5x1 4+ 2x — x3 = 1,
—2x1 — x 4+ 6x35 = 0

Reseni. Vektory (1, 0, —5), (1, 0, 2) jsou o€ividné linearné nezavislé
(jeden neni ndsobkem druhého) a vektor (12, /5, 11) nemiZe byt je-
jich linedrni kombinaci (jeho druhé sloZka je nenulova), a proto matice,
jejimiz fadky jsou tyto tii linedrné nezdvislé vektory, je invertibilni.
Soustava ve variant€ (a) ma tedy prave jedno feSeni.

U soustav ve variantach (b), (c) si staci povSimnout, Ze je

4,2,—-12) = -2(-2, -1, 6).
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V piipadé (b) tak sefteni prvni rovnice s dvojndsobkem tieti dava
0 = 8 — soustava nemd feSenf; v ptipadé (c) je tfeti rovnice ndsobkem
prvni — soustava md zfejmé nekonecné mnoho feSeni. O

2.12. Najdéte (libovolny) linearni systém, jehoZ mnoZina feSeni je
pravé
{(t +1, 2¢t, 3¢t, 41); t € R}
ReSeni. Takovym systémem je napf.
2)61 — Xy = 2, 2X2 — X4 = 0, 4X3 — 3X4 =0.

Témto rovnicim totiZ uvedené feSeni vyhovuje pro kazdé r € R a vek-
tory

(27 _1’0’ 0)7 (0’ 27 07 _1)’ (07 O’ 4’ _3)
zaddvajici levé strany rovnic jsou ziejmé linedrné nezdvislé (mnoZina
feSeni obsahuje jeden parametr). O

2.13. Naleznéte libovolnou matici B, pro kterou je matice C = B- A
ve schodovitém tvaru, jestlize

3 -1 3 2
5 3 2 3
A=1] 3 5 ¢
7 -5 1 4

ReSeni. Budeme-li postupné matici A ndsobit zleva elementarnimi
maticemi (uvazte, jakym faddkovym tpravdm toto ndsobeni matic od-
povidad)

0010 1 00 0
0100 5100
Ec=11 000" 2=l0o o1 ol
000 1 0 00 1
1 00 0 1 00 0
0 100 0 100
EB=1_35010" ®=0o o1 ol
0 00 1 \=7 0 0 1
1000\ 1 0 00
oo 00l o1 00
1o o 10| "~ o —21 0]
0 0 0 1 0 0 0 1
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1 0 0 O 1 0 O
10 1 00 10 1/4 0
E=10 o 1 o B=]o 0o 1
0 —4 0 1 0O 0 O
obdrZzime
0 0 1
0 1/12 =5/12
B = EyE;EGESEsEsEE = | | _/2/3 1//3
0 —4/3 -—-1/3
1 -3 =5 0
C— 0 1 9/4 1/4
— 10 O 0 0
0 O 0 0
2.14. Stanovte hodnost matice
1 -3 0 1
1 -2 2 —4
A=11 _1 0 1
-2 -1 1 =2

Poté stanovte pocet feSeni systému linedrnich rovnic

x|, + X2 + x3 — 2x4 = 4,
—3X1 - 2.X2 - X3 — X4 = 5,
+ 2)62 + X4 = 1,
X1 — 4x, + x3 — 2x4 = 3
a také vSechna feSeni systému
X1 + x2 + x3 — 2x4 = 0,
—3X1 — 2)C2 - X3 — X4 = 0,
+ 2x + x3 = 0,
xXg — 4x 4+ x3 — 2x4 = 0
a systému
X1 — 3_X2 = 1,
X1 — 2% + 2x3 = —4,
X = X = 1,

—2x1 — X 4+ x3 = -2

- o O O

-0 O O
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ReSeni. Nebot je

1 =30 1
1 -2 2 —4
1 —10 1|=710
-2 -1 1 =2

jsou sloupce matice A linedrné nezdvislé, a tudiZ se jeji hodnost rovna
jejimu rozméru.
Prvni z uvedenych tfech systémt je zadan rozsifenou matici
1 1 1 214
-3 -2 -1 —-1]|5
0O 2 0 1|1
1 -4 1 -2|3

Ovsem lev4 strana je pravé AT s determinantem |AT| = |A| # 0.
L . ~1 N1 V¥
Existuje tedy matice (AT) a soustava md pravé 1 feSeni

(1, %2, x5, 2 = (A7) (4,5,1,3)7

Druhy ze systémi m4 totoZnou levou stranu (uréenou matici A7)
s prvnim. ProtoZe absolutni ¢leny na pravé strané linearnich systémi
neovliviiuji pocet feSeni a protoZe kazdy homogenni systém md nulové
feSeni, dostdvame jako jediné feSeni druhého systému uspofddanou
ctveftici
(x1, x2, x3, x4) = (0,0,0,0).
Treti systém ma rozsifenou matici

1 -3 0] 1

1 -2 2|4

I -1 0] 1 ’
-2 -1 1|2

coZ je matice A (pouze posledni sloupec je uveden za svislou ¢arou).
Pokud budeme tuto matici upravovat na schodovity tvar, musime ob-
drzet fadek

(0 0 0|a), kde a#0.
Vime totiZ, Ze sloupec na pravé strané neni linedrni kombinaci sloupcti
na levé strané (hodnost matice je 4). Tento systém nemad feSeni. [

2.15. Vyfeste systém homogennich linearnich rovnic zadany matici

0 V2 V3 V6 0
2 2 V3 =2 -5
0 2 5 23 =3
3 3 V3 =3 0
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ReSeni. Resenimi jsou pravé vechny skaldrni ndsobky vektoru

(1+f, —/3, 0, 1,0).

2.16. Urcete vSechna feseni systému

X2 + X4 = 1,
3x1 — 2xp — 3x3 4+ 4dxy4 = -2,
X1+ x2 — x3 4+ x4 = 2,
X1 — X3 = 1.
Reseni. Vysledek je
3 1
=1+1¢, = -, =1, =—=, t e R.
X1 + X2 3 X3 X4 2

2.17. Vyfteste
3x — 5y + 2u + 4z = 2,

5x + 7y — 4u — 6z = 3,
7x —4y + u + 3z = 5.

ReSeni. Soustava nema feSeni.

2.18. Rozhodnéte o fesitelnosti soustavy linedrnich rovnic
3x1 + 3x, + x3 = 1,
2x1 + 3xp, — x3 = 8§,
2x1 — 3xy + x3 = 4,
3x1 — 2% +x3 =6

tfech proménnych x;, x;, x3.

ReSeni. Soustava ma feSeni, protoZe je

3 3 1 1
2 3 -1 8
S Y Bl RS Bkl BN Bl
3 ) 1 6

63
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2.19. Stanovte pocet feseni 2 soustav 5 linedrnich rovnic

AT x=(1,2,3,4,5", AT .x=(,1,1,1, DT,

kde
31750
x=(x,x,x) a A=[0 0 0 0 1
21430
ReSeni. Systém linedrnich rovnic
3x; + 2x3 = 1,
X1 + x3 = 2,
7)C1 + 4)63 = 3,
5X1 + 3X3 = 4,
X2 = 5
nemd feSeni, zatimco systém
3x; + 2x3 = 1,
X1 + x3 = 1,
Tx1 =+ 4X3 = 1,
X2 = 1
md pravé 1 feSenix; = —1,x, =1, x3 = 2. g
2.20. Necht je dano
4 5 1 X1 by
A= 340 , X=1XxX21, b= bz
1 1 1 X3 b3

Najdéte takova redlnd cisla by, by, b3, aby systém linedrnich rovnic
A-x =bmél:
(a) nekone¢né mnoho feSenti;
(b) prave jedno fesent;
(c) zadné feSent;
(d) prave 4 reseni.
ReSeni. Spravné odpovédi zni:
(@) by = by + bs;
(b) nelze;
(¢) by # by + bs;
(d) nelze.
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2.21. Vyjadrete feSeni soustavy linedrnich rovnic
ax; + 4x, +2x3 = 0,
2x; + 3x; — x3 =0,

ve které a € R je parametr.
ReSeni. Mnozina viech fefeni je
{(—10z, (a +4)t, Ba —8)1t); t € R}.

0

Jak popsat analyticky shodnd zobrazeni v roviné ¢i prostoru jako je
rotace, osové symetrie ¢i zrcadleni, nebo projekci tfirozmérného pro-
storu na dvojrozmérné platno? Jak popsat zvétSeni obrdzku? Co maji
spole¢ného? Jsou to vSechno linedrni zobrazeni. Co to znamena? Za-
chovavaji jistou strukturu roviny ¢i prostoru. Jakou strukturu? Struk-
turu vektorového prostoru. Kazdy bod v roviné ¢i prostoru je popsan
dvéma ¢i tfemi soufadnicemi. Pokud zvolime pocatek soufadnic, tak
md smysl mluvit o tom, Ze néjaky bod je dvakrat dl od pocétku stej-
nym smérem neZ jiny bod. Také vime, kam se dostaneme, posuneme-li
se o néjaky usek v jistém sméru a pak o jiny dsek v jiném sméru. Tyto
vlastnosti miZeme zformalizovat, hovoiime-li o vektorech v roviné,
¢i prostoru a o jejich ndsobcich, ¢i souctech. Linedrni zobrazeni ma
pak tu vlastnost, ze obraz souctu vektorl je soucet obrazi s¢itanych
vektort a obraz nasobku vektoru je ten stejny nasobek obrazu nasobe-
ného vektoru. Tyto vlastnosti pravé maji zobrazeni zminéna v dvodu
tohoto odstavce. Takové zobrazeni je pak jednoznacné urceno tim,
jak se chova na vektrorech néjaké baze (to je v roviné obrazem dvou
vektort nelezicich na piimce, v prostoru obrazem ti{ vektorti nelezich
v roving).

A jak tedy zapsat néjaké linedrni zobrazeni f na vektorovém
prostoru V? Za¢néme pro jednoduchost s rovinou R?: necht’ obraz
bodu (vektoru) (1,0) je (a,b) a obraz bodu (0, 1) je (c,d). Tim
uz je jednoznacné urceny obraz libovolného bodu o soufadnicich
(w,v): f(w,v)) = f(,0)+v0,1) =uf(l,0)+vf(1,0) =
(ua, ub) + (vc,vd) = (au + cv, bu 4+ dv), coz miZzeme vyhodné
zapsat nasledujicim zptisobem:

a c\fu\ _ (au+cv
b d)\v) \bu+dv
Je tedy linedrni zobrazen{ jednozna¢né dané matici. Navic pokud

p w1 o . . ., .. [e
mame dal$i linedrni zobrazeni g, dané matici (g ;; ), tak snadno
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spocitdme (Ctendr si jisté ze zdjmu sdm ovéri), Ze jejich sloZeni g o f
ae+cg af +ch
be+cg be+dv

To nés tedy ponoukd k tomu, abychom ndsobeni matic definovali
timto zpusobem, tedy aby aby aplikace zobrazeni na vektor byla ddna
maticovym ndsobenim dané matice s vektorem a aby sloZeni zobrazeni
bylo déno sou¢inem odpovidajich matic. Obdobné v prostorech vyssi
dimenze. Zarovein nam to zajisti, Ze nasobeni matic bude stejné jako
skladani zobrazeni asociativni a stejné jako skladani zobrazeni nebude
komutativni.

To je tedy dalsi z motivaci, pro¢ se zabyvat vektorovymi prostory
a pro¢ je s pojmem vektorového prostoru izce spojen pojem matice.
Déle si samoziejmé ukdZeme celou fadu jinych vyuziti pocitani s
maticemi a vektory.

je ddno matici (

2.22. Vypocet inverzni matice. Spoctéte inverzni matice k maticim

4 3 2
A=1]5 6 3],
352
1 01
B=1{3 3 4
2 23

. .. -
Poté urcete matici (A" - B) .

ReSeni. Inverzni matici nalezneme tak, Ze vedle sebe napiSeme ma-
tici A amatici jednotkovou. Pomoci fddkovych operaci pak prevedeme
matici A na jednotkovou. Timto matice jednotkovéa prejde na matici

A~'. Postupnymi tipravami dostdvdme

4 3 2|1 00 -2 01 0 -1
56 3/]01 0]~ 5 6 301 O ~
352|001 35 2(0 0 1
1 =2 0|1 0 -1 1 =2 0|1 0 -1
0 16 3|-5 1 5 0o 5 11-21 1 ~
0 11 2/-3 0 4 0 11 2/-3 0 4
1 =2 0] 1 1 00 3 -4 3
0 5 1]-=-2 1 1 ~1 00 1]-7 11 -9
0o 1 o1 -2 2 0101 =2 2
1 00 -4 3
~1 0101 =2 2 ,
00 1,-7 11 -9



1. VEKTORY A MATICE 67

pficemz v prvnim kroku jsme odecetli od prvniho fddku tieti, ve dru-
hém jsem (—5)ndsobek prvniho pficetli ke druhému a soucasné jeho
(—3)ndsobek ke tetimu, ve tfetim kroku jsme odecetli od druhého
fadku tfeti, ve ¢tvrtém jsem (—2)ndsobek druhého pficetli ke tfetimu,
v patém kroku jsme (—5)ndsobek tfettho faddku pficetli ke druhému
a jeho 2ndsobek k prvnimu, v poslednim kroku jsme pak zaménili
druhy a tfeti fadek. Zdturaznéme vysledek

3 —4 3
A= 1 -2 2
-7 11 -9

Upozornéme, 7e pii urcovani matice A~ jsme diky vhodnym
fadkovym dpravdm nemuseli pocitat se zlomky. PfestoZe bychom si
mohli obdobné& pocinat pii uréovéni matice B!, budeme radgji pro-
vadét vice ndzorné (nabizejici se) fddkové dpravy. Plati

101|100 1011 00
334(010])~1031[-310 ]|~
2 2 3(0 0 1 02 1|-201
1o 1|1 0 0 1o 11 0 0
03 1 (=3 1 0|~|0131|-1 1 0]~
00 130 -2/31 00 3|0 =31
1oo[1 2 -3 1Lool1 2 -3
010/-1 1 -1 |~fo0o1o0[-1 1 -1],
0010 -2 1 0010 -2 3
i
12 -3
B'=|-1 1 -1
0 -2 3

Vyuzitim identity
(A7-B) =B (A7) =B (a7
a znalosti vySe vypocitanych inverznich matic 1ze obdrzet
1 2 =3 3 1 -7

(AT-B)'=|-1 1 —1|-[-4 —2 11
0 -2 3 32 -9

14 -9 4

=|-10 =5 27

17 10 —49
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Vlastnosti vektorového prostoru, kterych jsme si v§imli u roviny ¢i
ttirozmérného prostoru, ve kterém Zijeme, mé celd fada jinych mnoZin.
UkaZme si to na piikladech:

2.23. Vektorovy prostor ano ¢i ne? Rozhodnéte o nasledujicich
mnoZzinach, jestli jsou vektorovymi prostory nad télesem redlnych
Cisel:

(1) MnoZina feSeni homogenni diferen¢ni rovnice.

(2) MnoZina feSeni nehomogenni diferen¢ni rovnice.
G {fR=>RIf(1)=f(2)=c,ceR}

ReSeni. (1) Ano. MnoZina fesen, tedy mnozina posloupnosti vyho-
vujicich dané diferenéni homogenni rovnici, je evidentné uzaviena
vzhledem ke scitani i ndsobeni redlnym ¢islem: méjme posloupnosti
(xXn)52 o a (yn),2 vyhovujici stejné homogenni diferencni rovnici, tedy

am)x, +amn —Dx,_1+---+al)x; = 0
am)y, +am -y, +---+al)y; = 0.

Sectenim téchto rovnic dostaneme
am)(x, +yn) +am —D)(x—1 + yp1) + - +a(l)(x; + y1) =0,

tedy i posloupnost (x, + y,), . Vyhovuje stejné diferencni rovnici.
Rovnéz tak pokud posloupnost (x,);2, vyhovuje dané rovnici, tak i
posloupnost (kx,)52 ,, kde k € R.

(2) Ne. Soucet dvou feSeni nehomogenn{ rovnice

am)x, +an — Dx,_1+---+a()x; = ¢
am)y, +an — Dy, +---+al)yy = ¢, ceR—-{0}

vyhovuje rovnici
am)(x, +y,) +an —Dx,—1 + yp—1) + - +a(D)(x; + y1) = 2c,

zejména pak nevyhovuje piivodni nehomogenni rovnici.

(3) Je to vektrorovy prostor pravé, kdyz ¢ = 0. Vezme-li dvé
funkce f a g z dané mnozZiny, pak (f + g)(1) = (f + 9©2) =
f() 4+ g(1) = 2¢. Méa-li funkce f + g byt prvkem dané mnoZiny,
musi byt (f + g)(1) = ¢, tedy 2¢ = ¢, tedy ¢ = 0. [l
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2.24. Zjistéte, zda je mnoZina
Up = {(x1,x2,x3) € R [x1| = x| = | x3]}
podprostorem vektorového prostoru R? a mnoZina
U, = {ax* +¢; a, c € R}
podprostorem prostoru polynoma stupné nejvyse 2.
Reseni. MnoZina U, neni vektorovym (pod)prostorem. Vidime napt.,
Ze je
(1L,LD+(11,1)=(0,2,2) ¢ U;.
MnoZina U, ovS§em podprostor tvofi (nabizi se pfirozené ztotoZnéni s
R?), protoze
(a1x* + ¢1) + (a2x® + ¢2) = (a1 + @) x> + (c1 + ¢2),
k- (ax2 + C) = (ka) x> + kc
pro vSechna ¢&isla ay, ¢y, az, ¢, a, ¢, k € R. |

2.25. JemnoZina V = {(1, x); x € R} s operacemi
d:VxV->V, A,y ,z)=({,z+y) provsechna
O:RxV->V, zo00,y)=({,y-z) provsechna

vektorovym prostorem?

vy s

Reseni. Lehce se ovéfi, ze se jednd o vektorovy prostor. Prvni sou-
fadnice neovliviiuje vypocty souctti vektort ani hodnoty skaldrnich
ndsobku vektort: jedna se o pfeznaCeny prostor (R, +, -). O

2.26. Projakéhodnoty parametria, b, ¢ € Rjsouvektory (1, 1, a, 1),
(1,b,1,1), (¢, 1,1, 1) linearné zavislé?

Regeni. Vektory jsou zdvislé, je-1i splnéna alesponi jedna z podminek
a=b=1, a=c=1, b=c=1.

g

2.27. Necht je dén vektorovy prostor V a néjaka jeho bdze sloZend
z vektord u, v, w, z. Zjistéte, zda jsou vektory

u—3v+z, v—-5w—z, 3w—-T7z, u—w++z
linearné (ne)zavislé.
Reseni. Vektory jsou linedrn€ nezdvislé. U
2.28. Dopliite vektory 1 — x? + x>, 1 +x2 4+ x3, 1 — x — x> na bézi
prostoru polynomd stupné nejvyse 3.
ReSeni. Stadi pfipojit napf. polynom x. O



70 2. ELEMENTARNI LINEARNI ALGEBRA

2.29. Tvorii matice

G5 62 G 63)

bazi vektorového prostoru ¢tvercovych dvourozmérnych matic?

ReSeni. Uvedené Ctyfi matice jsou jako vektory v prostoru 2 x 2 matic
linedrné nezavislé. Vyplyva to z toho, Ze matice

1 1 =5 1
0O 4 0 =2
1 0 3 0
-2 -1 0 3

je tzv. regularni (tj. jeji hodnost je rovna rozméru; tj. 1ze z ni pomoci
fadkovych elementarnich transformaci obdrZet jednotkovou matici; tj.
existuje k ni matice inverznf; tj. ma nenulovy determinant, roven 116;
tj. ji zadand homogenni soustava linedrnich rovnic ma pouze nulové
feSeni; tj. kaZdy nehomogenni linedrn{ systém s levou stranou ur¢enou
touto matici ma pravé jedno feSenf; tj. obor hodnot linedrniho zobra-
zeni, jez zadava, je vektorovy prostor dimenze 4; tj. toto zobrazeni je
injektivni). (Il

2.30. Necht jsou dany libovolné linedrné nezavislé vektory u, v,
w, z ve vektorovém prostoru V. Rozhodnéte, zda jsou ve V linedrné
zavislé, ¢i nezavislé, vektory

u—2v, 3ut+w-—z, u—4v+w+2z, 4v+ 8w +4z.

ReSeni. Lze ukazat, Ze z linedrni nezdvislosti u, v, w, z plyne, Ze
uvazované vektory jsou linedrn€ nezavislé praveé tehdy, kdyZ jsou
linedrné nezavislé vektory

1,-2,0,0), @3,0,1,-1), 1,-4,1,2), (0,4,8,4).

Nebot je
1 -2 0 0
3.0 1 -1
1 —4 1 2|=70F0
0 4 8 4

spravna odpovéd zni linedrné nezadvislé. O
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2.31. Matice rotaci podle souiradnicovych os. Napiste matici zob-
razeni rotaci o dhel ¢ v kladném smyslu postupné kolem os x, y, z
v R3.

Regeni. Nejprve sirozmysleme, co znamend rotace v kladném smyslu
kolem né&jaké osy v R3. Pfedné musime mit danou osu (piimku) n&jak
orientovanu (tj. zadat jeden ze dvou moznych smért ,kam piimka
vede®, v piipadé soufadnicovych os je to smér do kladnych ¢isel).
Divdme-li se nyni na nékterou z rovin kolmych na osu, ve kterych
rotace pusobi ,,obyCejnou’ rotaci v roving, shora (tj. proti orientaci
osy), tak smysl otdceni v rovin€ ndm urcuje smysl dané rotace v
prostoru. Pfi rotaci libovolného bodu kolem dané osy (feknéme x),
se prislusnd soufadnice daného bodu neméni, v roviné dané dvéma
zbylymi osami pak jiZ je rotace ddna zndmou matici 2 x 2. Postupné
tedy dostdvdme ndsledujici matice: Rotace kolem osy z:

cosp —sing 0
sing cosg O
0 0 1

Rotace kolem osy y:

cosp 0 sing
0 1 0
—sing 0 cosg

Rotace kolem osy x:

1 0 0
0 cosgp —sing
0 sing cosg

U matice rotace kolem osy y musime ddvat pozor na znaménko. Je totiZ
rotace kolem osy y v kladném smyslu, tedy takova rotace, Ze pokud
se divdme proti sméru osy y, tak se svét to¢i proti sméru hodinovych
rucicek, je rotaci v zaporném smyslu v roviné xz (tedy osa z se otaci
smérem k x). Rozmyslete si kladny a zdporny smysl rotace podél
vsech tff os. g

2.32. Matice rotace kolem dané osy. NapiSte matici zobrazeni ro-
tace v kladném smyslu o dhel 60° kolem pfimky dané pocatkem a
vektorem (1, 1, 0) v R3.
ReSeni. Dané otaleni je sloZenim ndsledujicich tif rotaci:
e rotace 0 45° v zaporném smyslu podle osy z (osa rotace (1, 1, 0)
prejde do osy x)
e rotace o 60° v kladném smyslu podle osy x.
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e rotace 0 45° v kladném smyslu podle osy z (osa x pfejde zpét na
osu danou vektorem (1, 1, 0)).

Matice vysledné rotace tedy bude souc¢inem matic odpovidajicich
témto tfem zobrazenim, pricemz poradi matic je ddno poradim prova-
déni jednotlivych zobrazeni, prvnimu zobrazeni odpovidd v soucinu
matice nejvice napravo. Celkem tedy dostdvame pro hledanou matici
A vztah:

V22 1 0 O V22
2 2 2 2
A= |2 £ oo} =B |2 2 (|=
2 2 %12 2 2
\0 0 1) \o ¥ 3} 0 0 1
31 W6
4 4 4
= 13
4 2 4
\_ﬁﬁl
4 & 2

O

2.33. Matice obecné rotace v R>. . Uvazme libovolny jednotkovy
vektor (x, y, z). Rotace v kladném smyslu o thel ¢ kolem tohoto
vektoru pak miZeme zapsat jako sloZeni nasledujicich rotact, jejichz
matice jiZ zname:

(1) rotace R; v zdporném smyslu kolem osy z o uhel s kosinem
x//x2+ y? = x/+/1 — 7%, tedy sinem y/+/1 — z2, ve které pie-
jde pfimka se smérovym vektorem (x, y, z) na piimku se sméro-
vym vektorem (0, y, z). Matice této rotace je

x/N1—=22 y/d/1—=22 0
Ri=|-y/N1-22 x/J1-22 0],
0 0 1

(2) rotace R, v kladném smyslu podle osy y o thel s kosinem
/1 — 72, tedy sinem z, ve které piejde piimka se smérovym
vektorem (0, y, z) na piimku se smérovym vektorem (1, 0, 0).
Matice této rotace je

V1I=22 0 z
R, = 0 1 0 ,
-z 0 V1-—22
(3) rotace R3 v kladném smyslu kolem osy x o thel ¢ s matici
1 0 0

0 cos(p) —sin(g) |,
0 sin(p) cos(e)
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(4) rotace R, !'s matici Ry !
(5) rotace R, ' s matici R

matice sloZeni téchto zobrazeni, tedy hledand matice, je ddna souinem
matic jednotlivych rotaci v opacném potadi:

22 R{'-Ry'-Ry-Ry Ry =

(1 —cosg)yx + (sing)z cos¢ + (1 —cos (,a)y2 (1 —cosp)yz — (singp)x

cos ¢ + (1 —cos <p)x2 (1 —cosp)xy — (sing)z (1 —cosg)xz + (sing)y
2.3)
(1 —cosg)zx — (sing)y (1 —cosg)zy + (sing)x cos ¢ + (1 — cos go)z2

2. Determinanty

2.34. Spocitejte determinant matice
1

1 2
11
0 1

ReSeni. Zatneme rozvijet podle prvniho sloupce, kde mame nejvice
(jednu) nul. Postupné dostdvdme

} ; ; g 2 22 356 356
1112:1-112—1-112—1—1222
01 2 1 1 21 1 21 1 21
PodleSaarus:ovapravidla —2—2—|—6:2
O
2.35. Zjistéte, zda je matice

32 -1 2

4 1 2 —4

—2 2 4 1

2 3 -4 8

invertibilni.

ReSeni. Matice je invertibilni (existuje k ni inverzni matice) pravé
tehdy, kdyZ ji 1ze pomoci fddkovych transformaci pfevést na jednotko-
vou matici. To je ekvivalentni napf. s tim, Ze md nenulovy determinant.
Vycisleni

3 -1 2
4 1 2 -4
22 4 1|79
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tak dava, ze neni invertibilni. O

2.36. Vypoctem determinantu vhodné matice rozhodnéte o linearni
nezavislosti vektori (1, 2, 3, 1), (1,0, —1, 1), (2, 1, —1,3)a(0, 0, 3, 2).

Reseni. Protoze

1 2 3 1
1 0 -1 1
2 1 -1 3] 1070,
00 3 2
uvedené vektory jsou linedrné€ nezavislé. (I

2.37. Naleznéte vSechny hodnoty argumentu a takové, Ze

S O O
O = Q =
OQ = =

Pro komplexni a uvedte bud jeho algebraicky nebo goniometricky
tvar.

ResSeni. Spocitdme determinant rozvinutim podle prvniho sloupce
matice:

—_Q =

S O O R
O Q ==

Celkem dostdvame ndsledujici podminku pro a: a* — a> + 1 = 0.
Substituci 1 = @, pak mame 1> — ¢ + 1 s kofeny #; = 93 =
cos(m/3) + isin(mw/3), 6y = % = cos(w/3) — isin(w/3) =
cos(—m/3) + isin(—m/3), odkud snadno uréime ¢tyfi mozné hod-
noty parametru a: cos(/6) +i sin(7r/6) = ~/3/2+1i/2, cos(7m/6) +
i sin(77/6) = —/3/2—i/2,cos(—m /6)+i sin(—1/6) = ~/3/2—i /2,
cos(57/6) + i sin(57/6) = —/3/2 +i/2. O

<
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2.38. Dokazte vorec pro tzv. Vandermondiv determinant, tj. deter-
minant Vandermondovy matice:

1 1 1
a @ an
V. = a’>  a a? | _
n=1"1 no| = (aj —a;),
: : I<i<j<n
n—1 n—1
a; a a,

kde ay, ..., a, € R ana pravé strané rovnosti je soucin vSech rozdilt
aj —a;, kde j > i.

Reseni. UkaZeme opravdu nadherny diikaz indukci, nad nimz srdce
matematika zaplesd. Pro n 1, 2 vztah trividlné plati. Necht tedy
plati pro determinant matice urcené Cisly ay, ..., a; a dokdZeme, Ze
plati i pro vypocet determinantu Vandermondovy matice urc¢enou ¢isly

ai, ..., aiy1. UvaZme determinant V. jako polynom P v proménné
ay+1.Z definice determinantu vyplyva, Ze tento polynom bude stupné &
v této proménné a navic ¢islaay,. . . ,@; budou jeho koreny: nahradime-

li totiz ve Vandermondové matici Vj 1 posledni sloupec tvofeny moc-
ninami ¢isla a1 | libovolnym z pfedchozich sloupct tvofenym mocni-
nami ¢isla a;, tak to vlastné odpovidd vypoctu hodnoty determinantu
(jakoZto polynomu v proménné a;1) v bodé€ g;. Tato je ovSem nu-
lova, nebot’ determinant z matice se dvéma shodnymi, tedy linedrné
z&vislymi, sloupci je nulovy. To znamen4, Ze a; je kofenem P. Nalezli
jsme tedy k kofenil polynomu stupné k, tudiz vechny jeho kofeny a
P musi byt tvaru P = C(ags1 — a1)(@xs1 — a2) - - - (g1 — ax), kde C
je né€jaka konstanta, resp. vedouci koeficient polynomu P. Uvédzime-
li v§ak vypocet determinantu V;; pomoci rozvoje podle posledniho
sloupce, tak vidime, Ze C = Vi, coZ uZ dokazuje vzorec pro Vi .

Jiné FeSeni. Odectenim prvniho faddku od vSech ostatnich fadkd
a ndslednym rozvojem podle prvniho sloupce obdrZzime

1 X1 xf X,
0 x;—x x% —xlz xg_l —x;'_l
Vl’l(xl9x29"'7x}’l) = .
0 x,—x; x2—x2 ... xl—xrt
xg—x x2—x2 o oxt—at!
Xp—x1 X2 —x} X !
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Vytkneme-li z i-tého faddku x; . — x; proi € {1, 2, ..., n — 1}, dosta-
neme
Vn(xl’ x25 LR ] xn)
2 n—j-2_j
Loxo+x .0 2000 T
= (2 —x1) - (xy —x1) . :
1 x,+x1 ... Z'j:é xZ_j_zx{

Odectenim od kaZdého sloupce (poc¢inaje poslednim a konée druhym)
x1-ndsobku ptredchézejiciho 1ze docilit dpravy

il B
Loxotx 0 Y0 7 1 xp ... x372
— —j=2 _
1 x,4+x ... Z?ZSx;’/ xi 1 x, ... x'2
Proto
Va(xt, X2, oo, X)) = (2 — x1) -+ (X — x1) Vo1 (X2, o0y X))

Nebot je zifejmé
Vo(Xn—1, Xn) = X — Xp1,
plati (uvazme matematickou indukci)
Valrr, 0, x) = [ G =)
1<i<j<n
Vsimnéme si, Ze tento determinant je nenulovy, pravé kdyZ jsou ¢isla
X1, ..., X, navzdjem riznd.

O

2.39. Naleznéte matici adjungovanou a matici inverzni k matici

1 0 2

=)

A=

S L O

3
0
7

S N O
o O A~

ReSeni. Adjungovand matice je

Ay Ap Az Ay
Ay Axp Ay Ay
A3z Ay Az Ay |
Ay Ap A Ay

A* =
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kde A;; je soudin &sla (—1)*/ a determinantu trojrozmérné matice
vzniklé z A vynechdnim i-tého fadku a j-tého sloupce. Plati

30 4 0 0 4

An=10 6 0|=-24, Ap=-1|5 6 0/=0,
70 8 00 8
03 4 030

As=15 0 0[=20, Au=-1|5 0 6/=0,
07 8 070
020 1 20

Ayy=—10 6 0/=0, An=15 6 0/=-32,
70 8 00 8
1 00 10 2

A =—15 0 0/=0, Au=15 0 6|=28,
07 8 070
020 120

Ay =13 0 4/=8, Ap=—[0 0 4/ =0,
70 8 00 8

1 00 1 0 2
Ap=—10 3 4 =0, Au =0 3 0|=-12.
500 506

Dosazenim ziskame

24 0 20 0\ [(-24 0 8 0
A — 0 -32 0 28 1 0 =32 0 16
- 8 0 —4 0 1 20 0 —4 0
0 16 0 -—12 0 28 0 —12
Inverzni matici A~! uréfme ze vztahu A~! = |A|~! - A*. Deter-
minant matice A je (rozvojem podle prvniho fddku) roven
(1) (3) 3 2 304 0 3 4
|A| = =10 6 0|+2(5 0 0|=16.
> 060 7 0 8 0 7 8
07 0 8
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Dostdvame tedy

—3/2 0 12 0
0 -2 0 1
5/4 0 —1/4 0
0 7/4 0 -3/4

A71 =

2.40. Necht'je

0 =5 702 0
7 15), B=|0 O 3
7 13 0 —19 13

Lze matici A pfevést na matici B pomoci elementarnich fadkovych
transformaci (pak fikdme, Ze jsou fadkové ekvivalentni)?

A=

[NSJ NS I

ReSeni. Ob& matice jsou ziejmé faddkové ekvivalentni s trojrozmér-
nou jednotkovou matici. Snadno se vidi, Ze fddkovd ekvivalence na
mnozing v§ech matic danych rozmért je relaci ekvivalence. Matice A
a B jsou tudiz radkové ekvivalentni. O

2.41. Necht jsou dany podprostory U a V generované po fadé vek-
tory

1,1,-3),1,2,2) a (1,1,-1), (1,2,1), (1,3,3)

vektorového prostoru R*. Naleznéte priinik t&chto podprostori.

ReSeni. Nejprve si uvédomme, Ze podprostor V mé dimenzi pouze 2
(nejednd se tedy o cely prostor R3), nebot’

11 -1 1 1
1 2 1|=|1 2
1 3 3 -1 1

=0

W W =

a nebot’ libovolnd dvojice z uvazovanych tfech vektori je ofividné
linedrn€ nezdvisla. Stejné snadno vidime, Ze také podprostor U ma
dimenzi 2. Soucasné je

1 1 1
1 2 1[=2#£0,
3 2 -1

a proto vektor (1, 1, —1) nemuze néleZet do podprostoru U. Prini-
kem rovin prochazejicich poc¢atkem (dvojrozmérnych podprostorti) v
trojrozmérném prostoru musi byt alespoii piimka. V nasem piipadu je
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jim pravé pifimka (podprostory nejsou totoZné). Urcili jsme dimenzi
pruniku — je jednodimenziondlni. V§imneme-li si, Ze

1-(1,1,-3)+2-(1,2,2) =3,5, ) =1-(1, , =D +2-(1,2, 1),

dostavame vyjadfeni hledaného priniku ve tvaru mnoziny vSech ska-
larnich nasobku vektoru (3, 5, 1) (jedna se o pfimku prochazejici po-
Catkem s timto smérovym vektorem).

O

2.42. Stanovte vektorovy podprostor (prostoru R*) generovany vek-
tory Uy = (_19 3’ _27 1)7 Uy = (2s _1a _1’ 2)7 usz = (_47 7s _3a O)’
us = (1,5, =5, 4). vybranim néjaké maximalni mnoZiny linearné ne-
zavislych vektorl u; (tj. vybranim baze).

ReSeni. Sepiseme vektory u; do sloupc matice a obdrZenou ma-

s Nz

tici upravime pomoci fddkovych elementdrnich transformaci. Takto
ziskdme

-1 2 -4 1 1 2 0 4 1 2 0 4
3 -1 7 5111 2 -4 1110 4 -4 5
-2 -1 -3 =5 3 -1 7 5 o -7 7 -7
1 2 0 4 -2 -1 -3 =5 o 3 -3 3
1 2 0 4 1 2 0 4 1 0 2 0

|10 1t -1 541 (0 1 -1 54| (0 1 -1 0
0o 1 -1 1 0o 0 0 -1/4 0o 0 0 1
o 0 O 0 0 0 O 0 o 0 0 o0

Odtud vyplyva, Ze linedrné nezavislé jsou pravé vektory uy, u,, uq,
tj. pravé ty vektory odpovidajici sloupctiim, které obsahuji prvni nenu-
lové ¢islo néjakého fadku. Navic odsud plyne (viz tieti sloupec)

2 . (_13 37 _2’ 1) - (25 _17 _1’ 2) = (_4’ 75 _37 O)
O

2.43. Urcete viechny konstanty a € R takové, aby polynomy ax? +
x+2, —2x%24ax+3 ax?>+2x+a byly linearné zavislé (ve vektorovém
prostoru polynomd jedné proménné stupné nejvyse 3 nad redlnymi
Cisly).

ReSeni. V bdzi 1, x, x2 jsou soufadnice zadanych vektort (polynomi)
nasledujici: (a, 1,2), (—2,a,3), (1,2, a). Polynomy budou z4vislé,
pravé kdyZz bude mit matice, jejiz fadky jsou tvofeny soufadnicemi
zadanych vektorti mensi hodnost, nez je pocet vektort, v tomto piipadé
tedy hodnost dvé a mensi. V piipadé ¢tvercové matice nizsi hodnost
neZ je pocet fadka je ekvivalentni nulovosti determinantu dané matice.
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Podmika na a tedy zni

a
-2

2
31 =0,
1 a

N Q=

tj. a bude kofenem polynomu a® — 6a — 5 = (a + 1)(a> — a — 5), ;.
dloha md i feSeni ay = —1, a3 = 1£Y21. O

2.44. Je ddno linedrni zobrazeni R? — R3 ve standardni bazi ndsle-
dujici matici:
1 -1 0
0 1 1
2 0 0

Napiste matici tohoto zobrazeni v bazi

fl = (1’ 170)
L= =LLD
fz = (2,0,1).

ReSeni. Matice prechodu T od baze f = (fi, f>, f3) k standardni
bazi, tj. bazi danou vektory (1, 0, 0), (0, 1,0), (0, 0, 1), ziskdme podle
Tvrzeni 2.25 zapsanim soufadnic vektort fi, f>, f3 ve standardni bazi
do sloupcti matice prechodu 7. Mame tedy

1 -1 2
r=11 1 0
0 1 1

Matice pfechodu od standardni baze k bézi f je potom T, coz

je
1 3 _1
U G
doh 1
4 T4 2
Matice zobrazeni v bazi f je potom
1 _3
P
T AT = 3 0 J
i 2 3
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2.45. Urcete, jaké linedrni zobrazeni R* — R? zaddva matice

Regeni. Dvojndsobna vlastni hodnota -1, pfisluSné vlastni vektory
(2,0, 1), (1,1, 0), jednondsobnd vlastni hodnota 0, vlastni vektor
(1, 4, —3). Osova soumérnost podle pfimky dané poslednim vektorem
sloZen4 s projekci na rovinu kolmou k poslednimu vektoru, tedy danou
obecnou rovnici x +4y — 3z = 0.

O

2.46. Uvazme vektorovy prostor mnohoc¢lent jedné neznamé stupné
nejvyse 2 s redlnymi koeficienty. V tomto prostoru uvaZzme bdzi 1, x,
x2. NapiSte matici zobrazeni derivace v této bazi a také v bdzi 1 + x2,
X, x + x2.

0 0 1 1

21,12 1 3 ]. O
0 0

0
ReSeni. | 0
0 -1 -1

S O

2.47. Ve standardni bazi v R? uréete matici rotace o 90° v kladném
smyslu kolem piimky (¢, ¢, 1), t € R, orientované ve sméru vektoru
(1, 1, 1). Dale urCete matici této rotace v bazi

g=1((1,1,0), (1,0, =1), (0, 1, 1)).

ReSeni. Snadno uréime matici uvaZované rotace a to ve vhodné bézi,
totiZ v bazi dané smérovym vektorem piimky a dile dvéma navzdjem
kolmymi vektory v roviné x 4+ y + z = 0, tedy v roviné vektort kol-
mych k vektoru (1, 1, 1). Uvédomme si, Ze matice rotace v kladném

smyslu 0 90° v n&jaké ortonormdlni bazi v R? je <(1) _01>, Vv orto-

—k/1
I/k 0
roviné x + y + z = 0 kolmé vektory (1, —1,0) a (1, 1, —2) o veli-
kostech /2 a +/6, tak v bazi f = ((1,1,1), (1, —1,0), (1, 1, —=2))

gondlni s velikostmi vekorl &, [ potom . Zvolime-li v

1 0 0
ma uvazovana rotace matici | O 0 _ﬁ . Abychom ziskali
0 1//3 0

matici uvazované rotace ve standardni bazi, sta¢i nam transformovat
matici jiZ znamym zptsobem. Matici pfechodu T od baze f ke stan-
dardni dostaneme zapsdnim soutadnic (ve standardni bazi) vektort
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1 1 1
bdze f do sloupcii matice 7: 7 = |1 —1 1 |.Celkem tedy pro
1 0 =2

hledanou matici R mame

1 0 0
(2.4) R=T-|0 0 —=V3| -7
0 1//3 0

1/3 1/3—3/3 1/3+/3/3
1/3++/3/3 1/3 1/3 —/3/3
1/3—+/3/3 1/3++/3/3 1/3
Tento vysledek miiZeme ovéfit dosazenim do matice obecné rotace

(2.2), normovanim vektoru (1, 1, 1) dostdvdme vektor (x,y,z) =

(1//3, 1/3/3,1/3/3), cos(p) = 0, sin(p) = 1. O

(2.5)

2.48. Matice obecné rotace podruhé. Zkusme odvodit matici (obecné)
rotace (2.2)) o thel ¢ v kladném smyslu kolem jednotkového vektoru
(x, v, z) jinym zptsobem nez jsme ucinili v [], anologicky jako v pred-
chozim piikladé. V bazi f = ((x, y, 2), (=, x, 0), (zx, zy, 2> — 1)),
tedy v ortogonalni bazi tvofené smérovym vektorem osy rotace a
dvéma navzdjem kolmymi vektory o shodnych velikostech /(1 — z?)
lezicimi v roviné kolmé na osu, ma uvaZovana rotace matici A =
1 0 0
0 cos(ph) —sin(p) |. Matice prechodu od baze (f) ke
cos(ph) sin(p) 0 -
x =y zx
standardni bazi jepotom T = |y x zZy s inverzni matici
z 0 -1

X y Z
-1 _ | __Y X
T = 1-z2  1-22 0
X zy _1
1—72 1—z2

Celkem pak pro matici R hledané rotace dostdvame
R=T-R-T7'=

(1 —cosg)yx + (sing)z cos¢ + (1 — cos <,0)y2 (1 — cosp)yz — (sing)x

( cosg + (1 — cos g)x? (1 —cos@)xy — (sing)z (1 — cos)xz + (sin go)y)
(1 —cosg)zx — (sing)y (1 —cosg)zy + (sing)x cos ¢ + (1 — cos <p)z2

Pfi nasobeni a nasledném zjednodusovani je nutno opakované
pouzit predpokladu x? + y* + 72 = 1.
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2.49. Oznacme S stied hrany A B krychle ABCDEFGH (v obvyk-
1ém oznaceni, s hranou AE). Urcete kosinus odchylky tsecek ES a
BG.

ReSeni. Vzhledem k tomu, 7e homotetie (stejnolehlost) je podobnym
zobrazenim, tj. zachovava uhly, miZzeme predpoklddat, Ze krychle
m4 hranu velikosti 1. Umistime-li navic bod A do pocatku soufadné
soustavy a body B, resp. E do bodd o soufadnicich [1, 0, 0], resp.
[0, O, 1], pak maji zbylé uvaZované body nasledujici soufadnice: S =
[1/2,0,0], G = [1, 1, 1], tedy vektor ES = (1/2,0,—1) a BG =
(0, 1, 1). Pro hledany cosinus odchylky ¢ tedy mame
(1/2,0,—1)-(0,1, 1) V2

cos(p) = 11720, =DIO. LD~ /5

3. Vektorové prostory a linearni zobrazeni

Podrobnéj$im rozborem vlastnosti riznych typd linedrnich zob-
razeni se nyni dostaneme k pofddné&jSimu pochopeni nastroji, které
ndm vektorové prostory pro linedrni modelovani procest a systému

nabizeji.

2.50. Zacneme nékolika piiklady v prostorech malych dimenzi. Ve
standardni b4zi R? uvaZujme nésledujici matice zobrazeni f : R*> —
R%:

1 0 01 a 0 0 —1
=lo0) 2=0o) =6 0) =00 )
Matice A zadava kolmou projekci podél podprostoru

W C {(0,a); a € R} c R?

na podprostor
V C{(a,0); a e R} C R%.

Evidentné& pro toto zobrazeni f : R? — R? plati f o f = f atedy
flm ¢ je identické zobrazeni. Jadrem f je pravé podprostor W.

Matice B m4 vlastnost B> = 0, plati tedy totéZ o piislusném zob-
razeni f. MiZeme si jej predstavit jako matici derivovani polynomu
R;[x] stupné nejvyse jedna v bazi (1, x).

Matice C zadava zobrazeni f, které prvni vektor baze zvetsi a—
krat, druhy b—krat. Tady se nam tedy celd rovina rozpada na dva
podprostory, které jsou zobrazenim f zachovany a ve kterych jde
o pouhou homotetii, tj. roztazeni skalarnim ndsobkem. Napf. volba
a = 1, b = —1 odpovidd komplexni konjugaci x + iy — x — iy
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na dvourozmérném redlném prostoru R? ~ C v bazi (1, ). Toto je
linedrni zobrazeni redlného vektorového prostoru, nikoliv vSak jed-
norozmérného komplexniho prostoru C. V geometrii roviny jde o
zrcadleni podle osy x.

Matice D je matici rotace o pravy thel ve standardni bazi. Jako
pro kazdé linedrni zobrazeni, které je bijekci, umime najit baze na
defini¢nim oboru a oboru hodnot, ve kterych bude jeho matici jednot-
kova matice E (prosté vezmeme jakoukoliv bazi na defini¢nim oboru
a jeji obraz na oboru hodnot). Neumime ale v tomto piipadé totéz s
jednou bazi na zacatku i konci. Zkusme vSak uvazovat matici C jako
matici zobrazeni g : C> — C2. Pak umime najit vektory u = (i, 1),
v = (1, i), pro které bude platit

=83 ()=rm = ) ()=

To ale znamen4, Ze v bazi («, v) na C> ma g matici

G 2)

apovSimnéme si, Ze tato komplexni analogie k pfipadu matice C mé na
diagondle prvky +a,a = cos(%rr)—l—i sin(%n). Jinymi slovy, argument
v goniometrickém tvaru tohoto komplexniho ¢isla udava dhel otoceni.
Navic, miizeme si oznacit redlnou a imaginarni ¢ast vektoru u takto

u=xu+iyu=Reu+iImu=(?)+i-<(1)>

a zdiZeni komplexniho zobrazeni g na redlny vektorovy podprostor
generovany vektory x, a iy, (tj. ndsobeni komplexni jednotkou i) je
praveé otoceni o dhel %7(.

2.51. Urdete soucet tihld, které v roving R? sviraji s osou x postupné
vektory (1, 1), (2, 1) a (3, 1) (obrazek).

ReSeni. Uvazime-li rovinu R2 jakoZto Gaussovu rovinu komplexnich
¢isel, tak uvedené vektory odpovidaji komplexnim &islim 1 4, 2+
a 3 4+ i a mdme najit soucet jejich argumentd, tedy podle Moivrovy
véty argument jejich soucinu. Jejich soucin je (14+1)2+i)(3+i) =
(1+3i)(3+4 i) = 10i, tedy ryze imaginérni ¢islo s argumentem 77 /2
a tedy hledany soudet je roven pravé m /2. O

2.52. Uvazme komplexni ¢isla jako redlny vektorovy prostor a za
jeho bazi zvolme 1 a i. V této bazi uréete matici ndsledujicich linedr-
nich zobrazenf:

a) konjugace,
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b) nasobeni Cislem (2 + 7). Urcete matici téchto zobrazeni v bazi

ReSeni.

a) ((1) _01>,

b) V obou bazich je matice stejnd a to (% _21) Vysvétleni viz
piiklad ?7?.

O

2.53. Naleznéte matici rotace v kladném smyslu o thel /3 kolem
pfimky prochézejici poc¢atkem s orientovanym smérovym vektorem
(1, 1, 0) ve standardni bazi R>.
ReSeni. Uvedené otoceni Ize ziskat sloZenim po fadé téchto tif zobra-
zeni:
e rotace o /4 v zaporném smyslu podle osy z (osa rotace prejde
na osu x);
e rotace o /3 v kladném smyslu podle osy x;
e rotace o /4 v kladném smyslu podle osy z (osa x prejde na osu
rotace).
Matice vysledné rotace bude soucinem matic odpovidajicich uvede-
nym tfem zobrazenim, pricemz potradi matic je ddno pofadim prova-
dénf jednotlivych zobrazeni — prvnimu zobrazeni odpovida v soucinu
matice nejvice napravo. Takto dostaneme hledanou matici

0 V2

V2 2 g\ (1 O V2
RS I O N N A Y
2 2 z 2 2 2
o o0 1) \o ¥ | o 0 1
zlﬁ)
4 4 3
|1 33 _w
4 1 4
IRV T
4 4 2

Uvédomme si, Ze vyslednou rotaci bylo moZné ziskat napf. také
sloZenim nésledujicich ti{ zobrazeni:

e rotace o 7r/4 v kladném smyslu podle osy z (osa rotace piejde na
osu y);

e rotace o /3 v kladném smyslu podle osy y;

e rotace o 77 /4 v zaporném smyslu podle osy z (osa y pfejde na osu
rotace).
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Analogicky tak dostdvdme

V22 19 £ V2 V2o
> 2 2 2 ) )
_V2 2 0 1 0 V2o 2 g =
> 2 i ] 2 2
0 1) \=£ o0 L) \o 0 1
N
4

I
— ~ O
$i§m~mw

4>|§4>|m4>|~
wI=
15

2.54. Urcete matici A, kterd ve standardni bazi prostoru R? zaddva
kolmou projekci do vektorového podprostoru generovaného vektory
up=(—1,1,00au; =(—1,0,1).

ReSeni. Nejprve poznamenejme, Ze uvedeny podprostor je rovinou
prochdzejici pocatkem s normalovym vektorem u3 = (1, 1, 1). Uspo-
radana trojice (1, 1, 1) je totiz o¢ividnym fesenim soustavy

—-X1 + x = 0,
—X1 + x3 = 0,

tj. vektor u3 je kolmy na vektory uy, u,. Podotknéme rovnéz, Ze jsme
tento piiklad jiz vyfteSili (matici A zndme z dfivéjSiho piikladu).

Pii dané projekci se vektory u; a u, museji zobrazit na sebe a
vektor u3 potom na nulovy vektor. V bazi slozené po fadé z vektort

ui, Uy, u3 je proto matice této projekce

1 00

010

00O

Pomoci matic prechodu
-1 12 1
-1 -1 1 -1 -1 1 -3 5 —3
1 0 , 1 0 = _% _% %
1 1

0 1 0 1 3 3 3
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od baze (ui, u,, u3) ke standardni bazi a od standardni baze k bazi
(uy, uy, usz) ziskame

) 1
-1 -1 1 1 00 -3 5 —3
A=|1 o 1|01 o] [-F -} 2
1 1 1
0 1 1 0 0O 3 3 3
2 1 1
B SR
IS RS
3 33
O
2.55. (1) UvaZme zobrazeni s matici ve standardni bazi
0 0 1
fRR->R, A=[0 1 0
1 00
Pak dostavame
—A 0 1
JA—AE|=|0 1—2 O0|==A+r2+x1-1,
1 0 A
s kofeny A; » = 1, A3 = —1. Vlastni vektory s vlastni hodnotou A =1
se spoctou:
-1 0 1 1 0 —1
0O 0 0)]~10 0 O];
1 0 —1 00 O

s bazi prostoru feSent, tj. vSech vlastnich vektort s touto vlastni hod-
notou

u; =(0,1,0), wu=(1,0,1).

Podobné pro A = —1 dostadvame tfeti nezavisly vlastni vektor
1 0 1 1 0 1
02 0]~10 2 0)=u3=(-1,0,1).
1 01 0 00

V bazi uy, up, uz (vSimnéte si, Ze uz musi byt linedrné nezavisly
na zbylych dvou diky predchozi vét€ a uy, u, vysly jako dvé nezavisla
feSeni) mad f diagondlni matici

1 0 0
A=]0 1 0
0 0 -1
Cely prostor R? je pifmym souctem vlastnich podprostort, R?® =
Vi® V,,dim V) =2, dim V, = 1. Tento rozklad je dan jednoznacné a
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vypovidd mnoho o geometrickych vlastnostech zobrazeni f. Vlastni
podprostor V; je navic pfimym souctem jednorozmérnych vlastnich
podprostord, které 1ze vSak zvolit mnoha riznymi zpisoby (takovy
dalsi rozklad nem4 tedy jiz Zddny geometricky vyznam).

(2) Uvazme linearni zobrazeni f : R,[x] — R;[x] definované
derivovanim polynomd, tj. f(1) = 0, f(x) = 1, f(x> = 2x.
Zobrazeni f m4 tedy v obvyklé bazi (1, x, x*) matici

A=

S O O

1
0
0

(=2 S T en)

Charakteristicky polynom je |A — A - E| = —A?, existuje tedy pouze
jedind vlastni hodnota, A = 0. Spoctéme vlastni vektory:

010 010
00 2)~10 0 1
0 00 000

Prostor vlastnich vektort je tedy jednorozmérny, generovany kon-
stantnim polynomem 1.

2.56. Priklad vcetné zmény baze. Uvazujme linedrni zobrazeni
R? — R3 dané ve standardni bazi matici:

110
A=1|1 2 1
1 21

Urcete toto zobrazeni a napiSte jeho matici v bazi:

e = |[1,—-1,1]
eo = [1,2,0]
es = [0,1,1]

Reseni. Spocitejme nejprve vlastni &isla jim piisluiné vlastni vektory:
charakteristicky polynom dané matice je
1 —A 1 0
1 2=2 1 |[==A+42-20=-207—4r+2).
1 2 1 —A
Kofteny tohoto polynomu, vlastni ¢isla, uddvaji, kdy nebude mit matice
1—A 1 0

1 2—A 1
1 2 1—A
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plnou hodnost, tedy soustava rovnic

1—X 1 0 X1
1 2—A 1 X2
1 2 1—A X3

s ¥z

bude mit i jiné feSeni neZ feSeni x = (0, 0, 0). Vlastni ¢isla tedy jsou
0,24 /2,2 — /2. Spocitejme vlastni vektory piislusné jednotlivym
vlastnim hodnotdm:

e 0: Resime tedy soustavu
1 10
1 2 1})|x]=0
1 2 1) \x3

Jejim feSenim je jednodimenziondlni vektorovy prostor vlastnich
vektoru ((1, —1, 1)).
e 2 + +/2: Resime soustavu

—(1++2) 1 0 X1
1 -2 1 x| =0.
1 2 —(14++2)) \x3

ReSenim je jednodimenziondlni prostor ((1, 1 + V2, 1+ ﬁ)).
o 2 — \/5: Resime soustavu

V2-1 1 0 X1
1 V2 1 x| =0.
1 2 W2-1) \x3

Resenim je prostor vlastnich vektord ((1, 1 — V2,1 =42)).

Zobrazeni tedy miZeme interpretovat jako projekci podél vektoru
(1, —1, 1) doroviny dané vektory (1, 14++/2, 1++/2)a (1, 1 —+/2, 1 —
V/2) sloZenou s linedrnim zobrazenim danym nataZenim danym vlast-
nimi ¢isly ve sméru uvedenych vlastnich vektora.

Nyni jej vyjddfeme v uvedené bazi. K tomu budeme potiebovat
matici pfechodu 7' od standardni baze k dané nové bazi. Tu ziskdme
tak, Ze soufadnice vektord staré baze v bazi nové napiseme do sloupcti
matice 7. My vSak snadnéji zapiSeme matici prechodu od priklané
bdze k bézi standardni, tedy matici 7~'. Soufadnice vektorli nové
béaze pouze zapiSeme do sloupci:

—_
SN~
— O
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Pro matici B zobrazeni v nové bazi pak mame (viz ??).

1 11

110 s i g 1 10

B=TAT '=|1 2 1]|-| 3 %—%-—121
1 3

121) \-} ; 3 1 01

O

2.57. Dalsi priklady. Naleziiete vlastni ¢isla a jim pfislusné (pro-
story) vlastnich vektorti matice:

1 —

— 3
3

0 -

0

WIS

D=
W RWIN

ReSeni. Trojndsobnd vlastni hodnota -1, pfislusny vektorovy prostor
je ((1,0,0), (0,2, 1)). O

2.58. Pomoci Gram-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu ziskejte
ortogondlni bdzi podprostoru

U= {(X],XQ,X3,X4)T eERY xj 4+ x4+ x34+ x4 = 0}
prostoru R*.

ResSeni. MnoZinateseni uvedené homogenni linedrni rovnice je zfejmé
vektorovym prostorem s bazi

—1 —1 —1
1 0 0
uy = 0 , U= 1 , Uz = 0
0 0 1

Vektory ortogonalni baze ziskané uzitim Gram-Schmidtova ortogona-
liza¢niho procesu budeme znacit vy, vy, v3. Nejprve polozme v; = u;.
Dale

T T
u, - v 1 1 1
= — = - = - ——,——,1,0 )
RERT L E TR T Y ( 2’72 )

resp. zvolme nasobek v, = (—1, —1, 2, 07, Nasledné je
u3T -V u3T - Uy 1 1

usz — v — UVp=U3 — -V — =V =
[fvr][? [[val|? 2 6

1 1 1\
- P S B 1 .
3 3 3

U3 =
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Miéme tedy celkem

-1 -1 -1
1 —1 -1
v = o |’ =151 B=|_
0 0 3

Dodejme, Ze pro jednoduchost ptikladu 1ze bezprostfedné uvést orto-
gondlni bazi z vektort

(1, -1,0,0)", (0,0,1, =", (1,1, -1, =D
nebo
(_17 1515_1)T7 (19_1517_1)T7 (_15_1719 I)T
g
2.59. NapiSte matici zobrazeni kolmé projekce do roviny prochéze-
jici pocatkem a kolmé na vektor (1, 1, 1).
ReSeni. Obraz libovolného bodu (vektoru) x = (xi, x2, x3) € R3 v
uvazovaném zobrazeni ziskdme tak, Ze od daného bodu odecteme jeho
kolmou projekci do norméalového sméru dané roviny, tedy do sméru
(1, 1, 1). Tato projekce p je ddna (viz prfednaska) jako
x, (LLL,1)  xi+xx+x xi+x+x x1+x +X3)
(L 1L, D2 3 ’ 3 ’ 3 '
Vysledné zobrazeni je tedy

2)61 X2 + X3 2x2 X1+ X3 2X3 X1+ X2

L A R T B S
2 1 1
T AN
= —_— = —_— x2
% 31 23
-3 T3 3 X3

Srovnej s (??).

O

2.60. Ve vektorovém prostoru R* jsou dény tiidimenzionalni (troj-
rozmé&rné) podprostory

U = (uy, uz, uz), V = (v, v2, v3),
pricemz
1 1 1 1 1
1 11 10 |1 -1
ul - 1 ’ u2 - 0 ’ u3 - 1 ’ Ul - _1 ’ U2 - 1
0 1 1 -1 -1
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v3 = (1, =1, —1, 1)T. Urete dimenzi a libovolnou bazi podprostoru
unv.

ReSeni. Do podprostoru U NV naleZi pravé ty vektory, které je mozné
obdrZet jako linearni kombinaci vektori u; a také jako linearni kombi-
naci vektort v;. Hleddame tedy ¢isla xq, x2, X3, y1, y2, y3 € R takova,
aby platilo

+x3 =Vt | T

—_ O = =
—_— O =
p—
|
p—
|
p—

tj. hleddme feSeni soustavy

X1+ x + x3 =y + y» + ¥y
X1+ x = yr — y2 — 3
X1 + x3 = =»n + » — 3,

X + x3 = =y — y» + .

Pfi maticovém z4pisu této homogenni soustavy (a pfi zachovani poradi
proménnych) je

111 -1 -1 -1 (S TS R P
110-1 1 1| oo -1 0 2 2
101 1 -1 1 0 -1 2 0 2
011 1 1 -1 o1 1 1 1 -1
111 -1 =1 -1 111 =1 =1 -1
o1t 11 <) _for1or o1
00 -1 0 2 2 001 0 -2 -2
00 1 3 1 1 000 1 1 1)
1110 0 0 1000 0 2
o110 0 2] o100 2 o
0010 -2 =2 0010 -2 -2
0001 1 1 0001 1 1

Dostavame tak reSeni
X1 =-=2t, xp=—-25, x3=254+2t, yy=—S—t, y) =5, y3 =1,

t, s € R. Odtud dosazenim ziskavame obecny vektor priniku

X1+ x2 + x3 0
X1+ x | -2t —-2s
X1 +x3 - 2s

X2+ x3 2t
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Vidime, ze

0 0
dmUNV =2, UmV=< _11 , _01 >
1
O
2.61. Uvedte n&jakou bazi podprostoru
1 2 0 1 -1 0 -2 -1
U=< 341,12 31,11 2),10 1 >
56 4 5 3 4 2 3

vektorového prostoru redlnych matic 3 x 2. Tuto bazi dopliite na bazi
celého prostoru.

ReSeni. Pfipomerime, Ze bazi podprostoru tvofi mnoZina linedrné
nezavislych vektort, které generuji uvaZzovany podprostor. Protoze

1 2 01 -1 0
—1-13 4]1+2-|2 3]=|1 2],
56 4 5 3 4

1 2 01 -2 -1
=-2-13 4]14+3-12 3]=160 1],
56 4 5 2 3

cely podprostor U je generovan pouze prvnimi dvéma maticemi. Ty
jsou potom linedrné nezdvislé (jedna neni ndsobkem druhé), a tak
zadévaji bazi. Chceme-li ji doplnit na bazi celého prostoru redlnych
matic 3 x 2, musime najit dalsi ¢tyfi matice (dimenze celého prostoru
je zjevné 6) takové, aby vyslednd Sestice byla linedrn€ nezavisla.
Miizeme vyuzit toho, Ze zname napt. standardni bazi

1 0 01 00 00 00 0 0
0 0},10 O, 1 0}, 10 1}),10 O}, |0 O
0 0 00 0 0 0 0 1 0 0 1

prostoru redlnych matic 3 x 2, ktery lze pfimo ztotoZnit s RS. SepiSeme-
li dva vektory baze U a vektory standardni baze celého prostoru v
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tomto pofadi, vybérem prvnich 6 linearné nezavislych vektort dosta-
neme hledanou bézi. Pokud v8ak uvdzime, Ze kupf.

1 000 00O

0
1
0
0

AN N AW

AW N -
SO = OO
O —= OO O
-0 O O O

50
muizeme ihned bazového vektory

1 2 0 1
3 41, 2 3
56 4 5
podprostoru U doplnit maticemi (vektory prostoru matic)

00 00 0 0 00
1 0], 0o 1], 0 0}, 0 0
00 00 1 0 0 1

na bazi. Upozornéme, Ze vySe uvedeny determinant lze vycislit velmi
snadno — je roven soudinu prvki na diagondle, nebot’ matice je v
dolnim trojihelnikovém tvaru (nad diagondlou jsou vSechny prvky
nulové). ]

2.62. Napiste néjakou bézi redlného vektorového prostoru matic
3 x 3 nad R s nulovou stopou (soucet prvkd na diagondle) a napiSte
soufadnice matice

1 2 0
0 2 0
1 -2 -3

v této bazi.

2.63. Zavedte néjaky skaldrni soucin na vektorovém prostoru ma-
tic z pfedchoziho piikladu. Spocitejte normu matice z predchoziho
prikladu, kter4 je indukovand Vami zavedenym soucinem.

2.64. Urcete néjakou bazi vektorového prostoru antisymetrickych
redlnych Ctvercovych matic typu 4 x 4. UvaZte standardni skaldrni
soucin v této bdzi a pomoci tohoto soucinu vyjadiete velikost matice

0o 3 1 0
-3 0 1 2
-1 -1 0 2
0 -2 -2 0
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2.65. Najdéte ortogonalni doplnék U~ podprostoru

U = {(x1, X2, X3, X4); X1 = X3, X2 = x3 + 6x4} C R*.

Reseni. Ortogondlni doplnék U~ tvori pravé ty vektory, které jsou
kolmé na kazdé feSeni soustavy

X1 — X3 = 0,
Xz—X3—6X4=0.
Vektor je ovSem feSenim této soustavy tehdy a jenom tehdy, kdyz je
kolmy na oba vektory (1,0, —1, 0), (0, 1, —1, —6). Je tedy
Ut ={a-(1,0,-1,00+b-(0,1,—1,-6); a,b € R}.
g
2.66. Urcete, zda jsou podprostory U = ((2, 1, 2, 2))

aV =(-1,0,-1,2), (-1,0,1,0), (0,0, 1, —1)) prostoru R* na
sebe kolmé. Pokud ano, je R* =U @ V,tj.je U+ = V?

Reseni. Vektor, ktery zadava podprostor U, je kolmy na kazdy ze
tif vektort, které generuji V. Podprostory jsou tak na sebe kolmé.
Aviak neni pravda, Ze R* = U @ V. Podprostor V je totiZz pouze
dvojdimenziondlni, protoZe

(_17 07 _15 2) = (_17 O’ 15 0) - 2(07 0, 1’ _1) .
Il

2.67. 'V zavislosti na parametru ¢ € R stanovte dimenzi podprostoru
U vektorového prostoru R?, je-li U generovan vektory

@ u =1L, w=001, us=(@2,2,1);
(b) upy = (t7 t7 t)’ Uy = (_4ta _4ta4t)a Uz = (_27 _2’ _2)

ReSeni. V prvnim pripadu je dim U = 2 pro ¢ € {1, 2}, jinak je dim
U = 3. Ve druhém piipadu jedim U =2 prot % 0 adim U = 1 pro
t=0. O

2.68. Sestrojte ortogonalni bazi podprostoru
<(17 17 17 1)7 (1’ 17 17_1)’ (_17 17 17 1)>

prostoru R*.

Reseni. Gram-Schmidtovym ortogonalizacnim procesem lze obdrzet
vysledek

@a,1,1,1), (14, 1,1,=3), (-2,1,1,0)).
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2.69. V prostoru R* naleznéte n&jakou ortogon4lni bazi podprostoru
vSech linedrnich kombinaci vektort (1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, —=7),
(4, —2, 4, 14) a podprostoru generovaného vektory (1, 2,2, —1),
1,1,-5,3),(3,2,8, =7).
ReSeni. Pii zachovani pofadi podprostord ze zadéni jsou ortogondl-
nimi bazemi napf.

((1,0,1,0), (0, 1,0, =7))

) ((1,2,2,-1),(2,3,-3,2), (2, -1, -1, =2)).
O
2.70. Pro jaké hodnoty parametrti a, b € R jsou vektory
1,1,2,0,00, (1,-1,0,1,a), (1,b,2,3,-2)
v prostoru R> po dvou ortogonlni?
ReSeni. Vysledek je a = 9/2, b = —5, nebot musi mj. platit
14b6+44+0+0=0, 1-6+0+3—-2a=0.
O

2.71. V prostoru R’ uvazujte podprostor generovany vektory

(1’ 17 _1’ _17 0)7 (1’ _17 _19 O’ _1)’ (19 1’ Oa 19 1), (_17 09 _15 17 1)
Najdéte néjakou bazi jeho ortogonalniho dopliiku.

ReSeni. Hledan4 baze obsahuje jediny vektor. Je jim néjaky nenulovy
skalarni ndsobek vektoru

3,-7,1,-5,9).
]

2.72. Popiste ortogondlni doplnék podprostoru V prostoru R?, je-
li V generovan vektory (—1,2,0,1), (3,1, -2,4), (-4, 1,2, —4),
(2,3,-2,5).

ReSeni. Ortogonalni doplndk (komplement) V1 je mnoZina viech
skaldrnich nasobkt vektoru (4, 2, 7, 0). |

2.73. V prostoru R® ur&ete ortogondln{ doplnék W+ podprostoru W,
jestlize
@ W={r+s+t,—r+t,r+s,—t,s+t), r,s,t €R};
(b) W je mnoZina feSeni soustavy rovnic x| —x3 = 0, x; —xp +x3 —
X4+ X5 = 0.
ReSeni. Plati
(@ Wt =((1,0,-1,1,0), (1,3,2,1,-3));
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(b) Wt =((1,0,-1,0,0), (1,—1,1,—1,1)).

2.74. Necht jsou v prostoru R* dany vektory
(15 _2, 25 1)7 (193’ 2a 1)

Dopliite tyto dva vektory libovolnym zpiisobem na ortogondlni bazi
celého R*. (MiZete k tomu vyuZit Gram-Schmidtiv ortogonaliza¢ni
proces.)

Reseni. Hledanych doplnéni je pochopiteln& nekone&n& mnoho. Jed-
nim (skute¢né jednoduchym) je napf.

(17_2’ 25 1)9 (153’ 2, 1)5 (1505 07_1)9 (1509_151)
g

2.75. Gramm-Schmidtovym ortogonalizaénim procesem naleznéte

néjakou ortonormalni bazi podprostoru V C R,

kde V = {(xq, x2, x3, x4) € R* | x1 + 2x7 + x3 = 0}.

2.76. Je mnozina V = {(1, x); x € R} s operacemi
@:VxV->V, (Lyed=0z+y)
O:RxV—-V, zol,y=(U0,y-2)

vektorovym prostorem?

ReSeni. Lehce se ovéfi, Ze se jednd o vektorovy prostor. Prvni sou-
fadnice neovliviiuje vypocty souctii vektord ani hodnoty skalarnich
nasobki vektord: jednd se o pfeznaceny prostor (R, +, ). O

2.77. Projakéhodnoty parametria, b, ¢ € Rjsouvektory (1, 1, a, 1),
(1,b,1,1), (¢, 1,1, 1) linearné zavislé?

Reseni. Vektory jsou zavislé, je-li splnéna alespoii jedna z podminek
a=b=1, a=c=1, b=c=1.

g

2.78. Necht je dan vektorovy prostor V a n€jakd jeho baze slozena
z vektord u, v, w, z. Zjistéte, zda jsou vektory

u—3v+z, v—-5S5w—z, 3w—-T7z, u—w+z

linearné (ne)zavislé.

ReSeni. Vektory jsou linedrné nezavislé. O
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2.79. Dopliite vektory 1 — x? 4+ x3, 1 +x? + x>, 1 — x — x> na bazi
prostoru polynomi stupné nejvyse 3.
ReSeni. Stadi pFipojit napf. polynom x. O

2.80. Tvori matice

(5 62 G 63)

bazi vektorového prostoru ¢tvercovych dvourozmérnych matic?

ReSeni. Uvedené Ctyfi matice jsou jako vektory v prostoru 2 x 2 matic
linedrné nezavislé. Vyplyva to z toho, Ze matice

1 1 =5 1
0 4 0 =2
1 0 3 0
-2 -1 0 3

je tzv. regularni (tj. jeji hodnost je rovna rozméru; tj. 1ze z ni pomoci
fadkovych elementarnich transformaci obdrZet jednotkovou matici; tj.
existuje k ni matice inverzni; tj. ma nenulovy determinant, roven 116;
tj. ji zadand homogenni soustava linedrnich rovnic ma pouze nulové
feSenf; tj. kaZdy nehomogenni linedrni systém s levou stranou ur¢enou
touto matici ma pravé jedno fesenf; tj. obor hodnot linedrniho zobra-
zeni, jeZ zadav4, je vektorovy prostor dimenze 4; tj. toto zobrazenf je
injektivni). U

2.81. Vyreste maticové rovnice

Go)x=G3) =G9-G3

ReSeni. Zjevné nezndmé X, a X, museji byt matice 2 x 2 (aby uva-
Zované souciny matic existovaly a vysledkem byla matice 2 x 2).

Polozme
[ b, _[a2 by
w=(o ) =2 %)

a rozndsobme matice v prvni zadané rovnici. M4 platit
a) + 3C1 b] + 3d1 . 1 2
3a;+8c; 3b,+8d,)] \3 4)°

ay + 3¢ =
by + 34,

3a; + 8¢
3b, + 8d; =

j. mé byt

I
B
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Sectenim (—3)ndsobku prvni rovnice se tfeti dostdvame c¢; = 0 a né-
sledné a; = 1. Podobné seétenim (—3)nasobku druhé rovnice se
¢tvrtou dostdvdme d; = 2 a poté b = —4. Je tedy

1 —4
X1=<0 2).

Hodnoty ay, by, ¢, d» najdeme odlisnym zpdisobem. Napft. pouZzi-

tim vzorce
a b\ 1 d —b
c d)  ad—bc\—c a]’

ktery plati pro libovolna ¢isla a, b, ¢, d € R (inverzni matice existuje
pravé tehdy, kdyZz ad — bc # 0), spoctéme

13\ (-8 3
3 8 3 —1)
Vyndasobeni zadané rovnice touto matici zprava dava
1 2 -8 3
w3 2)
-2 1
X2:(—12 5>'

4. Cviceni

a tudiz

2.82. 'V zavislosti na hodnoté parametru a € R rozhodnéte o poctu
feSeni soustavy linedrnich rovnic, kterd je zadand matici pfidruZené
homogenni soustavy

4 1 4 a
2 3 6 8
3 2 5 4
6 —1 2 -8
a vektorem pravé strany

2

5

3

-3

ReSeni. Pro ¢ = 0 nema uvaZovany systém feSeni; pro a # 0 md
nekone¢né mnoho feSeni. O
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2.83. Rozhodnéte, zda existuje homogenni soustava linedrnich rov-
nic tff proménnych, jejiZ mnoZinou fesent je

() {(0,0,0)};

(®) {(0,1,0),(0,0,0), (1, I, O)};

(©) {(x,1,0); x e R}

(d) {(x,y,2y); x,y € R}.

ReSeni. Pfizachovani pofadi jsou spravné odpovédi ,,ano®, ,,ne”, ,,ne
a ,,ano‘. O

113

2.84. Vektory
(1,2,D, (-1,1,0), (O, 1,1

jsou linedrn& nezdvislé, a proto z nich lze sestavit bazi R?. Kazdy
trojrozmérny vektor je tak néjakou jejich linearni kombinaci. Jakou
jejich linearni kombinaci je vektor (1, 1, 1)?

ReSeni. Vysledek je
(1,1,1):1-(1,2, 1)—1-(—1,1,0)4-1-(0,1,1).
2 2 2
O

2.85. Vyjadrete vektor (5,1, 11) jako linedrni kombinaci vektort
(3.2,2),(2,3,1), (1, 1, 3), tj. naleznéte Cisla p, g, r € R, pro kterd je

G.L1D)=pB.2,2)4+q 2,3, 1)+r1,1,3).
Reseni. Uloha m4 jediné feseni

p=2, q= -2, r=3.

2.86. Reste maticovou rovnici
25 4 -6
(-6
Reeni. Takova matice X existuje pravé jedna, a to

18 32
5 =8/
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2.87. Vypocitejte inverzni matici k matici

1 0 -2
A=|2 -2 1
5 -5 2
ReSeni. Plati
1 10 —4
A'=1|1 12 -5
0 5 =2

2.88. Naleznéte inverzni matici k matici

8 3.0 0O
52 0 00
00 -1 00
00 0 1 2
00 0 335

ReSeni. Inverzni matici je

2 -3 0 0 O
-5 8 0 0 O
O o0 -1 0 O
O o0 0 =5 2
o o o0 3 -1

2.89. Zjistéte, zda existuje inverzni matice k matici

11 1 1
1 1 -1 1
C=11 21 1
1 -1 —1 1

Pokud ano, uréete tuto matici C~!.

ReSeni. Je

01 1 0
1o 1 o -1

-1_ *

C =511 =1 o o
121 -1 1

101



102 2. ELEMENTARNI LINEARNI ALGEBRA
2.90. Stanovte A~ je-li

(a) A= <—11 ;), pfi¢emZ i je imagindrni jednotka;

1 -5 -3
b A=[-1 5 4
-1 6 2

ReSeni. V prvnim piipadé dostavame

ve druhém potom

2.91. Zapomoci vypoctu inverzni matice urcete feSeni soustavy
X1+ x4+ x3 + x4 = 2,
X1+ X3 — X3 — x4 = 3,
X1 — X2 + x3 — x4 = 3,
X1 —x2—X3+X4:5.

ResSeni. Inverzni matice k matici

1 1 1 1
1 1 -1 -1
1 -1 1 -1
1 -1 -1 1
je
1 1 1 1
1 1 1 -1 -1
411 -1 1 -1
1 -1 -1 1
Nasledné 1ze snadno ziskat
_ 13 . 3 _ 3 B 1
xl_ 4’ xz_ 4’ x3_ 4’ x4_4'
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2.92. Napiste inverzni matici k n x n matici (n > 1)

2—n 1 e 1 1
1 2—n . . 1
A= :
1 2—n 1
1 1 1 2—n
ReSeni. Plati
1 1 1
1 1 1
. 1
AT = 1 1 0
n—1 ]
: 1
11 1 0
O
2.93. Najdéte adjungovanou matici F*, je-li
a B 0
F=1|y § 0], o, B,y,8 € R,
0 0 1
ReSeni. Ze znalosti inverzni matice F~! dostdvame
5 -B 0
Fr=@—-By)F'l=|-y «a 0 ,
0 0 as—pBy
pro libovolnd «, B8, v, § € R. O
2.94. Vypocitejte adjungované matice k maticim
3 =2 0 -1
o 2 2 1 1+i 2
@1 2 3 2 @ (3—2i 6)’
o 1 2 1

pfiCemz i oznacuje imagindrni jednotku.
ReSeni. Hledanymi maticemi jsou
1 1 -2 -4

0 1 0 - 6 -2
@1 13 6|0 ® <—3—|—2i 1+i>'
2 1 -6 -10
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