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Projekt netradi¢ni zakladni uéebnice matematiky pro stu-
denty prirodnich véd, informatiky, ekonomie apod., priblizu-
jici podstatnou ¢ast matematiky v rozsahu Ctyt semestralnich
prednések.

Text by mél byt dokoncen a vydan v roce 2013. Prace na
ucebnici jsou podporeny projektem Univerzitni vyuka mate-
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Piredmluva

Pfiprava této ucebnice byla motivovana pfednaskami pro
informatické obory na Masarykové univerzité, kde je cely
program zaloZen na preciznim matematickém pfistupu.

Chtéli jsme proto rychle, ale zaroven porddné, pokryt
zhruba tolik matematickych metod, jako je obvyklé u vétsich
kurzt v klasickych technickych oborech opfenych o matema-
tické metody. Zdroveii jsme ale nechtéli rezignovat na tGplny a
matematicky korektni vyklad. Chtéli jsme vedle sebe vyloZit
i obtiZnéjsi partie matematiky a spoustu elementérnich i ob-
tiznéjSich konkrétnich piikladd, jak s uvedenymi postupy ve
skute¢nosti pracovat. Nechtéli jsme pritom za ¢tendre fesit,
v jakém potadi a kolik ,,teorie* ¢i ,,praxe‘ procitat.

Z téchto podnétil vznikl dvousloupcovy format s oddéle-
nymi teoretickymi dvahami a praktickymi postupy, ktery
kopiruje i skutecné rozdéleni vykladu na pfedndSkiach na
,teoretické predndsky“ a ,,demonstrovand cviceni®.

Snazime se tim vyjit vstiic jak ¢tenafdm, ktef{ si napied
chtéji procvidit postupy pfi feSeni dloh a teprve pak premyslet,
proc a jak algoritmy funguji, tak t€ém druhym, ktef{ si napfed
chtéji délat jasno o tom pro¢ a jak véci funguji a pak pfipadné
zkousi pocitat priklady. Zaroven tim snad zbavujeme Ctendre
stresu, Ze by mél precist upln¢ vSe. Naopak, mél by mit radost
z brouzddni textem a proZitku objevovani vlastni cesticky.

Text se pfitom v obou svych ¢astech snazi prezentovat
standardni vyklad matematiky s akcentem na smysl a ob-
sah predstavovanych matematickych metod. Resené tlohy
procvicuji zdkladni pojmy, ale zdroveii se snazime davat co
nejlepsi priklady uziti matematickych modeld.

Teoreticky text je prezentovan dosti kompaktnim zpiso-
bem, mnoho prostoru je ponechdno pro dofeSeni podrobnosti
¢tendfi. Uvadéné priklady se snaZi pokryt celou Skdlu sloZi-
tosti, od bandlnich aZ po perlicky ke skute¢nému premysleni.
Studenti navic feSili a odevzdavali kazdy tyden zaddvané
priklady.

Ctendiim bychom radi pomohli:

e presné formulovat definice zdkladnich pojmt a dokazovat
jednoduchd matematicka tvrzent,

e vnimat obsah i pfiblizn¢ formulovanych zavislosti, vlast-
nosti a vyhledt pouZiti matematickych ndstroj,

e vstiebat ndvody na uzivani matematickych modelti a osvo-
jit si jejich vyuZiti.

K témto ambiciéznim ciliim nelze dojit lehce a pro vétsinu
lidi to znamena hledat si vlastni cestu s tdpanim riznymi
sméry (s potfebnym pfekondvdnim odporu ¢i nechuté). I proto
je cely vyklad strukturovén tak, aby se pojmy a postupy vZdy

NP

nékolikrat vracely s postupné rostouci sloZitosti a Sif{ diskuse.
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Jsme si védomi, Ze se tento postup miZe jevit jako chaoticky.
Domnivame se ale, Ze ddva mnohem lepsi $anci na pochopeni
u téch, ktefi vytrvaji.

Vstup do matematiky je skoro pro kazdého obtizny —
pokud uz ,,vime“, nechce se ndm premyslet, pokud ,,nevime*,
je to jesté horsi. Jediny spolehlivy postup pro orientaci v ma-
tematice je hledat porozumnéni v mnoha pokusech a hledat je
pri Cetbé v rtznych zdrojich. Urcité nepovazujeme tento text
za dostatecny jediny zdroj pro kazdého. Doufdme, Ze miiZe
byt dobrym zacatkem a pripadné i dlouhodobym pomocni-
kem, zvIaste pro ty, kdo se k jednotlivym ¢astem budou znovu
a znovu vracet.

Pro ulehceni vicekolového pristupu ke ¢teni je text dopro-
vazen emotivné ladénymi ikonkami, které snad nejen oZivi
obvyklou strohou strukturu matematického textu, ale naznaci
Ctendri, kde by sloZitéjsi text mél byt ¢ten pozornéji, ale urcité
ne preskakovan, piipadné kde by bylo moznd 1épe ndrocné
pasédze pfinejmensim napoprvé viibec necist.

Volba jednotlivych ikonek samoziejmé odraZi hlavné po-
city autorl. Pfesto by postupné mohly byt dobrym voditkem
pro Ctendie. Velice zhruba feceno, pouZivdme ikonky varujici

- =4 { ot 4
Dalsi oznacuji ne dplné pohodovou zdlouhavost price a
potiebu trpélivosti ¢i nadhledu, jako jsou tyto

e - —— & rim=—
A konec¢né méame také ikonky vyjadiujici pohodu nebo
radost ze hry, tfeba nésledujici

\“/, -
2 ¢

Z

SnaZili jsme se sloupce s piiklady sepsat tak, aby byly
¢itelné prakticky viceméné samostatné. Bez ambici pohrat
si s hlubsimi diivody, pro¢ uvadéné postupy funguji, (nebo
s prostym cilem ,,projit s pisemkou ‘) by mélo skoro stadit pro-
birat se jen piiklady. Definice pojmti ¢i popisy jejich vlastnosti
pouzivanych pri feSeni prikladd jsou v teoretickém sloupci
zpravidla vyznaceny, aby o né bylo moZno snadno pohledem
zavadit. Souvislost fesenych piikladil s paralelné studovanou
teorii je pfitom spiSe volnd, snaZili jsme ale ulehcit preskako-
vani ,,z teorie do praxe a zp€t* co nejvice.

Obsahové je celd u¢ebnice ovlivnéna pfedstavou, Ze pro
praktické vyuZiti jsou vlastn€ skoro vZdy podstatné metody
tzv. diskrétni matematiky, zatimco tzv. spojité modely jsou
matematicky dobfe uchopitelnd ptribliZeni veskrze diskrétniho
svéta kolem nas. Pocitat koneckonci stejn€¢ umime vzdy jen

vi
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s kone¢né mnoha raciondlnimi ¢isly nardz. Bez spojité mate-
matiky si Ize ale téZko dobfe predstavit koncepty jako kon-
vergence procesu k limitnimu stavu nebo robustnost vypoctu.
Bylo by bez ni také obtizné pracovat s odhady chyb pfi nume-
rickych procesech.

Vsechna témata a velmi podstatnou Cast textu jsme
v 1étech 2005 — 2012 ovérovali pfi vyuce studenti informatiky
a pozdéji i matematiky na Masarykove univerzité. Paralelné
jsme pritom vytvofili také podklady pro praktické semindie
matematického modelovani a numerickych metod. V nich se
studenti, vénuji skutecnému vyuziti vypoctovych néstroji a
modeld.

Zéavérem tohoto stru¢ného predstaveni stru¢né shrneme
obsah celé ucebnice. Samoziejmé predpokladame, Ze si kazdy
¢tendf, piipadné predndSejici, vybere témata a jejich potadi.
Pokusime se proto zdroveni vymezit bloky, se kterymi lze
takto nezdvisle zachdzet.

Uvodni motivaéni kapitola se snaZi ilustrovat n&kolik

< prlstupu k matematickému popisu problémi.
Zacindme nejjednodussimi funkcemi (zakladni
- kombinatorické vzorce). Pak naznacujeme jak
pracovat se z4vislostmi zadanymi pomoci okamzitych zmén
(jednoduché diferencni rovnice), uziti kombinatoriky a mnoZi-
nové algebry diskutujeme prostfednictvim kone¢né klasické
pravdépodobnosti. Predvadime maticovy pocet pro jedno-
duché tlohy rovinné geometrie (prace s pojmem pozice a
transformace) a zavérem vse trochu zformalizujeme (relace,
usporddni, ekvivalence).

Nenechte se zde uvrhnout do chaotického zmatku rych-
: _ lym stfidénim témat — cilem je nashromazdit
néco malo netrividlnich ndmétht k premysleni

A a hledani jejich souvislosti i pouziti, jesté nez
zabredneme do drovné problémi a teorii sloZitéjSich. Ke vS§em
témattim této dvodni kapitoly se Casem vratime.

Dalsi dvé kapitoly jsou vénovany zdkladiim poctu, ktery
1 umoZiuje prdci s vicerozmérnymi daty i grafikou.
Jde o postupy tzv. linedrni algebry, které jsou zdkla-
4’ dem a koneénym vypocetnim ndstrojem pro vétsinu
matematickych modelt. Nejprve probirdme jednodu-
ché postupy pro préci s vektory a maticemi, tfeti kapitola je
pak vénovéana aplikacim maticového poctu v riznych linedr-
nich modelech (systémy linedrnich rovnic, linedrni procesy,
linearni diferencni rovnice, Markovovy procesy, linedrni re-
grese). Ctvrtd kapitola pak ilustruje pouZiti maticového poctu
v geometrickych dlohdch. Dozvime se néco malo o afinni,
euklidovské a projektivni geometrii.

V tomto okamziku pferusime diskusi diskrétnich mo-

' delti a ptejdeme ke spojitym. Chceme co nejna-
A zornéji ukdzat, Ze zakladni ideje, jak s funkcemi
= pracovat, byvaji jednoduché. Stru¢né feceno,
velmi Jednoduche tvahy spojené s popisem okamZitych zmén
sledovanych veli¢in umoZiuji délat zavery pro jejich celkové
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chovani. SloZitosti se poji skoro vyhradné se zvladnutim ro-
zumné velké tfidy funkci, pro které maji nase postupy byt
pouZitelné.
Zaciname proto kapitolou, kde diskutujeme jaké funkce
potfebujeme pro nelinedrni modely. Po polyno-
mech a splajnech postupné diskutujeme pojmy
L4, spojitosti, limity posloupnosti a funkci a derivace
“Hr~i==—2_ funkci, pfipomeneme viechny zékladni elemen-
tarni funkce a zavérem se sezndmime s mocninnymi radami.
Tim je pfipravena ptida pro klasicky diferencidln{ a integraln{
pocet. Ten prezentujeme v kapitole Sesté s diirazem na co
nejpiimocarejsi pochopeni souvislosti limitnich procesii, inte-
gracnich procesui a aproximaci.
Sedmad kapitola se vénuje ndznakdm aplikaci a snazi
se co nejvice pfipominat analogie k postuptim
; ), jednoduch€ linedrni algebry z minulého
semestru. Misto linedrnich zobrazeni mezi
kone¢né rozmérnymi vektorovymi prostory
tak pracujeme s linedrnimi operacemi mezi nekonecné
rozmérnymi vektorovymi prostory funkci, definovanymi bud
integrdlnimi nebo diferencidlnimi operatory.
Zatimco studium diferencidlni rovnic nechdvdme na
pozdéji, zde studujeme nejprve aproximace funkci s pomoci
vzdalenosti definované integrdlem (tzv. Fourierovy rady). Pak
se vénujeme souvislostem s nékterymi integralnimi operétory
(napft. konvoluce) a integrélnimi transformacemi (zejména
Fourirerova transformace). Po cesté si neodpustime ilustraci
obecného principu, Ze spojité modely jsou zpravidla ideovym
podkladem a zdroveii dobrou aproximaci pro modely diskrétni.
PoslouZi ndm k tomu stru¢né nahlédnuti na problematiky tzv.
waweletii a diskréini Fourierovy transformace. Lafdynj;ff:fbtyf’vzf
V osmé kapitole pokracujeme v naSem stru¢ném nastinén{ - texty jeste
. . sep s . viibec nejsou
analytickych spojitych metod, tentokrat pro mo- ..
J dely s mnoha proménnymi. Nejprve rozsime za-
Q&\\\ kladni postupy a vysledky tykajici se derivacina '
E funkce vice proménnych, véetné funkci zadanych flﬁe :;szt;ev:‘ ]
p .
implicitné a tzv. vazanych extrémii. Hned poté rozsifime teorii 2¢ bychom

méli jako 9.

integrovani o tzv. nasobné 1ntegraly Poté se VenUJeme strucné mit pravdepo-
dobnost a
modeliim opfenym o zndmou zménu naSich objektd, tj. dife- ,sixu

rencidlnim rovnicim a malinko nazna¢ime obdobné problémy <Maflgnuv .
navrh) a pak v

variacni. Zavérem této kapitoly se pak stru¢né€ vénujeme nu- grafech, sitich

a kédech ¢i
merickym piibliZzenim a odhadim. ifrdch % i s

Devata kapitola sméfuje zpét do svéta diskrétnich metod. pravdépodob-

nostmi v
Zabyvame se v ni zdkladnimi pojmy poznatKy apiikacich
_ pracovat. To by
. te(frle grafti a V]ejlch Vyl{Zl/tll’fl A% Izrjlktlckych pro- e
blémech (napf. prohleddvéani do $itky a hloubky, semestru
shrnulo zbytek
minimdlni pokryvajici kostry, toky v sitich, hry 4,y
popzsovane stromy). Zavérem uvddime péar pozndmek o vy- Pt”'it‘fét N
statistiku,
tvotujicich funkcich. posledni
v, - . P . . semestr by byl
Predposledni kapitola se zabyvd nejprve obecnymi al- ;=
. gebraickymi strukturami s diirazem na teorii grup.
Vénujeme se ale i jinym strukturdm a soustfedime
A se na aplikace, které smé&fujeme na velmi aktudlni

oblasti kédovani a Sifrovani.
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Posledni jedendctd kapitola je vénovana matematické
\! pravdépododobnosti a statistice. Seznadmime
V), se s pojmy pravdépodobnostni prostor, hustota
pravdépodobnosti, normalni rozdélent, stredni

krétnich a spojitych rozdéleni a budeme se ndznakem vénovat
statistickému zpracovani dat.

PORADNE PODEKOVANT VSEM ZUCASTNENYM, KTERf NEBU-
DOU PRIMO V AUTORSKEM KOLEKTIVU, STUDENTUM APOD.

72.77.2013, kolektiv autort
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KAPITOLA 1
Kricky k matematickym problémim

,hodnota, zména, poloha
— co to je a jak to uchopit?

Cilem prvni kapitoly je uvést ctenafe do fascinujiciho
svéta matematického mysleni. Vybirdme si k tomu co nej-
konkrétnéjsi ptiklady modelovéni redlnych situaci pomoci
abstraktnich objektd a souvislosti. Zaroven projdeme néko-
lik témat a postupd, ke kterym se postupné budeme vracet
a v zavéru kapitoly se budeme chvili vénovat samotnému
jazyku matematiky (se kterym budeme jinak zachazet spise
intuitivngé).

O co jednodussi jsou vychodiska a objekty, se kterymi
zde budeme pracovat, o to sloZit&jsi je pochopit do disledku
jemnosti pouZitych ndstrojii a postupti. VétSinou je mozné
proniknout k podstaté véci teprve v jejich souvislostech. Proto
je také predstavujeme hned z n€kolika pohledi zaroveri.

Ptechdzeni od tématu k tématu se mozna bude zdét jako
zmatec€né, ale to se jisté postupné spravi pri nasich ndvratech
k jednotlivym tdvahdm a pojmim v pozdéjSich kapitolach.

Nazev kapitoly Ize chdpat i jako nabadani k trpélivosti. I
nejjednodussi dlohy a dvahy budou snadné jen pro ty, ktef{
uZ podobné fesili (a pljde pro né jen o opakovani znalosti ze
stiedni Skoly). K postupnému poznédni a ovlddnuti matematic-
kého mysleni vede jen pozvolnd a spletita cesta.

Zacéneme s tim nejjednodussim: obycejnymi Cisly.

1. Cisla a funkce
Lidé odjakZiva cht&ji mit jasno ,kolik*“ néceho je,
... pfipadné ,za kolik* to je, ,jak dlouho*
"%, NEco trvd apod. Vysledkem takovych
2~ Uvah je vétSinou néjaké ,Cislo*. Za Cislo
B 7, ‘ pritom povaZujeme néco, co umime s¢itat
a ndsobit a spltiuje to obvyklé zdkonitosti, af uz v§echny nebo
jen nékteré. Napiiklad vysledek s¢itdni nezdvisi na poradi,
v jakém cisla s¢itdme, mdme k dispozici ¢islo nula, které
prictenim vysledek nezméni, ¢islo jedna, kterym muzeme
ndsobit, aniZ bychom zménili vysledek, apod.
Nejjednodussim piikladem jsou tzv. &isla prirozend, bu-
deme je znaCit N = {0, 1, 2, 3, ...}. VSimné€me si, Ze jsme
mezi pfirozend Cisla vzali i nulu, jak je obvyklé zvlasté v in-
formatice.
Pocitat ,jedna, dvé, tfi, se uéi déti uz ve
Skolce. O néco pozdéji se setkdvame s Cisly celymi
Z={..,-2,—-1,0,1,2,...} a nakonec si zvykneme na

113
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desetinnd ¢isla a vime, co znamend 1.19-ndsobek ceny diky
19% dani z ptidané hodnoty.

1.1. Vlastnosti cisel. Abychom mohli s ¢isly pracovat
opravdu, musime se jejich definici a vlast-
nostem veénovat porddnéji. V matematice
e se tém zdkladnim tvrzenim o vlastnostech
ob]ektu jejichz platnost pfedpokldddme, aniz bychom se
zabyvali jejich dokazovanim, k4 axiomy. Vhodna volba
axiomi predurcuje jak dosah z nich vychézejici teorie, tak
jeji pouZzitelnost v matematickych modelech skutecnosti.

Vlastnosti séitani: |

(KGl) (a@a+b)+c=a+ (b+c), provsechnaa, b, ¢
(KG2) a+b=>b+a, provsechnaa, b
(KG3) existuje 0 takova, Ze pro vSechna a platia + 0 = a

(KG4)  pro vSechna a existuje b takové, Zea + b =0

Vlastnostem (KG1) — (KG4) fikdme vlastnosti komutativni
grupy. Jsou to po fadé asociativita, komutativita, existence
neutrdlniho prvku (fikdme u scitani také nulového prvku),
existence inverzniho prvku (fikdme u sc¢itani také opacného
prvku k a a zna¢ime ho —a).

Vlastnosti nasobeni:

(01) (a-b)y-c=a-(b-c), provsechny a, b, ¢
(02) a-b=>b-a, provsechny a, b
(03)

existuje prvek 1 takovy, Ze pro vSechny a plati 1 -a = a
O4) a-(b+c)=a-b+a-c, provsechnya,b, c.

Vlastnosti (O1)-(04) se postupné nazyvaji asociativita, komu-
tativita, existence jednotkového prvku a distributivita s¢itani
vlc¢i ndsobend.

MnoZiny s operacemi +, - a vlastnostmi (KG1)-(KG4),
(01)-(04) se nazyvaji komutativni okruhy.
Dalsi vlastnosti ndsobeni:

(P) prokaZzdé a # O existuje b takové, Ze a - b = 1.
(O je-li a-b=0,potombuda =0nebob =0.

Vlastnost (P) se nazyva existence inverzniho prvku vzhledem
k nésobeni (tento prvek se pak znaci a~") a vlastnost (OI)
ikd, Ze neexistuji ,,d¢litelé nuly“.

Vlastnosti skalara l

Uvedli jsme si zdkladn{ vlastnosti operaci s¢itdni a ndso-
beni pro nase pocty s ¢isly, kterd piSeme jako pis-
menaa, b, c, .... Obé tyto operace funguji tak,
., Ze vezmeme dVé éisla a, b a aplikacf s¢itani nebo
1 nasobeni dostaneme vysledné hodnoty a + b a
a- b Vlastnostl téchto operaci budeme soustavné vyuZzivat,

aniZ bychom museli pfesné védet, s jakymi objekty skutecné

2
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pracujeme. Tak se dostaneme k obecnym matematickym na-
strojim, je vSak vzdy dobré mit pfedstavu o typickych prikla-
dech.

Cel4 ¢isla Z jsou dobrym piikladem komutativni grupy,
prirozena ¢isla nikoliv, protoZe nespliuji (KG4) (a pfipadné
neobsahuji neutrdlni prvek, pokud nékdo nulu do N nezahr-
nuje).

KdyZ komutativni okruh navic spliiuje i vlastnost (P),
hovoiime o poli (Casto také o komutativnim télese).

Posledni uvedend vlastnost (OI) je automaticky splnéna,
pokud plati (P). Opacné to ovSem neplati a tak fikdme, Ze
vlastnost (OI) je slabsi nez (P). Napft. okruh celych cisel Z
nespliiuje (P), ale spliiuje (OI). Hovofime v takovém piipadé
0 oboru integrity.

VSimnéme si, Ze mnoZina v§ech nenulovych prvki v poli
spolecné s operaci ndsobeni splituje (O1), (02), (O3), (P), a
je proto také komutativni grupa. Jen se misto s¢itdni mluvi o
ndsobeni. Jako priklad miiZeme vzit v§echna nenulova redlna
¢isla.

Prvky néjaké mnoZiny s operacemi + a - splitujicimi (ne
nutné vSechny) vySe uvedené vlastnosti (tj. komutativni okruh,
obor integrity, pole) budeme nazyvat skaldry. Budeme pro né
vesmé&s uzivat mald latinskd pismena ze zac4tku nebo konce
abecedy.

VsSechny vlastnosti (KG1)-(KG4), (01)—(04), (P),
(OI) z naSich uvah je tieba brét jako axiomatickou definici
pfislusnych matematickych pojmt. Pro naSe potfeby bude
stadit si pribézn€ uvédomovat, Ze pii dalSich diskusich
budeme disledné pouZivat pouze tyto vlastnosti skalarii a Ze
i nase vysledky proto budou platné pro vSechny objekty s
témito vlastnostmi.

V tomto je prava sila matematickych teorii — nejsou platné
jen pro konkrétni feseny piiklad. Naopak, pfi rozumné vy-
stavbé maji vZdy univerzalni pouziti. Budeme se snaZit tento
aspekt zdlraziovat, prestoZe nase ambice mohou byt v rdmci
daného rozsahu ucebnice jen velice skromné.

1.2. Existence skalari. K tomu, aby ale skute¢né bylo
1 mozné budovat matematickou teorii, je tfeba ovéfit, Ze
= B takové objekty mohou existovat. Pro poradek si proto
A2 budeme postupné ukazovat, jak je mozné zkonstruovat
zékladni ¢iselné obory. Pro konstrukci ptirozenych
¢isel za¢neme s predpokladem, Ze vime, co jsou to mnoZiny.
Prazdnou mnoZinu si oznac¢ime ¢ a definujeme

(1.1) 0: =0, n+1:=nU{n} ,
neboli
0:=0,1:={¥},2:={0,1},...,n+1:={0,1,...,n}.

Timto z4pisem fikdme, Ze pokud uZ mdme definovand v§echna
¢isla 0, 1,2, ...n, pak ¢islo n + 1 definujeme jako mnoZinu
vSech ptedchozich Cisel.

Prirozena Cisla takto ztotoZiiujeme s pocty prvki kon-
krétnich mnoZin. Cislo n je mnoZina, kterd mé n prvkd a dvé

s X2

prirozend Cisla a, b jsou stejnd, pravé kdyZ prislusné mnoZiny
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maji stejné prvkd. V teorii mnoZin se misto slovniho spojeni
»pocet prvkli mnoZiny“ pouZziva pojem ,,mohutnost mnoZziny .
Tento pojem méa smysl (narozdil od toho pfedchoziho) i pro
nekone¢né mnoZiny.

Na prvni pohled je také vidét obvykla definice usporadani
prirozenych cisel podle velikosti (o ¢islu a fekneme, Ze je
ostie mensi neZ b tehdy a jen tehdy, kdyZa # baa C b
jako mnozina). Dal§im formalnim krokem by méla byt defi-
nice s¢itani a ndsobeni a diikaz vSech zakladnich vlastnostni
pfirozenych ¢isel, véetné vyse uvedenych axiomd komutativ-
niho okruhu. Snadno lze napt. ukédzat, Ze kazd4d podmnozina
v N m4 nejmensi prvek a spoustu dalSich vlastnosti o kterych
zpravidla uz ddvno nepfemyslime a mame je za samoziejmé.

s v

Nebudeme se tu konstrukci ¢iselnych obort zabyvat po-
drobné a predpokladame, Ze ¢tendr ¢isla raciondlni (Q), redlnd
(R) a komplexni (C) divérné znd. Obcas budeme jen pripo-
minat teoretické i praktické souvislosti pti dal$im vykladu.
Podrobné bude konstrukce raciondlnich cisel z prirozenych
diskutovana v 1.40. Konstrukci redlnych ¢éisel bude vhodné
zminit pfi studiu limitnich procest pozdéji a jiz difve budeme
z riiznych algebraickych pohledti zkoumat ¢isla komplexni.

Redluat gilula

o

i

\pr\@(exv\\' Touina

|

Navic, jak je v matematice obvyklé, budeme misto s ¢isly
manipulovat s pismeny abecedy, pfipadné jinymi znaky, af uz
jejich hodnota je nebo neni predem zndma.
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1.3. Skalarni funkce. Casto pracujeme s &selnou hodno-

- tou, kterd neni ddna jako konkrétni ¢islo. Misto
toho néco vime o zdvislosti na$i hodnoty na
hodnotéich jinych. Formélng piSeme, Ze hodnota
- = f(x) nas{ ,,zavislé* promeénné veliCiny y
je dana ,,nezav1slou veli¢inou x. Pfitom muZeme znalost
f brat formaln€ (prosté je to néjakd, bliZe nespecifikovana,
zéavislost) nebo operac¢né, tj. f(x) je ddno vzorcem poskla-
danym z (prozatim si pfedstavme kone¢n¢ mnoha) zndmych
operaci. Pokud je hodnotou skaldr, hovotfime o skaldrni funkci.
KaZzd4 funkce je definovdna na néjaké mnoZzing, mluvime o
definicnim oboru funkce, a mnoZina v§ech hodnot je pak tzv.
obor hodnot funkce.

Také mohou byt ale hodnoty funkce f dany pouze
priblizné nebo s jistou pravdépodobnosti.

Smyslem matematickych dvah pak byva z neformélniho
popisu zdvislosti najit explicitni vzorce pro funkce, které je
popisuji, nebo aspoii explicitni vyjadieni pro konkrétni hod-
noty zdvislych proménnych, ptipadné jejich ptiblizeni. Podle
typu tdlohy a cile pracujeme:

I

e s presnym a konecnym vyrazem
e s nekone¢nym vyrazem
e s pribliZzenim nezndmé funkce zndmym odhadem

(vétsinou s vycislenou moZnou chybou)

e s odhadem hodnot s vycislenim jejich pravdépodobnosti
apod.

Skalarni funkci je napf. rocni mzda pracovnika néjaké
firmy (hodnoty nezavislé veliCiny, tj. defini¢ni obor funkce,
jsou jednotlivi pracovnici x z mnoZiny vSech sledovanych pra-
covnikti, f(x) je jejich roéni mzda za dané obdobi). Stejné
tak miZzeme sledovat mési¢ni mzdu konkrétniho pracovnika
v Case (nezdvislou hodnotou je ¢as v mésicich, zavislou pifjem
v jednom kaZzdém mésici). Jinym pfikladem je tfeba plocha
obrazce v roving, objem télesa v prostoru, rychlost konkrét-
niho auta v Case atd. Dovedeme si jist€ pfedstavit, Ze ve vSech
uvedenych pripadech miiZe byt hodnota ddna néjakou volné
popsanou souvislosti nebo naméfena priblizné nebo odhad-
nuta atd.

14. Operacne definované funkce. Funkce mizZeme mit
_ ddny vyctem jejich hodnot — napf. ve firmé je
\ Jen kone¢né mnoho zaméstnancti a umime sesta-
(A —_ vit tabulku s jejich aktudlnimi mési¢nimi platy.
astejl ale mdme misto hodnot pravidla, jak k hodnotdm dojit.

I Duilezitou skalarni funkei na pfirozenych Cislech je fakto-
ridl, ktery definujeme vztahy

fO) =1, f(m)=n-fn-1)

pron =1,2,.... PiSeme f(n) = n! a definice zjevné zna-
mena

nl=n-(n—1)---1.
l Funkce faktorial
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Nase definice funkce faktoridl fikd, jak se zméni hodnota
f(n), kdyZ zménime hodnotu »n o jednicku. Vzorec pro n!
jiz explicitné fik4, kolik to je doopravdy. V tomto piipadé to
neni piili$ efektivni vzorec, protoZe se jeho sloZitost zvétSuje
s rostoucim n, lepsi ale tézko hledat.

Podivejme se jeSté na obycCejné s¢itani prirozenych Cisel
jako na operacné definovanou skaldrni funkci. Defini¢nim
oborem je mnoZzina vSech dvojic (a, b) pfirozenych ¢isel. De-
finujeme a-+b jako vysledek procedury, ve které k a nékolikrat
po sobé pficitdme 1. Tak jsme vlastn€ obecné a + 1 definovali
v rovnicich (1.1). Pfi kazdém pricteni odebereme z b nejveétsi
prvek a postupujeme tak, dokud neni b prazdna (tj. b se po-
stupné zmenSuje o jednicku a v kazdém kroku ndm fik4, kolik
jesté zbyva pricist).

Je evidentni, Ze takto definované s¢itani sice je ddno (ite-
rativnim) vzorcem, postup ale neni vhodny pro praktické
pocitani. Tak tomu bude v nasem vykladu Casto — teoreticky
korektni definice pojmu ¢i operace neznamend, Ze tkony
s nimi spojené jsou efektivné vykonavatelné. Pravé k tomu
budeme postupné rozvijet celé teorie, abychom praktické né-
stroje ziskdvali. Co se tyce prirozenych Cisel, od skolky je
umime s¢itat zpaméti a rychle (pokud jsou mald), pro vétsi
zndme ze zdkladni Skoly algoritmus pisemného s¢itdni a s vel-
kymi si poradi pocitace (pokud nejsou piili§ velkd).

2. Kombinatorické velic¢iny

Typickym , kombinatorickym* problémem je napocitat,
i kolika rGznymi zplisoby se miZe néco stat.
2= Napk. kolika zptisoby lze vybrat v samoob-
sluze dva rtizné sendvice z dané nabidky? Mys-

2 lime si pritom, Ze jsou vSechny sendvice v
regdlu po dvou rizné nebo rozliSujeme jen rdzné typy
sendvica? Pfipoustime pak, Ze si také mlizeme vzit dva stejné?
Nepieberné takovych otdzek mame u karetnich a jinych her.

1.5. Permutace. Jestlize z mnoZiny n pfedmét vytvarime
néjaké poradi jejich prvki, mame pro volbu prvniho prvku
n moZnosti, dalsi je volen z n — 1 moZnosti atd., aZ ndm na-
konec zbude jediny posledni prvek. Zjevné tedy je na dané
kone¢né mnoZzin€ S s n prvky pravé n! riznych potadi. Pro-
cesu uspotradavani prvkd mnoZiny S fikdme permutace prvki
mnoziny S. Vysledkem permutace je pak vZdy néjaké poradi
prvkt. JestliZe si pfedem prvky v S ocislujeme, tj. ztotoz-
nime si S s mnoZinou § = {1, ..., n} n prirozenych cisel,
pak permutace odpovidaji moZnym pofadim &isel od jedné
do n. Mdme tedy piiklad jednoduché matematické véty a nasi
predchozi diskusi je moZné povazovat za jeji diikaz:

Tvrzeni. Pocet p(n) riiznych poradi na konecné mnoZiné s n |
prvky je dan zndmou funkci faktoridl:

(1.2) p(n) =n!

Pocet permutaci na kone¢né mnoZiné l
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1.6. Kombinace a variace. Dalsim jednoduchym piikla-
dem hodnoty urcené vzorcem jsou tzv. kom-
binacni cisla, ktera vyjadtuji, kolika zpGsoby
74, lze vybrat k riznych rozliSitelnych pfedméti z
“Ar~s=—— mnoZiny n piedmétd. Zjevné mame

nn—1)---(m—k+1)

moznych vysledkt postupného vybéru nasich k prvk, pritom
ale stejnou vyslednou k—tici dostaneme v k! riznych pofadich.
Pokud nam zdlezi i na potfadi vybrané k-tice prvkt, hovofime
o variaci k—tého stupné.

Jak jsme si prave ovérili, pocet kombinaci a variaci uda-
vaji nasledujici vzorce, které také nejsou pro vypocet moc
efektivni pfi velikych k a n, protoZe obsahuji vyrazy pro fak-
torialy.

l Tvrzeni. Pro pocet c(n, k) kombinaci k-tého stupné z n prvkii,
kde 0 < k < n, plati

(13)
c(n, k) = (

n)_n(n—l)...(n—k—l—l)_ n!
k) k(k—1)...1 =k

Pro pocet v(n, k) variaci plati

(1.4) v(in, k) =n(n—1)---(n—k+1)

pro vSechny 0 < k < n (a nula jinak).

! Kombinace a variace

Kombinaéni ¢islo (’;) ¢teme ,,n nad £ a nazyvdme ho
také n¢kdy binomickym cislem. Tento ndzev ¢isla dostala
od tzv. binomického rozvoje, tj. rozndsobeni n-t€¢ mocniny
dvojclenu. Pocitdme-li totiZ (a 4 b)", bude koeficient u moc-
niny a*b"~* prokazdé 0 < k < n roven pravé poctu moznosti,
jak vybrat k—tici z n zdvorek v soucinu (ty, kde bereme do
vysledku a). Plati proto

e1.3] (1.5) @+b"=> (n)akb”k

k=0 k

a v§imnéme si, Ze pro odvozeni jsme potfebovali pouze dis-
tributivitu, komutativitu a asociativitu nasobeni a s¢itani. For-
mule (1.5) proto plati v kaZzdém komutativnim okruhu.

Jako dal$i jednoduchou ukdzku, jak vypadd matema-
ticky dikaz si odvodime né€kolik jednoduchych tvrzeni o
kombinacnich ¢islech. Pro zjednoduSeni formulaci definujme
(1) = 0, kdykoliv je budk < 0 nebo k > n.

1.7. Tvrzeni. Pro vSechna pFirozend Cisla k a n plati

(D ()= (")

(2) () = @)+ ()
(3) Xioo (b)) =2"

(4) Ziok(}) =n2""".
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Dtkaz. Prvni tvrzeni je zjevné pfimo z formule (1.3).
JestliZe vycislime pravou stranu z tvrzeni (2), dostdvame

n n n! n!
(k) + (k+ 1) S0 T kE Dl —k=1)!
(k + Dn! + (n — k)n!
T Tkt DI —h)!
(n + 1)!
T k+ Dl — k)

coZ je ale levd strana tohoto tvrzeni.

Tvrzeni (3) dokaZeme tzv. matematickou indukci. Tento
typ dikazu je vhodny praveé pro tvrzeni, ktera
,,  Ttikaji, Ze néco m4 platit pro vSechna pfirozend
AS—=——+" "~ ¢isla n. Matematickd indukce se sklada ze dvou
krokti. V prvnim se tvrzeni dokdZe pro n = 0 (popfipadé
n = 1 nebo dalsi hodnoty n). V druhém, tzv. indukénim,
kroku predpokldddme, Ze tvrzeni plati pro néjaké n (a viechny
predeslé hodnoty), a za pomoci tohoto pfedpokladu dokaZeme,
Ze tvrzeni plati i pro n + 1. Dohromady z toho pak vyvodime,
Ze tvrzeni plati pro vSechna pfirozena n.

Tvrzeni (3) zjevné plati pro n = 0, protoze ({) = 1 = 2°.
(Stejné tak je primo vidét i pro n = 1.) Pfedpokladejme, Ze
plati pro néjaké n a spoctéme piisluSnou sumu pro n + 1
s vyuZitim tvrzeni (2) i (3). Dostaneme

()20
-2 (Z)+Z(Z) =2 2r =

Viimnéme si, Ze vzorec (3) udava pocet v§ech podm-
nozin n—prvkové mnoZiny, nebof (Z) je pocet vSech jejich
k—prvkovych podmnoZin. VSimnéme si také, Ze tvrzeni (3)
plyne pfimo z (1.5) volboua = b = 1.

Tvrzeni (4) dokdZeme opét matematickou indukci, po-
dobné jako (3). Zjevné plati pro n = 0, ¢imZ je hotov prvni
krok. Indukéni predoklad tikd, Ze (4) plati pro néjaké n.
Spoctéme nyni piisluSnou sumu pro n + 1 s vyuZitim tvr-
zeni (2) a indukéniho predpokladu. Dostaneme

S =2 () ()]

k=0

=2"+n2" ' 2" = (n+ 12

Tim je proveden indukéni krok, a tvrzeni je dokdzano pro
vSechna pfirozena n. O
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Druhd vlastnost z naSeho tvrzeni umoZiuje sestavit
vSechna kombinacni ¢isla do tzv. Pascalova trojithelniku, kde
kazdé ¢islo obdrzime jako soucet dvou bezprostfedné nad nim
leZicich sousedi:

n=20: 1

n=1: 1 1

n=2: 1 2 1

n=73: 1 3 3 1
n==4: 1 4 6 4 1
n=>5: 1 5 10 10 5 1

Vsimnéme si, Ze v jednotlivych fddcich mame prave koefi-
cienty u jednotlivych mocnin z vyrazu (1.5), napf. posledni
uvedeny radek fika

(a +b)° =a® +5a*b + 10a°b* + 10a*b> + 5ab* + b°.

1.8. Vyber s opakovanim. Pofadi n prvkd, z nichZ mezi
nékterymi nerozliSujeme, nazyvame permutace
s opakovanim.

Nechf je mezi n danymi prvky p; prvki

== prvniho druhu, p, prvkid druhého druhu, ...,

pr prvka k—tého druhu, p; + p» + .-+ + px = n, po-
tom pocet poradi té€chto prvka s opakovanlm budeme znacit
P(p1,..., pr).

Podobné¢ jako u permutaci a kombinaci bez opakovanti,
pro vybér prvniho z nich mdme n moZnosti, pro dalsin — 1 a
tak ddle, aZ po posledni, ktery zbude. Pfitom ale za stejnd po-
vazujeme poradi nerozliSitelnych objektd. Téch je pro kazdou
skupinku o p; objektech pravé p;!, takze ziejmé plati

n!
P(p1,....px) =

pil-pr!
! Permutace s opakovanim

Volny vybér k prvkd z n moZnosti, v€etné poradi, na-
zyvame variace k-tého stupné s opakovdnim, jejich pocet
budeme znacit V (n, k). Volny vybér v tomto pfipadé zna-
mend, Ze predpokldddme, Ze stdle mdme pro vybér stejné
moZnosti, napt. diky tomu, Ze vybrané prvky pfed dal$im
vybérem vracime nebo tfeba hdzime porad stejnou kostkou.
Ziejmé plati

V(n, k) =n*

! Variace s opakovanim

Pokud nds vybér zajima bez zohlednéni potadi, hovoiime
0 kombinacich s opakovanim a pro jejich pocet piSeme
C(n, k). Zde se na prvni pohled nezda tak jednoduché, jak vy-
sledny pocet zjistit. Dtikaz nasledujici véty je pro matematiku
typicky — podaii se ndm novy problém prevést na problém jiny,
ktery jsme uz difve zvladli. V nasem pripadé je to prevedeni
na problém standardnich kombinaci bez opakovani:



3. DUFRRHNGENL RRROTCKE K MATEMATICKYM PROBLEMUM

Véta. Pocet kombinaci s opakovinim k-té tfidy z n prvkii je |
pro vSechnyk > 0an > 1

Cn, k) = (”H;_ 1).

Kombinace s opakovanim l

Dtkaz. Dtkaz je opfen o trik (jednoduchy, jakmile ho
pochopime). Uvedeme dva rtizné postupy.

Predstavme si nejprve, Ze tahdme postupné
karty z baliku n rdznych karet a abychom mohli
pripadné nékterou z nich vytdhnout vicekrat,
prldame si k baliku jesté k — 1 riznych Zolikt (alespon jed-
nou uréité chceme jednu z ptivodnich karet). Reknéme, Ze
postupné vytdhneme r ptivodnich karet a s Zolikd, tj. r+s = k.
Zda se, ze bychom méli vymyslet postup, jak z té€ch s Zolikt
poznat, které karty ndm zastupuji. Ve skutec¢nosti ndm ale
stac¢i diskuse poctd moznosti takovych voleb.

K tomu miZzeme pouzit matematickou indukci a pfedpo-
kladat, Ze dokazovand véta plati pro mensi argumenty neZ
jsou n a k. Skutecné, potfebujeme obsdhnout kombinace s—
té tfidy s opakovanim z pouze r ptvodnich karet, coz dava
(" = ("), coz je pravé potet kombinaci s—tého
stupné (bez opakovani) ze vSech Zolikti. Tim je véta dokdzdna.

Druhy pfistup (bez matematické indukce): Na mnoZing

S={al"~~7an}s

ze které vybirdme kombinace, si zafixujeme uvedené poradi
prvki a pro nase volby prvki z S si pfipravime n prihradek,
do kterych si jiZ predem ddme v ndmi zvoleném potadi po
prave jednom prvku z S.

Jednotlivé volby x; € S pfiddvame do ptihradky, kterad
jiz tento prvek obsahuje. Nyni si uvédomme, Ze pro rozpo-
znani pivodni kombinace nam staci védét, kolik je prvku
v jednotlivych prihradkéach. Napiiklad,

a| bbb |cc|d = *|*x%%x|%k| %,

vypovidd o volbé b, b, ¢ z mnoZiny S = {a, b, c, d}.

V obecném piipadé vybéru k prvki z n moznych tedy
mame fetézec n + k znakl a pocet C(n, k) je roven poctu
moZnych umisténi pfihrddek | mezi jednotlivé znaky. To od-
povidd vybéru n — 1 pozic z n + k — 1 moZnych. ProtoZe

je

n+k—1 n+k—1 n+k—1

( k ):(rH—k—l—k):(n—l )
je véta dokazana i podruhé. O

3. Diferencni rovnice

V ptedchozich odstavcich jsme vidéli vzorce, které za-
davaly hodnotu skalarni funkce definované na ptirozenych

10
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¢islech (faktoridl) nebo dvojicich ¢isel (binomicka ¢isla) po-
moci predchazejicich hodnot. Zatimco v odstavci 1.5 jsou
kombinacni ¢isla definovana primo spocitatelnym vyrazem,
Ize rozumét vztahim v 1.8 také tak, Ze misto hodnoty nasi
funkce zaddvame jeji zménu pfi odpovidajici zméné nezavislé
proménné.

Takto se skutecné velice Casto postupuje pifi matema-
ticke’i formulaci moc}elﬁ, které gopisuj i reéln§
4/, systémy v ekonomice, biologii apod. My si

/= tu povSimneme jen nékolika jednoduchych
pripadt a budeme se k této tématice postupné vracet.

1.9. Linearni diferen¢ni rovnice prvniho fadu. Obecnou
diferencni rovnici prvniho ¥ddu rozumime vyraz

fn+1)=F(n, f(n),

kde F je znama skalarni funkce zavisla na dvojicich pfiro-
zenych Cisel. Zname-li ,,pocatec¢ni hodnotu f(0), mizeme
spocitat f(1) = F(0, f(0)), poté f(2) = F(1, f(1)) atd.
Timto postupnym zptisobem miZeme tedy nakonec spocitat
hodnotu f(n) pro libovolné n € N. VSimnéme si, Ze tato
uvaha je podobna konstrukci pfirozenych Cisel z prazdné
mnoziny nebo principu matematické indukce.

Jako piiklad mtiZe slouzit defini¢ni formule pro faktorial,
tj.

m+D!'=m+1)-n!

Vidime, Ze skute¢né vztah pro f(n + 1) zdvisi na n i na
hodnoté f(n).

Dalsim obzvlast jednoduchym piikladem je f(n) = C
pro néjaky pevny skalar C a vSechna n a tzv. linedrni dife-
rencni rovnice

(1.6) f(m+1)=a- f(n)+0b,

kde a # 0, a b jsou zndmé skaldary.

Takovou diferencni rovnici umime snadno feSit, je-li
b = 0. Pak se totiZ jednd o dobfe zndmou rekurentni definici
geometrické posloupnosti a plati

f)=af©), f@ =af(l)=a’f0) atd

Maiéme tedy pro vSechna n

fn) =a"f(0).

To je napt. vztah pro tzv. Malthusiansky model populacniho
rustu, ktery vychdzi z predstavy, Ze za zvoleny ¢asovy interval
vzroste populace s konstantni imérou a vici pfedchozimu
stavu.

Dokézeme si obecny vysledek pro rovnice prvniho fadu,
které se podobaji linedrnim, ale pripousti proménné koefici-
entya ab,

(1.7) f(n+1) =ay- f(n)+ by

Nejdiive se ale zamysleme, co mohou takové rovnice popiso-
vat.

Linearni diferen¢ni rovnici (1.6) miZeme pékné inter-
pretovat jako matematicky model pro spofeni nebo splaceni

11
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dvéru s pevnou drokovou mirou a a pevnou splatkou b (tyto
dva piipady se 1i§i pouze znaménkem u parametru b).

S proménnymi parametry dostivime obdobny model,

ovsem s proménlivymi jak droky, tak splatkami.

a, bude vyjadiovat drokovou miru v mésici n,
= b, ptislusnou splatku v mésici n.

Nedeste se zdanlive sloZitého s¢itani a ndsobeni v nasle-
dujicim vysledku. Jde o typicky piiklad technického mate-
matického tvrzeni, kdy tézké je ,,uhodnout*, jak zni. Naopak
dikaz je uz pak jen docela snadné cviceni na zdkladni vlast-
nosti skaldr a matematickou indukci. Skute¢né zajimavé jsou
teprve disledky, viz 1.11 niZe.

Ve formulaci pouzivime vedle obvyklych znakl pro
soucet > také obdobné znaky pro soucin []. V dal§im bu-
deme vZdy pouZzivat také konvenci, Ze pokud u souctu je
mnoZina uvedenych indexli prazdn4, pak je soucet nula, za-
timco u soucinu je ve stejném piipadé vysledek jedna.

1.10. Tvrzeni. Obecné reSeni diferencni rovnice (1.7) prv-
niho 7ddu s pocatecni podminkou f (0) = yg je ddno vztahem

n—1

n—1 n—2
(1.8) f(n):(Hai)yo—l-Z [T a )i+ bur
i=0

j=0 \i=j+1

Dtxkaz. Tvrzeni dokdZeme matematickou indukci.
Zjevné tvrzeni plati pro n = 1, kdy
se jednd pravé o definicni vztah
f () =aopyo + bo.

Predpokladame-li, Ze tvrzeni plati pro néjaké pevné zvo-
lené n, mizeme snadno spocist:

n—1 n—2 n—1
Sfin+1) =a, (Hai))’o-i-z Hai bj+ by

i=0 j=0 \i=j+1
+ by

n n—1 n
:(Hal)y0+z H a; b./+bna

i=0 j=0 \i=j+1
jak se piimo vidi roznasobenim vyrazu. O

Opét si v§imné€me, Ze jsme pro diikaz nepotfebovali o pou-
zitych skaldrech nic vic neZ vlastnosti komutativniho okruhu.

1.11. Dasledek. Obecné reSeni linedrni diferencni rovnice
(1.6) s a # 1 a pocatecni podminkou f(0) = yy je

—a"

(1.9) f(n) =a"y,+ . b.

D¢xkaz. Dosazenim konstantnich hodnot za a; a b; do
obecného vzorce (1.8) dostavame

n—2
fm) =a"'yo+ b(l + Za"fl).

j=0

12
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Pro vycisleni soucétu souc¢ind v druhém scitanci si je tfeba
viimnout, Ze se jednd o vyrazy (1 +a +---+a"~')b. Soudet
této geometrické fady spocteme ze vztahu 1 — a" = (1 —
a)(1+a+- - -+a""") adostaneme pravé pozadovany vysledek.

O

V51mneme si, Ze pro vypocet souctu geometrické fady
jsme potifebovali existenci inverze pro nenulové
__skaldry. To bychom nad celymi ¢isly neuméli.
Posledni vysledek tedy plati pro pole skalart a
? muiZeme jej bez problému pouZit pro linearni
dlferencm rovnice, kde koeficienty a, b a pocate¢ni podminka
f(0) = yp jsou raciondlni, redlné nebo komplexni, ale také
nad okruhem zbytkovych tfid Z s prvoc¢iselnym k (zbytkové
tiidy budeme definovat v odstavci 1.41).
Pozoruhodné je, Ze ve skutecnosti vzorec (1.9) platii s
celociselnymi koeficienty a poc¢atecni podminkou. Pak totiZ
predem vime, Ze vSechny f(n) budou také celociselné, a celd
¢isla jsou podmnozinou v ¢islech raciondlnich. Musi proto tady to asi nen
nutné nas vzorec ddvat ta spravna celociselna fesen. lilr]:(k);/z::if;;i
P¥i pozorn&jsim pohledu na dikaz je zfejmé, Ze 1 — a” je 710 iy
vZdy délitelné 1 — a, takZe nds posledni pozorovani nemélo druhém
piekvapit. Nicméné je vidét, Ze treba nad skaldry ze Z, a tfeba o> eilépe
a = 3 uZ neuspéjeme, protoZe pak 1 —a = 2 je délitelem by byloiz
tohoto udélat
nuly. prﬂ(ldd aodtud
to presunout

(nebo tplné
vypustit)

1.12. Nelinearni piiklad. Vrafme se na chvili k rovnici prv-
&\ niho fadu (1.6), kterou jsme pouZili na velice
@) pr1m1t1vn1 model populacnﬂlo rustu zéavisejici

pri iméfe a > 1 k pfili§ rychlému a hlavne neomezenému
rustu.

Realisti¢téjsi model bude mit takto dmérnou zménu po-
pulace Ap(n) = p(n + 1) — p(n) jen pfi malych hodnotich
p,tj. Ap/p ~ r > 0. Pokud tedy budeme chtit nechat rist
populaci 0 5% za obdobi pfi malém p, budeme r volit 0, 05.
Pfi urcité limitni hodnoté p = K > 0 ale naopak uZ popu-
lace neroste a pfi jeste vétSich uz klesa (tfeba protoze zdroje
pro jeji obZivu jsou omezené, jedinci ve veliké populaci si
navzdjem prekdzi apod.).

Predpoklddejme, Ze praveé hodnoty y, = Ap(n)/p(n) se
v zavislosti na p(n) méni linedrné. Graficky si tedy tuto zavis-
lost mtizeme predstavit jako pfimku v roviné proménnych p
a y, kterd prochazi body [0, ] (tj. pfi p =0 méame y = r) a
[K, 0] (coz dava druhou podminku, Ze pfi p = K se populace
neméni). PoloZime proto

_p+
= —— r.
y=—2p

Dosazenim y, za y a p(n) za p dostdvdme

1) —
p(n +p()n> p(n) _ _%p(n) iy

13
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tj. roznasobenim dostavame diferen¢ni rovnici prvniho fadu
(kde hodnota p(n) vystupuje v prvni i v druhé mocning)

(1.10) pin+1) = pm)(1 - ip(n) +r).

Zkuste si promyslet nebo vyzkouset chovani tohoto mo-

7z delu pro rizné hodnoty r a K. Na obrazku je

pribéh hodnot pro parametry » = 0, 05 (tj. péti-

4 ~=£— procentni nartst v idedlnim stavu), K = 100

(t] zdroje limituji hodnotu na 100 jedinct) a p(0) jsou dva
jedinci.

100

80

60

40

20

0 50 100 150 200

Vsimnéme si, Ze po¢atecni ptiblizné exponencidlni rlist se
skute¢né pozdéji zlomi a hodnota se postupné bliZi kyZenému
limitu 100 jedincd. Pro p blizké jedné a K daleko vétsi nez r
bude prava strana rovnice (1.10) ptiblizné p(n)(1 + r), tzn.
chovéni je obdobné Malthusidnskému modelu. Naopak pfi
p piiblizné K bude pravé strana ptiblizn€ p(n). Pro vétsi
pocatecni hodnoty p neZ K budou hodnoty klesat, pro mensi
nez K rist, takZe systém bude zpravidla postupné oscilovat
kolem hodnoty K.

4. Pravdépodobnost

Ted'se podivdme na jiny obvykly piipad skaldrnich hodnot
. funkci —sledované hodnoty Casto nejsou
znamy ani explicitné vzorcem, ani impli-
Sy '%%ﬁu citn€ néjakym popisem. Jsou vysledkem
7,/ né&jaké nahodilosti a my se snazfme popsat

S Jakou pravdépodobnosti nastane ta ¢i ona mozZnost.

1.13. Co je pravdépodobnost? Jako jednoduchy ptiklad
muiZe slouzit obvyklé hdzeni kostkou se Sesti st€énami
s oznacenimi

1, 2, 3, 4,5, 6.

Pokud popisujeme matematicky model takového hézeni
,poctivou* kostkou, budeme ocekdvat a tudiZ i predepiso-
vat, Ze kazd4 ze stran pad4 stejné Casto. Slovy to vyjadiujeme
»,kazda predem vybrand sténa padne s pravdépodobnosti ¢ Le
Pokud ale si tfeba sami noZikem vyrobime takovou kostku
z kusu dreva, je jisté, Ze skutecné relativni Cetnosti vysledki
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nebudou stejné. Pak miiZeme z velikého poc¢tu pokust usoudit
na relativni ¢etnosti jednotlivych vysledki hodt a tyto usta-
novit jako pravdépodobnosti v nasem matematickém popisu.
Nicméné pri sebevétsSim poctu pokusti nemiiZzeme vyloucit
mozZnost, Zze se ndhodou povedla velice nepravdépodobna
kombinace vysledkt a Ze jsme proto nas matematicky model
skute¢nosti pro nasi kostku nevybrali dobfe.

V dal$im budeme pracovat s abstraktnim matematic-
kym popisem pravdépodobnosti v nejjednodusim
pribliZeni. To, do jaké miry je takovy popis ade-
kvatni pro konkrétni pokusy ¢i jiny problém, je
zéleZitosti mimo samotnou matematiku. To ale
neznamend, Ze by se takovym pfemyslenim neméli zaby-
vat matematikové (nejspiSe ve spolupraci s jinymi experty).
Pozdéji se vratime k pravdépodobnosti coby teorii popisu-
jici chovéni nahodilych procesii nebo i plné determinovanych
déja, kde ovSem nezndme ptesné vSechny urcujici parametry.

Matematicka statistika pak umoziuje posuzovat, do jaké
miry 1ze oCekévat, Ze vybrany model je ve shod¢ s realitou,
resp. umoZiuje urcit parametry modelu tak, aby dochédzelo
k co nejlepsi shod€ s pozorovanim a zdroveni umi odhadnout
miru spolehlivosti zvoleného modelu.

K matematické pravdépodobnosti i statistice ov§em bu-
deme potiebovat dosti rozsdhly matematicky aparét, ktery
budeme mezitim nékolik semestrd budovat.

Na piikladu nasi neumélé kostky si to miZeme predstavit
tak, Ze v teorii pravdépodobnosti budeme pracovat s parametry
p;i pro pravdépodobnost jednotlivych hodnot stran a budeme
poZadovat pouze aby vSechny tyto pravdépodobnosti byly
nezdporné a jejich soucet byl

v ‘J@
N
G

P1+pr+p3s+ps+ps+ps=1.

Pfi volbé konkrétnich hodnot p; pro konkrétni kostku pak
v matematické statistice budeme schopni odhadnout s jakou
spolehlivosti tento model nasi kostce odpovid4.

Nasim skromnym cilem je ted pouze naznacit, jak abs-
traktné zachytit pravdépodobnostni tvahy ve for-
malizovanych matematickych objektech. Néasle-
,  dujici odstavce tak budou ve své podstat€ pou-
—__ hymi cvi¢enimi v jednoduchych operacich nad
mnoZinami a jednoduché kombinatorice (tj. vypoctech poctu
moZnosti, jak mohou byt splnény dané podminky kladené na
kone¢né mnozZiny prvki).

1.14. Nahodné jevy. Budeme pracovat s neprazdnou pevné
zvolenou mnozinou 2 vS§ech moznych vysledki, kterou na-
zyvame zdkladni prostor. Pro jednoduchost bude pro nés 2
kone¢nd mnozina s prvky wy, . .., ®,, predstavujicimi jednot-
livé mozné vysledky. Kazda podmnoZina A C €2 pfedstavuje
mozny jev. Systém podmnoZin A zakladniho prostoru se na-
Zyva jevové pole, jestlize

e Q € A (tj. zékladni prostor, je jevem),

e je-lli A, B € A, pak A\ B € A (tj. pro kazdé dva jevy je

jevem i jejich mnoZinovy rozdil),
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e jsou-li A, B € A, pak AU B € A (tj. pro kazdé dva jevy
je jevem i jejich sjednocent).

Zjevné je i komplement A° = Q\ A jevu A jevem, ktery
nazyvame opacny jev k jevu A. Prnik dvou jeva je opét
jevem, protoZe pro kazdé dvé podmnoZiny A, B C 2 plati

A\(Q2\B)=ANB.

Slovy se tak d4 jevové pole charakterizovat jako systém
podmnoZin (kone¢ného) zdkladniho prostoru uzavieny na
priniky, sjednoceni a rozdily. Jednotlivé mnoziny A € A
nazyvame ndhodné jevy (vzhledem k A).

Pro nase hizeni kostkou je Q = {1,2,3,4,5, 6} a je-
vové pole je tvofeno v§emi podmnoZinami mnoZiny €2. Napf.
ndhodny jev {1, 3, 5} pak interpretujeme jako ,,padne liché
¢islo®.

Néco mélo terminologie, kterd by méla déle pfipominat
souvislosti s popisem skute¢nych modeld:

e cely zékladni prostor €2 se nazyva jisty jev, prazdnd pod-
mnozina @ € A se nazyva nemozny jev,

e jednoprvkové podmnoZiny {w} C 2 se nazyvaji elemen-
tarni jevy,

e spolecné nastoupeni jevii A;, i € I, odpovida jevu
Nier A;, nastoupeni alespon jednoho z jevi A;, i € 1,
odpovida jevu U;c; A;,

e A, B € Ajsou neslucitelné jevy, je-li AN B = @,

e jev A md za diisledek jev B, kdyzZ A C B,

Prestavte si ptiklady vSech uvedenych pojmt pro jevovy pro-
stor popisujici hdzeni kostkou nebo obdobné pro hazeni minci!

1.15. Definice. Pravdépodobnostni prostor je trojice
7 . (2, A, P), kde A je jevové pole podmnoZin
(koneéného) zékladniho prostoru €2, na kterém
A =t — je definovana skaldrni funkce P : A — R s
nasledujlclml vlastnostmi:

e P je nezdpornd, tj. P(A) > 0 pro viechny jevy A,
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e P jeaditivni, tj. P(AU B) = P(A) 4+ P(B), kdykoliv je
A, Be AaANB =4,
e pravdépodobnost jistého jevu je 1, tj. P(2) = 1.

Funkci P nazyvame pravdépodobnosti na jevovém poli A.

Zjevng je okamzitym disledkem naSich definic fada
prostych ale uZitecnych tvrzeni. Napf. pro vSechny jevy plati

P(AS) = 1 — P(A).

Dale miZeme matematickou indukci snadno rozs$itit aditiv-
nost na jakykoliv kone¢ny pocet vzdjemné neslucitelnych jevi
A, C Q,iel,t.

P(Uic A) = D P(Ay),
iel

kdykoliv A; N A; =@, pro vSechnai # j, i, j € I.

1.16. Deﬁnlce Nechf €2 je koneény zdkladni prostor a necht
jevové pole A je pravé systém vsech podmnoZin
__ v Q. Klasicka pravdépodobnost je pravdépodob-
nostni prostor (2, A, P) s pravdépodobnostni
funkecf

|A]
[IsT
kde |A| znadi pocet prvkd mnoZiny A € A.

P:A—-R, PA=

Zjevné takto zadand funkce skute¢né definuje pravdépo-
dobnost, ovérte si samostatné vSechny poZadované axiomy.

1.17. Séitani pravdépodobnosti. U neslucitelnych jevi je
0 scitdni pravdépodobnosti pro vyskyt alespont jednoho

z nich pfimo poZadovano v zdkladni{ definici pravdépo-
A dobnosti. Obecné je s&itani pravdépodobnosti pro
vyskyty jevi slozité. Problém totiZ je, Ze pokud jsou
jevy slucitelné, ¢asteCné mdme v souctu pravdépodobnosti
zapocteny piiznivé vyskyty vicekrat.

Nejjednodussi je si nejprve predstavit situci se dvéma
slucitelnymi jevy A, B. UvaZme nejprve klasickou pravdépo-
dobnost, kde jde vlastn€ o pocitani prvkd v podmnoZi-
nach. Pravdépodobnost vyskytu alespoii jednoho z nich, tj.
pravdépodobnost jejich sjednoceni, je ddna vztahem

(1.11) P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB)

protoZe ty prvky, které patfi do mnoZiny A i B, jsme nejprve
zapocetli dvakrét a tak je musime jednou odecist.

Tentyz vysledek dostaneme i pro obecnou pravdépodob-
nost P na néjakém jevovém poli. ProtoZe AN B a A\ B jsou
nezavislé jevy,

P(A) =P(A\ B)+ P(ANB),
podobné pro B, ale také mdme
P(AUB)=P(A\B)+ P(B\ A)+ P(ANB).

Dosazenim za pravdépodobnosti mnoZinovych rozdilt dosta-
vame opét vztah (1.11).
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Nésledujici véta je pfimym promitnutim tzv. kombina-
torického principu inkluze a exkluze do nasi
(%, konecné pravd&podobnosti a iikd, jakym zpiiso-
" bem vicendsobné zapod&itavani vysledkt kom-
e penzovat v obecném piipadé.

Jde patrné o dobry priklad matematického tvrzeni, kde

nejtéZsi je najit dobrou formulaci a pak se da fici, Ze (intui-
tivné) je tvrzeni zfejmé.

PAuBUC) = PRROPC)
~Pig®) - C(Ba) A4 +HlAabnC)

Na obrézku je situace zndzornéna pro tfi mnoZiny A, B, C
a pro klasickou pravdépodobnost. Jednoduse Srafované oblasti
v prostém souctu madme dvakrat, dvojité Srafované tiikrat. Pak
ty jednoduse Srafované jednou odecteme, pritom ty dvojité
Srafované opét tfikrat odecteme, proto je tam nakonec jeste
jednou zapocteme.

Obecné, diky aditivni vlastnosti pravdépodobnosti, si
miZeme predstavit, Ze kazdy jev rozloZime na elementarnf (tj.
jednobodové) jevy, jakkoliv ve skute¢nosti nemusi jednoprv-
kové podmnoZiny do uvaZovaného jevového pole pattit. Pak
je pravdépodobnost kazdého jevu ddna souctem pravdépo-
dobnosti jednotlivych elementarnich jevi do néj patiicich a
miZeme pii vyjadfeni pravdépodobnosti nastoupeni alespon
jednoho z jevi takto: seCteme vSechny pravdépodobnosti vy-
sledkd pro vSechna A; zvlast, pak ovSem musime odecCist
ty, které tam jsou zapocteny dvakrat (tj. prvky v prinicich
dvou). Ted si ovsem dovolujeme odecist pfiliS mnoho tam,
kde ve skutecnosti byly prvky tfikrdt, tj. korigujeme pfic¢tenim
pravdépodobnosti ze tfetiho ¢lenu, atd.

Véta. Budte Ay, ..., Ay € A libovolné jevy na zdkladnim
prostoru 2 s jevovym polem A. Pak plati

k—1

k k
P(U_A) =D P(A) =D D> P(AiNA))

i=1 i=1 j=i+1
k—2 k-1 k

+ Z P(A;NA;N A
i=1 j=i+1{=j+1

+(=DFTPA N A NN Ap).
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Dtkaz. Aby se vySe naznaceny postup stal diikazem, je
zapotiebi si ujasnit, Ze skute¢né vSechny korekce,
tak jak jsou popsany, jsou skutecné s koeficien-
ty jedna. Misto toho miZeme snaze dat dohro-
: mady formalnéjsi diikaz matematickou indukci
pres pocet k jevi, jejichZ pravdépodobnosti s¢itime. Zkuste si
pribézné porovndvat oba postupy, mélo by to vést k vyjasnént,
co to znamend ,,dokdzat* a co ,,porozumét*.

Pro k = 1 tvrzeni zjevné plati, vztah pro k = 2 je totoZny
s rovnosti (1.11) a tu jsme pro obecné pravdépodobnostni
funkce jiZ dokazali také.

Predpokliddejme tedy, Ze véta plati pro vSechny pocty
mnozin aZ do pevné zvoleného k£ > 1. Nyni miiZeme pracovat
v indukénim kroku se vztahem pro k41 jevii, kdyZ sjednoceni
prvnich k jevi bereme jako A ve vzorci (1.11) vySe, zatimco
zbyvajici jev hraje roli B:

PUZIA) = P((UiZ Ai) U Agyr)

S (v X panena)
j=1

I<ij<--<ij<k

+ P(A1) = P((A1 U - U Ap) N Agy).

To uz pfipomind formuli pro k£ + 1 s¢itanych jevli, nicméné
ndm ve velké sumé chybéji vSechny vyrazy obsahujici Ay
a Clen s pravdépodobnosti soucasného nastoupeni vsech jevu.
Zato ndm vsak pfebyva posledni ¢len. Tento Clen vyrazu
miZeme nahradit vyrazem

—P((Ay N A1) U=+ U (A N Aggr))

a pro tento vyraz opét pouZit indukéni predpoklad, tj. formuli
ve vété. Pii troSe trpélivosti (a dostate¢né velkém papiru na
rozepsani vSech Clenti) ovéiime, Ze tim praveé pridame vSechny
dosud chybéjici Cleny. O

1.18. Princip inkluze a exkluze. Specidlnim piipadem
. predchozi véty je pripad klasické pravdépodobnosti,
kdy vsSechny kone¢né podmnoZniny zdkladniho
¢’ prostoru jsou jevy a viechny elementérni jevy maji
J ! stejnou pravdépodobnost. Ve vzorci z predchozi véty
pak vSechny pravdépodobnosti davaji praveé poéet prvkd
prisluSnych podmnozin, az na spole¢ny faktor , kde n je
pocet prvkt zdkladniho prostoru.

Takto miZeme z véty 1.17 vycCist ndsledujici tvrzeni
pro mohutnosti obecné konec¢né mnoZziny M a jejich podm-
nozin Ay, ..., Ax. Jako obvykle piSeme | M| pro pocet prvkil
mnoZiny M.

Samozfejmé pro kone¢nou mnoZinu M a jeji podmnoZiny
plati

IM\ (Us_ A)| = IM] — | U_, Al

Nyni mtiZeme dosadit z predchozi véty za mohutnost sjed-
noceni na pravé strané a dostdvidme tvrzeni, kterému se fika
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princip inkluze a exkluze.

|M\ (U, A)| =

k
= M| + Z((—l)f > lAyn--n A,-_,.l).
j=1

I<ij<--<ij<k

Opét je snadné nakreslit si tvrzeni pro dv€ nebo tfi mnoZiny,
viz obrdzek pred vétou 1.17.

1.19. Nezavislé jevy. Vrafme se na chvili k jednoduchému
modelu dokonalé hraci kostky. Bude nds zajimat, jak mohou
byt jevy zavislé.

Napf. pravdépodobnost, Ze nastanou zaroven jevy ,,padne
liché ¢islo* a ,,padne alespon trojka®, Je . To je totéZ jako
% . %, tedy soucin pravdépodobnosti Jednothvych jevu. To od-
povida predstave, Ze miiZeme nezavisle testovat ob€ podminky
a vyslednd pravdépodobnost souc¢asného splnéni bude ddna
soucinem pravdépodobnostni dil¢ich. Naopak, jestlize bu-
deme uvaZovat neslucitelné jevy, jako jsou napt. ,,padne sudé
¢islo* a ,,padne liché ¢islo*, bude pravdépodobnost soucas-
ného vyskytu obou nulovd, zatimco soucin dil¢ich pravdépo-
dobnosti nulovy neni. To odpovid4 ptestavé, Ze tyto dva jevy
musi byt zdvislé, protoZe vyskyt jednoho z nich ten druhy uz
vylucuje. Samoziejmeé mize nastavat slabsi zavislost, napf.
jev ,,padne liché Cislo* je disledkem jevu ,,padne trojka* a
proto také neni dana pravdépodobnost spolecného vyskytu
téchto dvou jevli pomoci soucinu.

Pro pravdépodobnosti P na libovolnych jevovych polich
fekneme Ze jevy A a B jsou stochasticky nezavislé jestlize
plati

P(ANB)=P(A)- P(B).

Zkusme ale tutéz hru s kostkou s vice jevy, tiebas jev A
»padne liché &islo®, jev B ,,padne alespoii 3“ a jev C ,,padne

nejvyse 3. Pravdépodobnosti jsou P(A) = 1 , P(B) = 2
P(C) = %, P(ANBNC) = é % % 5 alepOdVOJICICh

dostdvéme napi. P(ANC) =3 # 3 - 3.
Obecné tedy definujeme nezavislé jevy takto:

Definice. Uvazme libovolny pravdépodobnostni prostor

7 (@, A, P) avném k jevii Ay, ..., A;. Rek-
neme, 7Ze tyto jevy jsou stochasticky nezdvislé
A% ~=£ — (vzhledem k pravdépodobnosti P), jestlize pro
hbovolne z nich vybrané jevy A;,, ..., A;,, 1 < £ < k plati

P(A;,N---NA,) =P(A) ... P(A).

Zjevné je kazdy podsystém stochasticky nezavislych jevi
opét stochasticky nezavisly. Déle si pro dva stochasticky ne-
zavislé jevy A, B spo¢téme

P(ANB)=P(A\B)=P(A)— P(ANB) =
= P(A)(1 — P(B)) = P(A)P(B").
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Odtud uz snadno dovodime, Ze zdménou jednoho nebo vice
stochasticky nezavislych jevi za jejich opacné jevy obdrzime
opét stochasticky nezavislé jevy.
Casto je potfebna pravdépodobnost, Ze nastane alespoii
jeden ze stochasticky nezavislych jevt, tzn. hleddme P(A; U
-+ U Ap). MZeme pak pouzit elementdrni vlastnosti mnozi-
novych operacf, tzv. de Morganova pravidla,

(Uier AD) = Nicr A}
(Nier A = Uie[ A]

a dostavame:

(1.12) P(AjU---UA) =1-PA{N---NA)) =
=1—(1—P(A))...(1 — P(Ap).

1.20. Podminéna pravdépodobnost. Miru zavislosti dvou
jevi miiZeme preformulovat s predstavou, Ze
zkoumdme jeden z nich za podminky, Ze druhy
nastal. U nezdvislych by podminka neméla mit
== 7adny vliv. Napf. ,,jakd je pravdépodobnost, Ze
pfi hodu dvémi kostkami padly dvé pétky, je-li soucet hodnot
deset?*“. Formalizovat takovy postup umime nasledovné.

Definice. Nechf H je jev s nenulovou pravdépodobnosti v
jevovém poli A v pravdépodobnostnim prostoru (€2, A, P).
Podminénd pravdépodobnost P(A|H) jevu A € A vzhledem
k hypotéze H je definovdna vztahem

P(AN H)

! Podminéna pravdépodobnost

Jak je vidét pfimo z definice, hypotéza H a jev A jsou
skute¢né nezdvislé tehdy a jen tehdy, je-li P(A) = P(A|H).
Piimo z definice také vyplyva tzv. ,,véta o ndsobeni pravdépo-
dobnosti*. Mdme-li dva jevy A;, A, spliiujici P(A; N Ay) >
0, potom

P(A1 N Ay) = P(A2) P(A1|A2) = P(A)) P(Az]Ay).

Vsechna tato ¢isla vyjadiuji pravdépodobnost toho, Ze na-
stanou oba jevy A; i A, jenom jinymi zpGsoby. Napiiklad
v poslednim pfipadé€ nejprve sledujeme, zda nastane prvni
jev. Potom za predpokladu, Ze ten prvni nastal, sledujeme zda
nastane i ten druhy. Podobné, pro tfi jevy A;, A, Az splilujici
P(A; N A;N Az) > 0, dostaneme

P(A1 N Ay N Az) = P(A))P(A2|A) P(A3]A1 N Ay).

Slovy to Ize opét popsat tak, Ze pravdépodobnost vyskytu
v8ech tif jevl zdrovenn mliZeme spocitat tak, Ze se nejprve
zabyvdme vyskytem pouze prvniho z nich, potom druhého
za predpokladu, Ze prvni uZ nastal a naposledy tfetiho za
predpokladu, Ze oba pfedeslé jevy jiZ nastaly.

Maéme-li obecny pocet k jeva Ay, ..., Ay splilujicich
P(A; N ---N Ap) > 0, pak véta k4 ndsledujici:

P(A1N---NAy) = P(A) P(Az2|Ay)---P(Ag] AN - -NA_1).
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Skutecné, dle predpokladu jsou i pravdépodobnosti vSech
prunikd, které jsou brany ve vyrazu za hypotézy, nenulové.
Pokracenim Citateli a jmenovatelt ziskdme i napravo prave
pravdépodobnost jevu odpovidajiciho priniku vSech uvazo-
vanych jevd.

1.21. Geometrickd pravdépodobnost. V  praktickych
A problémech se casto setkdvame s daleko
2 slozit&jsimi modely, kde zdkladni prostor neni
kone¢nou mnoZinou. Nemdme momentdlné
2 k dispozici ani zdkladni néstroje pro dostate¢né
zobecnéni pojmu pravdépodobnosti, nicméné miiZzeme uvést
alespoi jednoduchou ilustraci.

Uvazme rovinu R? dvojic redlnych &isel a v ni pod-
mnoZinu €2 se zndmym obsahem vol 2 (symbol ,,vol* je od
anglického ,,volume*“, tj. obsah/objem). Pfikladem miZe slou-
Zit tfeba jednotkovy ¢tverec. Nahodné jevy budou reprezento-
vany podmnoZinami A C 2 a za jevové pole A bereme néjaky
vhodny systém podmnozin, u kterych umime urcit jejich ob-
sah. Nastoupeni nebo nenastoupeni jevu je ddno vybérem
bodu v €2, kterym se trefime nebo netrefime do mnoZiny
reprezentujici jev A.

Uvazme jako priklad problém, kdy ndhodné vybereme
dvé hodnoty @ < b v intervalu [0, 1] C R. VSechny hod-
noty a i b jsou stejné pravdépodobné a otazka zni ,jaka je
pravdépodobnost, Ze interval (a, b) bude mit velikost alespori
jedna polovina?“. Volba ¢isel a, b je volbou libovolného bodu
[a, b] ve vnittku trojihelniku €2 s hrani¢nimi vrcholy [0, 0],
[0, 1], [1, 1] (viz obrazek).

\y r(oJ»ZS
I

Ulohu si miiZzeme piedstavit jako popis problému, kdy se
hodné unaveny tcastnik ve¢irku nad radnem pokousi dvéma
fezy rozdélit parek na tfi dily pro sebe a své dva kamarady.
Jakd je pravdépodobnost, Ze se na nékoho dostane aspori
palka?

Odpovéd je docela jednoduchd: Podobné jako u klasické
pravdépodobnosti definujeme pravdépodobnostni funkci P :
A — R vztahem

vol A

P(4) = vol Q’
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kde A jsou podmnoZiny v roviné, které odpovidaji ndmi vy-
branym jevim.

Potifebujeme tedy znat plochu podmnoziny, kterd od-
povida bodim s b > a + %, tj. vnittku trojdhelniku A
ohrani¢eného vrcholy [0, 11, [0, 1], [3, 1]. Evidentné dostd-
véme P(A) = 1.

Zkuste si samostatné odpoveédét na otazku ,,pro jakou
pozadovanou minimdlni délku intervalu (a, b) dostaneme
pravdépodobnost jedna polovina?“.

1.22. Metody Monte Carlo. Jednou z dG¢innych vypocet-
0 nich metod pfibliznych hodnot je naopak simulace
zndmé takovéto pravdépodobnosti pomoci relativni
A etnosti nastoupeni vhodné zvoleného jevu. Napf.
znama formule pro obsah kruhu o daném poloméru
tikd, Ze obsah jednotkového kruhu je roven pravé konstanté

T =3,1415...,

kterd vyjadiuje pomér obsahu kruhu a druhé mocniny jeho
poloméru. (Tady si také povSimnéme vychodiska, které jsme
nedokdzali — pro¢ by mél byt obsah kruhu roven konstantnimu
nasobku druhé mocniny poloméru? Matematicky to budeme
umét ukdzat, az zvlddneme tzv. integrovani. Experimentdlné
si to ale miiZeme ovéfit niZze uvedenym postupem s rdznymi
velikostmi strany Ctverce.)

Pokud zvolime za €2 jednotkovy ¢tverec a za A priinik €2
a jednotkového kruhu se stfedem v pocatku, pak vol A = ;ﬁn.
Mame-li tedy spolehlivy generator ndhodnych ¢isel mezi nu-
lou a jednickou a pocitdme relativni Cetnosti, jak ¢asto bude
vzdalenost bodu [a, b] (uréeného vygenerovanou dvojici a,
b) od poc¢itku mensi neZ jedna, tj. a*> + b?> < 1, pak vysle-
dek bude pfti velkém poctu pokust s velikou jistotou dobie
aproximovat ¢islo }‘n.

Numerickym postupiim zaloZenym na tomto principu se
tikd metody Monte Carlo.

5. Geometrie v roviné

V poslednich odstavcich jsme intuitivné pouZzivali ele-
? mentarni pojmy z geometrie redlné roviny. Ted
. budeme podrobnéji zkoumat, jak se vypofada-
AS—=—" "~ vat s potfebou popisovat ,,polohu v roving*,
resp. ddvat do souvislosti polohy riznych bodl roviny.
Nastrojem k tomu budou opét zobrazeni, tentokrat to ale
budou velice specidlni pravidla ptifazujici dvojicim hodnot
(x, y) dvojice (w, z) = F(x, y). Zéaroven pijde o predzvést
Uvah z oblasti matematiky, které se ik linedrni algebra a
kterou se budeme podrobné zabyvat v dalSich tfech kapito-
lach.

1.23. Vektorovy prostor R>. Podivejme se na ,,rovinu* ja-
koZto na mnoZinu dvojic redlnych ¢&isel (x, y) € R2. Bu-
deme jim Fikat vektory v R?. Pro takové vektory umime de-
finovat sCitani ,,po slozkach®, tj. pro vektory u = (x, y) a
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v = (x/, ¥') klademe
u+v=x+x,y+y).

Protoze pro jednotlivé sloZky plati vSechny vlastnosti komu-
tativni grupy, evidentné budou tyto vlastnosti platit i pro nase
nové s¢itani vektort. Zejména tedy mame tzv. nulovy vektor
0 = (0, 0), jehoz prictenim k jakémukoliv vektoru v dosta-
neme opét vektor v. Zamérné ted pouZivame tentyZ symbol O
pro vektor i jeho skaldrni slozky — z kontextu je vZdy jasné,
jakou ,,nulu“ mdme kdy na mysli.

Déle definujeme ndsobeni vektort a skalart tak, Ze pro
aeRav=(x,y) € R*>klademe

a-v=(ax,ay).

Zpravidla budeme znak - vynechavat a pouhé zfetézeni znakd
a v bude oznacovat skaldrni ndsobek vektoru. Pfimo se ovéii
dalsi vlastnosti pro ndsobeni skaldry a, b a s¢itani vektort u,
v, napf.

a(u+v) =autav, (a@a+b)u =au+bu, a(bu) = (ab)u,

kde opét pouzivdme stejny znak plus pro s¢itani vektort i
skaldrt.

Tyto operace si mliZeme dobie predstavit, jestliZe uvazu-
jeme vektory v jako Sipky zacinajici v pocdtku
_ 0 =10, 0] akoncici v bodé [x, y] v roving.

Takové Sipky pak mizeme ptiklddat jednu
2 za druhou a to piesné odpovida s¢itan{ vektort.
Nésobenf skaldrem a pak odpovidd nataZeni dané Sipky na

a—nésobek.

Nyni mtizeme udélat podstatny krok: jestliZe si zapamatu-
4, jeme dva vyznamné vektory ey = (1,0)aer, = (0, 1),
=P pak kazdy jiny vektor dostaneme jako

u=(x,y)=xe +yes.

Vyrazu napravo fikame linedrni kombinace vektorii e; a e;.
Dvojici vektorti e = (e, e;) fikdme bdze vektorového pro-
storu R?.
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JestliZe si ale vybereme jiné dva vektory u, v, které nejsou
jeden ndsobek druhého, tj. jinou bazi v R?, budeme moci
udélat totéz. Linedrni kombinace w = x u# + y v ndm pro
vSechny rdzné dvojice (x, y) da pravé vSechny vektory w
v roviné.

Nakonec mtiZzeme nahliZet vektory jako naSe Sipky v abs-
traktni poloze, tj. zapomeneme na ztotoZnéni
bodi v roviné s dvojicemi ¢isel. Jenom budou
74y, naSe Sipky vechny ,,upoutdny* v bod€ 0, ktery
== ) je zérovenl nulovym vektorem. Zfistanou ndm
operace sCitdni a ndsobeni skaldry a teprve volbou baze ey, e,
ztotoZnime nasi rovinu Sipek s R2.

1.24. Afinni rovina. KdyzZ si pevné vyvolime néjaky vek-
tor u € R?, miiZeme jej pricitat (tj. coby Sipku prikladat) k
libovolnému bodu P = [x, y]. Mame tak tedy s pevnym vek-
torem definované posunuti, které kazdy bod roviny P zobrazi
na P +u.

+- ’-Pt*—-??-wu

o2

Ve

Zkusme ted tplné zapomenout na soufadnice a vnimat
celou rovinu jako mnoZinu, na které funguji nase
(3 g”; posunuti. Takovou mnoZinu A = R? si mizeme
Qﬁ“ﬁ predstavit z pohledu pozorovatele, ktery sedi

&= v nekterém pevné zvoleném misté (miiZeme mu
fikat tfeba bod O = [x, yo] € R?). Pfedpoklddejme, Ze
ji vnim4 jako nekonecnou desku bez jakychkoliv zvolenych
méfitek a popisti a jenom vi, co to znamend posunout se 0
libovolny ndsobek né&jakého vektoru u € R2. Takové roviné
budeme fikat ,,afinni rovina“.

Aby mohl vidét kolem sebe ,,dvojice redlnych ¢isel*, musi
si vybrat n&jaky bod Ej, kterému fekne ,,bod [1, 0]* a jiny
bod E,, kterému zacne fikat ,,bod [0, 1]*. Jinymi slovy, zvol{
si bdzi e; = (1,0), e, = (0, 1) mezi vektory posunuti. Do
v8ech ostatnich se pak dostane tak, Ze poskoci ,.a—krit ve
sméru e; “ a pak ,,b—krat ve sméru e, a takovému bodu bude
fikat ,.bod [a, b]*“. Pokud to bude d€lat obvyklym zptisobem,
nebude vysledek zdviset na poradi, tzn. miZe také napted jit

b—krat ve sméru e, a pak teprve ve sméru ej.
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To, co jsme popsali, se nazyva volba (afinniho) sourad-
ného systému v roviné, bod O je jeho pocdtkem, a obecné
kazdy bod P roviny je ztotoZnén s dvojici Cisel [a, b], kterou
také budeme psat jako posunuti P — O.

Budeme déle pracovat v pevné zvolenych soufadnicich,
tj. s dvojicemi redlnych Cisel, ale pro lepsi orientaci budeme
vektory zapisovat s kulatymi zdvorkami misto hranatych u
soufadnic bodi v afinni roviné.

1.25. Primky v roviné. KdyzZ se nas pozorovatel umi posou-
1 vat o libovolny nasobek pevného vektoru, pak také vi,
co je to primka.

Je to podmnoZina p C A v roviné takovd, Ze
existuji bod O a nenulovy vektor v takové, Ze

\ >

p={Pe€A; P-0=t-v,teR}L

PopiSme si P = P(t) € p ve zvolenych soufadnicich s
volbou v = («, B):

x@)=xo+a-t, Y& =yo+pB-t.
ProtoZe vektor v = («, B) je nenulovy, musi byt aspoii jedno
z Cisel o, B rtizné od nuly. KdyZ pro urcitost pfedpokldddme,

Ze tfeba o # 0, pak vylou¢ime ¢ z parametrického vyjddfeni
pro x a y a jednoduchym vypocétem dostaneme

—Bx +ay = —pxo + ayo.
To je obecnd rovnice pfimky
(1.13) ax + by =c,

se zndmym vztahem dvojice Cisel (a, b) = (—B, o) a sméro-
vého vektoru piimky v = («, B)

(1.14) ao +bp = 0.
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Vyraz nalevo v rovnici pfimky (1.13) midZeme vidét jako
skaldrni funkci F zdvislou na bodech v roviné a
s hodnotami v R, samu rovnici pak jako poZada-

vek na jeji hodnotu. Casem uvidime, Ze vektor
=== (a, b) je v tomto piipadé pravé smerem, ve kte-
rém F neerchlep roste. Proto bude smér kolmy na (a, b)
pravé tim smérem, ve kterém zlstdva nase funkce F kon-
stantni. Konstanta ¢ pak uruje, kterou ze vSech rovnobéznych
pfimek rovnice urcuje.

Méjme nyni dvé piimky p a g a ptejme se po jejich
priniku p N g. Ten bude popsdn jako bod, spliiujici obé rov-
nice piimek soucasné. PiSme je takto

ax+by=r
(1.15)
cx +dy =s.
Opét miiZeme levou stranu vnimat jako pfifazeni, které ka-
7d¢€ dvojici soufadnic [x, y] bodi P v roviné prifadi vektor
hodnot dvou skaladrnich funkci F; a F, danych levymi stra-
nami jednotlivych rovnic (1.15). MtiZeme tedy nase rovnice
napsat jako jediny vztah F(v) = w, kde F je pfifazeni, které
vektor v popisujici polohu obecného bodu v roviné (v naSich
soufadnicich) zobrazi na vektor zadany levou stranou rovnic,
a poZadujeme, aby se toto zobrazeni strefilo do predem zadané
hodnoty w = (7, s).

1.26. Linearnizobrazeni a matice. Prifazeni F, se kterymi
= T / jsme pracovali pfi popisu priniku pfimek, maji
7 jednu velice podstatnou spole¢nou vlastnost:
: respektuji operace sc¢itdni a ndsobeni s vektory
a skalary, tj. respektuji linedrni kombinace:

Fa-v+b-w)y=a-Fv)+b-F(w)
pro vSechny a,b € R, v, w € R2. Rikdme, 7e F je linedrni
zobrazeni z R* do R?, a piSeme F : R? — R2. Slovy lze
podminku také vyjadrit tak, Ze linearni kombinace vektort
se zobrazuje na tutéZ linedrni kombinaci jejich obrazi, tj.
linedrni zobrazeni jsou ta zobrazent, kterd zachovévaji linedrni
kombinace.
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Se stejnym chovanim jsme se setkali i v rovnici (1.13)
pro piimku, kde $lo o linedrni zobrazeni F : R> — R a
jeho predepsanou hodnotu c. To je také diivodem, proc jsou
hodnoty zobrazeni z = F(x, y) na obrazku vyobrazeny jako
rovina v R3.

Stru¢né budeme zapisovat takova zobrazeni pomocf tzv.
matic a jejich ndsobeni. Matici rozumime obdélnikové schéma
skalarti, napr.

A=(a b) nebo v=<x),
c d y

hovorime o (¢tvercové) matici A a (sloupcovém) vektoru v.
Jejich ndsobeni definujeme takto:

_fa b x\ _ f(ax +by
A'v_(c d)'(y)_(cx—i-dy)'

Podobné, miiZeme misto vektoru v zprava ndsobit jinou matici
B stejného rozmeéru jako je A. Prosté aplikujeme predchozi
formule po jednotlivych sloupcich matice B a obrdrZime jako
vysledek opét ¢tvercovou matici.

Neumime ndsobit vektor v zprava matici A protoZe nim
nevychdzi pocty skalarti na fadcich v s poCty ska-
lart ve sloupcich A. Umime vSak napsat vektor
%) w do fadku skalari (tzv. transponovany vektor)
‘v wt ! = (a b) aten zprava na$imi maticemi A nebo
vektory v jiZ ndsobit umime.

Snadno ovéfime tzv. asociativitu ndsobeni (propocitejte
pro obecné matice A, B a vektor v detailné):

(A-B)-v=A-(B-v).

Misto vektoru v miiZeme samoziejmé psat i libovolnou matici
C spravného rozméru. Stejné snadno je vidét i distributivita

A-(B+C)=A-B+A-C,

neplati v§ak komutativita a existuji ,,délitelé nuly“‘. Napf.

G o) )=6 06 )6 o)=(0)

Zejména vidime, Ze ndsobeni vektord pevnou matici za-
dava linerani zobrazeni, a naopak, pomoci hodnot linedrniho
zobrazeni F na dvou pevnych vektorech bdze uz dostaneme
celé prislusné zobrazeni. Body v roviné jsou tedy obecné
vzory hodnot linedrnich zobrazeni F' roviny do roviny, piimky
jsou obecné vzory hodnot linedrnich zobrazeni z roviny do
redlné pfimky R. S maticemi a vektory umime rovnice pro
pfimky a body psat

W v =(a b).()y“):c
()00

Samoziejmé, ve zvlaStnich situacich tomu tak byt nemusi.
Tak tfeba prinikem dvou stejnych piimek je opét sama piimka
(a vzorem vhodné hodnoty pro takové linedrni zobrazeni bude
celd ptfimka), nulové zobrazeni mé za vzor nuly celou rovinu.
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V prvém piipadé to pozndme tak, Ze jsou nalevo v rovnicich
(1.15) stejné vyrazy aZz na skalarni ndsobek (nebo jinak feceno,
fddky matice A jsou stejné aZ na skaldrni ndsobek). V takovém
ptipadé bud’ nebude v priniku pfislusnych piimek zadny bod
(rovnobézné rizné piimky) nebo tam budou vsechny body
pfimky (stejné piimky). Tuto podminku mizZe vyjadrit tak, ze
poméry a/c a b/d musi byt stejné, neboli

(1.16) ad — bc = 0.

Vsimnéme si, Ze toto vyjadieni uZ zahrnuje i pripady, kdy ¢
nebo d je nulové.

1.27. Determinant matice. Vyrazu nalevo v (1.16) fikdme
determinant matice A a piSeme pro néj

a b
d

Nasi diskusi ted mizeme vyjadrit takto:

detA = =ad — bc.

Tvrzeni. Determinant je skaldrni funkce det A definovand na
vSech maticich A a rovnice A -v = u je jednoznacné resitelnd,
prave kdyZ je det A # 0.

Zkuste promyslet, Ze pro tuto tvahu bylo podstatné, Ze
pracujeme s polem skalarti. Napiiklad nad ce-
Iymi &isly obecné neplati. KdyZ prosté spocteme
¥, teleni rovnic s celociselnymi koeficienty (tj. ma-
/ tice A mé pouze celoCiselné vstupy), tak toto
feSeni celoCiselné byt nemusi.

1.28. Afinni zobrazeni. Podivame se, jak maticova symbo-

7 . likaumozZiluje pracovat s jednoduchymi zobraze-

" nimi v afinnf roving. Vidéli jsme, Ze ndsobenim

— —_ matici je ddno linerdni zobrazeni. Posunuti v

aﬁnm roviné R? o pevny vektor ¢t = (r,s) € R? umime v
maticové formé také snadno zapsat:

=) r=)-()-( 1)

JestliZe k vysledku linedrniho zobrazenf jest€ dovolime
pricist pevny vektor ¢t = (r, s), pak naSe zobrazeni bude mit

tvar
v = (X)HA-U+I= (ax—i—by—i—r)‘
y cx +dy+s
Takto jsou popsdna pravé vSechna tzv. afinni zobrazeni roviny
do sebe.
Takovd zobrazeni ndm umozZni pfepocitivani soufad-

« hic vzniklych riznymi volbami pocatkii a bazi
: , smérl pro posunuti. Co se stane, kdyZ nés pozo-

rovatel z odstavce 1.23 bude tutéZ rovinu shliZet

z jiného bodu nebo si aspoti vybere jiné body E|,
E2‘7 Zkuste si promyslet, Ze na drovni soufadnic to skute¢né
bude pravé zména realizovand pomoci afinniho zobrazeni.
Casem budeme vidét obecné diivody, pro¢ tomu tak je ve
vSech dimenzich.
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Celldor w ~=n Q‘){‘! ol

1.29. Euklidovska rovina. Pfidejme nyni schopnost naseho
pozorovatele vidét vzdalenosti. Napr. miZe véfit obvyklému
vzorci pro velikost vektoru v = (a, b)

ol = Va2 + 52

v jim zvolenych afinnich souradnicich. Okamzité pak mtiZzeme
definovat pojmy jako jsou thel a otoceni v roving.

Jednoduse si to miZeme predstavit takto: nas cloveék se
=y, rozhodne o néjakych bodech E; a E», Ze jsou
47 od néj ve vzdalenosti jedna, a zdrovei si fekne,
‘ Ze jsou na sebe kolmé. Vzdalenosti ve smérech
souradnych os pak jsou ddny ptisluSnym pomérem, obecné
pouziva Euklidovu (nebo Pythagorovu) vétu. Odtud vyjde
praveé vyse uvedeny vzorec.

b

g 4 N
It = [1P-Ql = {27

Nas pozorovatel roviny miZe samoziejmée postupovat
i jinak. MiiZe pouZit néjaky standard pro skutecné méteni
vzdélenosti bodi P a Q v roviné a fici, Ze to je pravé velikost
vektoru Q — P, ktery potfebujeme na posunuti z P do Q.
Pak si vybere néjaky z vektord, které skutecné maji velikost 1
a tfeba pomoci trojihelniku o strandch s velikostmi 3,4 a 5
zkonstruuje kolmy vektor o velikosti jedna a déle pokracuje

jako vyse.
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Euklidovska rovina je afinni rovina s vySe zavedenym
pojmem vzdalenosti.

1.30. Uhel vektord. Jak jsme jiz pouZivali pfi diskusi kom-
plexnich ¢isel coby bodl v roving, tzv. gonio-
__ metricka funkce cos ¢ je ddna hodnotou redlné
prvni soufadnice jednotkového vektoru, jehoZ
4 thel s vektorem (1, 0) je ¢.

Zjevne je pak druhd soufadnice takového vektoru ddna
redlnou hodnotou 0 < sin¢ < 1 spliujici

(cos go)2 + (sin (p)2 = 1.

Obecné pak pro dva vektory v a w mizeme jejich thel
popsat pomoci soufadnic v = (vy, vy), w = (wy, wy) takto:
Ux Wy + VyWy

cos g =
ol - flwll

fings

Tento vztah si snadno ovéfime, pokud véfime, Ze otoceni

- roviny kolem pocatku neméni dhly. Pak totiz
muZeme napied libovolné zvolené vektory vy-
ndsobit vhodnymi skaldry tak, abychom dostali

R vektory velikosti jedna (nas vzorec totiZ po ndso-
beni Vektoru libovolnymi skaldry ddva pochopitlené neménné
vysledky). Poté mtizeme vhodnym otocenim nasi roviny do-
sdhnout toho, Ze prvni z vektor bude pravé prvnim bazovym
vektorem (1, 0). Potom ddva nas vzorec

Wy
0sp = —,
lw]l

coZ je pouze opakovinim definice funkce cos .

1.31. Rotace kolem bodu v roviné. Matici libovolného zna-
mého zobrazeni F : R? — R? lze vcelku snadno uh4dnout:
Je-li totiz vysledkem matice se sloupci (a, c) a (b, d), pak
prvni sloupec dostaneme nasobenim této matice s prvnim vek-
torem bdze (1, 0) a druhy je vycislenim na druhém vektoru
baze (0, 1).
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Z obrazku je proto vidét, Ze pro rotaci o thel ¢ proti
sméru hodinovych rucek jsou v matici sloupce

(£ 2)0)-G0) (o) 0)-(a)

Smér proti sméru hodinovych ruc¢ek oznacujeme jako kladny
smér rotace, opacny je pak zaporny. Proto dostavame tvrzeni:

Rotace o pfedem dany thel ¢ v kladném sméru kolem |
pocétku soufadnic je ddna matici Ry :

_(x _ (cos¥y —sinyy (x
v_(y)}_)R'/"U_(sinw cosxﬁ) (y)
Matice rotace l

Nyni, kdyz uz vime, jak vypadd matice otoceni v roving,
7 = miZeme ovéfit, Ze otoCeni zachovava vzda-
5 , lenosti a thly (definované predeslym vzor-
' cem). Ozna¢ime-li obraz vektoru v jako

v cos ¥ — v, sin
o = (¥ —Ry-v= vx'sdf v, Sin Y ’
v Uy SIN Y + vy cos Y
apodobné w’ = Ry, -w, pak Ize snadno pfepocitat, Ze opravdu
plati

o'l = vl

!
y = UxWy + vywy.

/ / /
VW, + VW
Predchozi vyraz 1ze pomoci vektorti a matic napsat nésle-
dovné
(Ry - w)T(Rw ) =wlo.
Transponovany vektor (R, - w)” je roven w” - Ri, kde RIIT,
je tzv. transponovand matice k matici Ry,. To je matice, jejiZ
fadky tvofi sloupce ptivodni matice a sloupce naopak tvori
fadky ptivodni matice. Vidime tedy, Ze matice otoceni splituji
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vztah RVT/ - Ry = I, matice I (n€kdy piSeme prosté 1 a mdme
tim na mysli jednotku v okruhu matic), je tzv. jednotkova

matice
1 0
() 9).

Tim jsme odvodili pozoruhodné tvrzeni — matice F' s vlast-
nosti, ze F - Ry = I (budeme takové fikat inverzni matice
k matici rotace Ry ) je matici transponovanou k ptvodni. To
je logické, nebof inverzni zobrazeni k rotaci o thel ¥ je opét
rotace, ale o tihel —, tj. inverzni matice RVTI je rovna matici

R — cos(—y) —sin(—=y)\ [ cosy  siny
V7 \sin(—y)  cos(—y) )~ \—siny cosy )
Pokud bychom chtéli zapsat rotaci kolem jiného bodu

P = 0+ w, P = [wy, wy], opét pomoci matice, snadno
napiSeme potiebny vzorec pomoci posunuti:

Staci si k tomu uvédomit, Ze miZeme misto rotace kolem
daného bodu P napied posunout P do naseho pocatku, pak
provést rotaci a pak udé€lat opacné posunuti, kterym celou
rovinu vratime tam, kde méla celou dobu byt, viz obrazek.
Pocitejme tedy

v=(§)n—>v—w|—>R¢-(v—w)
= Ry -(v—w)+w

[ cosY(x —wy) —sinY(y — wy) + wy
\siny(x —wy) Fecosy(y —wy)) +wy )

1.32. Zrcadleni. Dalsim dobie zndmym piikladem zobra-

zeni, kterd zachovavaji velikosti, je tzv. zrcadleni

== vzhledem k pfimce. Opét ndm bude stacit popsat

\ =/ zrcadleni vzhledem k pfimkdm prochdzejicim

Widm  po&itkem O a ostatni se z nich odvodi pomoci
posunuti, resp. rotaci.

Hledejme tedy matici Z,, zrcadleni vzhledem k pfimce

s jednotkovym smérovym vektorem v svirajicim dhel ¢ s

vektorem (1, 0). Nejprve si uvédomme, Ze

1 0
a-(1 %)
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: (alp)

(1,0}
l
|

; é (a-b)
()= ()= L3)r9)

Obecné mizeme kaZzdou piimku otocit do sméru vektoru
(1, 0) a tedy zapsat obecnou matici zrcadleni jako

Zy=Ry-Zo-R_y,

kdy nejprve oto¢ime matici R_y, pifmku do ,,nulové* polohy,
odzrcadlime matici Z( a vratime zpét otoCenim Ry,.
Miizeme proto (diky asociativité¢ ndsobeni matic) spocist:

7. — (cos Y —siny 1 0 cosy  siny
V= \siny  cosy ) \0O —1) \—siny cosy
__[cosy¥r  siny cosy  siny
T \siny —cosy) \—siny cosy
_ (cos2 ¥ — sin® 2'sin ¥ cos Y )

2sinycosyy  —(cos? Y — sin® yr)

__[cos2y  sin2y
T \sin2y  —cos2y )’

Pouzili jsme ptitom obvyklé souctové vzorce pro goniomet-
rické funkce. PovSimnéme si také, Ze Zy, - Zy je dano:

cos2y  sin2y I 0\ [cos2y —sin2y
sin2yy —cos2y ) \0 —1) ~ \sin2y cos2y /|-

Toto pozorovani l1ze zakreslit a zformulovat ndsledovné

8. ;
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Tvrzeni. Otoceni o ithel  obdrZime naslednym provedenim
dvou zrcadleni vzhledem ke smériim, které spolu sviraji tihel
A2

Pokud umime odtvodnit pfedchozi tvrzeni ryze
&\ geometrickou dvahou (zkuste si zahrdt na
) ,,syntetlckeho geometra“), dokazah Jsme pravé

HIubsi je nésledujici rekapitulace pfedchozich tvah
(skoro si muzZeme fici, Ze uz umime dokazat skuteCné za-
jimavy matematicky vysledek):

MI 1. 33 Veta Linedrni zobrazeni euklidovské roviny je sloZeno
_ 2 Jednoho nebo vice zrcadleni, pravé kdy? je

5 " ddno matici R splitujici

), ab+cd =0, a*+*=b+d*=1

To nastane, pravé kdy? toto zobrazeni zachovadvda velikosti.

Otocenim je takové zobrazeni pFitom pravé tehdy, kdyZ
Jje determinant matice R roven jedné, coZ odpovidad sudému
poctu zrcadleni. P7i lichém poctu zrcadleni je determinant
roven —1.

l Zobrazeni zachovavajici velikosti

Dukaz. Zkusme napred spocist, jak muize vypadat
- obecné matice A, kdyz pfislusné zob-
razeni zachovdva velikosti. Tj. mame
zobrazeni

C) (0 ()= (ra):

Zachovani velikosti tedy znamend, Ze pro vSechna x a y je

x2 4+ 3% = (ax + by)* + (cx +dy)* =
= (a* + A)x* + (b* +d*)y* + 2(ab + cd)xy.

ProtoZe ma tato rovnost platit pro vSechna x a y, musi si
byt rovny koeficienty u jednotlivych mocnin x2, y* a xy na
pravé i levé stran€. Tim jsme spocetli, Ze rovnosti kladené na
matici R v prvnim tvrzeni dokazované véty jsou ekvivalentni
vlastnosti, Ze prisluSné zobrazeni zachovava velikosti.

Diky vztahu a® + ¢* = 1 miZeme predpoklddat, Ze a =
cos ¢ a ¢ = sin ¢ pro vhodny thel ¢. Jakmile takto zvolime
prvni sloupec matice R, aZ na ndsobek ndm vztah ab + cd =
0 urcuje i druhy sloupec. Zaroven ale vime, Ze i velikost
vektoru ve druhém sloupci je jedna a dostdvame tedy pravé
dvé moZnosti pro matici R:

cosp —sing cosg  sing

sing cos¢g )’ singpg —cosg)’
V prvém piipad€ jde o rotaci o thel ¢, ve druhém pak o
rotaci sloZzenou se zrcadlenim podle prvni soufadné osy. Jak
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jsme vidéli v pfedchozim tvrzeni 1.31, kaZd4 rotace odpovida
dvéma zrcadlenim a determinant matice R je v téchto dvou
ptipadéch skute¢né jedna nebo minus jedna a rozliSuje je. [J

1.34. Obsah trojihelnika. Zavérem naseho malého vyletu
do geometrie se zaméfme na obsah rovinnych
__ objektti. Budou nam stacit trojihelniky. Kazdy
trojihelnik je vymezen dvojici vektord v a w,
které, ptiloZeny do jednoho z vrcholt P, zadaji
zbyle dva vrcholy. Chtéli bychom tedy najit vzorec (skaldrni
funkci vol), kterd dvéma vektortim pfitadi ¢islo rovné obsahu
vol A (v, w) takto definovaného trojihelniku A (v, w), kde si
pro urcitost za P volime pocatek a posunutim se obsah stejné
nemeéni.

Ze zadan( je vidét, Ze hledand hodnota je polovinou plochy
rovnobézniku natazeného na vektory v a w a snadno se spocte
(pomoci zndmého vzorecku: zdkladna krét pfislu§nd vyska)
nebo prosté vidi z obrdzku, Ze nutné plati

vol A(v + v, w) = vol A(v, w) + vol A(v', w)

vol A(av, w) = avol A(v, w).

el = Mo roveoset B Ueeovita o

iy = l0
/Q;/{‘,q e d(",o% L= ax
!

)),.__. ot

/////' -

>
o

@ vz s

1l
Nakonec jesté pfiddme k nasemu zadani pozadavek

vol A(v, w) = — vol A(w, v),

ktery odpovida predstavé, Ze opatiime plochu znaménkem
podle toho, v jakém potadi bereme vektory (tj. jestli se na ni
divame shora nebo zespodu).

Pokud vektory v a w napiSeme do sloupct matice A, pak

A=, w) > detA

spliiuje vSechny tfi naSe poZadavky. Kolik takovych zobrazeni
ale mtze byt? Kazdy vektor umime vyjadfit pomoci dvou
bazovych vektorti e; = (1, 0) ae; = (0, 1) a diky linearité je
tedy kaZd4 moZnost pro vol A jednoznacné uréena uz vycis-
lenim na t&€chto vektorech. ProtoZe ale pro obsah, stejné jako
pro determinant, je zjevné vol A(ey, e;) = vol A(e;, e3) =0
(kvtli pozadované antisymetrii), je nutné kazda takova ska-
larni funkce jednoznacné zadana hodnotou na jediné dvojici
argumentd (e, e3). Jsou si tedy vSechny moZnosti rovny aZ
na skaldrni ndsobek. Ten umime urcit poZadavkem
1

vol A(eq, e) = X

tj. volime orientaci a méritko pomoci volby bazovych vektor
a chceme aby jednotkovy ¢vtverec mél plochu jedna.
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Vidime tedy, Ze determinant zaddva plochu rovnobéZniku
urceného sloupci matice A a plocha trojihelniku je tedy po-
lovicni.

1.35. Viditelnost v roviné. Predchozi popis hodnot pro ori-
1 entovany obsah ndm dévd do rukou elegantni néstroj
’ pro uréovani pozice bodu vii¢i orientovanym dseckam.
A2 Orientovanou tseckou rozumime dva body v roviné
R? s uréenym poradim. MiiZeme si ji pfedstavit jako
Sipku od prvého k druhému bodu. Takova orientovana tdsecka
ndm rozdéluje rovinu na dvé poloroviny, fikejme jim ,levou*
a ,,pravou‘. Pro dany bod chceme poznat, jestli je v té levé
nebo pravé.

Takové dlohy Casto potkdvdme v pocitacové grafice pfi
feSen{ viditelnosti objektl. Pro zjednodusSeni si zde jen pred-
stavme, Ze dsecku ,,je vidét“ z bodl nalevo a neni vidét z téch
napravo.
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Maiéme-li dan néjaky bod C, spoc¢téme orientovanou plo-
chu pfislusného trojihelniku zadaného vektory A—C a B—C.
Pokud jsme s bodem C nalevo od usecky, pak pri obvyklé
kladné orientaci proti sméru hodinovych rucek bude vektor
A — C dfive neZ ten druhy a proto vysledna plocha (tj. hodnota
determinantu matice jejimiz sloupci jsou tyto dva vektory)
bude kladna. Naopak, pri opacné poloze bude vysledkem
z4pornd hodnota determinantu a podle zdporné hodnoty de-
terminantu zjistime, Ze je na$ bod od dsecky napravo.

Uvedeny jednoduchy postup je skute¢né Casto vyuZivan
pro testovan{ polohy pfi standardnich tdlohéach v 2D grafice.

6. Relace a zobrazeni

V této zavérecné Casti ivodni motivacni kapitoly se vra-

. time k formdlnimu popisu matematickych struk-
tur, budeme se je ale pribézné snazit ilustrovat
')\ na jiz znamych piikladech. Zarovei miZeme tuto

jektim a konceptiim matematiky.

1.36. Relace mezi mnoZinami. Nejprve potiebujeme defi-
novat kartézsky soucin A x B dvou mnoZin A a B. Je to
mnoZzina vSech uspofddanych dvojic (a, b) takovych,Zzea € A
ab € B. Bindrni relaci mezi mnoZinami A a B pak rozumime
libovolnou podmnoZinu R kartézského soucinu A x B.
Casto piseme a ~y b pro vyjadfeni skutecnosti, Ze
(a,b) € R, tj. Zebody a € Aab € B jsouv relaci R.
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Definicnim oborem relace je podmnoZina
DCA, D={acA;3dbeB,(a,b)ec R}

Slovy vyjadiené, je to mnoZina prvkid @ z mnoZiny A takovych,
7e existuje prvek b z mnoZiny B tak, Ze (a, b) patii do relace
R. Struénéji, jsou to takové prvky z A, které maji obraz v B.
Podobné oborem hodnot relace je podmnoZina

ICB, I={beB;3JacA, (a,b) € R}

to znamend takové prvky v B, které maji vzor v A.
Specidlnim piipadem relace mezi mnoZinami je zobrazeni

z mnoZiny A do mnoZiny B. Je to ptipad, kdy

pro kazdy prvek defini¢niho oboru relace exis-

s nim v relaci. Ndm zndmym piipadem zobrazeni jsou vS§echny
skaldrni funkce, kde oborem hodnot zobrazeni je mnoZina
skalard, tfeba celych nebo redlnych ¢isel. Pro zobrazeni zpra-
vidla pouzivame znaceni, které jsme také u skalarnich funci
zavedli. PiSeme

f:DCA—ICB, fla=b

pro vyjadfeni skutecnosti, Ze (a, b) patii do relace, a fikdme,
Ze b je hodnotou zobrazeni f v bod¢€ a. Déle fikame, Ze f je

e zobrazeni mnoZiny A do mnoZiny B, jestlize je D = A,

e zobrazeni mnoZiny A na mnoZzinu B, jestlize je D = A a
I = B, Casto také surjektivni zobrazeni

e prosté (Casto také injektivni zobrazeni), jestlize je D = A
a pro kazdé b € [ existuje pravé jeden vzor a € A,
fa)=b.
Vyjéadfeni zobrazeni f : A — B jakoZto relace

fSAxB, f={@,f(a),acA}

zname také pod nazvem graf zobrazeni f.

|
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1.37. Skladani relaci a funkci. U zobrazeni je jasna kon-
cepce, jak se skladaji. Mame-li dvé zobrazeni f : A — B a
g : B — C, pak jejich sloZeni g o f : A — C je definovano

(g0 flla) = g(f(a)).

Ve znaceni pouZivaném pro relace totéZ miizeme zapsat jako

fSAxB, f={@a,f(a);acA}
gS BxC, g={(b,gD);be B}

gofCAXC, gof={a g(f(a));acA}

Zcela obdobné definujeme skldddni relaci, v predchozich
vztazich jen doplnime existencni kvantifikatory,
tj. musime uvazovat vSechny ,,vzory* a vSechny
LY, »obrazy®. Uvazme relace R € A x B, § C

Y BxC.PotomSoRC A xC,

SoR=1{(a,c);3db e B,(a,b) € R, (b,c) € S}.
Zvlastnim ptipadem relace je identické zobrazeni
idy ={(a,a) e Ax A;a € A}

na mnoziné A. Je neutrdlni vzhledem ke skladani s kazdou
relaci s definiénim oborem nebo oborem hodnot A.

o

gﬁd{@u lau'=
VY, €O @?@ nayaleom et

L4 opt.
Pro kazdou relaci R € A x B definujeme inverzni relaci

"= {(b.a): (a.b) € R) C B x A

ey s

Pozor, u zobrazeni, je stejny pojem uZivan ve specifictejsi
situaci. Samoziejmé, Ze existuje pro kazdé zobrazeni jeho
invezni relace, ta v§ak nemusi byt zobrazenim. Zcela logicky
proto hovotfime o existenci inverzniho zobrazeni, pokud kazdy
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prvek b € B je obrazem pro pravé jeden vzor v A. V tako-
vém piipadé€ je samoziejmé inverzni zobrazeni pravé inverzni
relaci.

Vsimnéme si, Ze sloZzenim zobrazeni a jeho inverzniho
zobrazeni (pokud obé existuji) vZdy vznikne identické obra-
zeni, u obecnych relaci tomu tak byt nemusi.

1.38. Relace na mnoZiné. V pripadé A = B hovoiime o
relaci na mnoZiné A. Rikdme, Ze relace R je:

e reflexivni, pokud id4 € R, tj. (a,a) € R pro vSechny
acA,

e symetrickd, pokud R~' = R, tj. pokud (a, b) € R, pak i
(b,a) € R,

e antisymetrickd, pokud R™'NR Cidy,, tj. pokud (a, b) €
R a zéroveil (b, a) € R, paka = b,

e tranzitivni, pokud R o R C R, tj. pokud z (a,b) € R a
(b,c) € Rvyplyvdi(a,c) € R.

Relace se nazyva ekvivalence, pokud je soucasn¢ refle-
' xivni, symetrickd i tranzitivni.

Relace se nazyva usporadani jestlize je
reflexivni, tranzitivni a antisymetrickd. Relaci
= usporadani obvykle zna¢ime symbolem <, tj.
skuteCnost, Ze prvek a je v relaci s prvkem b zna¢ime a < b.

Zde je dobré si uvédomit, Ze relace <, tj. ,,byti ostfe mensi
nez*, mezi redlnymi (raciondlnimi, celymi, pfirozenymi) ¢isly
nenf relace usporadani, protoZe nenf reflexivni.

Dobrym piikladem uspordddni je inkluze. UvaZme
mnoZinu 2# v§ech podmnoZin kone¢né mnoziny A (znadeni
je specidlnim piipadem obvyklé notace B* pro mnoZinu
viech zobrazeni z A do B; prvky mnoZiny 24 jsou tedy
zobrazeni A — {0, 1}, které "fikaji", zda urcity prvek je
¢i neni v dané podmnoZing) a na nf relaci X € Z danou
vlastnosti ,,byt podmnoZinou .

Evidentné jsou splnény vSechny tfi vlastnosti pro
uspotfddani: skutecné, je-li X C Y a zdrovenn ¥ C X musi
byt nutné mnoZiny X a Y stejné. Je-li X C Y C Z je také
X C Z ataké reflexivita je zfejma.

Rikdme, 7e uspofdddni < na mnoZiné A je iiplné, kdyz
pro kazdé dva prvky a, b € A plati, Ze jsou srovnatelné, tj.
buda < b nebo b < a. VSimnéme si, Ze ne vSechny dvo-
jice (X, Y) podmnoZin v A jsou srovnatelné v tomto smyslu.
Pfesnéji, pokud je v A vice nez jeden prvek, existuji pod-
mnoZiny X a Y, kdyneniani X C Y ani ¥ C X.

Pfipomenme rekurentni definici pfirozenych ¢isel N =
{0,1,2,3,...}, kde

0=¢, n+1=1{0,1,2,...,n.

Na této mnoZziné N definujeme relaci < ndsledovné: m <

n, pravé kdyZ m € n nebo m = n. Evidentné jde o tplné
usporddani. Napft. 2 < 4, protozZe

2={0.{0}} € {0. {9}, 9. {0}, {0. (9}, {4, {(V}}}} = 4.
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Jinak fec¢eno, samotna rekurentni definice zadava vztah n <
n + 1 a tranzitivn€ pak n < k pro vSechna k, kterd jsou timto
postupem definovdna pozdéji.

1.39. Rozklad podle ekvivalence. Kazda ekvivalence R na
mnoziné A zaddva zaroven rozklad mnoziny A
: » na podmnoZiny vzajemné ekvivalentnich prvki,
tzv. tFidy ekvivalence. Pro libovolné a € A uva-
= Zujeme tiidu (mnozinu) prvkd, které jsou ekvi-

valentni s prvkem a, tj.

R,=1{b e A; (a,b) € R}.

Casto budeme psit pro R, prosté [a], je-li z kontextu ziejmé,
o kterou ekvivalenci jde.

Zjevné R, = Ry, pravé kdyz (a, b) € R a kazda takova
tiida ekvivalence je tedy reprezentovana kterymkoliv svym
prvkem, tzv. reprezentantem. Zaroven R, N R, # @, pravé
kdyz R, = Ry, tj. tiidy ekvivalence jsou po dvou disjunktni.
Kone¢né, A = U,ca Ry, tj. celd mnoZina A se skutecné rozloZzi
na jednotlivé tiidy.

Miizeme také tfidam rozkladu rozumét tak, Ze tfidu [a]
vnimdme jako prvek a ,,aZ na ekvivalenci®.

1.40. Konstrukce celych a racionalnich ¢isel. Na pfiroze-
1 nych Cislech umime sice sc¢itat a vime, Ze pfi¢tenim
nuly se ¢islo nezméni. Umime i definovat ode¢itdnt,
A2 pii ném ale jen nékdy existuje vysledek v mnoZiné N.
Zékladni ideou konstrukce celych ¢isel z pfiro-
zenych je tedy pridat k nim chybéjici rozdily. To miZeme
udélat tak, Ze misto vysledku odecitdni budeme pracovat
s uspofddanymi dvojicemi ¢isel, které ndm samoziejmé vzdy
vysledek dobfie reprezentuji. Zbyva jen dobie definovat, kdy
jsou (z hlediska vysledku odecitdni) takové dvojice ekviva-
lentni. Potfebny vztah tedy je:

(a,b) ~@,b) < a-b=dad-b < a+b =a'+b.

Vsimnéme si, Ze zatimco vyrazy v prostfedni rovnosti v ptiro-
zenych Cislech neumime, vyrazy vpravo uz ano. Snadno
ovéiime, Ze skutecné jde o ekvivalenci a jeji tiidy oznacime
jako celd Cisla Z. Na nich definujeme operaci s¢itani (a s nf i
odecitani) pomoci reprezentantli. Napf.

[(a, D))+ [(c,d)] =[(a+c,b+d)],

coz zjevné nezavisi na vybéru reprezentantd.

Lze si ptitom vZdy volit reprezentanty (a, 0) pro kladna
¢isla a reprezentanty (0, a) pro ¢isla zdpornd, se kterymi se
ndm bude patrné pocitat nejlépe.

Tento jednoduchy piiklad ukazuje, jak dilezité je umét na-
hliZet na tfidy ekvivalence jako na celistvy objekt a soustfedit
se na vlastnosti téchto objektt, nikoliv formalni popisy jejich
konstrukci. Ty jsou vSak dtilezité k ovéreni, Ze takové objekty
viibec existuji.
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U celych ¢isel ndm uz plati vSechny vlastnosti skalart
(KG1)-(KG4) a (O1)—(04), viz odstavce 1.1 a 1.3. Pro naso-
beni je neutrdlnim prvkem jednicka, ale pro vSechna ¢isla a
riznd od nuly a jedni¢ky neumime najit &islo ="' s vlastnosti
a-a~' =1, tzn. chybi ndm inverzni prvky pro nésobeni.

Zarovei si povSimnéme, Ze plati vlastnost oboru integrity
(OI), viz 1.3, tzn. je-li soucin dvou c¢isel nulovy, musi byt
alesponi jedno z nich nula.

Diky posledni jmenované vlastnosti miZeme zkonstruo-

vat raciondlni ¢isla Q pridanim vSech chybéjicich inverzi zcela
obdobnym zptisobem, jak jsme konstruovali Z z mnoZiny N.
Na mnozin€ uspotddanych dvojic (p, q), g # 0, celych ¢isel
definujeme relaci ~ tak, jak o¢ekdvdme, Ze se maji chovat
podily p/q:
(p.a)~(p.4) < pla=p'ld < p-4d'=p"q.
Opét neumime ocekdvané chovidni v prostfedni rovnosti
v mnoZiné Z formulovat, nicméné rovnost na pravé strané ano.
Zjevné jde o dobfe definovanou relaci ekvivalence (ovéite
podrobnosti!) a raciondlni ¢isla jsou pak jeji tfidy ekvivalence.
KdyZ budeme formélné psét p/q misto dvojic (p, ¢), budeme
definovat operace nasobeni a s¢itani pravé pomoci formuli,
které ndm jsou jist€¢ dobfe zndmy.

1. 41 Zbytkové tridy. Jinym dobrym a jednoduchym piikla-

dem jsou tzv. zbytkové tridy celych ¢isel. Pro
*, pevné zvolené prirozené &islo k definujeme ekvi-

valenci ~ tak, Ze dvé ¢isla a, b € 7Z jsou ekvi-

valentni, jestliZe jejich zbytek po dé€leni ¢islem
k je stejny Vyslednou mnozinu tiid ekvivalence oznacujeme
Zy. Nejjednodussi je tato procedura pro k = 2. To dosta-
vame Z; = {0, 1}, kde nula reprezentuje suda cisla, zatimco
jednicka ¢isla lichd. Opét 1ze snadno zjistit, Ze pomoci repre-
zentantl miZzeme koerektné definovat ndsobeni a s¢itani na
kazdém Z;.

Véta. Zbytkové tridy Zy jsou komutativnim télesem skaldri
(1. spliiuji i vlastnost (P) z odstavce 1.3), prave kdy? je k
prvocislo.

Pokud k prvocislem neni, obsahuje 7 vidy délitele nuly,
neni proto ani obor integrity.

Dt¢kaz. Okamzité je vidét druhé tvrzeni — jestlize x -
y = k pro pfirozend Cisla x, y, pak samoziejmé je vysledek
ndsobeni prislu$nych tiid [x] - [y] nulovy.

Naopak, jsou-li x a k nesoudélnd, existuji podle tzv. Bez-
outovy rovnosti, kterou dovodime pozdgji (viz ??) pfirozena
¢isla a a b spliujici

ax+bk=1,
coz pro odpovidajici tiidy ekvivalence dava
[a] - [x]+4[0] = [a] - [x] = [1]

a proto je [a] inverznim prvkem k [x]. O
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KAPITOLA 2

Elementarni linearni algebra

V minulé kapitole jsme se snad rozehtéli s relativné jed-
noduchymi dlohami, k jejichZ feSeni nebylo potfeba sloZitych
nastroju. Vystacili jsme si pfitom se s¢itdnim a nasobenim ska-
lard. V této a dalSich kapitolach se postupné budeme vénovat
jednotlivym tématim souvisleji.

Hned tfi kapitoly budou vénovany nastrojim pro praci
s daty, kdy operace spocivaji v obzvlast jednoduchych uko-
nech se skalary, jen je té€ch skalart povice nardz. Hovofime o
,linedrnich objektech* a , linearni algebte*. Jakkoliv to ted
muzZe vypadat jako hodné specidlni nastroj, uvidime pozdé;ji,
moci jejich ,linearnich priblizeni®.

V této kapitole budeme pracovat primo s kone¢nymi po-
sloupnostmi skalarti. Takové se objevuji v praktickych tlo-
hach vSude, kde mame objekty popisovany pomoci nékolika
parametrt. Ned€lejme si pfitom problémy s piedstavou, jak
vypadad prostor s vice nez tremi ,,soufadnicemi*. Smifme se
se skutecnosti, Ze malovat si budeme umét jednu, dvé nebo tfi
dimenze, ale pfedstavovat ty obrazky mohou jakykoliv jiny
pocet. A kdyz budeme sledovat jakykoliv parametr u tfeba
500 studentl (napft. jejich vahu nebo vék), budou nase data
mit hned zrovna 500 poloZek a budeme s nimi chtit praco-
vat. Nasim cilem bude vytvorit ndstroje, které budou dobie
fungovat nezdvisle na skute¢ném poctu téchto poloZek.

Také se nedé€sme slovnich spojeni jako pole ¢i okruh
skalard K. Prosté si miZzeme pfedstavit jakykoliv konkrétni
¢iselny obor. Okruhy skalard pak zahrnuji i cela ¢isla Z a
vSechny zbytkové tfidy, zatimco mezi poli jsou pouze R, Q,
C a zbytkové tiidy Z; s prvociselnym k. Zvlastni je mezi nimi
Z,, kde ze vztahu x = —x nemdZeme usoudit, Ze x = 0,
zatimco u vSech ostatnich ¢iselnych oborti tomu tak je.

Vétsinou se o vektorech hovoii pouze ve spojeni s poli
skalar, protoZe obecna teorie je pfi existenci neivertibilnich
nenulovych skalarti nesrovnatelné slozitéjsi. Jen v prvnich
dvou &éstech této kapitoly budeme pracovat s vektory a mati-
cemi v kontextu kone¢nych poslounosti skalard a tam bude
zajimavé si i tieba pifipadu celych ¢isel povSimnout. Bude
pritom snad pékné videt, jak silné vysledky 1ze dtislednnym
formalnim uvazovanim odvodit.

1. Vektory a matice

2.1. Vektory nad skalary. Prozatim budeme vektorem ro-
zumét usporadanou n-tici skalard z K, kde pevné zvolené
n € N budeme nazyvat dimenzi.
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Skaldry umime scitat a ndsobit. Vektory budeme také
s¢itat, ndsobit vSak vektor budeme umét jen skalarem. To
odpovid4 predstavé, kterou jsme jiz vidéli v roviné R?, kde
s¢itani odpovidalo sklddani vektord coby Sipek vychazeji-
cich z poc¢étku a ndsobeni skaldrem pak jejich patficnému
natahovani.

Nésobeni vektoru u = (ay, ..., a,) skalirem b tedy de-
finujeme tak, Ze kazdy prvek n-tice u vyndsobime stejnym
skaldrem b a také s¢itdni vektorti definujeme po slozkach.. To
znamenda

utv=_(a,...,ay) + y,....by) = (a1 +by,...,a, + by)
b-u=b-(ay,...,a,)=0W-ay,...,b-ay,).

Zakladni operace s vektory I

Pro scitani vektord a ndasobeni vektort skaldary budeme
pouZivat stdle stejné symboly jako u skalari samotnych, tj.
symboly plus a bud tecku nebo prosté zfetézeni znakda.

Konvence zapisu vektorid. Nebudeme, na rozdil od mnoha
jinych ucebnic, v textu pouzivat pro vektory Zadné specidlni
znaceni a ponechdvame na Ctendfi, aby udrzoval svoji pozor-
nost premyslenim o kontextu. Pro skaldry ale spiSe budeme
pouzivat pismena ze zac¢atku abecedy a pro vektory od konce
(prostiedek ndm zlistane na indexy proménych ¢i komponent
a také pro scitaci indexy v souctech).

Casto budeme pozadovat, aby skaldry byly z n&jakého
pole, viz 1.1, ale v této kapitole budeme vesmés pracovat s
operacemi, které tento prepoklad nepotiebuji. V literatufe se
pak vétSinou misto o vektorovych prostorech hovoii o modu-
lech nad okruhy. U obecné teorie se ale v pfisti kapitole jiZ
zcela omezime na pole skalard.

Pro scitani vektorti v K" zjevné plati (KG1)-(KG4) s
nulovym prvkem

0=(0,...,0) e K"

Schvélné zde pouzivame i pro nulovy prvek stejny symbol
jako pro nulovy prvek skalart.

Pro vSechny vektory v, w € K" a skalary a, b € K plati

H

VD a-w+w)y=a-vt+a-w
(V2) (a+b)-v=a-v+b-v
(V3) a-b-v)y=(@-b)-v
(V4) l-v=v

Vlastnosti vektoru l

o2

Vlastnosti vektorti (V1)—(V4) se pro K" snadno ovefi
pro kterykoliv okruh skalarti K, protoZe pfi ovérovani vzdy
pouzivame pro jednotlivé souradnice vektord pouze vlastnosti
skalarti uvedené v 1.1 a 1.3.
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Budeme takto pracovat napt. s R", Q", C", ale také 7",
(Z)",n=1,2,3,....

vvvvvv

ktery budeme pfi praci s vektory pouZivat, jsou matice.

I Matici typu m/n nad skaldry K rozumime obdélnikové

schéma
ay  apn aln
az; dan ay
A=
anl AdAwm2 ... Agp

kde a;; € KprovSechny 1 <i <m, 1 < j <n.Matici A s
prvKky a;; znaCime také A = (a;;).

Vektory (a;1, ai, . . ., i) € K" nazyvame (i—té) radky
matice A,i = 1,...,m, vektory (a,;, azj, ..., an;) € K"
nazyvame (j—té) sloupce matice A, j = 1,...,n.

Matice nad skalary

Matici mtiZzeme také chépat jako zobrazeni
A:{l,....m} x{l,...,n} > K,

kde A(i, j) = a;;. Matice typu 1/n nebo n/1 jsou vlastné
prave vektory v K”.

I obecné matice lze chépat jako vektory v K™, prosté za-
pomeneme na fadkovani. Zejména tedy je definovano séitani
matic a ndsobeni matic skaldry:

A+B:(aij+b[j), a-A:(a-a,-j)
kde A = (a,-j), B = (bi‘/'), a € K.
Matice —A = (—a;;) se nazyva matice opacnd k matici

A a matice
0O ... 0

0=1: :
0 ... 0

se nazyva nulovd matice. Zapomenutim fddkovén{ tak ziskdme
ndasledujici tvrzeni, Ze matice jsou jen specificky zapsané
vektory:

Tvrzeni. Predpisy pro A+ B, a - A, —A, 0 zadavaji na
mnoZiné vsech matic typu m/n operace scitani a ndasobeni
skalary spliiujici axiomy (V1)—(V4).

2.3. Matice a rovnice. Velmi Casty nastroj pro popis néja-
kych matematickych modeld jsou systémy linearnich rovnic.
Pravé matice Ize vhodn€ vyuzit pro jejich zapis.
Uvazme nasledujici systém m rovnic v n proménnych:
ayx; +apxy + -+ apx, = by

az1 Xy + anxy + -+ dop Xy = b2

A1 X1 + QX2 + -+ -+ A Xy = bm

Posloupnost x4, ..., x, 1ze chipat jako vektor promé&nnych,
tj. sloupec v matici typu n/1, a podobné hodnoty by, ..., b,

45



1. VEKTORCHAVMAER'E ELEMENTARNI LINEARNI ALGEBRA

muZeme vnimat jako vektor u a to opét jako jediny sloupec
v matici typu n/1. Systém rovnic Ize pak formalné psat ve
tvaru A - x = u takto:

an /AT X1 b]

ami .. Qun Xy, b,

Plivodni rovnice nyni obdrZime tak, Ze vZdy bereme fadky z
A a s¢itdme souciny odpovidajicich komponent. To znamen4,
7e skutecné jako i-ty prvek vysledného vektoru ziskdme

aj1X1 + -+ AinXp
a zdpis A - x = u dava skutecné plivodni systém linedrnich
rovnic.
V roving, tj. pro vektory dimenze 2, jsme uZ zavedli tako-
vyto pocet a vidéli jsme, Ze s nim lze pracovat velice efektivné

(viz 1.26). Nyni budeme postupovat obecnéji a zavedeme
vSechny ndstroje jiZ zndmé z roviny pro vSechny dimenze 7.

2.4. Soucin matic. Nasobeni matic je definovdna pouze,
kdyZ to rozméry sloupcii a fadkil v maticich dovoli:

Pro libovolnou matici A = (a;;) typu m/n nad okruhem |
skaldrti K a libovolnou matici B = (bj;) typu n/q nad K

definujeme jejich soucin C = A - B = (c;) jako matici typu
m/q s prvky
n

Cik = zaiibﬂ" prolibovolné 1 <i <m,1 <k <gq.

j=1
Soucin matic l
Napfiiklad mame

L) Go)=G19)

2.5. Ctvercové matice. Je-li v matici stejny pocet fadkut a
sloupcti, hovofime o ctvercové matici. Pocet fadku a sloupcti
pak nazyvdme také dimenzi matice. Matici

1 ... 0
E =)= .
0 ... 1
se 11kd jednotkovd matice. Na mnoZiné€ ¢tvercovych matic nad
K dimenze n je soucin matic definovan pro kazdé dvé matice,

je tam tedy definovana operace ndsobent, jejiZ vlastnosti jsou
velice podobné jako u skalart:

Tvrzeni. Na mnoZiné vsech ctvercovych matic dimenze n nad

libovolnym okruhem skaldrii K je definovana operace ndso-

beni s ndsledujicimi vlastnosti okruhii (viz 1.3):

(1) Plati asociativita nasobeni (O1)

(2) jednotkova matice E = (§;;) je jednotkovym prvkem pro
nasobeni dle (0O3)

(3) Plati distributivita scitani a ndsobeni (O4).
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Obecné vSak neplati axiomy (02) ani (Ol). Ctvercové matice
pro n > 1 proto netvori obor integrity, zejména tedy nejsou
ani (nekomutativnim) télesem.

Dtkaz. Asociativita ndsobeni — (O1): ProtoZe skalary jsou
asociativni, distributivni i komutativni, miZeme pro tii matice
A = (a;j) typum/n, B = (bj;) typun/p a C = (cu) typu
p/q spocist

A-B = (Zaij.bjk), B -C = (ijk.ckl)
J k
(A-B)-C= (Z(Zai,-.bjk).ckl) = (Zai,.b,-k.ck,)
k J j.k
A-(B-C)= (Zaij.(ijk.ck,)) = (Za,-j.bjk.ck,).
k

J J-k
Vsimnéme si, Ze jsme pfi vypoctu vychdzeli z toho, Ze je
jedno v jakém potradi uvedené soucty a souciny provddime, tj.
vyuZivali jsme podstatné naSich vlastnosti skalard.
Velmi snadno vidime, Ze ndsobeni jednotkovou matic{
mad skute¢né vlastnost jednotkového prvku:

ai - Qm 01 -
AE=]| : A —A=E-A
[ Amm o0 ... 1

Zbyva distributivita ndsobeni a s¢itani. Opét diky distri-
butivité skaldri snadno spocteme pro matice A = (a;;) typu
m/n, B = (by) typun/p, C = (cjx) typun/p, D = (du)
typu p/q

A-(B+C)= (Zaij(bjk +Cjk))

J

= ((Z aijbjr) + (Z aijcjk)) =A-B+A-C
J J
(B+C)-D= (Z(bjk + cjk)dk,)
k

= ((Z bjrdu) + (Z Cjkdkl)) =B-D+C-D
k k

Jak jsme jiz vidé€li v 1.26, dvé matice dimenze 2 nemusi

komutovat: ((1) 8) | (8 (1)) = (8 (1))
66969

Tim jsme ziskali zdroven protipiiklad na platnost (02) i (OI).
Pro matice typu 1/1 ovSem oba axiomy samoziejmé plati,
protoZe je maji samy skaldry a pro vétsi matice ziskdme pro-
tipfiklady snadno tak, Ze pravé uvedené matice umistime do

levého horniho rohu ptislusnych ¢tvercovych schémat a dopl-
nime nulami. (Ovéite si sami!) O
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V ditkazu jsme vlastné pracovali s maticemi obecnéjstho
typu, dokézali jsme tedy pfislusné vlastnosti obecnéji:

Disledek. Ndsobeni matic je asociativni a distributivni, tj. I

A-(B-C)=(A-B)-C
A-(B+C)=A-B+A-C,

kdykoliv jsou vSechny uvedené operace definovany. Jednot-
kova matice je neutrdlnim prvkem pro ndsobeni zleva i zprava.

Asociativita a distributivita nasobeni matic l

2.6. Inverzni matice. Se skalary umime pocitat tak, Ze z
rovnostia-x = b umime vyjadfitx = a~'-b, kdykoliv inverze
k a existuje. Podobné bychom to chtéli umét i s maticemi,
mdame ale problém, jak poznat, zda takova existuje, a jak ji
spocitat.

Rikdme, 7e B je matice inverzni k matici A, kdy?

A-B=B-A=E.

PiSeme pak B = A~! a je samoziejmé, Ze obé matice musi
mit tutéZ dimenzi n. Matici, k niZ existuje matice inverzni,
tikdme invertibilni matice.

Pokud A~! a B! existuji, pak existuje i inverze k sou¢inu
A-B

(A-B)y'=B71.A7"
Je totiz, diky pravé dokdzané asociativité ndsobeni,
(B'AHY.(A-By=B'-(A'- A -B=E
(A-B)-(B' - AHY=A-B-BH)- A'=E.

ProtozZe s maticemi umime pocitat podobné jako se ska-

vvvvvv

pomoci s feSenim systému linedrnich rovnic: Jestlize vy-
jadfime soustavu n rovnic pro n nezndmych souc¢inem matic

ay o dim X b

Am1  Amm Xm bm

a jestliZe existuje matice inverzni k matici A, pak Ize nasobit
zleva A~! a dostaneme

A*I-uzAfl-A-sz-xzx,

tj. hledané feSeni.

Naopak rozepsanim podminky A-A~! = E pro neznimé
skaldry v hledané matici A~' dostaneme n systémii linedrnich
rovnic se stejnou matici na levé strané a rtiznymi vektory
napravo.
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2.7. Ekvivalentni iipravy matic. Zkusme se prakti¢téji zo-
rientovat v ptedchozi Gvaze o systémech rovnic a jejich mati-
cich. Samoziejmé nds nalezeni inverzni matice stojf jisté dsili
— vétsi nez primé vyfeSeni rovnice. Podstatné viak je, Ze pokud
mame mnohokrat za sebou fesit systémy se stejnou matici A
ale riznymi pravymi stranami u, pak se ndm nalezeni A~!
opravdu hodné vyplati.

Z hlediska feSeni systémd rovnic A - x = u je jisté priro-
zené povazovat za ekvivalentni matice A a vektory u, které
zaddvaji systémy rovnic se stejnym feSenim. Zkusme se ted
zamyslet nad mozZnostmi, jak zjednoduSovat matici A tak,
abychom se k feseni blizili.

Zaéneme jednoduchymi manipulacemi s fddky rovnic,
které feSeni ovliviiovat nebudou, a stejnym zptisobem pak
miZeme upravovat i vektor napravo. KdyZ se ndm u ¢tvercové
matice podaii vlevo dostat systém s jednotkovou matici, bude
napravo feSeni piivodniho systému. Pokud pfi nasem postupu
néjaké fadky tplné vypadnou (pfi Gpravach se vynuluji), bude
to také ddvat dalsi pifimé informace o fesSeni.

Nase jednoduché dpravy jsou:

e zaména dvou fadkl

e vyndsobeni vybraného fddku nenulovym skaldrem

e pric¢teni fadku k jinému fadku.
Témto operacim fikdme radkové elementdrni transformace.
Je zjevné, Ze odpovidajici operace na Urovni rovnic v systému
skute¢né nemohou zménit mnoZinu vsech jeho feseni.

Radkové elementérni transformace

Analogicky, sloupcové elementarni transformace matic
jsou

e zaména dvou sloupcti
e vyndsobeni vybraného sloupce nenulovym skaldrem
e pricteni sloupce k jinému sloupci,

ty vSak nezachovdvaji feSeni ptislusnych rovnic, protoZe mezi
sebou michaji samotné proménné.

Systematicky miZeme pouzit elementarni fadkové tpravy
k postupné eliminaci proménnych. Postup je algoritmicky a
vétSinou se mu fikd Gausova eliminace proménnych.

Tvrzeni. Nenulovou matici nad libovolnym okruhem skaldrii
K Ize konecné mnoha elementdrnimi radkovymi transforma-
cemi prevést na tzv. (fadkové) schodovity tvar:

o Je-li a;; = 0 a vSechny predchozi prvky na i-tém radku
Jsou také nulové, potom ay; = 0 pro vSechna k > i

e je-li ai_yy; prvni nenulovy prvek na (i — 1)-nim Fadku,
pak a;j = 0.

Gaussova eliminace proménnych
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Dtkaz. Matice v fadkoveé schodovitém tvaru vypada
takto

0 ... 0 ayj ... ... ... dp
0 ... 0 0 N ) SR ¢ )%}
0 0 app

a matice miiZe, ale nemusi, koncit nékolika nulovymi radky.
K pfevodu libovolné matice miZeme pouZit jednoduchy al-
goritmus, kterym se postupné, fadek za fadkem, blizime k
vyslednému schodovitému tvaru:

(1) Zaménou radkt docilime, Ze v prvnim fadku bude v prV—I
nim nenulovém sloupci nenulovy prvek, necht je to j-ty
sloupec.

(2) Proi =2, ..., vyndsobenim prvniho fadku prvkem a;;,
i-tého fddku prvkem a;; a odectenim vynulujeme prvek
a;j na i-tém fadku.

(3) Opakovanou aplikaci bodd (1) a (2), vzdy pro dosud
neupraveny zbytek fadkt a sloupcti v ziskané matici
dospéjeme po kone¢ném poctu krokd k poZadovanému
tvaru.

Algoritmus Gaussovy eliminace

_

Tim je tvrzeni dokdzano U

Uvedeny postup je skute¢né pravé obvykld eliminace
proménnych v systémech linedrnich rovnic.

Poznamka. Gaussovu eliminaci jsme sformulovali pro
obecné skalary z néjakého okruhu. Zda se byt prirozené, ze
ve schodovitém tvaru jest€¢ vyndsobenim vhodnymi skalary
dosdhneme jednotkovych koeficientii na vysledné nenulové
»diagondle‘ nad nulami v matici a dopocitdme fesSeni. To ale
pro obecné skaldry nepijde, predstavte si tfeba celd ¢isla Z.

Pro feSeni systémt rovnic nemad ale viibec uvedeny po-
stup rozumny smysl, kdyZ jsou mezi skalary délitelé nuly.
Promyslete si peclivé rozdil mezi K = Z, K = R a pripadné
7> nebo Zs.

2.8. Poznamka. V dal$sim budeme uZ pracovat jen s polem

skalarti P, kazdy nenulovy skaldr je tedy invertibilni.
Vsimnéme si, Ze elementarni fddkové (resp. sloupcové)

transformace odpovidaji vyndsobenim zleva (resp. zprava)

ndsledujicimi maticemi:
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(1) Pfehozeni i-tého a j-té€ho fadku (resp. sloupce)

1 0
0

1
(2) Vynasobeni i-tého fadku (resp. sloupce) skaldrem a:

1

<~ 1

1

(3) Secteni i-tého fadku (resp. sloupce) s j-tym:

1 0
0
1
T
J

Toto prostinké pozorovdni je ve skutecnosti velice pod-
statné, protoZe soucin invertibilnich matic je invertibilni a
vSechny elementarn{ transformace jsou nad polem skalard in-
vertibilni. Pro libovolnou matici A tedy dostaneme ndsobenim
vhodnou invertibilni matici P = Py - - - Py zleva (postupné na-
sobeni k maticemi zleva) jeji ekvivalentni fadkovy schodovity
tvar A = P - A.

JestliZe obecné aplikujeme tentyZ eliminacni postup na
sloupce, dostaneme z kazdé matice B jeji sloucovy schodo-
vity tvar B’ vynasobenim vhodnou invertibilni matici Q =
Q1 --- Q,. Pokud ale zatneme s matici B = A’ v fadkove
schodovitém tvaru, eliminuje takovy postup pouze vSechny
dosud nenulové prvky mimo diagondlu matice a zdvérem
Ize jesté i tyto elementarnimi operacemi zménit na jednicky.
Celkem jsme tedy ovérili dileZity vysledek, ke kterému se
budeme mnohokrit vracet:

2.9. Véta. Pro kazidou matici A typu m/n nad polem skalarii
K existuji ctvercové invertibilni matice P dimenze m a Q
dimenze n takové, Ze matice P - A je v Fadkove schodovitém
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tvaru a
1 0 . 0
0 1 0 0
P-4-0=1, 01 0 ... 0
0 0 0 0 ... 0

2.10. Algoritmus pro vypocet inverzni matice. V predcho-
zich ivahach jsme se dostali prakticky k dplnému algoritmu
pro vypocet inverzni matice. Béhem jednoduchého niZe uve-
deného postupu bud zjistime, Ze inverze neexistuje, nebo bude
inverze spoctena. I naddle pracujeme nad polem skalart.
Ekvivalentni fddkové transformace se ¢tvercovou matici
A dimenze n vedou k matici P’ takové, Ze matice P’ - A
bude v fadkove schodovitém tvaru. Pfitom muzZe (ale nemusi)
byt jeden nebo vice poslednich fadkh nulovych. Jestlize ma
existovat inverzni matice k A, pak existuje i inverzni matice k
P’ - A. Jestlize vSak je posledni fadek v P’ - A nulovy, bude
nulovy i posledni fddek v P’ - A - B pro jakoukoliv matici B
dimenze n. Existence takového nulového fadku ve vysledku
(fddkové) Gaussovy eliminace tedy vylucuje existenci A~!.
Predpoklddejme nyni, e A~! existuje. Podle predchoziho,
nalezneme fddkové schodovity tvar bez nulového fadku, tzn.
Ze vSechny diagondlni prvky v P’- A jsou nenulové. Pak ov§em
pokracovdnim eliminace pomoci fddkovych elementarnich
transformaci od pravého dolniho rohu zpét a vynormovanim
diagonalnich prvki na jednicky ziskame jednotkovou matici
E. Jinymi slovy, najdeme dals{ invertibilni matici P” takovou,
Zepro P = P"- P'plati P - A = E. Vyménou fddkovych a
sloupcovych transformaci lze za predpokladu existence A~
stejnym postupem najit Q takovou, Ze A - Q = E. Odtud

P=P - E=P.- (A-Q)=(P-A)-0=0.
To ale znamenad, Ze jsme nalezli hledanou inverzni matici
Al=pP=0

k matici A. Prakticky tedy mtizeme postupovat takto:

Vedle sebe napiSeme plivodni matici A a jednotkovou
matici E, matici A upravujeme fddkovymi elementdrnimi
Upravami nejprve na schodovity tvar, potom tzv. zpétnou eli-
minaci na diagondlni matici a v té ndsobime fddky inverznimi
prvky z K. TytéZ dpravy postupné provddéné s E vedou prave
k hledané matici A~'. Pokud tento algoritmus narazi na vynu-
lovéni celého fadku v ptivodni matici, znamena4 to, Ze matice
inverzni neexistuje.

Vypocet inverzni matice l

2.11. Zavislost fadkd a sloupci a hodnost matice. V
pfedchozich Gvahich a poctech s maticemi jsme stdle pra-
covali se s¢itanim fadkt nebo sloupci coby vektort, spolu
s jejich ndsobenim skaldry. Takové operaci fikadme linedrni

i
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kombinace. V abstraktnim pojeti se k operacim s vektory vra-
time za chvili v 2.23, bude ale uzitecné pochopit podstatu
uZ nyni. Linedrni kombinaci fadkt (nebo sloupci) matice
A = (a;;) typu m/n rozumime vyraz aju; + --- + axl;,,
kde a; jsou skaldry, u; = (a;i,...,aj,) jsou fadky (nebo
uj = (ayj, ..., an;) jsou sloupce) matice A.

JestliZe existuje linearni kombinace danych fadka s ale-
spoil jednim nenulovym skaldrnim koeficientem, jejimz vy-
sledkem je nulovy fadek, fikdme, Ze jsou linedrné zavislé. V
opacném pripade, tj. kdyz jedinou moZnost jak ziskat nulovy
fadek je vyndsobeni vyhradné nulovymi skaldry, jsou linedrné
nezdvislé. Obdobné definujeme linedrné zavislé a nezavislé
sloupce matice.

Pfedchozi vysledky o Gausové eliminaci miZeme ted
intepretovat tak, Ze pocet vyslednych nenulovych ,,schodi
v faddkové nebo sloupcové schodovitém tvaru je vZdy roven
poctu linedrné nezdvislych fadkid matice, resp. poctu linedrné
nezdvislych sloupcti matice. Oznacme Ej matici z véty 2.9
s h jednickami na diagondle a predpoklddejme, Ze dvéma
rliznymi postupy dostaneme riiznd 4’ < h. Pak ovSem podle
naSeho postupu budou existovat také invertibilni matice P a
Q takové, Ze

P-Ey-0Q=E,.

V soucinu Ej;, - Q bude vice nulovych fadki ve spodni ¢asti
matice, neZ kolik mé byt jedni¢ek v Ej, a pfitom se k nim
mdame dostat uZ jen fddkovymi transformacemi. Zvysit pocet
linearné nezavislych fadki ale pomoci elementarnich fda-
kovych transformaci nelze. Proto je pocet jednic¢ek v matici
P-A- Q vevéte 2.9 nezdvisly na volbé naseho postupu elimi-
nace a je roven jak poctu linedrné nezavislych fadkt v A, tak
poctu linedrné nezavislych sloupcti v A. Tomuto ¢islu fikdme
hodnost matice a znacime je h(A). Zapamatujme si vysledné
tvrzeni:

Véta. Necht A je matice typu m/n nad polem skalarii K.
Matice A ma stejny pocet h(A) lindrné nezavislych radkii a li-
nedrné nezavislych sloupcii. Zejména je hodnost vidy nejvyse
rovha mensimu 7 rozméru matice A.

Algoristmus pro vypocet inverznich matic také iik4, Ze
¢tvercovd matice A dimenze m ma inverzi prave, kdyz je jeji
hodnost rovna poctu fadkt m.

2.12. Matice jako zobrazeni. Zcela stejné, jak jsme s mati-
cemi pracovali v geometrii roviny, viz 1.29, miZeme kazdou
¢tvercovou matici A interpretovat jako zobrazeni

A K'"—-K' x— A-x.

Diky distributivnosti ndsobeni matic je zfejmé, jak jsou zob-
razovany linedrni kombinace vektord takovymi zobrazenimi:

A-(ax+by)=aA-x+bA-y.

Pifimo z definice je také vidét (diky asociativnosti ndsobeni
matic), Ze sklddani zobrazeni odpovidd skldddni matic. Inver-
tibilni matice tedy odpovidaji bijektivnim zobrazenim.
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Z tohoto pohledu je velice zajimava véta 2.9. Mtizeme ji
Cist tak, Ze hodnost matice urcuje, jak velky je obraz celého
K" v tomto zobrazeni. Skute¢né, je-li A = P - J - Q s matici
J s k jednickami jako v 2.9, pak invertibilni Q napfed jen
bijektivné ,,zamicha* n-rozmérné vektory v K", matice J
pak ,,zkopiruje* prvnich k soufadnic a vynuluje n — k zbyva-
jicich. Tento ,.k—rozmérny‘ obraz uz pak nasledn€ ndsobeni
invertibilni P nemtiZe zvétsit. K pojmim dimenze, linearni

P

nezavislost apod. se vratime ve tieti Casti té€to kapitoly.

2.13. Matice rotaci v R?. Nynf si jako ilustraci najdeme
popis rotaci v R?. Nejprve si napi§eme matice zobrazenf rotaci
o thel ¢ postupné kolem os x, y, z v R?. P¥i rotaci libovolného
bodu kolem dané osy (feknéme x), se pfislu§na souradnice
daného bodu neméni, v rovin€ dané dvéma zbylymi osami
pak jiZ je rotace ddna zndmou matici typu 2/2.

Postupné tedy dostdvdme nésledujici matice — rotace

kolem osy z:
cosp —sing O
sing cosg O
0 0 1

rotace kolem osy y:

cosp 0 sing
0 1 0
—sing 0 cosg

rotace kolem osy x:

1 0 0
0 cosgp —sing
0 sing cosg

U matice rotace kolem osy y mame jinak znaménko u ¢.
Chceme totiz, stejné jako u ostatnich os rotaci kolem osy y
v kladném smyslu, tedy takovou, Ze pokud se divime proti
sméru osy y, tak se svét toci proti sméru hodinovych rucicek.
Pti obvyklé€ orientaci soufadnych os jako na obrazku jde tady
o rotaci v zdporném smyslu v roviné xz (tedy osa z se otaci
smérem k x). Rozmyslete si kladny a zdporny smysl rotace
podél vSech tif os. vlozit obrazek

Diky tomu, Ze ndsobeni matic odpovida sklddani zbrazeni
(stejné jako jsme to pouzivali v rovin€) mliZeme nyni docela
snadno napsat matici pro zobrazeni rotace kolem libovolné
osy prochdzejici poc¢itkem v R3.

UkaZeme si to na rotaci v kladném smyslu o thel 60°
kolem pifmky dané poc¢atkem a vektorem (1, 1, 0) v R3. Toto
otdceni je sloZenim ndsledujicich tf{ zobrazeni:

e rotace 0 45° v zaporném smyslu podle osy z (osa rotace
(1,1, 0) pfejde do osy x)

e rotace 0 60° v kladném smyslu podle osy x.

e rotace 0 45° v kladném smyslu podle osy z (osa x piejde
zpét na osu danou vektorem (1, 1, 0)).

Matice vysledné rotace tedy bude sou¢inem matic odpovi-
dajicich témto tfem zobrazenim, pri¢emzZ poradi matic je ddno
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poradim provadéni jednotlivych zobrazeni, prvnimu zobra-
zeni odpovidd v souinu matice nejvice napravo. Celkem tedy
dostavame pro hledanou matici A vztah:

— 0
0
1

b

I
S
S O =

NIlea (e}
Pufort
SIS

N|§N|~ o

eI B
15
ol
(3]
4>|§4>|w e N|§

N — -Pl%
()}
&

2. Determinanty

V paté ¢asti prvni kapitoly jsme vid€li, Ze pro Ctvercové
matice dimenze 2 nad redlnymi Cisly existuje skaldrni funkce
det, kterd matici ptifadi nenulové Cislo prave, kdyz existuje
jeji inverze. Neftikali jsme to sice stejnymi slovy, ale snadno
si to ovéfite (viz odstavce pocinaje 1.26 a vzorec (1.16)). De-
terminant byl uzite¢ny i jinak, viz 1.33 a 1.34, kde jsme si
volnou tvahou odvodili, Ze obsah rovnobéZnika by mél byt
linedrné zavisly na kazdém ze dvou vektorti definujicich rov-
nobéznik a 7Ze je uziteCné zaroven pozZadovat zménu znaménka
pri zméné potadi téchto vektord. ProtoZe tyto vlastnosti mél,
aZ na pevny skaldrni ndsobek, jediné determinant, odvodili
jsme, Ze je obsah ddn pravé takto. Nyni uvidime, Ze podobné
Ize postupovat v kazdé kone¢né dimenzi.

V této ¢asti budeme pracovat s libovolnymi skaldry K a
maticemi nad témito skaldry. NaSe vysledky o determinantech
tedy budou vesmés platit pro vSechny komutativni okruhy,
zejména tedy tieba pro celocislené matice.

2.14. Definice determinantu. Pfipometime, Ze bijektivni
zobrazeni mnoZiny X na sebe se nazyva permutace mnoZiny
X,viz 1.7. Je-li X = {1,2,...,n}, lze permutace zapsat
pomoci vysledného poradi ve formé tabulky:

1 2 ... n

(a(l) o2 ... a(n)) ’
Prvek x € X se nazyvéd samodruznym bodem permutace
o, je-li o(x) = x. Permutace o takovd, Ze existuji pravé
dva rtzné€ prvky x,y € X so(x) = yao(z) = z pro
vSechna ostatni z € X se nazyva transpozice, znacime ji
(x, y). Samoziejmé pro takovou transpozici plati také o (y) =
x, odtud nazev.

V dimenzi dva byl vzorec pro determinant jednoduchy —
vezmeme vSechny mozné souciny dvou prvkd, po jednom z
kazdého sloupce a fadku matice, opatiime je znaménkem tak,
aby pfi prehozeni dvou sloupcti doslo ke zméné celkového
znaménka, a vyrazy vSechny (tj. oba) seteme:

A:(“ b), det A = ad — be.
c d
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Obecné, uvazujme Ctvercové matice A = (a;;) dimenze
n nad K. Vzorec pro determinant matice A bude také poskla-
dany ze vSech mozZnych soucint prvki z jednotlivych radki
a sloupcti:

Determinant matice A je skalar det A = |A| definovany |
vztahem

1Al = D sgn(0)ais)  a2@) ** Anomy
oEX,
kde ¥, je mnoZina v§ech moZnych permutacina {1, ...,n}a
znaménko sgn pro kaZzdou permutaci o jesté¢ musime popsat.
Kazdy z vyrazi

Sgn(o—)alo(l) *A25(2) " " Ano(n)

nazyvame clen determinantu |A|.

Definice determinantu l

V dimenzich 2 a 3 snadno uhddneme i spravnd znaménka.
Soudin prvki z diagondly ma byt s kladnym znaménkem a
chceme linearitu v kaZdém sloupci a antisymetrii pii preho-
zeni dvou sloupcti nebo fadka.

Pro n = 2 je, jak jsme ¢ekali |

apn  dap

= +ajax — apa.
ar an

Podobné pron = 3

ayp dpp a3
az1 Gy a3 =+ apaxnasz — apaxnds; + a;zaas;
asy dzp dasjz

— ay1ax3as + a;pazsas — apddss.

Tomuto vzorci se fika Saarusovo pravidlo.
Determinanty v dimensi dvé a tii l

2.15. Parita permutace. Jak tedy najit spradvnd znaménka
permutaci? Rikdme, Ze dvojice prvkiia,b € X = {1,...,n}
tvoii inverzi v permutaci o, je-lia < b ao(a) > o).
Permutace o se nazyva suda (resp. lichd), obsahuje-li sudy
(resp. lichy) pocet inverzi.

Parita permutace o je (—1)Po%tinve 3 7pagime ji
sgn(o). Tolik tedy definice znamének naSich Clent deter-
mintu, chceme ale v&dét, jak s paritou pocitat. Z nésledujiciho
tvrzeni o permutacich uZ je jasné vidét, Ze Saarusovo pravidlo
skute¢né pocitd determinant v dimenzi 3.

Véta. Na mnozine X = {1,2,...,n} je pravé n! riznych
permutaci. Tyto Ize sefadit do posloupnosti tak, Ze kaZdé dvé
po sobé jdouci se lisi pravé jednou transpozici a kaZda trans-
pozice méni paritu. Lze p¥i tom zacit libovolnou permutact.

Dtkaz. Pro jednoprvkové a dvouprvkové X tvrzeni sa-
mozrfejmé plati. Budeme postupovat indukci pfes dimenzi.
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Ptredpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro vSechny mnoZiny s
n — 1 prvky a uvazme permutaci o (1) = ay, ..., o0(1n) = a,.
Podle induk¢niho predpokladu vSechny permutace, které maji
na poslednim misté a,, dostaneme z tohoto poradi postup-
nym provadénim transpozic. Pfitom jich bude (n — 1)!. V
poslednim z nich prohodime o (n) = a, za néktery z prvkd,
ktery dosud nebyl na poslednim misté, a znovu uspofadame
vSechny permutace s timto vybranym prvkem na poslednim
misté¢ do posloupnosti s poZadovanymi vlastnostmi. Po n-
ndsobné aplikaci tohoto postupu ziskame n(n — 1) = n!
zarucené riznych permutaci, tzn. vSechny, praveé predepsa-
nym zpisobem. VSimnéme si, Ze posledni véta dokazovaného
tvrzeni se nezda piili§ dileZita pro jeho vyuziti. Je v§ak velice
dtlezitou ¢4sti postupu v naSem dikazu indukei pres pocet
prvki.

Zbyva tvrzeni véty o paritich. UvaZme pofadi

(a17"'7ai7ai+]a-"vn)a

ve kterém je r inverzi. Pak zjevné je v pofadi

(a17'--’ai+1aai"'vn)

bud' 7 — 1 nebo r + 1 inverzi. KaZdou transpozici (a;, a;) lze
pritom ziskat postupnym provedenim (j —i)+(j —i —1) =
2(j—i)—1 transpozic sousednich prvk. Proto se provedenim
libovolné transpozice parita permutace zméni. Navic jiZ vime,
Ze vSechny permutace lze ziskat provadénim transpozic. [

Zjistili jsme, Ze provedeni libovolné transpozice zméni
paritu permutace a Ze kazdé poradi ¢isel {1,2,...,n} lze
ziskat postupnymi transpozicemi sousednich prvki. Dokézali

jsme proto:

Dusledek. Na kazdé konecné mnoZiné X = {1,...,n}sn
prvky, n > 1, je pravé %n! sudych a %n! lichych permutaci.

Jestlize sloZime dvé permutace za sebou, znamend to
provést napied vSechny transpozice tvofici prvni a pak druhou.
Proto pro libovolné permutace o, n : X — X plati

sgn(o on) = sgn(o) - sgn(n)
a proto také
sgn(o_l) = sgn(o).

2.16. Rozklad permutace na cykly. Dobrym ndstrojem pro
praktickou préci s permutacemi je jejich rozklad na tzv. cykly.

| Permutace o na mnoZziné X = {1, ..., n} se nazyva cyk-
lus délky k, jestliZze je moZné najit prvky a;,...,a; € X,
2 <k <ntakové, Ze o(a;) = ajy1,i = 1,...,k— 1, za-
timco o (a;) = a; a ostatni prvky v X jsou pro o samodruzné.
Cykly délky dva jsou prave transpozice.
Kazd4 permutace je sloZenim cykli. Cykly sudé délky
maji paritu —1, cykly liché délky maji paritu 1.

Cykly
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Posledni tvrzeni musime jesté dokazat. Jestlize definu-
jeme pro danou permutaci o relaci R tak, Ze dva prvky x,
y € X jsou v relaci pravé kdyZ o” (x) = y pro néjakou iteraci
permutace o, pak zjevné jde o relaci ekvivalence. ProtoZe je X
koneén4 mnoZina, musi pro n&jaké £ byt o*(x) = x. Jestlize
zvolime jednu tfidu ekvivalence {x, o (x), ..., o0 (x)} C X
a ostatni prvky definujeme jako samodruzné, dostivame cyk-
lus. Evidentné je pak celd ptivodni permutace X slozenim
vsech téchto cyklt a je jedno v jakém potadi cykly skldddme.

Pro urceni parity si nyni staci pov§imnout, Ze cykly sudé
délky lze napsat jako lichy pocet transpozic, proto maji paritu
—1. Obdobné cyklus liché délky dostaneme ze sudého poctu
transpozic a proto maji paritu 1.

2.17. Jednoduché vlastnosti determinantu. Pozndni vlast-
nosti permutaci a jejich parit z predchozich odstavcti ndm ted’
umoZzni rychle odvodit zdkladni vlastnosti detemrinti.

Pro kazdou matici A = (a;;) typu m/n nad skaldry z K
definujeme matici transponovanou k A. Jde o matici AT =
(aj;) s prvky a;; = aj;, kterd je typu n/m.

Ctvercova matice A s vlastnosti A = A7 se nazyva syme-
trickd. Jestlize plati A = — AT, pak se A nazyva antisymet-
ricka.

Véta. Pro kaZdou ctvercovou matici A = (a;j) plati |

(1) |AT] = |A],

(2) Je-li jeden vadek v A tvoren nulovymi prvky z K, pak
|A] =0,

(3) Jestlize matice B vznikla z A viménou dvou vadku, pak
|A| = —|B],

(4) Jestlize matice B vznikla z A vynasobenim vadku skala-
rema € K, pak |B| = aA|,

(5) Jsou-li prvky k-tého vadku v A tvaru axj = cxj + byj a
vSechny ostatni fadky v maticich A, B = (b;;), C = (cij)
Jsou stejné, pak |A| = |B| + |C|,

(6) Determinant |A| se nezmeni, pricteme-li k libovolnému
Fadku A linedrni kombinaci ostatnich rddku.

Jednoduché vlastnosti determinanta l

Dokaz. (1) Cleny determinanti |A| a |AT| jsou v bi-
jektivni korespondenci. Clenu sgn(o)ais(1y * A26(2) * * * Ano(n)
pritom v A7 odpovid4 ¢len (na poradi skaldrt v soudinu totiz
nezalezi)

sgn(0)do (1)1 * do@2)2 " " * Ao mn =
= 8gN(0)a15-1(1) * A25-1(2) * * * Gno = (n)>

pricemZ musime ovéfit, Ze je tento ¢len opatfen sprdvnym
znaménkem. Parita 0 a ! je ale stejn4, jde tedy opravdu o
¢len |AT| a prvni tvrzeni je dokdzano.

(2) Plyne pfimo z definice determinantu, protoZe vSechny
jeho ¢leny obsahuji z kaZzdého fddku prave jeden Clen, a je-li
jeden z fadkl nulovy, budou tedy vSechny nulové.
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(3) Ve vSech Clenech | B| dojde ve srovndni s determinan-
tem |A| u permutaci k pfiddni jedné transpozice, znaménko
vSech Clend determinantu tedy bude opacné.

(4) Vyplyva piimo z definice, protoZe ¢leny determinantu
| B] jsou Cleny | A| vynasobené skaldrem a.

(5) V kazdém clenu |A| je praveé jeden soucinitel z k-tého
radku matice A. ProtoZe plati distributivni zdkon pro nasobeni
a s¢itani v K, vyplyva tvrzeni pfimo z defini¢niho vztahu pro
determinanty.

(6) Jsou-li v A dva stejné fadky, jsou mezi Cleny deter-
minantu vZdy dva s¢itance stejné aZ na znaménko. Proto je
v takovém piipadé |A| = 0. Je tedy podle tvrzeni (5) mozZné
pricist k vybranému fadku libovolny jiny fadek, aniZ by se
zmnénila hodnota determinantu. Vzhledem k tvrzeni (4) 1ze
ale pricist i skalarni ndsobek libovolného jiného fadku. [J

2.18. Vypocetni disledky. Podle piedchozi véty umime
prevést elementdrnimi fadkovymi transformacemi kazdou
¢tvercovou matici A na fddkové schodovity tvar, aniZ bychom
zménili hodnotu jejiho determinantu. Jen musime ddvat pozor,
abychom vZzdy k upravovanému fddku pouze pficitali linedrni
kombinace 4dki ostatnich.

| Je-li matice A v fddkovém schodovitém tvaru, pak v kaz-
dém cClenu | A| je alespoii jeden soucinitel prvkem pod diago-
nélou s vyjimkou piipadu, kdy jsou vSechny jen na diagonéle.
Pak je ale jedinym nenulovym ¢lenem determinantu ten, ktery
odpovid4 identické permutaci. Vidime tedy, Ze determinant
takové matice ve schodovitém tvaru je

|Al =ay -ax - any.

Predchozi véta tedy poskytuje velice efektivni metodu
vypoctu determinantii pomoci Gaussovy elimina¢ni metody,
viz 2.7.

! Vypocet determinantii eliminaci

Vsimnéme si také hezkého disledku prvniho tvrzeni pred-
chozi véty o rovnosti determinanti matice a matice trans-
ponované. Zarucuje totiZ, Ze kdykoliv se ndm podaii doka-
zat néjaké tvrzeni o determinantech formulované s vyuZitim
radki prislusné matice, pak analogické tvrzeni plati i pro
sloupce. Napr. tedy miiZeme okamZité vSechna tvrzeni (2)—(6)
této véty preformulovat i pro pri¢itdni linedrnich kombinaci
ostatnich sloupcii k vybranému.

Déle si v§imnéme, Ze vlastnosti (3)—(5) z pfedchozi véty
fikaji, Ze determinant jakoZto zobrazeni, které n vektorim
dimenze n (fadkdm nebo sloupciim matice) pfiradi skalar, je
antisymetrické zobrazeni linedrni v kazdém svém argumentu,
presné jako jsme podle analogie z dimenze 2 pozadovali.

2.19. Dalsi vlastnosti determinantu. Casem uvidime, Ze
skutecné stejné jako v dimenzi dva je determinant matice ro-
ven orientovanému objemu rovnobéZnosténu uréeného jejimi

s~z

sloupci. Uvidime také, Ze kdyZ uvdzime zobrazeni x — A - x
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zadané Ctvercovou matici A na R”, pak miZeme determi-
nant této matice vidét jako vyjadfeni poméru mezi objemem
rovnobéznosténd danych vektory xi, ...x, a jejich obrazy
A-xq,...,A-x,. ProtoZe skladani zobrazeni x > A - x >
B - (A - x) odpovida ndsobeni matic, je snad docela pochopi-
telna tzv. Cauchyova véta:

—

Véta. Necht A = (a;j), B = (b;j) jsou ctvercové matice
dimenze n nad okruhem skalari K. Pak |A - B| = |A]| - | B].

Cauchyova véta

My ted tuto vétu odvodime ryze algebraicky uZ proto, Ze
pfedchozi odvoldvka na geometricky argument t€Zko mtze
fungovat pro jakékoliv skalary. Zakladnim ndstrojem je tzv.
rozvoj determinantu podle jednoho nebo vice fadkd ¢i sloupci.
Budeme potiebovat néco malo technické ptipravy. Ctendr,
ktery by snad tolik abstrakce neztravil miZe tyto pasdze
preskocit a vstiebat pouze znéni Laplaceovy véty a jejich
dasledka.

2.20. Minory matice. Nechf A = (a;;) je matice typum/n
al<ij<...<ixp<m,l <j <...<j; <njsoupevné
zvolend ptirozend ¢isla. Pak matici

iyjp Girjp -+ Gigjy
M= .
igji Qigjp -+ Qigje

typu k/{ nazyvame submatici matice A uréenou fadky
i1,...,ip asloupci ji, ..., j,. Zbyvajicimi (m — k) tadky
a (n —!) sloupci je ur€ena matice M* typu (m — k)/(n — £),
kterd se nazyva doplitkova submatice k M v A. Pti k = £ je
definovén | M|, ktery nazyvame subdeterminant nebo minor
fadu k matice A. Je-lim = n, pak pfi k = € jei M* ¢tvercovd
a |M*| se nazyva doplnék minoru | M|, nebo dopliikovy minor
k submatici M v matici A. Skalar

(_1)i1+"‘+ik+j1+"'+jl . |M>k|

se nazyva algebraicky doplnék k minoru |M|.

Submatice tvorené prvnimi k fadky a sloupci se nazyvaji
hlavni submatice, jejich determinanty hlavni minory matice
A.

Pfi specidlni volbé k = ¢ = 1, m = n hovofime o
algebraickém dopliiku A;; prvku a;; matice A.

Pokud je | M| hlavni minor matice A fddu k, pak piimo z
definice determinantu je vidét, Ze kazdy z jednotlivych k!(n —
k)! s¢itancti v soucinu |M| s jeho algebraickym doplitkem je
Clenem determinantu |A|.

Obecné, uvaZzme submatici M, tj. ¢tvercovou matici,
uréenou fadky i} < ip < --- < g asloupci j; < -+ < ji.
Pak pomoci (i; — 1) 4+ --- + (ix — k) vymén sousednich
fadkt a (j; — 1) + - - - + (jix — k) vymén sousednich sloupcti
v A prevedeme tuto submatici M na hlavni submatici a
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dopliikovd matice pfitom piejde pravé na doplitkovou ma-
tici. Celd matice A ptejde pfitom v matici B, pro kterou plati
podle 2.17 a definice determinantu |B| = (—1)*|A|, kde
o= Z];l=1(ih — Jjn) —2(1 4+ - - - + k). Tim jsme ovéfili:

Tvrzeni. JestliZe je A je ctvercova matice dimenze n a |M|
Je jeji minor ¥dadu k < n, pak soucin libovolného clenu |M |
s libovolnym clenem jeho algebraického doplriku je clenem

Al

Toto tvrzeni uz podbizi predstavu, Ze by se pomoci tako-
vych soucinti mensich determinantt skute¢né mohl determi-
nant matic vyjadiovat. Vime, Ze | A| obsahuje pravé n! riznych
¢lend, prave jeden pro kaZdou permutaci. Tyto ¢leny jsou na-
vzéijem rizné jakoZzto polynomy v prvcich (nezndmé obecné)
matice A. JestliZe tedy ukdZeme, Ze navzajem rGznych vyrazi
z ptedchoziho tvrzeni je prave tolik jako je tomu u determi-
nantu | A|, pak dostaneme jejich souctem pravé determinant.

Zbyva proto ukdzat, Ze uvazované souliny |M| - |[M*|
obsahuji pravé n! rliznych ¢lenti z |A|.

Ze zvolenych k tadku lze vybrat (Z) minord M a podle
predchoziho lematu je kazdy z k!(n — k)! ¢lend v soucinech
|M]| s jejich algebraickymi dopliiky ¢lenem |A|. Pfitom pro
rizné vybéry M nemiiZeme nikdy obdrZet stejné Cleny a jed-
notlivé ¢leny v (—1)i1+Fitiit=+i .| M| . |M*| jsou také
po dvou rizné. Celkem tedy mame pravé poZadovany pocet
k!(n — k)!(;) = n! Clend.

Tim jsme bezezbytku dokézali tzv. Laplaceovu vétu:

Véta. Necht A = (a;;) je Ctvercova matice dimenze n
nad libovolnym okruhem skaldrii a nechf je pevné zvo-
leno k jejich radki. Pak |A| je soucet vsech (Z) soucint
(= DivtFitivt=tit | M| . |M*| minorii ¥adu k vybranych ze
zvolenych vadkii, s jejich algebraickymi dopliiky.

! Laplaceova véta

Uvedend véta prevadi vypocet |A| na vypocet determi-
nantd niz8iho stupné. Této metodé vypocltu se fikd Laplaceiiv
rozvoj podle zvolenych fadku ¢i sloupcti. Napt. rozvoj podle
i-tého fadku nebo i-tého sloupce:

n n
|Al = E aijAij = E ajiAji
Jj=1 j=1

kde A;; oznaCuje algebraicky doplnék k prvku a;; (tj. k minoru
stupné 1).

Pti praktickém pocitdni determinantd byva vyhodné kom-
binovat Laplaceiiv rozvoj s pfimou metodou pticitani linedr-
nich kombinac{ tadki ¢i sloupci.

2.21. Dukaz Cauchyovy véty. Dikaz se opird o trikovou
ale elementdrni aplikaci Laplaceovy véty. PouZijeme prosté
dvakrat Laplacetv rozvoj na vhodné matice:

Uvazme nejprve matici H dimenze 2n (pouZividme tzv.
blokovou symboliku, tj. piSeme matici jakoby sloZenou ze
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(sub)matic A, B atd.)

ar ar, 0O ... 0

H— A 0 _|am - am 0o ... 0
—E B -1 0 by ... by,

0 _1 bnl bnn

Laplaceovym rozvojem podle prvnich n fadka obdrzime praveé
|H| = |Al-|B].

linearni kombinace prvnich n sloupci tak, abychom obdrZeli
matici s nulami v pravém dolnim rohu. Dostaneme

ap ay,  C11 Cin

ani Anpn Cnl Cnn
K=1_-1 0 0 0

0 -1 0o ... 0

Prvky submatice nahote vpravo pfitom musi spliiovat
Cij = aitbj + anbyj + -+ + ainby;

neboli jde pravé o prvky soucinu A - B a |K| = |H|. Pfitom
rozvojem podle poslednich n sloupcti dostdvame

|K| — (—1)n+1+m+2n|A‘B| — (_1)2n(n+1)|AB| — |AB|

Tim je Cauchyova véta bezezbytku dok4zéna.

2.22. Determinant a inverzni matice. Predpokladejme nej-
prve, Ze existuje matice inverzni k matici A, tj. A- A~ = E.
ProtoZe pro jednotkovou matici plati vzdy |E| = 1, je pro
kaZdou invertibilni matici vZdy |A| invertibiln{ skalér a diky
Cauchyové vété plati |A|~! = |A7!].

My v8ak nyni kombinaci Laplaceovy véty a Cauchyho
véty umime fici vic.

Pro libovolnou ¢tvercovou matici A = (a;;) dimenze n
definujeme matici A* = (a;;), kde ¢;; = Aj; jsou algebraické
dopliky k prvkiim a;; v A. Matici A* nazyvdme algebraicky
adjungovand matice K matici A.

4

Véta. Pro kaZdou ctvercovou matici A nad okruhem skaldrii

K plati
2.1 AA*=A"A=|A|-E.

Zejména tedy

(1) A~" existuje jako matice nad okruhem skaldrii K prave,

kdy? |A|~! existuje v K.

(2) Pokud existuje A~', pak plati A=' = |A|~! . A*.

Vzorec pro inverzni matici
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Dtkaz. Jak jsme jiZz zminili, Cauchyova véta ukazuje, Ze
z existence A~! vyplyvi invertibilita |A| € K.

Pro libovolnou ¢tvercovou matici A spocteme pfimym
vypoctem A - A* = (¢;;), kde

n

n
*
Cij = E aixay; = E ik A jk-
k=1

k=1

Pokud i = j je to pravé Laplacetv rozvoj |A| podle i-tého
fadku. Pokud i # j jde o rozvoj determinantu matice v niZ
je i-ty a j-ty fadek stejny a proto je ¢;; = 0. Odtud plyne
A - A* =|A| - E adokdzali jsme rovnost (2.1).
Predpokladejme navic, Ze |A| je invertibilni skalar. Jest-
lize zopakujeme piedesly vypocet pro A* - A, obdrZzime
|A|7'A* . A = E. Proto n4% vypocet skute¢n& d4v4 inverzni
matici A, jak je tvrzeno ve vEte. U

3. Vektorové prostory a linearni zobrazeni

Vrafme se ted’na chvilku k systémdm m linedrnich rovnic
pro n proménnych z 2.3 a predpokladejme navic, Ze jde o
rovnice tvaru A - x = 0, j.

al /AT X1 0

ami ... Qmn X5 0

Diky vlastnosti distributivity pro ndsobeni matic je zfejmé,
Ze soucet dvou feSeni x = (xy,...,x,) ay = (Y1, .-+ V)
spliiuje

A (x+y)=A-x+A-y=0

a je tedy také feSenim. Stejné tak zdstdva feSenim i skaldrni
ndsobek a - x. MnoZina vSech feseni pevné zvoleného sys-
tému rovnic je proto uzavfend na s¢itani vektorti a ndsobeni
vektorl skaldry. To byly zdkladni{ vlastnosti vektord dimenze
n v K", viz 2.1. Ted ale madme vektory v prostoru feSeni s n
soufadnicemi a ,,dimenze“ tohoto prostoru urcité nemd byt n
(pokud matice systému neni nulovd). Pfipady dvou rovnic pro
dvé nezndmé jsme potkali pfi feSeni geometrickych problémi
v roviné v 1.25 a pro dvé z4vislé rovnice byl mnoZinou vSech
feSeni ,,jednorozmérny * prostor — pfimka. U dvou nezdvis-
Iych rovnic to byl prisecik dvou piimek, tj. ,,nularozmérny
prostor.

2.23. Abstraktni vektorové prostory. Uz v 1.12, jsme ale
potkali jesté zajimavéjsi priklad prostoru vSech feSeni homo-
genni linedrni diferen¢ni rovnice (druhého radu). Opét jsme
dvé teSeni mohli libovoln€ kombinovat pomoci s¢itani a na-
sobeni skaldry a dostali jsme tak v§echna mozn4 feSeni. Tyto
,»vektory“ ov§em jsou nekonecné posloupnosti ¢isel, prestozZe
intuitivné o¢ekdvame, Ze dimenze celého prostoru feseni by

méla byt dvé. Potiebujeme proto obecnéjsi definici vektoro-
vého prostoru a jeho dimenze:
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Vektorovym prostorem V nad polem skalarti K rozumime |
mnoZinu, na které jsou definovdny

e operace s¢itani spliujici axiomy 1.1(KG1)—(KG4),
e ndsobeni skaldry, pro které plati axiomy 2.1(V1)-(V4).

Definice vektorového prostoru l

Pripoménme nasi jednoduchou konvenci ohledné znacent:
skaldry budou zpravidla oznacovany znaky z pocatku abecedy,
tj. a, b, c, ..., zatimco pro vektory budeme uzivat znaky z
konce, u, v, w, x, y, z. Pfitom jesté navic vétSinou x, y, z
budou opravdu n-tice skaldrd. Pro tplnost vyctu, pismena z
prosttedka, napt. i, j, k, £ budou nejcastéji oznacovat indexy
vyrazg.

Abychom se trochu pocvicili ve formalnim postupu,
ovéfime jednoduché vlastnosti vektort, které pro n-tice ska-
lard byly samoziejmé, nicméné ted je musime odvodit z
axiomd.

Tvrzeni. Necht'V je vektorovy prostor nad polem skaldrii K,
dale uvaime a, b, a; € K, vektory u,v,u; € V. Potom

(1) a-u=0prdavé kdy?a = 0nebou =0

(2) (=1)-u=—u
(3)a-(u—v)=a-u—a-v

(4) (a—b) - u=a-u—>b-u

(5) (Z?:lai) : (ZT:I ”j) =2 ZT:l ai - uj.

Dtkaz. MtZeme rozepsat

(a+0)-u(v=2)a-u+0-u=a-u

coZ podle axiomu (KG4) zarucuje O - u = 0. Nyni

(=D u @A+ =) u=0-u=0

aodtud —u = (—1) - u. Déle

a -+ (1) v) "2Y

a-u+(—a)-v=a-u—a-v
coZz dokazuje (3). Plati

(a—b)-u(V2’:V3)a-u+(—b)-u:a-u—b‘u
a tim je ovéteno (4). Vztah (5) plyne indukei z (V2) a (V1).
Zbyvid(1):a-0=a-(u—u) =a-u—a-u = 0, cozspolu
s prvnim tvrzenim tohoto dikazu ukazuje jednu implikaci. K
opacné implikaci poprvé potiebujeme axiom pole pro skaléry
a axiom (V4) pro vektorové prostory: je-li p-u =0a p # 0,
pku=1-u=(p ' p-u=p'-0=0. U

2.24. Linearni (ne)zavislost. V odstavci 2.11 jsme praco-
vali s tzv. linedrnimi kombinacemi fddk matice. S obecnymi
vektory budeme zachdzet zcela analogicky:
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Vyrazy tvaru a; - v; + - - + ay - v nazyvame linedrni
kombinace vektori vy, ..., vy € V.MnoZina vektora M C V
ve vektorovém prostoru V nad K se nazyva linedrné nezavisla
jestlize pro kazdou k-tici vektord vy, ..., vy € M a kazdé
skalary ay, ..., a; € K plati:

a]'vl+"'+ak'vk:O — a1=a2=---=ak=0.

Posloupnost vektord vy, . .., vy nazveme linedrné nezd-
vislou jestlize vy, . .., v jsou po dvou rdzné a {vy, ..., vt} je
linearn€ nezavisla.

MnoZina M vektorG je linedrné zavisla, jestlize nen li-
nearné nezavisla.

l Linearni kombinace a nezavislost

Piimo z definice pak vyplyvé, Ze neprdzdnd podmnoZina
M vektord ve vektorovém prostoru nad polem skalart K je
zavisld prave, kdyz je jeden z jejich vektorl vyjadritelny jako
linedrni kombinace ostatnich. Skutecné, alespoii jeden koefi-
cient ve vyrazu musi byt nenulovy a protoZe jsme nad polem
skaldrti, miZeme jim pod¢lit a vyjadrit tak u néj stojici vektor
pomoci ostatnich.

Kazda podmnoZina linedrné nezdvislé mnoZiny M je sa-
mozrfejmé také linedrné nezdvisld (poZadujeme stejné pod-
minky na méné vektori). Stejn€ snadno vidime, Ze M C V
je linedrné nezdvislé prave tehdy, kdyz kazd4 kone¢nd podm-
noZina v M je linedrné nezdvisla.

2.18
2.25. Generatory a podprostory. PodmnoZina M C V se
nazyva vektorovym podprostorem jestlize spolu se ziZenymi
operacemi s¢itdni a ndsobeni skaldry je sama vektorovym
prostorem. Tzn. poZadujeme

VYa,be K, Yv,we M, a-v+b-weM.

Rozeberme si hned nékolik prikladd: Prostor m—tic ska-
lart R™ se s¢itdnim a ndsobenim po slozkéch je vektorovy
prostor nad R, ale také vektorovy prostor nad Q. Napf. pro
m = 2, jsou vektory (1, 0), (0,1) € R? linedrné nezavislé,
protoZe z

a-(1,00+b-(0,1) =(0,0)

plyne a = b = 0. Dile, vektory (1, 0), (+/2,0) € R? jsou
linedrné zavislé nad R, protoze V2- (1,0) = (\/E, 0), ovSem
nad Q jsou linearn€ nezavislé! Nad R tedy tyto dva vektory
»generuji* jednorozmérny podprostor, zatimco nad Q je dvou-
rozmérny.

Polynomy stupné nejvySe m tvoii vektorovy prostor
R,,[x]. Polynomy miZeme chépat jako zobrazeni f : R — R
a s¢itdni a ndsobeni skaldry definujeme takto: (f + g)(x) =
fx)+gx), (a- f)(x) =a- f(x). Polynomy vSech stupit
také tvoii vektorovy prostor Ry[x] a R,,[x] C R, [x] je vek-
torovy podprostor pro viechna m < n < oo. Podprostory
jsou také napf. vSechny sudé polynomy nebo liché polynomy,
tj. spliujici f(—x) = £ f(x).

Uplné analogicky jako u polynomti miizeme definovat
strukturu vektorového prostoru na mnoZiné vSech zobrazeni
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R — R nebo vSech zobrazeni M — V libovolné pevné
zvolené mnoziny M do vektorového prostoru V.

ProtoZe podminka v definici podprostoru obsahuje pouze
univerzalni kvantifikatory, je jisté prunik podprostord opét
podprostor. Snadno to ovéfime i piimo: Necht W;, i € I, jsou
vektorové podprostory ve V, a, b € K, u, v € N;c;W;. Pak
pro vSechnyi € I,a-u+ b -v € W;, to ale znamen4, 7Ze
a-u+b-ve ﬂieIW,-.

Zejména je tedy podprostorem prinik vSech podprostori
W C V, které obsahuji predem danou mnozinu vektori M C
V. Rikdme, Ze takto M generuje podprostor (M), nebo Ze
prvky M jsou generdtory podprostoru (M).

Zformulujme opét nekolik jednoduchych tvrzeni o gene-
rovéani podprostor:

Tvrzeni. Pro kaZdou podmnoZinu M C V plati

(1) (M) ={ay -ur+---+ar-u; k€ Na; € Kjuj €
M,j=1,...,k};

(2) M = (M) pravé kdy? M je vektorovy podprostor;

(3) jestliZe N C M pak (N) C (M) je vektorovy podprostor;

(4) (¥) = {0} C V, trivialni podprostor.

DUkaz. (1) Mnozina vSech linearnich kombinaci aju; +
-+« 4+ apuy na pravé strané€ (1) je jisté vektorovy podprostor
a samozfejmé obsahuje M. Naopak, kazda z jednotlivych
linedrnich kombinaci nutné musi byt v (M) a prvni tvrzeni je
dokézano.

Tvrzeni (2) vyplyva okamZité z (1) a z definice vektoro-
vého podprostoru a obdobné je z prvniho tvrzeni ziejmé i
tvrzeni tieti.

Konec¢né, nejmensi vektorovy podprostor je {0}, protoZe
prdzdnou mnoZzinu obsahuji vSechny podprostory a kazdy z
nich obsahuje 0. U

2.26. Soucty podprostori. KdyZ uz mame piedstavu o ge-
neratorech a jimi vytvafenych podprostorech, méli bychom
rozumét i moZnostem, jak nékolik podprostori miiZze vytvaret
cely vektorovy prostor V.

Necht V;, i € I, jsou podprostory ve V. Pak podpro-
stor generovany jejich sjednocenim, tj. (U;c;V;), nazyvame
souctem podprostorii V;. Znaime > ._, V;. Zejména pro
Vi,..., Vi CV,

Vit o+ Vi=(ViuV,U---UVj).

Soucty podprostoria l

Vidime jsme, Ze kazdy prvek v uvazovaném souctu pod-
prostori miizeme vyjadfit jako linedrni kombinaci vektorl z
podprostort V;. ProtoZe vSak je s¢itdni vektori komutativndi,
Ize k sobé posklddat ¢leny patiici do stejného podprostoru a
pro kone¢ny soucet k podprostorti tak dostdvame

Vi+Vot-o -+ Vi={u+--+us v e Vi =1, k)

Soucet W = V| + .- 4+ Vi C V se nazyva piimy soucet
podprostord, jsou-li priniky vSech dvojic trividlni, tj. V; N

A

iel
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V; = {0} pro vSechny i # j. UkédZeme, Ze v takovém piipadé¢
lze kazdy vektor w € W napsat prave jednim zptisobem jako
soucet

w=v;+ -+ v,

kde v; € V;. Skute¢né, pokud by tento vektor §lo zaroveii
vyjadfit, jako w = v] + - - - + v;, potom

O=w—w= (v —v) + -+ (v — V).

Pokud bude v; — v prvni nenulovy ¢len na pravé strané, pak
tento vektor z V; umime vyjadfit pomoci vektorii z ostatnich
podprostorii. To je ale ve sporu s pfedpokladem, Ze V; mé se
v§emi ostatnimi nulovy priinik. Jedinou mozZnosti tedy je, Ze
vSechny vektory na pravé strané jsou nulové a tedy je rozklad
w jednoznaény.

Pro piimé soucty podprostoril piSeme

W=V - &V =0 _ V.

2.27. Baze. Nyni mame vSe pripravené pochopeni minimdl-
nich mnoZin generétord tak, jak jsme to délali v rovning R?.

| PodmnoZina M C V se nazyva bdze vektorového pro-
storu V, jestlize (M) = V a M je linedrn€ nezdvisl4.
Vektorovy prostor, ktery m4 konecnou bdzi nazyvidme
konecnérozmérny, mohutnost bize nazyvdme dimenzi V.
Nemd-li V koneCnou bdzi, fikdme, Ze V je ne-
konecnérozmérny. PiSeme dimV = k, k € N, pfipadné
k = oo.

l Baze vektorovych prostori

Vsimnéme si, Ze trividlni podprostor je generovédn prazd-
nou mnoZzinou, kterd je "prazdnou'"bazi. M4 tedy trividlni
podprostor dimenzi nulovou.

Béazi k-rozmérného prostoru budeme obvykle zapiso-
vat jako k-tici v = (v; ..., v) badzovych vektort. Jde tu
pfedevsim o zavedeni konvence: U kone¢nérozmérnych pod-
prostort budeme totiZ vZdy uvaZovat bazi véetné zadaného
potadi prvki i kdyZ jsme to takto, striktné€ vzato, nedefinovali.

Zjevné, je-li (vy,...,v,) bazi V, je cely prostor V
pfimym souctem jednorozmérnych podprostort

V=)@ D ().

Okamzitym ddsledkem vyse odvozené jednoznacnosti
rozkladu jakéhokoliv vektoru ve V do komponent v pfimém
souctu ddv4 jednoznacné vyjadieni

w=xv;+- -+ x,0,

a dovoluje ndm tedy po volbé bize opéct vidét vektory jako
n—tici skalar. K tomuto pohledu se vratime v zapéti v od-
stavci 2.31, jak jen dokon¢ime diskusi existence baz{ a souctl
podprostorid v obecné poloze.

2.20| 2.28. Véta. Z libovolné konecné mnoZiny generdtori vekto-
rového prostoru V Ize vybrat bazi. KaZda baze V md pritom
stejny pocet prvkii.
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Dtxkaz. Prvni tvrzeni ukdZzeme snadno indukci pies
pocet generatorti k.

Jediné nulovy podprostor nepotiebuje zadny generator
a tedy umime vybrat prazdnou bazi. Naopak, nulovy vektor
vybrat nesmime (generatory by byly linedrné zavisl€) a nic
jiného uz v podprostoru nen.

Abychom méli indukéni krok ptirozenéjsi, probereme
jesté primo piipad k = 1. Mdme V = ({v}) a v # 0 protoZe
{v} je linedrné nezavisla mnoZzina vektora. Pak je ovsem {v}
zaroven baze V.

Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro k = n, a uvazme
V =(vi,...,vpz1). Jsou-li vy, ..., v,41 linedrné nezavislé,
pak tvoii bazi. V opacném piipad¢ existuje index i takovy, Ze

Vi =aiv1+ -+ a1V +aip1Vig1 + -+ Aupi Ut

Pak ovSem V = (v, ..., vi_1, Vit1, ..., Upt1) @ jiZ umime
vybrat bazi (podle indukéniho pfedpokladu).

Zbyva ovéfit, Ze baze maji vZdy stejny pocet prvka. Uva-
Zujme bazi (vy, ..., v,) prostoru V alibovolny nenulovy vek-
tor

u=avy+---+a,v, €V

s a; # 0 pro jisté i. Pak

v = a—(u— (arvi+- -+ 1Vi—1 + a1 Vg1 + -+ apv,))
i

a proto také (u, vy, ..., Vi—1, Vit1, ..., Uy) = V. Jisté je to
opét baze, protoZe vektory vy, ..., vi_1, Vi1, - .., Uy byly ne-
z4vislé, takZe kdyby pfidanim u vznikly linedrné zdvislé vek-
tory, pak by u bylo jejich linedrni kombinaci, ale to by zna-
menalo

V =(v1,..csVic1, Vigls -+, Up),

coZ neni mozné. TakZe uz vime, Ze pro libovolny nenu-
lovy vektor u € V existuje i, 1 < i < n, takové, Ze
(u,v1, ..., V-1, Vg1, ..., Uy) je opét bdze V.

Dale budeme misto jednoho vektoru u uvazovat linedrné
nezdvislou mnoZinu uy, ..., u; a budeme postupné piida-
vatuy, up, ..., vzdy vimeénou za vhodné v; podle pfedcho-
ztho postupu. Je tfeba pouze ovéfit, Ze takové v; vZdy bude
existovat (tj. Ze se nebudou vektory u vyméiovat vzijemné).
Ptedpokladejme tedy, Ze jiz madme umisténé uy, . .., u,. Pak
Uy se jist€ vyjadii jako linedrni kombinace téchto vektort
a zbylych v;. Pokud by pouze koeficienty u uy, ..., uy byly
nenulové, znamenalo by to, Ze jiZ samy vektory uy, ..., U¢s
byly linedrné z4vislé, coZ je ve sporu s nasimi predpoklady.

Pro kazdé k < n tak po k krocich ziskdme bézi ve které z
pivodni doslo k vyméné k vektorl za nové. Pokud by k > n,
pak jiZ v n-tém kroku obdrZime bdzi vybranou z novych vek-
tortl u;, coZ znamend, Ze tyto nemohou byt linedrn€ nezavislé.
Zejména tedy neni mozné, aby dvé baze mély rizny pocet
prvka. g

vev,

Ve skute¢nosti jsme dokdzali silnéjsi tvrzeni, tzv. Steinit-
zovu vétu o vymené, kterd 1ikd, Ze pro kazdou konecnou bézi
v a kazdy systém linedrné nezavislych vektorti ve V umime
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najit podmnozinu bazovych vektorti v;, po jejichZ zaméné za
zadané nové vektory opét dostaneme bizi.

2.29. Dusledky Steinitzovy véty o vyméné. Diky mozZnosti
volné volit a vyméiiovat bazové vektory miiZzeme okamZité
dovodit pékné (a intuitivné snad také o¢ekdvané) vlastnosti
bazi vektorovych prostor:

Tvrzeni. (1) Kazdé dvé baze konecnérozmérného vektoro-
vého prostoru maji stejny pocet vektorii, tzn. Ze nase defi-
nice dimenze nezavisi na volbé baze.

(2) Ma-li V konecnou bdzi, Ize kaZdou linedrné nezavislou
mnoZinu doplnit do baze.

(3) Bdze konecnérozmérnych vektorovych prostorii jsou pravé
maximalni linedrné nezdavislé mnoziny.

(4) Bdze prostoru s konecnou dimenzi jsou prave minimdlni
mnoZiny generatori.

vvvvv

ace kolem dimenzi podprostorti a jejich soucti:

Disledek. Necht W, Wi, W, C V jsou podprostory v pro-
storu konecné dimenze. Pak plati

(1) dimW <dimV

(2) V=W pravé kdy dimV = dim W

(3) dim W; + dim W, = dim(W,; + W,) + dim(W; N W5).

Dtkaz. Zbyva dokdzat pouze posledni tvrzeni. To je
ziejmé, pokud je dimenze jednoho z prostorti nulova. Pfed-
pokladejme tedy dim W; = r # 0, dim W, = s # 0 a nechf
(wy ..., w,) jebize Wi N W, (nebo prdzdnd mnoZina, pokud
je prunik trivialnf).

Podle Steinitzovy véty o vyméné lze tuto bdzi do-

plnit na béazi (wy,...,w,, uqry...,u,) pro Wy a bdzi
(wy ..., Wy, Vg1, - .., Ug) pro W, Vektory
Wiy ooy Wey Up1s oo s Upy Vil ooy Ug

jisté generuji W, 4+ W,. UkdZeme, Ze jsou pfitom linedrné
nezavislé. Nechf tedy

aiwi+- - +a,w b w1+ - Abu eV + - ey =0
Pak nutné

—(Cip1 V1 + s vs) =

=a-w+---+a- -w+by w1 +---+b-u,
musi pattit do W, N Wy. To ale ma za nésledek, Ze
bor=---=b, =0,

protoZe tak jsem dopliiovali naSe baze. Pak ovsem i

ay-wi i+t a - w ey Vg e, =0

a protoZe piislu§né vektory tvoii bazi W5, jsou vSechny koefi-
cienty nulové.

Tvrzeni (3) se nyni ovéfi pfimym pocitanim generatord.

g
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2.30. Priklady. (1) K" ma (jako vektorovy prostor nad K)

dimenzi n. Bazi je napf. n-tice vektorti
((1,0,...,0),0,1,...,0)...,(0,...,0, 1)).

Tuto bazi nazyvame standardni baze v K". V pripadé
kone¢ného pole skalarti, napt. Z;, ma cely vektorovy prostor
K" jen kone¢ny pocet prvka. Kolik?

(2) C jako vektorovy prostor nad R md dimenzi 2, bazi
tvoii napt. ¢isla 1 ai.

(3) K, [x], tj. prostor polynomt stupné nejvyse m, ma di-
menzi m + 1, bazi je napt. posloupnost 1, x, x2, ..., x™. Vek-
torovy prostor vSech polynomd K[x] ma dimenzi co, umime
vsak jeSté stdle najit bazi (i kdyz s nekonecné mnoha prvky):
Lx,x2, ...

(4) Vektorovy prostor R nad Q mé dimenzi co a nema
spocetnou bazi.

(5) Vektorovy prostor vSech zobrazeni f : R — R m4
také dimenzi oo a nema spocetnou bazi.

2.31. Soufradnice vektori. Kdyz je mnozina
{vi,...,v,} C V baze, miZzeme kazdy vektor w € V
vyjadfit jako linedrni kombinaci v = ajv; + -+ + a,v,.

Predpokladejme, Ze to udélame dvéma zpisoby:
w=av +- -+ a,v, =byvy+---+byuv,.
Potom ale
0=(ar—b)-vi+---+ (@ —by)-vy

aprotoa; = b; provSechnai =1, ..., n. Lze tedy kazdy vek-
tor zadat pravé jedinym zptisobem jako linearni kombinaci ba-
zovych vektort. Koeficienty této jediné linedrni kombinace vy-

jadrujici dany vektor w € V ve zvolené baziv = (vy, ..., v,)
se nazyvaji souradnice vektoru w v této bizi.
Kdykoliv budeme mluvit o soufadnicich (ay, ..., a,)

vektoru w, které vyjadfujeme jako posloupnost, musime
mit pevné zvolenu i posloupnost bazovych vektori v =
(vy, ..., vy). Jakkoliv jsme tedy bédze zavedli jako minimaln{
mnoZiny generatort, ve skute¢nosti s nimi budeme pracovat
jako s posloupnostmi.

Ptifazeni, které vektoru u = av; + - - - + a,v, priradi
jeho soufadnice v bdzi v, budeme znacit stejnym symbolem
v:V — K" M4 tyto vlastnosti:

(D v+ w) =v@w) +vw); Yu,weV
2)v@a-u)=a-vu);, Vae K,YVu e V.
Prifazeni souiadnic vektorim l

H

Vsimnéme si, Ze operace na levych a pravych strandch
téchto rovnic nejsou totoZné, naopak, jde o operace na
riznych vektorovych prostorech! Pti této prileZitosti se také
muzZeme zamyslet nad obecnym piipadem baze M (moZna
nekonecnérozmérného) prostoru V. Bdze pak nemusi byt
spocetnd, pordd ale jesté mizeme definovat zobrazeni M :
V — KM (tj. soufadnice vektoru jsou zobrazeni z M do K).
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Uvedené vlastnosti pfifazeni soufadnic jsme vidéli uz
diive u zobrazeni, kterym jsme v geometrii roviny fikali li-
nedrni (zachovavaly naSi linedrni strukturu v rovin€). NeZ
se budeme vénovat podrobnéji zavislosti soufadnic na volbé

baze, podivime se obecnéji na pojem linearity zobrazeni.
-2 .23
2.32. Linearni zobrazeni. Pro zcela obecné vektorové pro-

story, konecné i nekone¢né dimenze, definujeme pojem
»linearity ““ takto:

| Necht V a W jsou vektorové prostory nad tymzZ polem
skalart K. Zobrazeni f : V — W se nazyva linedrni zobra-
zeni (homomorfismus) jestliZe plati:
D) futv)=fu+ fw), Vu,veV
2) f@a-uy=a- f(u), Vaek, YueV.

l Definice linearnich zobrazeni

Samoziejmé, Ze jsme takova zobrazeni jiz vidéli ve formé
ndsobeni matic:

K'sxr— A -x e K"

s matici typu m/n nad K.

ObrazIm f := f(V) C W je vzdy vektorovy podprostor,
protoZe linedrni kombinace obrazid f (u;) je obrazem linedrn{
kombinace vektorl u; se stejnymi koeficienty.

Stejné tak je vektorovym podprostorem mnoZina viech
vektorti Ker f := f~!({0}) C V, protoZe linedrni kombinace
nulovych obrazii bude vzdy zase nulovym vektorem. Nazyva
se jadro linearniho zobrazeni f.

Linedrni zobrazeni, které je bijekci nazyvame izomorfis-
mus.

Podobné jako u abstraktni definice vektorovych prostord,
opét je tieba ovétit zdanlivé samoziejma tvrzeni vyplyvajici
z axiomu:

Tvrzeni. Necht f : V — W je linedrni zobrazeni. Pro
vSechny vektory u,uy, ..., uxy € V, ay, ..., a € Kplati:

(1) f(0)=0

(2) f(—u)=—fu)

(3) flar-uy+---+ar-up) =ay- fu)+---+ag- fu)

(4) pro kazdy vektorovy podprostor Vi C V je jeho obraz
f (V1) vektorovy podprostor ve W.

(5) Pro kazdy podprostor W, C W je mnoZina f~' (W) =
{veV; f(v) e Wi} vektorovy podprostor ve V.

Dtkaz. Pocitame s vyuZitim axiomu a definic a jiZ do-
kazanych vysledkid (dohledejte si pfipadné samostatné!):

fO =flu—-uw)=fA=-1D-u)=0-fu)=0
fuw) = f(=D-u)y= (=D f) =—fu).

o2

Vlastnost (3) se ovéii snadno z defini¢niho vztahu pro
dva scitance indukci pies pocet s¢itancd. Z platnosti (3) nyni
plyne, Ze (f (V1)) = f(V1), je to tedy vektorovy podprostor.

Je-li naopak f(u) € Wy a f(v) € Wy, pak pro libovolné
skalary budei f(a-u+b-v) =a- f(u)+b- f(v) e W;. O
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2.33. Jednoduché dusledky.

(1) SloZeni g o f : V — Z dvou linedrnich zobrazeni f :
V> Wag: W — Zjeopét linedrni zobrazeni.

(2) Linedrni zobrazeni f : V — W je izomorfismus pravé
kdyZIm f = W aKer f = {0} C V. Inverzni zobrazeni
k izomorfismu je opét izomorfismus.

(3) Pro libovolné podprostory Vi, V, C V alinedrni zobra-
zeni f: V — W plati

SWVi+ V) = f(Vi) + f(Va),
SFVinvy) C f(v) N f(Va).

(4) Zobrazeni ,prifazeni soufadnic“ u : V — K" dané
libovoln€ zvolenou bazi u = (uy, ..., u,) vektorového
prostoru V je izomorfismus.

(5) Dva kone¢nérozmérné vektorové prostory jsou izomorfni
pravé kdyZ maji stejnou dimenzi.

(6) SloZeni dvou izomorfismi je izomorfismus.

Dt¢kaz. Ovéfeni prvniho tvrzeni je velmi snadné cviceni.
Pro druhé si uvédomme, Ze je-li f linedrni bijekce, pak
w = f~"(au + bv) pravé, kdyz

fw)y=au+bv=fa- f '@ +b-f ).

Je tedy také w = af~'(u) + bf~!(v) a tedy je inverze k
linedrni bijekci opét linedrni zobrazeni.

Dile, f je surjektivni praveé, kdyz Im f = W a pokud
Ker f = {0}, pak f(u) = f(v) zaruCuje f(u — v) = 0, tj.
u = v. Je tedy v tom piipadé f injektivni.

Dalsi tvrzeni se dokdze snadno pfimo z definic. Najdéte si
protipiiklad, Ze v dokazované inkluzi opravdu nemus{ nastat
rovnost! Zbyvajici body jsou jiz zfejmé. U

2.34. Opét souradnice. Uvazujme libovolné vektorové pro-
story VaWnad KsdimV = n,dimW = m a méjme
linearni zobrazeni f : V — W. Pro kazdou volbu bazi
u=WUg,...,up)naV,v=(vy,...,v,) na W, madme k dis-
pozici pfisluSnd pfifazeni soufadnic a celou situaci nékolika
pravé zminénych zobrazeni zachycuje ndsledujici diagram:

Vv w
uj: :lv
Juw
K RO > K™

Spodni Sipka f,, , je definovdna zbylymi tiemi, tj. jako zobra-
zeni jde o sloZeni

fuv=vo foul.

Pfitom je kazdé linedrni zobrazeni jednozna¢né urceno svymi
hodnotami na libovolné mnoZin€ generatord, zejména tedy
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na vektorech biaze u. Oznacme

fw) =an-vi+an- v+ + anivn

fwa) =apn-vi+an-va+- 4+ anvy

f(un):aln'v1+a2n'v2+"'+amnvm

tj. skaldry a;; tvofi matici A, kde sloupce jsou soufadnice
hodnot f(u;) zobrazeni f na bdzovych vektorech vyjadieni
v béazi v na cilovém prostoru W. Pro obecny vektor u =
Xiuy + -+ + x,u, € V spoCteme (vzpomenime, Ze s¢itani
vektord je komutativni a distributivni vii¢i ndsoben{ skalary)

S)=xif(u)+ -+ x,f(un)
=x1(anvy + -+ an1Vm) + -+ x0(@1,01 + - -+ G V)
= (x1a;; + - -+ + xpap)v) + -+ X1Gp1 + -+ XnGpn) Ve

Pomoci nasobeni matic 1ze nyni velice snadno a piehledné
zapsat hodnoty zobrazeni f, ,(w) definovaného jednozna¢né
predchozim diagramem. Pfipomerime si, Zze vektory v K"
chiapeme jako sloupce, tj. matice typu r/1

Jup@w)) =v(f(w)) = A-u(w).

Matici A nazyvame matici zobrazeni f v bazich u, v.

Naopak, mdme-li pevné zvoleny baze na V i W, pak ka-
7da volba matice A typu m/n zaddva jednoznacné linedrni
zobrazeni K" — K™ a tedy i zobrazeni f : V — W. Mame-
li tedy zvoleny béze prostorti V a W, odpovida kazdé volbé
matice typu m/n pravé jedno linedrni zobrazeni V. — W a
ukézali jsme bijekci mezi maticemi pfislusného rozméru a
linedrnimi zobrazenimi V — W.

2.35. Matice prechodu mezi souiradnicemi. Jestlize za V
i W zvolime tentyZ prostor, ale s riznymi bazemi, a za f
identické zobrazeni, vyjadiuje postup z pfedchoziho odstavce
vektory bize u v soufadnicich vzhledem k v. Oznacme vy-
slednou matici 7. KdyZ pak zaddme vektor u

U =xup+---+ x,uy

v soufadnicich vzhledem k u# a dosadime za u; jejich vy-
jadieni pomoci vektorl z v, obdrZzime soufadné vyjadieni

x = (x1, ..., X,) t€hoZ vektoru v bazi v. Sta¢i k tomu pieskla-
dat potadi scitanci a vyjadrit skaldry u jednotlivych vektorii
béaze.

Ve skutec¢nosti ted’ déldme totéZ, co v predchozim odstavci
pro specidlni pfipad identického zobrazeni idy na vektorovém
prostoru V. Matice tohoto identického zobrazeni je 7" a tedy
nutné musi naznaceny piimy vypocet dit x = T - x. Situace
se zobrazena na diagramu:

id
1% il 1%
“L“ ”l"
K o 0 e
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Vyslednou matici T nazyvdme matice prechodu od baze
u vektorového prostoru V k bazi v t€hoZ prostoru.
Piimo z definice vyplyva:

Tvrzeni. Matici T pFechodu od bdze u k bdzi v ziskame tak,l
Ze souradnice vektorii baze u v bazi v napiseme do sloupcii

matice T.
Vypocet matice prechodu l

Funkce matice pfechodu je takova, Ze zndme-li soufad-
nice x vektoru v bazi u, pak jeho soutfadnice v bazi v se
obdrZi vyndsobenim sloupce x matici pfechodu (zleva). Pro-
toZe inverzni zobrazeni k identickému je opét totéZ identické
zobrazeni, je matice pfechodu vZdy invertibilni a jeji inverze
je pravé matice pfechodu opaénym smérem, tj. od baze v k
bazi u.

2.36. Vice souradnic. Nyni si ukdZeme, jak se sklddaji
soufadnd vyjddfeni linedrnich zobrazeni. UvaZzme jeSteé dals{
vektorovy prostor Z nad K dimenze k s bazi w, linearni zob-
razeni g : W — Z a oznaCme piisluSnou matici g, ..

v—f w7
Ml: :LU le
Koo em ek

SloZeni g o f na hornim fddku odpovida matici zobrazeni
K" — K dole a pfimo spocteme (piSeme A pro matici f a
B pro matici g ve zvolenych bazich):

Suw © fus(®*) =wogov'ovo fou

=B-(A-x)=(B-A)-x=(g0 fuwk)

pro vSechny x € K". Skladani obrazeni tedy odpovida na-
sobeni prislusnych matic. VSimnéte si také, Ze isomorfismy
odpovidaji praveé invertibilnim maticim.

Stejny postup ndm dava odpovéd na otazku, jak se zméni
matice zobrazeni, zménime-li baze na definiénim oboru i
oboru hodnot:

\%4 \% w w

S S A
fu,u -1

Koo L~ CIR R " B ¢

kde T je matice pfechodu od u’ k u a S je matice pfechodu
od v/ k v. Je-li tedy A pivodni matice zobrazeni, bude nova
déna jako A’ = ST!AT.

Ve specidlnim piipad€ linedrniho zobrazeni f : V — V,
tj. zobrazeni m4 stejny prostor V jako defini¢ni obor i obor
hodnot, vyjadifujeme zpravidla f pomoci jediné bize u pro-
storu V. Pak tedy pfechod k nové bazi u’ s matici pfedchodu
T od u' k u bude znamenat zménu matice zobrazeni na
A" =T 'AT.
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2.37. Linearni formy. Obzvlasf jednoduchym a zaroven
dtlezitym pfipadem linearnich zobrazeni jsou tzv. linedrni
formy. Jde o linearni zobrazeni z vektorového prostoru V
nad polem skalard K do skalart K. Jsou-li ddny soufad-
nice na V, je pfifazeni jednotlivé i-té soufadnice vektortim
pravé takovou linedrni formou. Pfesnéji feceno, pro kazdou
volbu baze v = (v, . .., v,) mame k dispozici linedrn{ formy
vj 1 V — Ktakové, Ze vf (v;) = &', tj. nula pro riizné indexy
i a j ajedniCka pro stejné.

Vektorovy prostor vSech linedrnich forem na V znacime
V* a fikdme mu dudlni prostor vektorovému prostoru V.
Ptfedpoklddejme nyni, Ze prostor V mé konecnou dimenzi
n. Bazi V* sestavenou z ptifazovani jednotlivych soutadnic
jako vySe nazyvadme dudlni bdze. Skutecné se jednd o bazi
prostoru V*, protoZe jsou tyto formy zjevné linedrné neza-
vislé (provérte si!) a je-li o libovolnd forma, pak plati pro
kazdy vektor u = xjv; + - - - + x,v,

a(”) = X]Ol(l)l) +---+ xna(vn)
=a()viw) + -+ av,)v, (1)

a je tedy « linedrni kombinaci forem v}.

Pfi pevné zvolené bazi {1} na jednorozmérném prostoru
skalarti K jsou s kazdou volbou baze v na V linearni formy
o ztotoZnény s maticemi typu 1/n, tj. s fddky y. Pravé kom-
ponenty téchto fadkul jsou soufadnicemi obecnych linedrnich
forem v dudlni bazi v*. Vycisleni takové formy na vektoru je
pak ddno vyndsobenim prislu§ného fddkového vektoru y se
sloupcem soufadnic x vektoru u € V v bézi v:

a(u) =y -x =yix;+ -+ yX,.

Zejména tedy vidime, Ze pro kazdy kone¢nérozmérny prostor
V je V* izomorfni prostoru V. Realizace takového izomor-
fismu je ddna napf. nasi volbou dudlni baze k zvolené bazi na
V.

U nekoneéné rozmérného prostoru se véci maji jinak.
Napt. uz nejjednodussi priklad prostoru vSech polynomi K[x]
v jedné proménné je vektorovym prostorem se spocetnou
bazi s prvky v; = x' a stejné jako vySe miizeme definovat
linearné nezavislé formy v}. Jakykoliv formalni nekonecny
soucet > 2 a; v} je nyni dobfe definovanou linedrn{ formou
na K[x], protoZe bude vycislovdn vzdy pouze na konecné
linedrni kombinaci bdzovych polynomi x,i=0,1,2,....
Spocetnd mnoZina vSech v} tedy neni bazi. Ve skute¢nosti 1ze
ukazat, 7e tento dudlni prostor ani spocetnou bazi mit nemtizZe.

2.38. Multilinearni formy. Podobné budeme pracovat i se
zobrazenimi ze soucinu k kopii vektorového prostoru V do
skalard, kterd jsou linearni v kazdém ze svych k argumentt.
Hovotime o k—linedrnich formach. Budeme se Casto setkdvat
s bilinearnimi formami, tj. ptipadem o : V x V — K, kde
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pro jakékoliv vektory u, v, w, z a skaldry a, b, c a d plati
a(au + bv, cw +dz) = acao(u, w) + ad a(u, z)
+ bca(v, w) + bd o (v, 7).
Pokud navic plati
a(u,w) =a(w, u),

hovotime o symetrické bilinedrni formé.

JiZ v dimenzi 2 jsme zavedli determinant jako bilinedrn{
antisymetrickou formu, tj. takovou, kde misto druhé rovnosti
vySe plati o (u, w) = —a(w, u). Obecné vime z véty 2.17, Ze
je determinant moZno nahliZet jako n—linedrni antisymetric-
kou formu.

Jako u linedrnich zobrazeni je zfejmé, Ze kazd4 k—linedrni
forma je uplné urCena svymi hodnotami na vSech k—ticich
bazovych prvkl v pevné bazi. V analogii k linedrnim zobraze-
nim tyto hodnoty miZeme vnimat jako k—rozmérné analogie
matic. Ukdzeme si to v piipadé k = 2, kde ptijde doopravdy
o matice, jak jsme je zavedli.

JestliZze zvolime bdzi u na V a definujeme pro danoul
bilinedrni formu « skaldry a;; = a(u;, u;), pak zjevné dosta-
neme pro vektory v, w se soufadnicemi x a y (jakoZto sloupce
souradnic)

n
T
a(v,w) = E aijxiy; =y -A-x,
ij=1

kde A je matice A = (a;;).

Matice bilinearni formy l

Piimo z definice matice bilinerdni formy je vidét, Ze forma
je symetrickd nebo antisymetrickd praveé, kdyZ ma tutéz vlast-
nost jeji matice.

2.39. Skalarni soucin a velikost vektori. V geometrii ro-
viny R? jsme jiZ pracovali nejen s bazemi a linedrnimi zobra-
zenimi, ale také s velikosti vektorti a jejich thly. Pro zavedeni
téchto pojmil jsme pouZili souradného vyjadieni pro velikost

v=(x,y):
vl = v/x2 4+ y2,

zatimco dhel ¢ dvou vektord v = (x, y) av’ = (x’, y’) byl
dan

lollllo)l

Pov§imnéme si, Ze vyraz v Citateli posledniho vyrazu je
linearni v kazdém ze svych argumentt, znacime jej (v, v’) a
fikdme mu skalarni soucin vektort v a v’. Takto definovany
skaldrni soucin je také symetricky ve svych argumentech a
plati

lvl* = (v, v).

Zejména plati, Ze ||v|| = 0 pravé, kdyZ v = 0. Z naSich dvah
je také vidét, Ze v Euklidovské roving jsou dva vektory kolmé
prave, kdyz je jejich skaldrni soucin nulovy.
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Analogicky budeme postupovat v obecném ptipadée redl-
ného vektorového prostoru, tj. uvaZzujeme nyni pouze vekto-
rové prostory nad redlnymi skalary R.

Skalarni soucin na vektorovém prostoru V nad redlnymi
Cisly je bilinedrni symetrickd forma (, ) : V.xV — R
takov4, Ze (v, v) > 0 a ||v||> = (v, v) = 0 pouze pfi v = 0.

Cislu ||v| fikdme velikost vektoru v.

Vektory v a w € V se nazyvaji ortogondlni, jestlize
(v, w) = 0. Vektor v se nazyva normovany, jestlize ||v| = 1.
Béze prostoru V sloZend z ortogondlnich vektori se nazyva
ortogondlni baze. Jsou-li bazové vektory navic i normované,
je to ortonormdlni baze.

Skalarni souéin

Pro skalarn{ soucin se ¢asto pouZiva také obvyklé tecky,
tj. (4, v) = u - v. Z kontextu je pak tfeba poznat, zda jde o
soucin dvou vektort (tedy vysledkem je skaldr) nebo néco
jiného (stejné jsme znacili soucin matic a také nékdy soucin
skalarti).

Jak jsme vidéli v minulém odstavci, bilinedrn{ formy jsou
v soufadnicich ddny svoji matici.

Zvolime-li si tedy bdzi u, je skaldrni soucin plné urcen
svymi hodnotami na dvojicich bazovych vektord. Ozna¢me
si tedy

Sij = (u;, Mj)-
Pak ze symetri¢nosti skaldrniho soucinu plyne s;; = s;; az
linearnosti soucinu v kazdém z argumentt dostavame:

(inui, Z)’juﬁ = iny/'(ui, Mj) = Zsijxiyj-
i j i,j i,Jj

Pokud je bize ortonormdlni, je matice S jednotkovou matici.
Tim jsme dokdzali ndsledujici uZite¢né tvrzeni:

l Tvrzeni. Skaldrni soucin je v kaZdé ortonormalni bazi ddan

vyrazem

(x,y) =x"y.

V obecné bdzi V existuje symetrickd matice S takovd, Ze

(x,yy=x"-8-y.

l skalarni soucin a ortogonalni baze

2.40. Ortogonalni dopliiky a projekce. Pro kazdy pevné
zvoleny podprostor W C V v prostoru se skaldrnim sou¢inem
definujeme jeho ortogondlni doplnék takto

Wt={ueVv; (uv) = 0 pro vSechny v € W}.

Piimo z definice je zjevné, ze W+ je vektorovy podprostor.
Jestlize W C V md bézi (uy, ..., u;) je podminka pro W+
dédna jako k homogennich rovnic pro n proménnych. Bude
tedy mit W+ dimenzi alespoti n — k. Zaroveti aleu € WNW+
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znamenad (u, u) = 0 a tedy i u = 0 podle definice skalarniho
soucinu. Ziejmée je tedy vzdy

V=WeWw.

Linedrn{ zobrazeni f : V — V na libovolném vektoro-
vém prostoru se nazyva projekce, jestlize plati

fof=1/
V takovém piipad¢ je pro kazdy vektor v € V

v=f)+ - f(v) eIm(f)+Ker(f) =V

aje-liv e Im(f)a f(v) = 0,pakjeiv = 0. Je tedy
prechozi soudet podprostort pfimy. Rikdme, Ze f je projekce
na podprostor W = Im( f) podél podprostoru U = Ker( f).
Slovy se déa projekce popsat prirozené takto: rozloZime dany
vektor na komponentu ve W a v U a tu druhou zapomeneme.

Je-li na V navic skaldrni soucin, fikdme Ze jde o kolmou
projekci, kdyZ je jadro kolmé na obraz. Kazdy podprostor
W # V tedy definuje kolmou projekci na W. Je to projekce na
W podél W+, kterd je ddna pomoci jednozna¢ného rozkladu
kaZdého vektoru u na komponenty uy € W auy. € W, tj.
linedrni zobrazeni, které uy + uy1 zobrazi na uy.

2.41. Existence ortonormalni baze. PovSimnéme si, Ze na
kazdém vektorovém prostoru jisté existuji skaldrni souciny.
Prosté si staci vybrat libovolnou bazi, prohlasit ji za ortonor-
maln{ a hned jeden dobfe definovany skaldrni soucin mame.
V této bazi pak skaldrni souciny pocitime podle vzorce v
Tvrzeni 2.39.

Umime to ale i naopak. Mdme-li zadédn skaldrni soucin
na vektorovém prostoru V, miiZeme vcelku jednoduse
pocetné vyuZit vhodnych kolmych projekei a jakoukoliv
zvolenou bazi upravit na ortonormalni. Jde o tzv. Grammiiv—
Schmidtiiv ortogonalizacni proces. Cilem této procedury
bude z dané posloupnosti nenulovych generatort vy, .. ., U;
kone¢nérozmérného prostoru V vytvofit ortogondlni
mnoZinu nenulovych generatort pro V.

i

Tvrzeni. Necht (uy, ..., uy;) je linedrné nezavisla k-tice vek-
toru prostoru V se skaldrnim soucinem. Pak existuje ortogo-
nalni systém vektorii (vy, . . ., vi) takovy, Ze v; € (uy, ..., u;),
i =1,..., k. Ziskame je nasledujici procedurou:
e Nezavislost vektorii u; zarucuje, Ze uy % 0; zvolime v; =
ui.
e Mame-li ji7 vektory vy, . .., vy potfebnych viastnosti, zvo-

i u , Vi
lime veiy = Ups) +arvy+- - -+agvy, kde a; = —* lzl;f.lnzt)
1

Grammova—-Schmidtova ortogonalizace

Dtkaz. Za¢neme prvnim (nenulovym) vektorem v; a
spocteme kolmou projekci v, do

()" C (o1, v2}).

Vysledek bude nenulovy prave, kdyZ je v, nezdvislé na v;.
Ve vSech dalSich krocich budeme postupovat obdobné.
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V £-tém kroku tedy chceme, aby pro vey | = uy1+avi+
-+« + ayvy platilo (ve4q, v;) = 0, pro vSechny i =1, ..., £.
Odtud plyne

0= (ugp1 +arvy + - - -+ apvg, vi) = (Uepr, Vi) + ai{vi, v;)

a je vidét, Ze vektory s poZadovanymi vlastnostmi jsou uréeny
jednoznacné aZ na nédsobek. U

Kdykoliv mdme ortogondlni b4zi vektorového prostoru
V, staci vektory vynormovat a ziskdme bazi ortonormaélni.
Dokézali jsme proto:

Disledek. Na kaZdém vektorovém prostoru se skaldrnim
soucinem existuje ortonormalni baze.

V ortonormdlni bazi se obzvlast snadno spocétou soufad-
nice a kolmé projekce. Skutecné, méjme ortonorméalni bazi
(e1, ..., e,) prostoru V. Pak kazdy vektor v = xjey + - - - +
Xpe, splituje

(ei, v) = (ei, x1e1 + -+ + xpe,) = X;
a plati tedy vzdy
e2.2| (2.2) v= (e, vie;+ -+ (e, v)e,.

Pokud médme zadan podprostor W C V a jeho ortonor-
malni bazi (ey, ..., ex), jde ji jist¢ doplnit na ortonormalni
bazi (ey, . .., e,;) celého V. Kolma projekce obecného vektoru
v € V do W pak bude dédna vztahem

v > (eg,v)er + -+ {e,, v)ex.

Pro kolmou projekci ndm tedy staci znat jen ortonorméani bazi
podprostoru W, na nejZ promitdme.

Pov§imnéme si také, Ze obecné jsou projekce f na podpro-
stor W podél U a projekce g na U podél W svazany vztahem
g = idy — f. Je tedy u kolmych projekci na dany podprostor
W vZdy vyhodnéjsi pocitat ortonormdlni bazi toho z dvojice
W, W+, ktery md mensi dimenzi.

Uvédomme si také, Ze existence ortonormalni baze nim

zarucuje, Ze pro kazdy prostor V se skaldrnim soucinem exis-
tuje linedrni zobrazeni, které je izomorfismem mezi V a pro-
storem R” se standardnim skaldrnim sou¢inem. Podrobné to
bylo ukdzano jiz ve Tvrzeni 2.39, kde jsme ukdzali, Ze hle-
danym izomorfismem je pravé pfifazeni soufadnic. Redeno
volnymi slovy — v ortonormdlni bizi se skaldrni soucin po-
moci soufadnic pocitd stejnou formuli jako standardni skaldrn{
soucin v R".
2.42. Uhel dvou vektori. Urcits oekdvame, e thel dvou
linearné nezavislych vektorti musi byt stejny, kdyZ je budeme
uvazovat v dvourozmérném podprostoru, ktery generuji, nebo
kdyz budou v okolnim prostoru vétSim. Ve své podstaté je
proto pojem thlu dvou vektort nezavisly na dimenzi okolniho
prostoru a miizeme prevzit definici z roviny, kterou jsme uz
uspésné pouZzivali:
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Uhel ¢ dvou vektorti v a w ve vektorovém prostoru se |
skalarnim souc¢inem je ddn vztahem

(v, w)
cosp = ————.
[vllljwll

Uhel dvou vektort l

K problematice skaldrnich soucint a ahlt vektort se vra-
time v dalSich kapitolach.

4. Vlastnosti linearnich zobrazeni

Yoev s

Podrobnéjsim rozborem vlastnosti riiznych typt linear-
nich zobrazeni se nyni dostaneme k pofddnéjSimu pochopeni
nastroju, které ndm vektorové prostory pro linedrni modelo-

vani procest a systémil nabizeji.

.29| 2.43. Piiklady. Zacneme Ctyfmi priklady v nejniZsi zaji-
mavé dimenzi. Ve standardni bazi roviny R? se standardnim

skaldrnim souc¢inem uvaZujme nédsledujici matice zobrazeni
f:R? > R

+=(0) 2= 0)-c=(2)-»=( 0)
Matice A zadava kolmou projekci podél podprostoru
W C {(0,a); a € R} C R?
na podprostor
V c {(a,0); a € R} c R%

Evidentné pro toto zobrazeni f : R> — R2?plati fo f = fa
tedy zizeni f|y daného zobrazeni na obor hodnot je identické
zobrazeni. Jidrem f je pravé podprostor W.

Matice B m4 vlastnost B> = 0, plati tedy totéZ o
prislusném zobrazeni f. MiiZeme si jej predstavit jako ma-
tici derivovani polynomt R, [x] stupné nejvyse jedna v bazi
(1, x).

Matice C zaddva zobrazeni f, které prvni vektor baze
zvetsi a—krét, druhy b—krat. Tady se ndm tedy celd rovina roz-
padé na dva podprostory, které jsou zobrazenim f zachovény
a ve kterych jde o pouhou homotetii, tj. roztaZeni skalarnim
ndsobkem (prvni ptiklad byl specidlni pfipadem s a = 1,
b = 0). Napf. volbaa = 1, b = —1 odpovidd osové sy-
metrii (zrcadlen{) podle osy x, coZ je totéZ jako komplexni
konjugace x 4+ iy +— x — iy na dvourozmérném redlném
prostoru R? ~ C v bézi (1,i). Toto je linedrni zobrazeni
dvourozmérného redlného vektorového prostoru C, nikoliv
vsak jednorozmérného komplexniho prostoru C.

Matice D je matici rotace o pravy uhel ve standardni bdzi
ana prvni pohled je vidét, Ze Zaddny jednorozmé&rny podprostor
neni zobrazenim zachovivan.

Takové rotace je bijekci roviny na sebe, proto jist¢ umime
najit (rizné) baze na defini¢énim oboru a oboru hodnot, ve kte-
rych bude jeho matici jednotkovd matice E (prosté vezmeme
jakoukoliv bazi na defini¢nim oboru a jeji obraz na oboru
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hodnot). Neumime ale v tomto piipadé totéZ s jednou bdzi na
defini¢nim oboru i oboru hodnot.

Zkusme vSak uvazovat matici D jako matici zobrazeni
g : C> — (C? ve standardni bazi komplexniho vektorového
prostoru C?. Pak umime najit vektory u = (i, 1), v = (1, i),
pro které bude platit

= S rms- )=

To ale znamend, Ze v bazi (u, v) na C> ma zobrazen{ g matici

a povSimnéme si, Ze tato komplexni analogie k pfipadu ma-
tice C ma na diagondle prvky +a, a = cos(%n) +1i sin(%n).
Jinymi slovy, argument v goniometrickém tvaru tohoto kom-
plexniho ¢isla udava dhel otoceni. Navic, miiZeme si oznacit

s X2

redlnou a imagindrni ¢ast vektoru u takto

u=xu+iyu=Reu+iImu=((1))+i-((1))

a ztZeni komplexniho zobrazeni g na redlny vektorovy pod-
prostor generovany vektory x, a iy, (tj. ndsobeni komplexni
jednotkou i) je pravé otoceni o thel %n.

2 w2

2.44. Vlastni ¢isla a vlastni vektory zobrazeni. Klicem k
popisu zobrazeni v predchozich piikladech byly odpovédi na
otdzku ,,jaké jsou vektory spliiujici rovnici f(u) = a - u?*
pro néjaké skaldry a. Zvolme tedy pevné& linedrni zobrazn{
f 1 V. — V na vektorovém prostoru dimenze n nad skaldry
K. JestliZe si pfedstavime takovou rovnost zapsanou v soufad-
nicich, tj. s vyuZitim matice zobrazeni A v néjakych bazich,
jde o vyraz

A-x—a-x=A@A—-a-E)-x=0.

Z ptedchoziho vime, Ze takova soustava rovnic ma jediné
feSeni x = 0, pokud je matice A — a E invertibilni. My tedy
chceme najit takové hodnoty a € K, pro které naopak A —a E
invertibilni neni, a nutnou a dostatecnou podminkou je (viz
Véta 2.22)

(2.3) det(A —a- E)=0.

Jestlize povaZujeme A = a za proménnou v piedchozi skaldrni
rovnici, hleddme ve skute¢nosti kofeny polynomu stupné n.
Jak jsme vid€li v pripadé matice D vyse, kofeny mohou, ale
nemusi existovat podle volby pole skalard K.

Skalary a vyhovujici rovnici f(#) = a - u pro nenulovy
vektor u € V nazyvame vlastni ¢isla zobrazeni f, ptislusné
vektory u pak vlastni vektory zobrazeni f.

2 w2

Vlastni ¢isla a vlastni vektory linearniho zobrazeni

pess—

81



4. VLASTNOSIARTNE AR NICEMAHMHRRBENINEARNI ALGEBRA

Z definice vlastnich Cisel je ziejmé, Ze jejich vypocet
nemuze zaviset na volbé baze a tedy matice zobrazeni f.
Skutec¢né, jako primy ddsledek trasformacnich vlastnosti z
2.36 a Cauchyovy véty 2.19 pro vypocet determinantu soucinu
dostdvame jinou volbou soufadnic matici A’ = P~'AP s
invertibilni matici P a

|[P7'AP — AE|=|P 'AP — P"'LEP|
=|P""(A—LE)P| =|P)||(A — LE||P|,

protoZe ndsobeni skaldri je komutativni a |[P~!| = |P|~!.

Obdobnou terminologii pouZivdme i pro matice. Pro ma—l
tici A dimenze n nad K nazyvdme polynom |A—AE| € K, [A]
charakteristicky polynom matice A.

Kofeny tohoto polynomu jsou viastni hodnoty matice A.
Je-li A matice zobrazeni f : V — V vjisté bdzi, pak |[A—)LE]|
nazyvame také charakteristicky polynom zobrazeni f.

Charaktersiticky polynom matice a obrazeni

ProtoZe je charakteristicky polynom zobrazeni f : V —
V nezavisly na volbé baze V, jsou i jeho koeficienty u jed-
notlivych mocnin proménné A skaldry vyjadrujici vlastnosti
zobrazeni f, tj. nemohou zdviset na nasi volbé baze. Zejména
jako jednoduché cviceni na pocitani determinantti vyjadiime
koeficienty u nejvyssich a nejniZ§ich mocnin (predpokladdme
dimV = n):

|A—h-E| = (=D)"A"+(=D"" @n+ - Fap) 2" 4 A A2

Soucet diagondlnich ¢lenti matice se nazyva stopa matice,
znacime ji TrA, stopa zobrazeni je definovana jako stopa jeho
matice v libovolné bazi.

2.45. Véta. Vlasmi vektory linedrniho zobrazeni f : V. — V
prislusné riznym vlastnim hodnotam jsou linedrné nezdvisle.

Dtokaz. Nechfay, ..., a; jsou rizné vlastni hodnoty zob-
razeni fauy, ..., uy vlastni vektory s t€mito vlastnimi hodno-
tami. Dlkaz provedeme indukcfi pies pocet linedrné nezavis-
lych vektord mezi zvolenymi. Pfedpoklddejme, Ze uy, ..., uy
jsou linedrné nezavislé a u; 1 = > . c;u; je jejich linedrn{
kombinaci. Alespoii £ = 1 lze zvolit, protoZe vlastni vektory
jsou nenulové. Pak ov§em a;y; - u;4) = Zi:l apy1 - Ci - Ui, tj.

l ! 1
S ) = Zal—i-l “CiUp = Zci fu) = Zci "4 - Uj.
i=1 i=1 i=1
Odectenim druhého a ¢tvrtého vyrazu v rovnostech dostdvdme
0= Zf: (@141 —a;)-c;-u;. Vechny rozdily vlastnich hodnot
jsou v8ak nenulové a alespori jeden koeficient ¢; je nenulovy.
To je spor s predpoklddanou nezdvislosti uy, ..., uy, takze i
vektor #;,; musi byt linearn€ nezavisly na predchozich. [J

Na pravé dokdzané tvrzeni se miZzeme podivat z pohledu
rozkladu linedrniho zobrazeni f na soucet nejjednodussich
moZnych zobrazeni, které budou vZdy ptfedstavovat projekci

na invariantni jednorozmérny podprostor v rozkladu celého
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prostoru V na piimy soucet jednotlivych vlastnich podpro-
storti, ndsledovanou vyndsobenim piislusSnym vlastnim ¢islem.
Navic lze tento rozklad na vlastni podprostory snadno spocist:

Dusledek. JestliZe existuje n navzdjem riiznych kovenii a;
charakteristického polynomu zobrazeni f : V — V, na
n—rozmeérném prostoru V, pak existuje rozklad V na primy
soucet vlastnich podprostorii dimenze 1. To znamend, Ze exis-
tuje bdaze V sloZend vyhradné z vlastnich vektorii a v této bazi
md f diagondlni matici. Tato bdze je urcend jednoznacné a
na poradi prvkii.

Prislusnou bazi (vyjadienou v souradnicich vzhledem
k libovolné zvolené bazi V) obdriime fesenim n systémii
homogennich linedrnich rovnic o n nezndmych s maticemi
(A —a; - E), kde A je matice f ve zvolené bazi.

Baze z vlastnich vektoru

2.46. Invariantni podprostory. Kazdy vlastni vektor v zob-
razeni f : V — V generuje podprostor (v) C V, ktery je
zobrazenim f zachovavan.
Obecnéji fikame, Ze podprostor W C V je invariantni
podprostor pro zobrazeni f, jestlize plati f(W) C W.
JestliZze je V konecnérozmérny vektorovy prostor a vybe-

reme néjakou bazi (i1, ..., u) podprostoru W, miZeme ji
vZdy doplnit na bdzi (uy, ..., ug, ugs1, ..., u,) celéhoVav

kazdé takové bazi ma nase zobrazeni matici A tvaru

e =5 )

kde B je ¢tvercova matice dimenze k, D je ctvercovd matice
dimenze n — k a C je matice typu n/(n — k). Naopak, jestlize
existuje v néjaké bazi matice zobrazeni f tvaru (2.4),je W =
(U1, ..., uy) invariantni podprostor zobrazeni f.

Pochopitelné bude v nasi matici zobrazeni (2.4) sub-
matice C nulovd pravé tehdy, kdyZ bude i podprostor
(g1, ..., Uy) generovany doplnénymi vektory bdaze
invariantni.

Z tohoto pohledu jsou vlastni podprostory linedrniho zob-
razeni extrémni pfipady invariantnich podsprostort a zejména
v pripadé existence n = dim V rGznych vlastnich ¢isel zob-
razeni f dostdvdme rozklad V na piimy soucet n vlastnich
podprostord. V prislusné bazi z vlastnich vektorti ma pak nase
zobrazeni diagondlni tvar s vlastnimi ¢isly na diagonale.

2.47. Ortogonalni zobrazeni. Podivejme se ted na speci-
alni piipad zobrazeni f : V — W mezi prostory se skaldr-
nimi souciny, kterd zachovavaji velikosti pro vSechny vektory
ueVv.

| Linearni zobrazeni f : V — W mezi prostory se skalar-
nim soucinem se nazyva ortogondlni zobrazeni, jesltize pro
vSechnyu € V

(fQ@), fu)) = (u,u).
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Definice ortogonalnich zobrazeni l

Z linearity f a ze symetrie skaldrniho soucinu vyplyva
pro vSechny dvojice vektorti rovnost

(fuv), futv)) = (f @), f@)+(f @), f@)F2(f @), f()).

Proto vSechny ortogondlni zobrazenf spliiuji i zddnlivé silnéjsi
poZadavek, aby

(f@u), f(v) = (u,v),

pro vSechny vektory u, v € V.

V tvodni diskusi o geometrii v roviné jsme ve Véte 1.33
dokézali, 7e linedrni zobrazeni R? — R2 zachovava velikosti
vektorli pravé, kdyZ jeho matice ve standardni bazi (a ta je
ortonormdlni vzhledem ke standardnimu skaldrnimu soucinu)
spliuje AT - A = E, tj. A~ = AT,

Obecné, ortogondlni zobrazeni musi vZdycky byt in-
jektivni, protoZe podminka (f(u), f(u)) = 0 znamen4 i
(u,u) = 0atedy u = 0. Je tedy vzdy v takovém pripade
dimenze oboru hodnot alespoii takovd, jako je dimenze de-
fini¢niho oboru f. Pak ovSem je dimenze obrazu rovna di-
menzi oboru hodnot a bez Gjmy na obecnost miiZeme rovnou
predpoklddat, Ze jsou stejné a f : V — V (pokud by nebyly,
doplnime ortonormdlni b4zi na oboru hodnot na bézi cilo-
vého prostoru a matice zobrazeni bude ¢tvercovou matici A
doplnénou nulami na potiebnou velikost).

NaSe podminka pro matici ortogondlniho zobrazeni v or-
tonormdlni bazi pak ik pro vSechny vektory x a y v prostoru
K" toto:

A" (A-y)=x"-(AT-A)-y=x"-y.

Specidlnimi volbami vektortl standardni baze za x a y dosta-
neme piimo, 7e AT - A = E, tedy tentyZ vysledek jako v
dimenzi dvé. Dokdzali jsme tak ndsledujici tvrzeni:

Véta. Necht V je redlny vektorovy prostor se skaldrm’ml
soucinem a f : V. — V je linedrni zobrazeni. Pak f je
ortogondlni prave, kdyZ v nékteré ortonormalni bazi (a pak
uz viech) md matici A spliiujici AT = A=,

Matice ortogonalnich zobrazeni l

Dutkaz. Skutec¢né, jestlize zachovava f velikosti, mus{
mit uvedenou vlastnost v kazdé ortonormalni bazi. Naopak,
predchozi vypocet ukazuje, Ze vlastnost matice v jedné bazi
uz zarucuje zachovavani velikosti. O

Maticim spliiujicim A7 = A~! se ¥ikd ortogondini ma-
tice.

Disledkem této véty je také popis vSech matic ptechodu S
mezi ortonormdlnimi bazemi. Kazd4 totiZ musi zaddvat zob-
razeni K" — K" zachovavajici velikosti a spliiuji tady také
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pravé podminku S~! = S7. P¥i pfechodu od jedné ortonor-
malni baze ke druhé se tedy matice (ortogondlniho) zobrazeni
méni podle vztahu

A’ = ST AS.

2.48. Rozklad ortogonalniho zobrazeni. Podivejme se
nyni podrobnéji na vlastni vektory a vlastni ¢isla ortogo-
ndlnich zobrazeni na vektorovém prostoru V se skaldrnim
souCinem. Uvazme pevné zvolené ortogondlni zobrazeni
f :V — V smatici A v né¢jaké ortonormdlni bazi a zkusme
postupovat obdobné jako s matici rotace D v piikladu 2.43.

Nejprve se ale podivejme obecné na invariantni podpro-
story ortogondlnich zobrazeni a jejich ortogondlni dopliiky.
Jestlize pro libovolny podprostor W C V a ortogondlni zobra-
zeni f : V — Vplati f(W) C W, pak také plati pro v§echny
veWltwew

(f@),w) = (f), fof W)= (v fw)=0
protoZe i f~!(w) € W. To ale znamen4, Ze také f(W') C

W+. Dokézali jsme tedy jednoduché, ale velice diileZité tvr-
zeni:

Tvrzeni. Ortogonalni doplnék k invariantnimu podprostoru
Je také invariantni.

s ws

Kdyby byla vlastni ¢isla ortogondlniho zobrazeni redlnd,
zarucovalo by uZ toto tvrzeni, Ze bude vZdy existovat baze
V z vlastnich vektor@. Skute¢né, ziZeni f na ortogonalni
doplnék invariantniho podprostoru je opét ortogondlni zob-
razeni, takZe miZeme do baze pribirat jeden vlastni vektor
za druhym, aZ dostaneme cely rozklad V. Nicméné vétSinou
nejsou vlastni ¢isla ortogondlnich zobrazeni redlnd. Musime
si proto pomoci opét vyletem do komplexnich vektorovych

prostort. Sformulujeme rovnou vysledek:

l Véta. Nech? f . V — V je ortogondlni zobrazeni na pro-
storu se skaldrnim soucinem. Pak vSechny koreny charakteris-
tického polynomu f maji velikost jedna a existuje rozklad V
na jednorozmérné vilastni podprostory odpovidajici vlastnim
Cislim A = %1 a dvourozmérné podprostory P, 3, na kterych
piisobi f rotaci o tihel rovny argumentu komplexniho Cisla M.
Vschny tyto riizné podprostory jsou po dvou ortogondlni.

l Rozklad ortogonalnich zobrazeni

NAznak DUKAZU. JestliZe budeme povazovat ortogo-
ndlni matici A za matici linedrniho zobrazeni na komplexnim
prostoru C" (kterd je jen shodou okolnosti redlnd), bude
zaruCen¢ existovat pravé n (koplexnich) kofent charakte-
ristického polynomu, v€etné jejich algebraické ndsobnosti.
Navic, protoZe charakteristicky polynom zobrazeni bude mit
vyhradné redlné koeficienty, budou tyto kofeny bud redlné,
nebo piijde o dvojice komplexné sdruZenych kofeni A a A.
Pfislusné vlastni vektory v C" k takové dvojici komplexné
sdruzenych vlastnich ¢isel budou feSenim dvou komplexné
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sdruzenych systém homogennich linedrnich rovnic, nebot
prislusné matice systému rovnic jsou celé redlné, aZ na
samotnd dosazena vlastni ¢isla. Evidentné proto budou také
reSeni téchto systémt komplexné sdruzené vektory.
Oznacme v,, stejné jako v pripadé rotace v 2.43, vlastni
vektor piislusny k vlastnimu ¢islu A = o +i8, B # 0. Redlny
vektorovy podprostor P, generovany redlnou a imaginarni
¢asti x; = rev;, y;, = imv, je zjevné€ invariantni vii¢i ndso-
beni matici A a dostdvame
A-x=ax, — Byr, Ay =ay,+ Bx,.
To ale neznamend nic jiného, neZ Ze ziZeni naseho zobrazeni

na P, je dano sloZenim rotace o argument vlastni honoty A
P o . . e P
(dhel arccos —W) s ndsobenim velikosti vlastni hodnoty

A (skaldrem /a2 + 82). ProtoZe naSe zobrazeni zachovava

velikosti, musi byt velikost vlastni hodnoty A rovna jedné.
Spole¢né s predchozimi tivahami jsme tedy dokdzali

Uplny popis vSech ortogondlnich zobrazeni ve vEte. U

K diikazu se jesté vratime v kapitole tieti, kdyZ budeme
studovat komplexni rozsifeni euklidovskych vektorovych pro-
storu, viz 3.23.

Poznamka. Specielné v dimenzi tfi musi byt alespon jedno
vlastni ¢&islo %1, protoze je trojka liché Cislo. Pak ovSem
prislusny vlastni podprostor je osou rotace trojrozmérného
prostoru o thel dany argumentem dal$ich vlastnich cisel.
Zkuste si rozmyslet, jak poznat, kterym smérem jde rotace a
také, Ze vlastni ¢islo —1 znamenad jeSté dodatecnou symetrii
podle roviny kolmé na osu rotace.

K diskusi vlastnosti matic a linedrnich zobrazeni se bu-
deme vracet. Pfed pokracovanim obecné teorie si ukdZeme
nekolik aplikaci, jeSté ale uzavieme nasi diskusi obecnou
definici:

2.49. Definice. Spektrum linedrniho zobrazeni f : V — V|
(resp. matice) je posloupnost korenti charakteristického po-
lynomu zobrazeni f, vetné ndsobnosti. Algebraickou na-
sobnosti vlastni hodnoty rozumime jeji ndsobnost jakoZto
kofenu charakteristického polynomu, geometrickd ndasobnost
vlastni hodnoty je dimenze piislu§ného podprostoru vlastnich
vektort.

Spektrdlnim polomérem linedrniho zobrazeni (matice) je
nejvetsi z absolutni hodnot vlastnich &isel.

Spektrum linearniho zobrazeni I

V této terminologii miZeme nase vysledky o ortogonal-
nich zobrazenich zformulovat tak, Ze jejich spektra jsou vZdy
celd podmnoZinou jednotkové kruZznice v komplexni roving.
To znamen4, Ze v redlné Casti spektra mohou byt pouze hod-
noty %1, jejichZ algebraické a geometrické ndsobnosti jsou
stejné. Komplexni hodnoty spektra pak odpovidaji rotacim ve
vhodnych dvourozmérnych podprostorech.
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KAPITOLA 3
Linarni modely a maticovy pocet

Maéme uZ vybudovan docela slusny balicek nastroji a
tak je na Case, abychom si maticovy pocet zkusili pouZit.
Na docela jednoduchych dlohidch uvidime, Ze teorie ndm
umoziuje kvalitativni i kvantitativni analyzy a n€kdy i prekva-
pive snadno vede k vysledkiim.

Jakkoliv se mtzZe zdat, Ze predpoklad linearity vztaht
mezi veli¢inami je pfili§ omezujici, v redlnych tlohdch naopak
¢asto prave linearni zavislosti bud’ vystupuji pfimo nebo je
skutec¢ny proces vysledkem iterace mnoha linearnich krokd,

V této kapitole proto neprve zrekapitulujeme nejjed-
nodussi pripad, kdy cely proces je popsan jedinym linedrnim
zobrazenim. O co méné tady bude nové teorie, tim vice snad
bude zajimavé, jak takové modely vznikaji v rdznych oblas-
tech vyuziti matematickych néstrojii. Poté se vratime k tzv.
linedrnim diferencnim rovnicim, které 1ze chapat bud jako re-
kurentné definované funkce nebo také jako specificky piipad
linedrniho interovaného procesu. Praveé t€m bude vénovéana
cast teti, kde si ukdZeme, k jakym kouzltim vede pochopeni
vlastnosti vlastnich hodnot matic.

Na matice (resp. linedrni zobrazeni) se také nékdy radi
divdme jako na objekty, se kterymi bychom radi pracovali tak,
jak to umime se skaldry. To hodné€ souvisi i s tak zvanymi
rozklady matic, které jsou potfebné pro numerické zvladnuti

N P

matickového poctu co nejrobustnéjSim zptisobem.

1. Linearni procesy

3.1. Struktura reSeni systému linearnich rovnic. Jedno-
duché linearni procesy jsou ddny linedrnimi zobrazenimi
¢ : V. — W na vektorovych prostorech. Jak si jist¢ umime
predstavit, vektor v € V mizZe pfedstavovat stav n¢jakého
nami sledovaného systému, zatimco ¢(v) pak da vysledek
po uskutecnéném procesu. Pokud chceme dosdhnout pfedem
daného vysledku b € W takového jednordazového procesu,
reSime problém
p(x)=>b

pro nezndmy vektor x a zndmy vektor b.

V pevné zvolenych soufadnicich pak mdme matici A zob-
razeni ¢ a soufadné vyjadieni vektoru b. Jak jsme si pov§im-
nuli uz v dvodu druhé kapitoly, mnozina vSech feSeni tzv.
homogenni ulohy

A-x=0
je vektorovym podprostorem.

Pokud je dimenze V konecnd, feknéme n, a dimenze
obrazu zobrazeni ¢ je k, pak feSenim této soustavy pomoci
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prevodu na faddkoveé schodovity tvar (viz 2.7) zjistime, Ze
dimenze podprostoru vSech feseni je praveé n — k. Skutecné,
protoZe sloupce matice zobrazeni jsou pravé obrazy bazovych
vektorli, je v matici systému pravé k linearné nezavislych
sloupct a tedy i stejny pocet linedrné nezavislych radku. Proto
ndm zlstane pii pfevodu na fadkovy schodovity tvar praveé
n — k nulovych fadka. Pfi feSenf systému rovnic ndm tak
zlistane pravé n — k volnych parametrd a dosazenim vzdy
jednoho z nich s hodnotou jedna a vynulovdnim ostatnich
ziskdme pravé n — k linedrné nezdvislych feseni. VSechna
reSeni jsou pak ddna pravé vSemi linedrnimi kombinacemi
téchto n — k feSeni. Kazdé takové (n — k)—tici feSeni fikdme
fundamentalni systém reseni daného homogenniho systému
rovnic. Dokézali jsme:

Véta. MnoZina vsech feseni homogenniho systému rovnic
A-x=0

pro n proménnych s matici A hodnosti k je vektorovym pod-
prostorem v K" dimenze n—k. Kazdad bdze tohoto podprostoru
tvori fundamentalni systém reseni daného homogenniho sys-
tému.

3.2. Nehomogenni systémy rovnic. UvaZme nyni obecny
systém rovnic
A-x=b.

Znovu si uvédomme, Ze sloupce matice A jsou ve skutecnosti
obrazy vektortl standardni baze v K" v linedrnim zobrazeni ¢
odpovidajicim matici A. Pokud m4 existovat feSeni, musi byt
b v obrazu ¢ a tedy musi byt linedrni kombinac{ sloupcti v A.

JestliZe tedy roz§ifime matici A o sloupec b, miZeme, ale
nemusime, také zvétSit pocet linedrné nezdvislych sloupct a
tedy i fadkl. Pokud se tento pocet zvétsi, pak b v obrazu neni
a tedy systém rovnic nemuiZe mit feSeni. JestliZe ale naopak
mame stejny pocet nezavislych fadkl i po pridani sloupce
b k matici A, znamen4 to, Ze sloupec b musi byt linedrni
kombinaci sloupcti matice A. Koeficienty takové kombinace
jsou pravé feSeni naSeho systému rovnic.

UvaZme nyni dvé pevné zvolend feSeni x a y naSeho
systému a néjaké feSeni z systému homogenniho se stejnou
matici. Pak zjevné

A-x—y)=b—-b=0
A-x+2)=0+b=0>b.
MiuZeme proto shrnout:
3.3. Véta. Reseni nehomogenniho systému linedrnich rovnic
A - x = b existuje praveé, kdy? pridanim sloupce b k matici
A nezvysime pocet linedrné nezavislych radki. V takovém
pripadé je prostor vSech feSeni ddn vSemy soucty jednoho
pevné zvoleného partikuldrniho veSeni systému a vSech reSeni
systéemu homogenniho se stejnou matici.

3.4. ??? ...nasleduje vyklad né€kolika modeld zaloZenych
na systémech rovnic / linearni procesy, miZe byt 4-5 stran ...

3.5, 7?7 ...
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2. Diferencni rovnice

Diferen¢nimi rovnicemi jsme se strucné zabyvali jiZ v
prvni kapitole, byf pouze témi prvniho fadu.Nynf si ukdZeme
obecnou teorii pro linedrni rovnice s konstantnimi koefici-
enty, kterd poskytuje nejen velmi praktické nastroje, ale je
také peknou ilustraci pro koncepty vektorovych podprostorti
a linearnich zobrazeni.

I 3.6. Definice. Homogenni linedrni diferencni rovnice ¥adu k

je déna vyrazem
aox, +arxp—1 + -+ arx,—k =0, ay#0 ar #0,

kde koeficienty a; jsou skalary, které mohou pripadné i zaviset
nan.

Rikdme také, Ze takova rovnost zaddvad homogenni line-
drni rekurenci fadu k a Casto zapisujeme hledanou posloup-
nost jako funkci

o= fn) = —Z—;f(n )= Z—Zf(n — k).

Resenim této rovnice nazyvame posloupnost skaldri x;,
pro v8echna i € N, pfipadné i € Z, které vyhovuji rovnici s
libovolnym pevnym 7.

! Homogenni linearni diferen¢ni rovnice radu

Libovolnym zaddnim & po sob¢ jdoucich hodnot x; jsou
uréeny i vSechny ostatni hodnoty jednoznaéné. Skutecné, pra-
cujeme nad polem skalarti, takZe hodnoty aq i a; jsou inverti-
bilni a proto z defini¢niho vztahu lze vZdy spocist hodnotu
X, ze zndmych ostatnich hodnot a stejné tak pro x,_;. In-
dukci tedy okamZité dokdZeme, Ze 1ze jednoznacné dopocist
vSechny hodnoty jak pro kladn4 tak pro zdporna celd n.

Prostor vSech nekone¢nych posloupnosti x; je vektorovy
prostor, kde s¢itdni i ndsobeni skaldry je ddno po sloZkach.
Pfimo z definice je zjevné, Ze soucet dvou feSeni homogenni
linedrni rovnice nebo skaldrni ndsobek feSeni je opét feSeni.
Stejn€ jako u homogennich systémi linearnich tedy vidime,
Ze mnozina vSech feSenf je vektorovy podprostor.

Pocate¢ni podminka na hodnoty feSeni je dana jako k—
rozmérny vektor v K¥. Soudtu pocéate¢nich podminek od-
povida soucet prislusnych feSeni a obdobné se skaldrnimi
nasobky. Déle si v§imnéme, Ze dosazenim nul a jedni¢ek
do zaddvanych pocastecnich k hodnot snadno ziskdme k li-
nedrné nezavislych feseni nasi rovnice. Jakkoliv jsou tedy
zkoumané vektory nekonecné posloupnosti skaldrti, samotny
prostor vSech feSeni je kone¢nérozmérny, pfedem vime, Ze
jeho dimenze bude rovna fddu rovnice k, a umime snadno
urCit bazi vSech téchto feSeni. Opét hovoiime o fundamentdl-
nim systému feSeni a vSechna ostatni feSeni jsou pravé jejich
linedrni kombinace.

3.7. ReSeni homogennich rekurenci s konstantnimi koefi-
cienty. T¢Zko bychom hledali univerzalni postup, jak hledat

89



2. DIFERHNCRNERGVEINARNI MODELY A MATICOVY POCET

feSeni obecnych homogennich linearnich diferen¢nich rovnic,
tj. pfimo spocitatelny vyraz pro obecné fesSeni x,,.

V praktickych modelech ale velice ¢asto vystupuji rov-
nice, kde jsou koeficienty konstantni. V tomto piipde se daii
uhodnout vhodnou formu feseni a skutecné se ndm podafi
najit k linedrné nezavislych moznosti. Tim budeme mit pro-
blém vyreseny, protoZze vSechny ostatni budou jejich linedrni
kombinaci.

Pro jednoduchost za¢neme rovnicemi druhého fadu. Ta-
kové potkdvame obzvlasf Casto v praktickych problémech, kde
se vyskytuji vztahy zavisejici na dvou pfedchozich hodno-
tach. Linedrni diferencni rovnici druhého faddu s konstantnimi
koeficienty tedy rozumime predpis

3.1 fm+2)=a-f(n+1)+b- f(n) +c,

kde a, b, c jsou zndmé skaldrni koeficienty.

Napt. v popula¢nich modelech miZeme zohlednit, Ze je-
dinci v populaci dospivaji a pofddné se rozmnoZuji az o dvé
obdobi pozdéji (tj. prispivaji k hodnoté f(n + 2) ndsobkem
b - f(n) s kladnym b > 1), zatimco nedospéli jedinci vysili
a znici ¢ast dospélé populace (tj. koeficient ¢ mtiZe byt i za-
porny). Navic si je tfeba nékdo péstuje a pribézné si ujida
konstantni pocet ¢ < 0.

Specidlnim takovym piikladem s ¢ = O je napft. Fibo-
nacciho posloupnost Cisel yg, yi, ..., kde y,12 = Vo1 + .

JestliZze pfi feSeni matematického problému nemdme
Zadny novy ndpad, vZdy miZzeme zkusit, do jaké miry funguje
zndmé feSeni podobnych tloh. Zkusme proto dosadit do rov-
nice (3.1) s koeficientem ¢ = 0 podobné feSeni jako u rovnic
linearnich, tj. f(n) = A" pro néjaké skalarni A. Dosazenim
dostdvame

AT — gt — pA" = A" (A2 — ah — b) = 0.
Tento vztah bude platit bud pro A = 0 nebo pfi volbé hodnot

1 1
A= E(a +Va?+4b), i = E(a —Va*+4b).

Zjistili jsme tedy, Ze skute¢né opét takova feSeni funguji, jen
musime vhodné zvolit skaldr A. To ndm ale nestaci, protoZe
my chceme najit feSeni pro jakékoliv pocatecni hodnoty f(0)
a f(1), a zatim jsme na$li jen dv€ konkrétni posloupnosti
spliiujici danou rovnici (a nebo dokonce jen jednu, pokud je
Ar = Ap).

Jak jsem jiZ dovodili i u zcela obecnych linedrnich
rekurenci, soucet dvou feseni fj(n) a f>(n) nasi rovnice
fm+2)—a-f(n+1)—>b- f(n) = 0je zjevné opét feSenim
téZe rovnice a totéZ plati pro konstatni ndsobky feSeni. NasSe
dvé konkrétni feSeni proto poskytuji daleko obecné;jsi feSeni

f(n) = CiA] + CaA;

pro libovolné skaldry C; a C; a pro jednoznacné vyfeSeni
konkrétni dlohy se zadanymi pocdte¢nimi hodnotami f(0)
a f (1) ndm zbyva jen najit pfislusné konstanty C; a C;. (A
také si musime ujasnit, zda to pro vSechny poc¢ate¢ni hodnoty
pajde).
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3.8. Volba skalari. UkaZzme si, jak to miize fungovat ale-
spoii na jednom piiklad€. Soustiedime se ptfitom na problém,
Ze koteny charakteristického polynomu nevychazi obecné ve
stejném oboru skaldrti, jako jsou koeficienty v rovnici.

1
Yo = 2, y1 = 0.

V naSem piipadé€ je tedy A2 = %(1 + /3) a zjevné
Yo=Ci+Cr=2

1 1
n=C0+ V3) + 6200 - V3)

je splnéno pro pravé jednu volbu té€chto konstant. Pfimym
vypoctem C; = 1 — %\/g Cr=1+ %\/ganaée uloha ma
jediné reSeni

fn)=1- %\/5)%(1 +3)" + (1+ %ﬁ)zin(l —V3)"

Vsimnéme si, Ze i kdyZ nalezend feseni pro rovnice s
celociselnymi koeficienty vypadaji sloZit€ a jsou vyjadiena
pomoci iraciondlnich (pfipadné komplexnich) ¢isel, o samot-
ném feSeni dopredu vime, Ze je celociselné téZ. Bez tohoto
,ukroku* do vét§tho oboru skalari bychom ovSem obecné
feSeni napsat neuméli.

S podobnymi jevy se budeme potkdvat velice Casto.
Obecné feSeni nam také umoZiuje bez piimého vycislovani
konstant diskutovat kvalitativni chovani posloupnosti ¢isel
f(n), tj. zda se budou s rostoucim n bliZit k néjaké pevné
hodnoté nebo budou oscilovat v néjakém rozsahu nebo utecou
do neomezenych kladnych nebo zdpornych hodnot.

3.9. Obecny pripad homogennich rekurenci s konstant-
nimi koeficienty. Zkusme nyni stejné jako v ptipadé druhého
rddu dosadit volbu x,, = A" pro néjaky ( zatim nezndmy) ska-
lar A do obecné homogenni rovnice z definice 3.6. Dostdvame
pro kazdé n podminku

M@k + a4 a) =0

coZ znamend, 7Ze bud' A = 0 nebo je A kofenem tzv. charakte-
ristického polynomu v zavorce. Charakteristicky polynom ale
uZ neni z4visly na n.

Pfedpoklddejme, Ze md charakteristicky polynom k
riznych kofenl Aq,...,A;. MlZeme za timto ucelem i
roz8itit uvaZzované pole skalart, napf. Q na R nebo R na C,
protoZe vysledkem vypoctu pak stejné budou feSeni, ktera
opét zlistanou v ptivodnim poli diky samotné rovnici. Kazdy
z kofenti ndm dava jedno mozné feseni

Xn = ()"l)n
Abychom byli uspokojeni, potfebujeme & linedrné nezavislych
feSeni.
K tomu ndm postaci ovéfit nezdvislost dosazenim k hod-

notpron =0, ...,k — 1 pro k moZnosti A;. Dostaneme tzv.
Vandermondovu matici a je péknym (ale ne dplné snadnym)
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cvi¢enim spocist, Ze pro vSechna k a jakékoliv k—tice rtiznych
A; je determinant takovéto matice nenulovy, viz ??. To ale
znamend, Ze zvolend feSenf jsou linedrné nezdvisla.

Nalezli jsme tedy fundamentdlni systém feSeni homo-
genni diferenéni rovnice v piipadé€, Ze vSechny koteny jejtho
charakteristického polynomu jsou po dvou riizné.

UvaZme nyni nasobny kofen A a dosadme do defini¢ni
rovnice predpoklddané feSeni x, = nA". Dostdvame pod-
minku

agnA" 4 -+ ar(n —kA"F = 0.

Tuto podminku je moZné pifepsat pomoci tzv. derivace poly-
nomu, kterou zna¢ime apostrofem:

Magh" + -+ @A =0

a hned na zacétku kapitoly paté uvidime, Ze kofen polynomu
f je vicendsobny pravé, kdyz je kofenem i jeho derivace f.
NaSe podminka je tedy splnéna.

Pfi vys§i ndsobnosti £ kofenu charakteristického poly-
nomu muZeme postupovat obdobné a vyuZijeme skutecnosti,
7e ¢—nésobny koten je kofenem vSech derivaci polynomu az
do £ — 1 v€etné. Derivace pfitom postupné vypadaji takto:

F) =a)" + - +ar"*
') =anA" 4 - Fag(n — kA
F"O) =agn(n — DA 2 4+ dap(n —k)(n — k — DA

f(e*‘rl) =aqpn... (n — E))\'Vlfefl + o
+an—k)...n—k— E)Anfkflq

Podivejme se na piipad trojndsobného kofenu XA a hle-
dejme feseni ve tvaru n?A". Dosazenim do defini¢n{ podminky
dostaneme rovnost

aon*\" + -+ ar(n — )’k = 0.

Zjevné je levd strana rovna vyrazu A% f” (1) +Af’(A) a protoZe
je A kofenem obou derivaci, je podminka splnéna.

Indukci snadno dokdZeme, Ze i obecnou podminku pro
hledané feseni ve tvaru x,, = n‘A",

aon“ A" + . ap(n — kAR =0,

dostaneme jako vhodnou linearni kombinaci derivaci cha-
rakteristického polynomu zaginajici A“H! £EHD + 12600 +
1) f® 4 ... adostali jsme se tedy blizko k tiplnému diikazu
nésledujici:

Véta. KaZda homogenni linedrni diferencni rovnice radu k
nad libovolnym ciselnym oborem K obsazenym v komplexnich
cislech K ma za mnozinu vsech reseni k—rozmérny vektorovy
prostor generovany posloupnostmi x, = n‘A\", kde X jsou
(komplexni) koveny charakteristického polynomu a mocniny
£ probihaji v§echna p¥irozend cisla od nuly aZ do ndsobnosti
prislusného korenu .
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Dtkaz. Vyse pouZzité vztahy ndsobnosti kofent a deri-
vaci uvidime pozdéji, a nebudeme tu dokazovat tvrzeni, Ze
kazdy komplexni polynom ma pravé tolik kofent, vcetné
ndsobnosti, jaky ma stupen. Zbyva tedy jesté dokazat, Ze na-
lezena k—tice feSeni je linearn€ nezavisla. I v tomto piipadé
Ize induktivné dokdzat nenulovost prislusného determinantu,
jako jsme zmitiovali u toho Vandermondova vyse. O

3.10. Realné baze ieSeni realnych differencnich rovnic.
Pro rovnice s redlnymi koeficienty povedou redlné pocate¢ni
podminky vzdy na redlné feSeni. Pfesto ale budou piislu$na
fundamentdlni feSeni z pravé odvozené véty Casto existovat
pouze v oboru komplexnim.

Zkusme proto najit jiné generdtory, se kterymi se ndm
bude pracovat 1épe. PotoZe jsou koeficienty charakteristického
polynomu redlné, kazdy jeho koren bude bud'také redlny nebo
musi kofeny vystupovat po dvou komplexné zdruzenych.

JestliZe si feSeni popiSeme v goniometrickém tvaru jako

A" = A" (cosng + i sinng)
A= |A|"(cosng — i sinng),

okamzité je vidét, Ze jejich souctem a rozdilem dostdvdme
jind dvé linedrné nezdvisl4 feSeni

X, = |A|"cosng, y, = |A|"sinng.

Diferecni rovnice se velmi ¢asto vyskytuji jako model
dynamiky néjakého systému. P€knym tématem na pfemyslen{
je proto souvislost absolutnich hodnot jednotlivych kofend a
stabilizace feSeni, bud’ vSech nebo v zavislosti na po¢ate¢nich
podminkéach. Neptijdeme zde do podrobnosti, protoZe teprve
v paté kapitole budeme probirat pojem konvergence hodnot
k néjaké hodnoté limitni apod., jisté je tu ale prostor pro
zajimavé numerické experimenty napr. s oscilacemi vhodnych
populacnich nebo ekonomickych modeld.

3.11. Nehomogenni lineirni diferen¢ni rovnice. Stejné
jako u systémit linearnich rovnic midZeme dostat vSechna
reSeni nehomogennich linedrnich diferencnich rovnic

ao(m)x, +ar(m)x,—1 + -+ + ap(n)x, = b(n),

kde koeficienty a; a b jsou skaldry, které mohou zdviset na n,
aag(n) #, ar(n) # 0.

Postupujeme tak, Ze najdeme jedno fesSeni a pricteme cely
vektorovy prostor dimenze k feSeni odpovidajicich systémi
homogennich. Skute¢né takto dostdvdme feSeni a protoZe
je rozdil dvou feSeni nehomogenni rovnice zjevné feSenim
homogenni, dostdvdme takto feSeni vSechna.

U systémd linedrnich rovnic se mohlo stat, Ze nemusel
viibec mit feSeni. To u nasich diferen¢nich rovnic mozné nen.
Zato ale byva nesnadné nalézt to jedno potfebné partikuldrni
feSeni nehomogenniho systému, pokud je chovani{ skaldrnich
koeficientl v rovnici sloZité.

Omezime se tu na jediny pripad, kdy pfisluSny homogenn{
systém ma koeficienty konstantni a b(n) je polynom stupné s.
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Reseni pak Ize hledat ve tvaru polynomu
X, =apg+an+---+on’

s nezndmymi koeficienty «;, i = 1,...,s. Dosazenim do
diferen¢ni rovnice a porovnanim koeficientli u jednotlivych
mocnin n dostaneme systém s+ 1 rovnic pro s+ 1 proménnych
«;. Pokud m4 tento systém feSeni, nasli jsme feSeni naseho
ptvodniho problému. Pokud feSeni nemd, muiZe stacit zvetSit
stupeil s hledaného polynomu.

Naptf. rovnice x, —x,,_» = 2 nemUZe mit konstantni feSen,
ale dosazenim x, = o + an dostivame feSeni o = 1 (a
koeficient ¢y miiZze byt libovolny) a proto je obecné feseni
na$i rovnice

X, =C1+ Co(—1)" +n.

Vsimnéme si, Ze skute¢né matice piislusného systému rovnic doy}gitw
ivy « . . . poiddnéji
pro polynom niZstho stupné nula je nulova a rovnice 0-atg = 2 diskusi

PRI fesitelnosti
nema reseni. pomoci

.14 variace
. » » v . , v konstant ...
3.12. Linearni filtry. UvaZujme nyni nekone¢né posloup-
nosti
X = (s Xy XLy oo e s X 15 X0 XLy e e ey Xnpy o 2)

a budeme, podobné jako u systémti linedrnich rovnic, pracovat
s operaci T, kterd zobrazi celou posloupnost x na posloupnost
z = Tx se Cleny

Zn = AoXp + a1 Xy—1 + -+ GXp—i.

S posloupnostmi x miZeme opét pracovat jako s vektory
vzhledem ke s¢itdni i ndsobeni skaldry po slozkédch. Pouze
bude tento velky vektorovy prostor nekoneénérozmérny. Nase
zobrazeni T je zjevné linedrnim zobrazenim na takovém vek-
torovém prostoru.

Posloupnosti si pfedstavme jako diskrétni hodnoty néja-
kého signdlu, odecitané zpravidla ve velmi kratkych ¢asovych
jednotkach, operace T pak miZe byt filtrem, ktery signal
zpracovava. Bude nés zajimat, jak odhadnout vlastnosti, které
takovy , filtr* bude mit.

Signdly jsou velice Casto ze své podstaty ddny souctem
nékolika ¢4sti, které jsou samy o sobé viceméné periodické.
Z nasi definice je ale zifejmé, Ze periodické posloupnosti x,,,
tj. posloupnosti splitujici pro néjaké pevné ptirozené Cislo p

Xn+p = Xn
budou mit i periodické obrazy z = Tx

Zntp = A0Xp+p T A1 Xpn—14p + -+ WUXn—k+p

apxy +arxp1 + -+ GXp_fp = Zn

se stejnou periodou p.

Pro pevné zvolenou operaci T néds bude zajimat, které
vstupni periodické posloupnosti zistanou pfiblizn€ stejné
(ptfipadné aZ na nédsobek) a které budou utlumeny na nulové
hodnoty.
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V druhém piipadé tedy hleddme jadro naSeho linedrniho
zobrazeni T'. To je ale dano pravé homogenni diferencni rov-
nici

apX, + a1 x,—1 + - +ax,—r =0, ap 7é 0 a 7é 0,

kterou jsme se naucili fesit.

3.13. Spatny equalizer. Jako piiklad uvaZzujme velmi jed-
noduchy linearni filtr zadany rovnici

in = (Tx)n = Xpi2 + Xp.

Vysledky takového zpracovani signdlu jsou naznaceny na
ndsledujicich Ctyfech obrédzcich pro postupné se zvysujici
frekvenci periodického signdlu x, = cos(gpn). Cerveny je
plvodni signdl, zeleny je vysledek po zpracovani filtrem. Ne-
rovnomérnosti kiivek jsou disledkem nepifesného kreslent,
oba signdly jsou samozfejmée rovhomérnymi sinusovkami.

A=7.1250 A=19.375

Do
L Pe

o

R

A = 25500 A =29.583

L P
P

Vsimnéme si, Ze v oblastech, kde je vysledny signal
priblizné stejné silny jako piivodni, dochdzi k dramatickému
posuvu faze signédlu. Levné equalizery skute¢né podobné
Spatné funguji.

3. Iterované linearni procesy

3.14. Iterované procesy. V praktickych modelech se casto
setkdvdme se situaci, kdy je vyvoj systému v jednom ¢asovém
obdobi dén linedrnim procesem, zajimame se ale o chovéni
systému po mnoha iteracich. Casto pfitom samotny linedrni
proces zlstava potad stejny, z pohledu naseho matematic-
kého modelu tedy nejde o nic jiného neZ opakované ndsobeni
stavového vektoru stéle stejnou matici.

Zatimco pro feSeni systémd linedrnich rovnic jsme
potfebovali jen minumum znalosti o vlastnostech linedrnich
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zobrazeni, k pochopeni chovéni iterovaného systému budeme
ucelné pouZivat znalosti vlastnich &isel, vlastnosti vlastnich
vektorl a dalsf strukturni vysledky.

V jistém smyslu se pohybujeme v podobném prostiedi
jako u linearnich rekurenci a skute¢né mtiZzeme nas popis
filtri v minulych odstavcich takto také popsat. Pfedstavme si,
Ze pracujeme se zvukem a uchovavame si stavovy vektor

Yn == (xn» LR ] xl’l—k+1)

vSech hodnot od aktudlni aZ po posledni, kterou jesté v nasSem
linearnich filtru zpracovavame. V jednom (ve vzorkovaci
frekveci audio signdlu mimotradné kratkém) c¢asovém inter-
valu pak prejdeme ke stavovému vektoru

Y1 = Kngts Xns oo oy Xn—i42),

kde prvni hodnota x,,+1 = aix, + - - - + axx,—x+1 je spoctena
jako u homogennich diferen¢nich rovnic, ostatni si jen po-
sunujeme o jednu pozici a posledni zapomeneme. PtisluSna
Ctvercovd matice fadu k, spliujici ¥, = A-Y,, bude vypadat
takto:

a, dy ... Qar—1 dag
1 0 ... 0 O
A=|10 1 . 0 0
0 0 ... 1 0

Pro takovou jednoduchou matici jsme si odvodili explicitni
postup pro tGplné feSeni otdzky, jak vypadd formule pro feSeni.
Obecné to tak snadno nepijde ani pro velice podobné systémy.
Jednim z typickych pripadl je studium dynamiky populaci
v riznych biologickych systémech.

Vsimnéme si také, Ze vcelku pochopitelné ma matice A za
charakteristicky polynom pravé p(A) = Af—a; A1 —. .. —q;
(snadno dovodime pomoci rozvoje podle posledniho sloupce
a rekurenci). To je snadno vysvétlitelné piimo, protoZe feSeni
X, = A", A # 0 vlastné nyni znamend, Ze matice A vyndsobe-
nim pfevede vlastni vektor (A%, ..., 1) na jeho A-ndsobek.
Musi byt tedy A vlastnim ¢islem matice A.

3.15. Model rustu populaci. Predstavme si, Ze zkoumame
néjaky systém jednotlivcl (péstovand zvitata, hmyz, bunééné

2N,

kultury apod.) rozd€leny do m skupin (tfeba podle stafi, fazi
vyvoje hmyzu apod.). Stav X, je tedy dan vektorem

T
Xn = (u1,...,um)

zavisejicim na okamZiku #,, ve kterém systém pozorujeme.
Linedrni model vyvoje takového systému je ddn matici A
dimenze n, kterd zadavd zménu vektoru X, na

Xn+1 =A-X,

pti prirGstku Casu z #; na .
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Uvazujme jako priklad tzv. Leslieho model riistu, ve kte-
rém vystupuje matice

f fLof N T R

77 0 0 0 0

0 ©n 0 0 0
A=1o o n .0 o0}

0 0 0 ... 7,4 O

jejiZ parametry jsou svdzédny s vyvojem populace rozdélené
do m vékovych skupin tak, Ze f; oznacuje relativni plod-
nost piislusné vékové skupiny (ve sledovaném ¢asovém skoku
vznikne z N jedinct v i—té skupiné f; N jedincti novych, tj. ve
skupiné prvni), zatimco t; je relativni dmrtnost i-té skupiny
béhem jednoho obdobi. Pochopitelné 1ze pouZzit takovy model
s libovolnym poctem vékovych skupin.

Vsechny koeficienty jsou tedy nezdpornd redlna Cisla a
¢isla T jsou mezi nulou a jednickou (a pokud jsou vSechna
rovna jedné, jde vlastn€ o linedrni rekurenci s konstantnimi
koeficienty). NeZ se pustime do obecnéjsi teorie, trochu si
pohrajeme s timto konkrétnim modelem.

Piimym vypocétem pomoci Laplaceova rozvoje podle po-
sledniho sloupce spocteme charakteristicky polynom p,, (1)
matice A pro model s m skupinami:

Pm(A) = det(A—AE) = —Ap, 1 (WD)+H(=D"" fruti .. o

Vcelku snadno dovodime indukci, Ze tento charakteristicky
polynom ma tvar

Pu(A) = (=D"Q" —a A" — o — A —ay)

s vesmes nezdpornymi koeficienty ay, ..., a,, pokud jsou
vSechny prametry 7; a f; kladné. Napf. je vidy a, =
fmTI oo Tp—1.

Zkusme kvalitativné odhadnout rozloZeni korend poly-
nomu p,,, detaily budeme umét pfesné vysvétlit a ovéfit aZ
po absolvovan{ pifislu§nych partif tzv. matematické analyzy v
kapitole paté a pozdéji. Vyjadiime si

pm() = 2" (1 — q (1))

kde g(A) = ;A" '+ - 4a,, A 7™ je ostie klesajici a nezdpornd
funkce pro A > 0. Evidentné bude proto existovat pravé jedno
kladné A, pro které bude g(A) = 1 a tedy také p,,(A) = 0.
Jinymi slovy, pro kazdou Leslicho matici existuje praveé jedno
kladné redlné vlastni ¢islo.

Pro skutecné Leslieho modely populaci byvaji vSechny
koeficienty 7; i f; mezi nulou a jedniCkou a typicky nastdva
situace, kdy jediné redlné vlastni ¢islo A, je vétsi nebo rovno
jedné, zatimco absolutni hodnoty ostatnich vlastnich ¢isel
jsou ostfe mensi neZ jedna.

Jestlize zacneme s libovolnymn stavovym vektorem X,
ktery bude dén jako soucet vlastnich vektort

X=X+ -+ Xn
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s vlastnimi hodnotami A;, pak pfi iteracich dostdvame
AR X =X+ Ak X,

takzZe za predpokladu, Ze |X;| < 1 pro vSechna i > 2, bu-
dou vSechny komponenty ve vlastnich podprostorech velmi
rychle mizet, kromé kompomenty A X ’]‘ RozloZeni populace
do vékovych skupin se tak budou rychle bliZit pomérim kom-
ponent vlastniho vektoru k dominantnimu vlastnimu ¢islu
A

Napfiklad pro matici (uvédomme si vyznam jednotlivych
koeficienttl, jsou prevzaty z modelu pro chov ovci, tj. hodnoty
T zahrnuji jak pfirozeny thyn tak piipadné aktivity chovatel
na jatkéch)

0 02 08 06 0

095 0 0 O O

A= 0 08 0 0 O
0 0 07 0 O

0 0 0 06 0

vyjdou vlastni hodnoty pfibliZzné
1.03, 0, —0.5, —0,27 +0.74i, —0.27 — 0.74i

s velikostmi 1.03, 0, 0.5, 0.78, 0.78 a vlastni vektor piislu$ny
dominantnimu vlastnimu &islu je priblizné

x = (302721 14 8).

Zvolili jsme rovnou jediny vlastni vektor se souctem soufad-
nic rovnym stu, zaddvd ndm proto pifimo vysledné procentni
rozloZeni populace.

Pokud bychom chtéli misto tfiprocentniho celkového
ristu populace setrvaly stav a predsevzali si ujidat vice ovce
tteba z druhé vékové skupiny, fesili bychom tlohu, o kolik

mame zménsit 7,, aby bylo dominantni vlastni ¢islo rovno
jedné.

3.16. Matice s nezapornymi prvky. Redlné matice, které o
e oo < iy . e . tady by se
nemaji Zadné zaporné prvky maji velmi specidlni vlastnosti. nodiio trochu

Zéroveni jsou skute¢né Casté v praktickych modelech. Na-hisorie.

vlastné jen

znac¢ime proto ted proto tzv. Perronovu-Frobeniovu teorii, naznacime &ast

z 2 x . . . v . ysledki
kterd se pravé takovym maticim vénuje. Perroms, k

Zacneme definici nékolika pojmd, abychom mohli nase Fgobe'}%?,vé
4 o obecnéjsi
uvahy viibec formulovat. situaci se

viibec nedopra-

———Iujema
Definice. Za kladnou matici budeme povazovat takovou Ctver-
covou matici A, jejiz vSechny prvky a;; jsou redlné a ostie
kladné. Primitivni matice je pak takova ¢tvercovd matice A,

jejiz néjakd mocnina A* je kladna.

Kladné a primitivni matice l
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Ptipoménme, Ze spektrdlnim polomérem matice A nazy-
vame maximum absolutnich hodnot vSech jejich (komplex-
nich) vlastnich ¢&isel. Spektralnim polomérem linearniho zob-
razeni na (kone¢nérozmérném) vektorovém prostoru rozu-
mime spektralni polomér jeho matice v nékteré bazi. Normou
matice A € R" nebo vektoru x € R" rozumfme soudet ab-
solutnich hodnot vsech jejich prvki. U vektort x piSeme pro
jejich normu |x|.

Nasledujici vysledek je mimofadné uziteCny a snad i
dobre srozumitelny. Jeho diikaz se svou ndroc¢nosti dosti vy-
myka této ucebnici, uvddime ale alespoii jeho stru¢ny néstin.
Pokud by ¢tenaf mél problém s plynulym ¢teni néstinu dikazu,
doporucujeme jej preskocit.

Véta (Perronova). JestliZe je A primitivni matice se spekt-
rdlnim polomérem L € R, pak je A jednoduchym korenem
charakteristického polynomu matice A, ktery je ostie vetsi
neZ absolutni hodnota kteréhokoliv jiného vlastniho cisla ma-
tice A. K vilastnimu Cislu A navic existuje vlastni vektor x s
vyhradné kladnymi prvky x;.

NAznAK DUKAZU. V dikazu se budeme opirat o intu-
ici elementdrni geometrie. Céste¢né budeme pouZité kon-
cepty upfesiiovat uz v analytické geometrii ve Ctvrté kapitole,
nekteré analytické aspekty budeme studovat podrobnéji v ka-
pitolach paté a pozdéji, presné diikazy nékterych analytickych
kroki v této ucebnici nepoddme viibec. Snad budou nésle-
dujici dvahy nejen osvétlovat dokazovany teorém, ale budou
také samy o sob& motivaci pro naSe dal$i studium geometrie i
matematické analyzy. Zacneme docela srozumitelné znéjicim
pomocnym lemmatem:

Lemma. UvaZme libovolny mnohostén P obsahujici pocdtek
0 € R". Jestlie néjaka iterace linedarniho zobrazeni ¥ :
R" — R”" zobrazuje P do jeho vnitiku, pak je spektrdlni
polomér zobrazeni r ostie mensi neZ jedna.

UvaZzme matici A zobrazeni i ve standardni bazi. Protoze
vlastni &isla A* jsou k—té mocniny vlastnich &isel matice A,
muiZeme rovnou bez tjmy na obecnosti pfedpokladat, Ze sa-
motné zobrazeni ¥ jiZ zobrazuje P do vnitiku P. Zjevné tedy
nemize mit ¥ Zaddnout vlastni hodnotu s absolutni hodnotou
vétsi nez jedna.

Diikaz ddle povedeme sporem. Predpoklddejme, Ze exis-
tuje vlastni hodnota A s |[A| = 1. Mdme tedy dvé moZnosti.
Bud'je A¥ = 1 pro vhodné k nebo takové k neexistuje.

Obrazem P je uzaviend mnoZina (to znamend, Ze pokud
se body v obrazu budou hromadit k néjakému bodu y v R",
bude y opét v obrazu) a hranici P tento obraz viibec nepro-
tind. NemtiZe tedy mit ¢ pevny bod na hranici P ani nemiZe
existovat Zaddny bod na hranici, ke kterému by se mohly libo-
volné bliZit body v obrazu. Prvni argument vylucuje, Ze by
néjakd mocnina A byla jednickou, protoZe to by takovy pevny
bod na hranici P jisté existoval. Ve zbyvajicim piipad¢ jisté
existuje dvourozmérny podprostor W C R”", na né&jzZ se v
zuzuje coby rotace o iraciondlni argument a jisté existuje bod
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y v prianiku W s hranici P. Pak by ale byl bod y libovolné
presné pribliZzen body z mnoZiny " (y) pfi prichodu pies
vSechny iterace a tedy by musel sdm byt také v obrazu. Dosli
jsme tedy ke sporu a lemma je ovéfeno.

Nyni se ddme do diikazu Perronovy véty. Nasim prvnim
krokem bude ovéteni existence vlastniho vektoru, ktery ma
vSechny prvky kladné. UvaZzme za tim tcelem tzv. standardni
simplex

S={x=@....,x)", |x|=1,x>0,i=1,...,n}.

Protoze vSechny prvky v matici A jsou nezaporné, obraz
A - x bude mit samé nezdporné souradnice stejn€ jako x a
alespori jedna z nich bude vzdy nenulova. Zobrazeni x +—
|A - x|~!(A - x) proto zobrazuje S do sebe, Toto zobrazeni
S — S splituje vSechny piedpoklady tzv. Browerovy véty o
pevném bodé a proto existuje vektor y € S takovy, Ze je timto
zobrazenim zobrazen sdm na sebe. To ale znamena, Ze

A-y=2iy, A=Ay

a nasli jsme vlastni vektor, ktery lezi v S. Protoze ale ma
né&jakd mocnina A* podle naseho predpokladu samé kladné
prvky a samoziejmé je také A* -y = Aky, viechny soufadnice
vektoru y jsou ostfe kladné (tj. lezi ve vnitiku S) a A > 0.

Abychom dokézali zbytek véty, budeme uvaZovat zobra-
zeni zadané matici A ve vyhodnéjsi bazi a navic ho vynéso-
bime konstantou A~

B=x'Y"'1 A7),

kde Y je diagonalni matice se soufadnicemi y; vektoru y na
diagondle. Evidentné je B také primitivni matice a navic je
vektor z = (1, ..., 1)T jejim vlastnim vektorem.

JestliZze nyni dokdZeme, Ze © = 1 je jednoduchym
kofenem charakteristického polynomu matice B a v§echny
ostatni kofeny maji absolutni hodnotu ostfe mensi nez jedna,
bude Perronova véta dokdzana.

K tomu se ndm ted bude hodit diive dokdzané pomocné
lemma. UvaZujme matici B jako matici linedrniho zobrazeni,
které zobrazuje fadkové vektory

u= Wy, ...,u,)—>u-B=mv,
tj. pomoci ndsobeni zprava. Diky tomu, Ze je z = (1,..., 1)
vlastnim vektorem matice B, je soucet souradnic fddkového
vektoru v
n n

Z I/tl'bij = Zu,- = 1,

i,j=1 i=1
kdykoliv je u € S. Proto toto zobrazeni zobrazuje simplex
S na sebe a m4 také jist€ v S vlastni (fddkovy) vektor w s
vlastni hodnotou jedna (pevny bod, opét dle Browerovy véty).
ProtoZe n&jakd mocnina B* obsahuje samé ostie pozitivni
prvky, je nutné obraz simplexu S v k—té iteraci zobrazeni
daného B uvnitt S. To uz jsme blizko pouZiti naSeho lematu,
které jsme si pro dikaz ptipravili.

100



.19

CHAPTER 3. LINARNI MGDFETEROMAYEIONEARNIFAROCESY

Budeme i nadéle pracovat s fddkovymi vektory a ozna¢me
si P posunuti simplexu S do poc¢atku pomoci vlastniho vek-
toru w, ktery jsme pravé nasli, tj. P = —w + S. Evidentné
je P mnohostén obsahujici pocatek a vektorovy podprostor
V C R" generovany P je invariantni vici ndsobeni matici
B nasobenim fadkovych vektorti zprava. Ziizeni naSeho zob-
razeni na P tedy spliiuje pfedpoklady pomocného lemmatu
a proto nutné musi byt vSechny jeho vlastni hodnoty v abso-
lutni hodnot€ mensi nez jedna. JeSté se musime vyporadat
se skutecnosti, Ze pravé uvazované zobrazeni je dano na-
sobenim fadkovych vektori zprava matici B (zatimco nés
ptvodné zajimalo chovani zobrazeni, daného B pomoci na-
sobeni sloupcovych vektort zleva). To je ale ekvivalentni
ndsobeni transponovanych sloupcovych vektord transpono-
vanou matici B obvyklym zplisobem zleva. Dok4zali jsem
tedy vlastné potfebné tvrzeni o vlastnich ¢islech pro matici
transponovanou k nasi matici B. Transponovani ale vlastni
¢isla neménd.

Dimenze prostoru V je pfitom n — 1, takZe dikaz véty je
ukoncen. U

3.17. Jednoduché disledky. Nasledujici velice uZzite¢né
tvrzeni ma pri znalosti Perronovy véty az prekvapiveé jed-
noduchy dikaz a ukazuje, jak silna je vlastnost primitivnosti
matice zobrazeni.

Diisledek. Jestlie A = (a;j) je primitivni matice a x € R"
Jjeji vlastni vektor se samymi nezdpornymi souradnicemi a
vlastni hodnotou X, pak ) > 0 je spektralni polomér A. Navic
plati

n n
min; E a;j < A < max; E ajj.
i=1 i=1

Dtkaz. UvaZme vlastni vektor x z dokazovaného tvrzeni.
ProtoZe je A primitivni, miiZzeme zvolit pevné k tak, aby A uz
méla samé positivni prvky a pak je samoziejmé i AF-x = Afx
vektor se samymi ostie kladnymi soufadnicemi. Nutné proto
jeAr > 0.

Z Perronovy véty vime, Ze spektralni polomér pu je vlast-
nim ¢islem a zvolme takovy vlastni vektor y k u, Ze rozdil
x — y md samé kladné soufadnice. Potom nutné pro vSechny
mocniny n

0<A"- (x—y)=Mx—u"y,

ale zdroven plati A < p. Odtud jiz vyplyvd A = .

Zbyvé odhad spektralniho poloméru pomoci minima a
maxima souctd jednotlivych sloupcti matice. Oznac¢me je by,
a byax, Zzvolme za x vektor se souctem soufadnic jedna a
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pocitejme:

n n

Z ajjx; = kai =A

i, j=1 i=1

n n n

A= Z(Zaij)xj = meaxxj = bmax
1 “i=1 j=1

Jj=

n n n
A= Z(Zaij)xj > meinxj = bmin
j=1

j=1 Vi=l

0

Vsimnémé si, Ze napt. vSechny Leslieho matice z 3.15,
kde jsou vSechny uvazované koeficienty f; a ; ostfe kladné,
jsou primitivni a tedy na n¢ mtizeme plné pouZit pravé odvo-
zené vysledky.

Perronova-Frobeniova véta je zobecnénim Perronovy véty

na obecnéj$i matice, které tu nebudeme uvadeét. Dals{ infor-
mace lze najit napf. v ??.

3.18. Markovovy retézce. Velice Casty a zajimavy piipad
linedrnich procesti se samymi nezdpornymi prvky v matici
je matematicky model systému, ktery se miiZe nachédzet v m
riznych stavech s riznou pravdépodobnosti. V jistém oka-
mZiku je systém ve stavu i s pravdépodobnosti x; a k pfechodu
z moZzného stavu i do stavu j dojde s pravdépodobnosti 7;;.

MiiZeme tedy proces zapsat takto: V Case n je systém
popsén pravdépodobnostnim vektorem

Xo = i(n), ..., unm)".
To znamend, Ze vSechny komponenty vektoru x jsou redlna
nezaporna ¢isla a jejich soucet je roven jedné. Komponenty
udévaji rozdéleni pravdépodobnosti jednotlivych moznosti
stavil systému. Rozdé€leni pravdépodobnosti pro ¢as n + 1
bude d4dno vyndsobenim pravdépodobnostni matici ptechodu
T =(1; j), tj.
Xpp1 =T - xp.

ProtoZe predpokldddme, Ze vektor x zachycuje v§echny moZné
stavy a proto s celkovou pravdépodobnosti jedna ptejde opét
do nékterého z nich, budou vSechny sloupce matice 7' tvofeny
také pravdépodobnostnimi vektory. Takovému procesu fikdme
(diskrétni) Markoviiv proces.

VSimnéme si, Ze kazdy pravdépodobnostni vektor x
je skute¢né Markovovym procesem zobrazen na vektor se
souétem soufadnic jedna:

Zlijx]' = Z(Zlij)xj = ij =1.
i,J J i J

Nyni miZeme v plné sile pouZit Perronovu—Frobeniovu
teorii. ProtoZe je soucet fadki matice T vZdy roven vektoru
(1,...,1), je zcela elementarné vidét, Ze matice T — E je
singuldrni a jednicka proto bude zarucené vlastnim ¢islem
matice 7.

Pokud je navic T primitivni matice (tj. napt. kdyZ jsou
vSechny prvky nenulové), z Dtsledku 3.17 vime, Ze je
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jednicka jednoduchym kofenem charakteristického polynomu
a vSechny ostatni maji absolutni hodnotu ostfe ménsi nez
jedna.

Véta. Markovovy procesy s matici, kterd nemad Zddné nulové
prvky nebo jejiz nékterd mocnina ma tuto viastnost, splituji:
e existuje jediny vlastni vektor x, pro viastni ¢islo 1, ktery
Je pravdépodobnostni
e iterace T*x se bliZi k vektoru x, pro jakgkoliv pocdtecni
pravdépodobnostni vektor x.

Dt¢kaz. Prvni tvrzeni vyplyva piimo z kladnosti soufad-
nic vlastniho vektoru dovozené v Perronové vete.

Pokud jsou algebraické a geometrické nasobnosti vlast-
nich ¢isel matice T stejné, pak druhé tvrzeni okamZzité vyplyva
z toho, Ze absolutni hodnoty vSech ostatnich vlastnich ¢isel
musi byt ostfe mensi neZ jedna. Skutecné, za uvedeného pied-
poladu na vlastni ¢isla lze kazdy pocatecni vektor x( napsat
jako soucet vlastnich vektor matice T a pfi iterovaném pliso-
beni matice 7 na pocate¢nim vektoru x, vS§echny komponenty
rychle vymizi, kromé té jediné s vlastnim cislem 1.

Ve skutecnosti ale i pri rizné algebraické a geometrické
ndsobnosti vlastnich ¢isel dojdeme ke stejnému z&dvéru pomoci
podrobnéjsiho studia tzv. kofenovych podprostorti pro matici
T, ke kterym se dostaneme v souvislosti s tzv. Jordanovym

rozkladem jesté v této kapitole, viz poznamka ??. O

3.19. Iterace stochastickych matic. Matice Markovovych
procest, tj. matice jejichZ vSechny sloupce maji soucet svych
komponent roven jedné se nazyvaji stochastické matice. Stan-
dardni dlohy spojené s Markovovymi procesy zahrnuji od-
povédi na otdzky po oekdvané stiedni dobé pfechodu mezi
pfedem uréenymi stavy systému apod. Momentdln€ nejsme
na feSeni téchto dloh pfipraveni, vratime se ale k této tématice
pozdéji.

Preformulujeme predchozi vétu do jednoduchého, ale asi
docela piekvapivého disledku. Konvergenci k limitni matici
v nésledujcim tvrzeni myslime skutecnost, Ze kdyz si predem
uré¢ime moznou chybu € > 0, tak najdeme hranici na pocet
iteraci k po niZ uz vSechny komponenty uvedené matice se
od té limitni budou li§it 0 méné nez €.

Disledek. Nech?' T je primitivni stochastickd matice 7z Mar-
kovova procesu a x, je stochasticky vlastni vektor k domi-
nantnimu ¢islu 1 jako ve vété vyse. Pak iterace T* konverguji
k limitni matici Tw, jejiz vSechny sloupce jsou rovny X.

Nynf se jesté na rozlu¢ku s Markovovymi procesy zamys-
lime se nad problémem, zda existuji pro dany systém stavy, do
kterych se md systém tendenci dostat a setrvat v nich. O stavu
systému fekneme, Ze je prechodovy, jestliZze v ném systém setr-
véavé s pravdépodobnosti ostfe mensi neZ jedna. Za absorbcni
oznacime stav, ve kterém systém setrvdvd s pravdépodobnosti
1, a do kterého se I1ze dostat s nenulovou pravdépodobnosti
z kteréhokoliv z pfechodovych stavli. Kone¢né, Markoviv
fetézec X, je absorpcni, jestliZe jsou jeho vSechny jeho stavy
bud absorp¢ni nebo piechodové.
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Je-li v absorpénim Markovové fetézci prvnich r stavi
systému absorpCnich, pro stochastickou matici 7 systému to
znamené, Ze se rozpadd na ,,blokové* horni trojihelnikovy

tvar
E R
T:(O Q)

kde E je jednotkovd matice, jejiZ rozmér je ddn poctem ab-
sorpcnich stavi, zatimco R je kladnd matice a Q nezaporna.
V kaZzdém piipadé€ iteracemi této matice budeme potdd dostd-
vat stejny blok nulovych hodnot v levém dolnim bloku a tedy
zcela jist€ nebude primitivni, napf.

72 _ (E R+R- Q)
0 0? '
I o takovych maticich 1ze ziskat hodné informaci pomoci plné
Perronovy—Frobeniovy teorie a se znalosti pravdépodobnosti
a statistiky také odhadovat stfedni doby, po kterych se systém
dostane do jedhodo z abosrp¢nich stavii apod.

4. Vice maticového poctu

Na vcelku praktickych piikladech jsme vidéli, Ze poro-
zuméni vnitfn{ struktufe matic a jejim vlastnostem je silnym
ndstrojem pro konkrétni vypocty nebo analyzy. Jesté vice to
plati pro efektivitu numerického pocitani s maticemi. Proto
se budeme zase chvili vénovat abstraktni teorii.

Budeme pritom zkoumat dal$i specidlni typy linedrnich
zobrazeni na vektorovych prostorech ale také obecny ptipad,
kdy je struktura zobrazeni popsana tzv. Jordanovou vétou.

3.20. Unitarni prostory a zobrazeni. UzZ jsme si zvykli, Ze
je uzite¢né pracovat rovnou v ¢iselném oboru komplexnich
Cisel a to i v pripadé, kdy nds zajimaji jen redlné objekty.
Navic v mnohych oblastech jsou komplexni vektorové pro-
story nutnou soucdsti Gvah. Jasnym piikladem je naptiklad tzv.
kvantové pocitani, které se stalo velmi ak¢ni oblasti teoretické
informatiky, prestoZe kvantové pocitace zatim zkonstruovany
ve funkéni podobé nebyly.

Proto navdZeme na ortogondlni zobrazeni a matice z
konce druhé kapitoly ndsledujici definici:

Definice. Unitarni prostor je komplexni vektorovy prostorl
V spolu se zobrazenim V x V — C, (u, v) — u - v, které
splituje pro vSechny vektory u, v, w € V askalarya € C
(1) u - v ="v-u (zde pruh znaci komplexni konjugaci)
) (au) -v=a(u-v)
B u+v) - w=u-w+v-w
4) je-liu #0,pak u - u > 0 (zejména je vyraz redlny).
Toto zobrazeni nazyvdme skaldrni soucinna V.

Redlné &islo 4/v - v nazyvame velikosti vektoru v a vek-
tor je normovany, jestliZze ma velikost jedna. Vektory u a v
nazyvame ortogondlni, jestlize je jejich skaldrni soucin nu-
lovy, bézi sestavenou z po dvou ortogondlnich a normovanych
vektord nazyvame ortonormdlni baze V .

104



CHAPTER 3. LINARNI MODEI¥ A MAETMATVE PYHEHT POCTU

! Unitarni prostory

Na prvni pohled jde o roz§ifeni definice euklidovskych
vektorovych prostorti do komplexniho oboru. Nadile budeme
také pouZzivat alternativni znaCeni (u, v) pro skladrni soucin
vektord u a v. Zcela stejn€ jako v redlném oboru také oka-
mZit€ z definice vyplyvaji ndsludujici jednoduché vlastnosti
skalarniho soucinu pro vSechny vektory ve V a skaldry v C:

u-uelR
u-u=0 pravétehdy,kdyz u =0
u-(av)=a(u-v)
u-t+w)=u-v4+u-w
u-0=0-u=0

(D> aimi) - (D byv) = D aibj(ui - v)),
i j ij
kde posledni rovnost plati pro vSechny konec¢né linedrni kom-
binace. Podrobné ovéfeni je skute¢né jednoduchym cvi¢enim,
napf. prvni vztah plyne okamZit€ z defini¢ni vlastnosti (1).
Standardnim piikladem skaldrniho sou¢inu na komplex-
nim prostoru C" je

Xty ooy X)) Oty X)) = X151+ X Ve

Diky konjugovéni soufadnic druhého argumentu toto zob-
razeni splituje vSechny pozadované vlastnosti. Prostor C" s
timto skalarnim souc¢inem budeme nazyvat standardni uni-
tarni prostor v dimenzi n. Maticové miiZeme tento skalarni
soucin psdt jako x - y = y7 - x.

Zcela obdobné jako u euklidovskych prostort a ortogo-
ndlnich zobrazeni budou dtilezita linedrnich zobrazeni, kterd
respektuji skaldrni souciny.

l Linearn{ zobrazeni ¢ : V — W mezi unitdrnimi prostory
se nazyva unitarni zobrazeni, jestliZe pro vSechny vektory
u,v €V plati

u-v=o9W- ).
! Unitarni isomorfismus je bijektivni unitarni zobrazeni.

Unitarni zobrazeni

3.31

3.21. Vlastnosti prostori se skalarnim soucinem. Ve
stru¢né diskusi euklidovskych prostorti v predchozi kapitole
jsme uz nekteré jednoduché vlastnosti prostord se skalarnim
souCinem odvodili, dikazy v komplexnim oboru jsou
velmi podobné. V dal§im budeme pracovat s redlnymi i
komplexnimi prostory zaroveinl a budeme psit K pro R nebo
C, v redlném piipadé je konjugace prosté identické zobrazeni
(tak jak skute¢né ziZeni konjugace na redlnou pfimku
v komplexni roviné je). Stejn€ jako u redlnych prostord
definujeme obecné pro libovolny vektorovy podprostor
U C V v prostoru se skaldrnim souc¢inem jeho ortogonalni
doplnék

Ut={veV;u- v=0proviechny u € U},
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coZ je zjevné také vektorovy podprostor v V.

Budeme v dalSim pracovat prakticky pouze s
kone¢n€rozmérnymi unitdirnimi nebo euklidovskymi
prostory. Rada nagich vysledki ale m4 pfirozené roziifeni pro
tzv. Hilbertovy prostory, coz jsou jisté nekone¢nérozmérné
prostory se skaldrnim soucinem, ke kterym se aspoii stru¢né
vratime pozdéji.

Tvrzeni. Pro kazdy konecnérozmérny prostor V dimenze n
se skalarnim soucinem plati:

(1) Ve V existuje ortonormdlni baze.

(2) KaZdy systém nenulovych ortogonalnich vektorii ve V je
linedrné nezavisly a lze jej doplnit do ortogondlni bdze.

(3) Pro kaZdy systém linedrné nezavislych vektorii
Uy, ..., ur) existuje ortonormdlni baze (v, ..., v,)
takova, Ze jeji vektory postupné generuji stejné podpro-
story jako vektory uj, tzn. (vi, ..., v;) = (ur...,u;),
1<ic<k

(4) Je-li (uy, ..., u,) ortonormdlni bdaze V, pak souradnice
kazdého vektoru u € V jsou vyjadreny vztahem

w= - -uur+---+ - uy)u,.

(5) V libovolné ortonormalni bdzi ma skaldrni soucin
souradny tvar

Wev =Xy =xFE X,

kde x a y jsou sloupce soutadnic vektori u a v ve zvolené
bazi. Zejména je tedy kaZdy n—rozmérny prostor se ska-
larnim soucinem izomorfni standardnimu euklidovskému
R" nebo unitdrnimu C".

(6) Ortogondlni soucet unitarnich podprostorii Vi+- - -+ Vy
ve V je vidy primy soucet.

(7) Je-li A C V libovolnd podmnoZina, pak A+ C V je
vektorovy (tedy i unitdrni) podprostor a (At C V je
pravé podprostor generovany A. Navic plati V = (A) @&
AL,

(8) V je ortogondlnim souctem n jednorozmérnych unitdr-
nich podprostori.

Dtxkaz. (1),(2),(3): Dany systém vektort nejprve doplnime
do libovolné baze (uy, . .., u,) vektorového prostoru V a spus-
time na ni Grammovu—Schmidtovu ortogonalizaci z 2.41. Tak
ziskdme ortogondlni bazi s vlastnostmi poZadovanymi v (3).
Ptitom ale z algoritmu Grammovy—Schmidtovy ortogonali-
zace vyplyvé, Ze pokud jiZ pivodnich k vektort tvotilo ortogo-
ndlni systém vektortl, pak v priibéhu ortogonalizace zlistanou
nezménény. Dok4zali jsme tedy zdroeven i (2) a (1).
@):Je-liu =ayu, +---+ ayu,, pak

2
w-up =ay(uy-u;) + - +ap(u, -up) = ailluil|” = a

(5): Podobné spo¢teme pro u = xju; + -+ + XUy, v =
ylul + +ynun

u-v = (XU - Fx0Up) - (Y1114 A Yplty) = X114+ FXn Y

(6): Potfebujeme ukdzat, Ze pro libovolnou dvojici V;, V; ze
zadanych podprostort je jejich prinik trividlni. Je-1i vSak
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u € V;azarovenu € Vj,pakjeu L u,tj.u-u =0.To je ale
mozné pouze pro nulovy vektor u € V.

(7): Nechf u,v € A*. Pak (au + bv) - w = 0 pro
vsechny w € A, a,b € K (z distributivity skaldrniho
soucinu). Tim jsme ovéfili, Ze AL je unitdrni podprostor ve
V. Nechf (v, ..., vr) je néjakd baze (A), vybrand z prvki
A, (uy, ..., u) ortonormalni baze vznikla z Grammovy—
Schmidtovy ortogonalizace vektorti (vy, ..., vg). Dopliime
ji na ortonormdlni bazi celého V (oboji existuje podle jiz do-
kédzanych casti véty). ProtozZe se jednd o ortogondlni bazi,
je nutng (Ui, ... uy) = Uy, ...,ux)" = At a A C
(Ugs1, - .., Uy)* (jak plyne z vyjadieni soufadnic v ortonor-
malni bazi). Je-liu L (upyq, ..., u,), pak u je nutné€ linedrni
kombinaci vektord uy, .. ., uy, to je ale pravé tehdy, kdyz je
line4rni kombinaci vektort vy, ..., v, coZ je ekvivalentni
prislusnosti # do (A).

(8): Je pouze ekvivalentni formulaci existence ortonormaln{
baze. Il

3.22. Dulezité vlastnosti velikosti. Nyni mame vSe pfipra-
veno pro zdkladni vlastnosti spojené s na$i definici veli-
kosti vektorti. Hovorime také o normé definované skaldrnim
souc¢inem. VSimnéme si také, Ze vSechna tvrzeni se tykaji vzdy
kone¢nych mnoZin vektort a jejich platnost proto nezavisi na
dimenzi prostoru V, ve kterém se vSe odehrdva.

Véta. Pro libovolné vektory u, v v prostoru V se skaldrnim
soucinem plati

(1) lu+v| < |u|l+|v| PFitom rovnost nastane pravé, kdy?
jsou u a v linedrné zavislé.
(trojithelnikovd nerovnost)

(2) |u-v| < ||u|l ||v|| PFitom rovnost nastane pravé, kdyz jsou
u a v linearné zavisle.
(Cauchyova nerovnost)

(3) pro kaZdy ortonormalni systém vektorii (e1, . . ., ex) plati
lull® > Ju-er|* + -+ u- e
(Besselova nerovnost).

(4) Pro ortonormalni systém vektorii (eq, . .., e;) je vektor u
v podprostoru € {ey, ..., e;) prave kdyZ

2 2 2
lwll™ = fu - er]” 4+ |u - e

(Parsevalova rovnost)
(5) Pro ortonormdlni systém vektorii (e1, ..., ex) au € V je
vektor

w=W-ee + -+ W-e)e

Jedinym vektorem, ktery minimalizuje velikost ||[u — v||
pro vSechny v € (e, ..., e;).

Dtkaz. VSechny dlikazy spocivaji v podstaté v piimych
vypoctech:
(2): Definujme vektor w := u — v, tzn. w L v a pocitejme

2 2
0 < flwll? = flul® = {53 (- v) = 5 (v - w) + “RE2 o]

lloll*

0 < llwllvll* = lul®v)? = 2@ - v) @) + (u - v) (@)
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Odtud jiz pifmo plyne, Ze |lu|/*||v]|*> > |u - v|* a rovnost
nastane pravé tehdy, kdyZ w = 0, tj. kdyZ jsou u a v linedrné
zavislé.
(1): Opét staci pocitat
lu +vll* = lull® + > +u-v+v-u
= llull* + lvl|* + 2 Re(u - v)
< flull® + 0l* 4+ 20 - v] < lul® + [ol* + 2ulllv]
= (lull + IvI)?

ProtoZe se pritom jednd o kladnd redlnd cisla, je opravdu
llu+v| < |ull+ ||v]l. Navic, pfi rovnosti musi nastat rovnost
ve vSech predchozich nerovnostech, to vSak je ekvivalentni
podmince, Ze u a v jsou linedrné zavislé (podle predchozi
Casti dukazu).
(3), (4): Necht (ey, ..., e;) je ortonormdlni systém vektord.
Doplnime jej do ortonormdlni baze (ey, ..., e,) (to vZdy jde
podle predchozi véty). Pak, opét podle pfedchozi véty, je pro
kazdy vektoru € V
n n k
Il =D -en@e) =D lu-ei =D ju-ef

i=1 i=l i=1
To je ale pravé dokazovand Besselova nerovnost. Pfitom rov-
nost muZe nastat pravé tehdy, kdyz u - ¢, = 0 pro vSechny
i > k, ato dokazuje Parsevalovu rovnost.

(5): Zvolme libovolny v € (e, ..., e;) a dopliime dany or-
tonormadlni systém na ortonormalni bazi (ey, ..., e,). Necht
(g, ...,uy)a(xy,...,x;,0,...,0) jsou souradnice u av v

této bazi. Pak
2 2 2 2
lu—v||” = ur—x1|"+- -+ |ug —xp|" g1 |7+ - -+ uy,

a tento vyraz je zjevné minimalizovan pfi volbé jednotlivych
vektord x| = uy, ..., X = uy. ]

2
|

.33
3.23. Vlastnosti unitarnich zobrazeni. Vlastnosti ortogo-

ndlnich zobrazeni maji pfimocarou obdobu v komplexnim
oboru. Mtizeme je snadno zformulovat a dokazat spolecné:

Tvrzeni. UvaZme linedrni zobrazeni (endomorfismus) ¢ :

V — V na prostoru se skalarnim soucinem. Pak jsou nasle-

dujici podminky ekvivalentni:

(1) ¢ je unitarni nebo ortogondlni transformace

(2) ¢ je linedrni isomorfismus a pro kaidé u,v € V plati
o) -v=u-¢ ' (v)

(3) matice A zobrazeni ¢ v libovolné ortonormdlni bazi

spliiuje A=' = AT (pro euklidovské prostory to znamend
ATl =AT)

(4) matice A zobrazeni ¢ v nékteré ortonormdlni bazi spliiuje
ATl = AT

(5) radky matice A zobrazeni ¢ v ortonormdlni bazi tvori
ortonormdlni bazi prostoru K" se standardnim skaldrnim
soucinem

(6) sloupce matice A zobrazeni ¢ v ortonormdlni bazi tvori
ortonormdalni bazi prostoru K" se standardnim skaldrnim
soucinem
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Dtkaz. (1) = (2): Zobrazeni ¢ je prosté, proto musi
byt ina. Plati pfitom @ (1) -v = @ (u)-@(e~ ' (v)) = u-¢~ ' (v).
(2) = (3): Standardni skaldrni soucin je v K" vzdy dan
pro sloupce x, y skaldrd vyrazem x - y = xT Ey, kde E je
jednotkova matice. Vlastnost (2) tedy znamend, Ze matice
A zobrazeni ¢ je invertibilni a plati (Ax)”y = xTA*—‘y. To
znamend X7 (AT y—A~'y) = 0 pro viechny x € K".Zejména
dosazenim vyrazu v zdvorce za x zjistime, Ze to je mozZné
pouze pii AT = A~
(3) & (4): Je-li AT = A~! v nékteré ortonormalni bazi, pak
to zarucuje platnost podminky (2) (p(u) - v = (Ax)TEy =
xTEA-Yy =u -9~ '(v))atedyi (3).
(4) = (5) Dokazované tvrzeni je vyjadieno prostfednictvim
matice A zobrazeni ¢ vztahem AA” = E, to je ale zarudeno

podminkou (4). B
(5) = (6): ProtoZe pro determinant plati |ATA| = |E| =
|AAT_| = |A||A] = 1, existuje inverzni matice A~'. Pfitom

je AATA = A, protoi AT A = E coz vyjadiuje pravé (6).
(6) = (1): Ve vybrané ortonormdlni bézi je

o) - p(v) = (Ax)"(Ay) =xATAj = x"Ey =x"5

kde x a y jsou sloupce souradnic vektord u# a v. Tim je
zaruceno zachovavéni skaldrnitho soucinu. 0

Vo v

Charakterizace z predchozi véty si zaslouZi nékolik pozné-
mek. Matice A € Mat,, (K) s vlastnosti A~' = AT se nazyvaji
unitarni matice pro komplexni skaldry (a v piipadé R jsme
jim jiz fikali ortogonalni matice). Z defini¢ni vlastnosti plyne,
Ze soucin unitdrnich (resp. ortogondlnich) matic je unitarni
(resp. ortogondlni), stejné pro inverze. Unitdrni matice tedy
tvori podgrupu U (n) C Mat,(C), ortogonalni matice tvori
podgrupu O (n) C Mat, (R). Hovofime o unitarni grupé a o
ortogondlni grupé.

Jednoduchy vypocet

1 =detE = det(AAT) = det Adet A = | det A|?

ukazuje, Ze determinant unitdrni matice ma vzdy velikost
rovnu jedné, v pfipadé redlnych skalarii pak determinant musi
byt +1. Déle, je-li Ax = XAx pro unitirni ¢i ortogondlni
matici, pak (Ax) - (Ax) = x - x = |A|?(x - x). Proto jsou
vlastni hodnoty ortogondlnich matic v redlném oboru rovny
+1, vlastni hodnoty unitdrnich matic jsou vZdy komplexni
jednotky v komplexni roviné.

Stejné jako u ortogondlnich zobrazeni také docela snadno
ovéfime, Ze ortogondlni dopliiky k invariantnim podpro-
storim vzhledem k unitdrnimu ¢ : V — V jsou vZdy také
invariatni. Skute¢né, je-li o(U) C U,u € Uav € Ut
libovolné, pak

p() -9~ W) =v- 9~ ).
ProtoZe je ziZeni ¢y také unitdrni, musi to tedy byt bijekce,
zejména je ¢ '(u) € U.Pak oviem ¢(v) - u = 0, protoZe
v € Ut. To znamend, e i ¢(v) € U™,
Odtud ov§em v komplexnim oboru okamzité dotdvame
uziteCny
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Disledek. Nechf ¢ : V — V je unitdrni zobrazeni komplex-
nich vektorovych prostori. Pak je V ortogondlnim souctem
Jednorozmérnych viastnich podprostori.

Dtkaz. Jisté existuje alespoii jeden vlastni vektor v € V.
Pak je ziiZeni ¢ na invariantni podprostor (v)* opét unitdrni
a jisté ma opét néjaky vlastni vektor. Po n takovychto krocich
obdrZime hledanou ortogonalni bazi z vlastnich vektort. Po
vynormovani vektort ziskdme ortonormalni bazi. O

Nyni uzZ je moZné snadno pochopit detaily dikazu spek-
trdlnfho rozkladu ortogondlniho zobrazeni z 2.48 na konci
druhé kapitoly — redlnou matici ortogondlniho zobrazeni
interpretujeme jako matici unitdrniho zobrazeni na komplex-
nim roz§ifeni euklidovského prostoru a peclivé sledujeme
dtsledky struktury kofenti redlného charakteristického poly-
nomu nad komplexnim oborem. Automaticky pfitom dosta-
vame invariantni dvourozmérné podprostory zadané dvoji-
cemi komplexné sdruzenych vlastnich ¢isel a tedy piislusné
rotace pro zizené ptivodni redlné zobrazeni.

3.24. Dualni a adjungovana zobrazeni. Pfi diskusi vekto-
rovych prostort a linedrnich zobrazeni jsme jiZ ve druhé ka-
pitole letmo zminili dudlni vektorovy prostor V* vSech line-
arnich forem na vektorovém prosotru V, viz 2.37.

Pro kaZdé linedrni zobrazeni mezi vektorovymi prostory
¥ V. — W mlZeme prirozené definovat zobrazeni ¥ * :
W* — V* vztahem

v, ¥ (@) = (¥ (), a),

kde (, ) znaci vycisleni formy (druhy argument) na vektoru
(prvnf argument), v € V aa € W* jsou libovolné. Zvolme
si bdze v na V, w na W a matici A pro zobrazeni v v téchto
bazich. Pak snadno spo¢teme v dudlnich bazich matici zobra-
zeni Y* v prislusnych dudlnich bazi na dudlnich prostorech.
Skutecné, defini¢ni vztah fik4, Ze pokud bychom reprezento-
vali vektory z W* v soufadnicich jako fadky skaldrti, pak je
zobrazeni ¥* je ddno toutéZ matici jako i, pokud ji ndsobime
tadkové vektory zprava:

V1

(Y@, a)=(ar,....,00) - A- | 1 | = (v, ¥ (@)

Un

To znamend, Ze matici dudlniho zobrazeni ¥/* je transpono-
vand matice AT, protoze o - A = (AT - aT)T.

Predpokladejme naddle, Ze se pohybujeme ve vektoro-
vém prostoru se skalarnim soucinem. JestliZze tedy zvolime
pevné jeden vektor v € V, dosazovani vektorti za druhy argu-
ment ve skaldrnim soucinu ndm dava zobrazeni V — V* =
Hom(V, K)

Vouve (we (v, w) e K).

Podminka nedegenerovanosti skaldrnitho soucinu ndm
zarucuje, Ze toto zobrazeni je bijekci. Zdroven vime, Ze
jde skute¢né o linedrni zobrazeni nad komplexnimi nebo
redlnymi skaldry, protoZe jsme pevné zvolili druhy argument.
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Na prvni pohled je vidét, Ze vektory ortonormdlni bize jsou
takto zobrazeny na formy tvofici bazi dudlni, a kazdy vektor
miZeme prostfednictvim skaldrniho soucinu chapat také jako
linearni formu.

V piipad¢€ vektorovych prostori se skaldrnim soucinem
proto pievadi naSe ztotoZnéni vektorového prostoru se svym
dudlem také dudlni zobrazeni ¥ * na zobrazeni ¥* : W — V
zadané formuli

(¥ (), v) = (u, ¥y*(v)),

kde stejnym znacenim zdvorek nyni myslime skaldrni soucin.
Tomuto zobrazeni se fika adjungované zobrazeni k . Ekvi-
valentné Ize brét posledni vztah za definici zobrazeni ¥ *, napf.
dosazenim vSech dvojic vektord ortonormdlni baze za vektory
u a v dostdvdme piimo vSechny hodnoty matice zobrazeni
v

Ptfedchozi vypocet pro dudlni zobrazeni v souradnicich
nyni miZeme zopakovat, pouze musime mit na paméti, Ze
v ortonormélnich bazich na unitdrnich prostorech vystupuji
soufadnice druhého argumentu konjugované:

Uj
(Y), w)=(wi,...,w,) - A-
Un
. w1 T 1]
Z(AT' : ) ] = YT (w)
wy, Uy,

Vidime proto, Ze je-li A matice zobrazeni ¢ v ortonormdln{
bazi, pak matice adjungovaného zobrazeni ¢ * je matice trans-
ponovand a konjugovan4, kterou znaéime A* = AT,

Zvlastnim pripadem linedrnich zobrazeni jsou tedy ty,
které jsou rovny svému adjungovanému zobrazeni: ¢* =
Y. Takovym zobrazenim fikdme samoadjungovand. Ekviva-
lentné mdZeme fici, Ze jsou to ta zobrazent, jejichZ matice A v
jedné a tedy ve vSech ortonormdlnich bazich spliuji A = A*.

V piipadé euklidovskych prostorti jsou samoadjungovand
zobrazen{ tedy ta, kterd maji v nékteré ortonormaln{ bizi (a
pak uZ viech) symetrickou matici. Casto se jim proto iikd
symetrické matice a symetrickd zobrazeni. V komplexnim
oboru se maticim splitujicim A = A* fik4 hermiteovské ma-
tice. V§imnéme si, Ze hermiteovské matice tvori redlny vek-
torovy podprostor v prostoru v§ech komplexnich matic, neni
vsak podprostorem v komplexnim oboru.

Poznamka. Obzvlast zajimavy je v této souvislosti nasle-
dujici postieh. JestliZe hermiteovskou matici A vyndsobime
imagindrni jednotkou, dostdvdme matici B =i A, kterd ma
vlastnost B* = i AT = —B. Takovym maticim fikdme anti—
hermiteovské. Tak jako je tedy kazd4 redlnd matice souctem
své symetrické a antisymetrické ¢asti

1 T 1 T
A=Z@A+AD+A-a,
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je v koplexnim oboru obdobné
1 1
A=—-(A+ A"+ =-(A—- A",
2( + A") + 2( )

tj. miZeme vyjadfit kaZzdou komplexni matici pravé jednim
zplsobem jako soulet

A=B+iC

s hermiteovskymi maticemi B a C. Jde o obdobu rozkladu
komplexniho ¢isla na redlnou a ryze imaginarni komponentu.

V fesi linedrnich zobrazeni to tedy znamend, Ze ka-
7dy komplexni linearni automorfismus miZeme takto jedno-
znaéné vyjadrit pomoci dvou samoadjungovanych zobrazeni.

3.25. Spektralni rozklad samoadjungovanych zobrazeni.
Uvazujme samoadjungované zobrazeni ¢ : V — V s matici
A v néjaké ortonormdlni bazi a zkusme postupovat obdobné
jako v 2.48. Opét se nejprve obecné podivdme na invariantni
podprostory samoadjungovanych zobrazeni a jejich ortogo-
ndlni dopliiky. JestliZe pro libovolny podprostor W C V a
samoadjungované zobrazeni ¢ : V — V plati (W) C W,
pak také plati pro vSechny v € W+, w € W

(Y (v), w) = (v, ¥(w)) =0.
To ale znamen4, Ze také  (W+) ¢ W,
Uvazme nyni matici A samoadjungovaného zobrazeni
v néjaké ortonormdlni bazi a A - x = Ax pro néjaky vlastni
vektor x € C". Dostavame

Ao, x) = (Ax, x) = (x, Ax) = A{x, x).

Kladnym redlnym ¢islem (x, x) mizZeme krétit a proto musi
byt A = A, tj. vlastni &isla jsou vZdy redlnd.

Komplexnich kofenti ma charakteristicky polynom
det(A — LE) tolik, kolik je dimenze Ctvercové matice A,
a v8echny jsou ve skutecnosti redlné. Dokdzali jsme tak

duilezity obecny vysledek:

Tvrzeni. Ortogondlni doplnék k invariantnimu podprostoru
pro samoadjungované zobrazeni je také invariantni. Navic

Jsou vSechna vlastni ¢isla samoadjungované matice A vidy
redlnd.

Ze samotné definice je zfejmé, Ze zizeni samoadjungova-
ného zobrazeni na invariantni podprostor je opét samoadjun-
gované. Predchozi tvrzeni ndm tedy zarucuje, Ze bude vzdy
existovat baze V z vlastnich vektort. Skutecné, zizeni ¥ na
ortogondlni dopln€k invariantniho podprostoru je opét ortogo-
ndlni zobrazeni, takZe miZeme do bédze pribirat jeden vlastni
vektor za druhym, aZ dostaneme cely rozklad V. Vlastni vek-
tory prislusejici riznym vlastnim &isltim jsou navic kolmé,
protoZe z rovnosti ¥ (u) = Au, ¥ (v) = pv vyplyva

AMu,v) = (Y ), v) = (u, ¥ (v)) = uu, v).

Obvykle byva nas vysledek formulovdn pomoci projekci
na vlastni podprostory. O projektoru P : V — V fikdme, Ze
je kolmy, je-li Im P L Ker P. Dva kolmé projektory P, Q
jsou vzdjemné kolmé, je-li Im P L Im Q.
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Véta (O spektralnim rozkladu). Pro kazdé samoadjungované
zobrazeni v : V. — V na vektorovém prostoru se skaldr-
nim soucinem existuje ortonormdlni bdze z vlastnich vektori.
Jsou-li Ay, ..., Ay vSechna riiznd viastni ¢isla f a Py, ..., Py
prislusné kolmé a navzdjem kolmé projektory na vilastni pod-
prostory, pak

f=MPi+ - 4+ NP

Dimenze obrazii téchto projektorii je pFitom vZdy rovna alge-
braické ndasobnosti viastnich Cisel A;.

3.26. Ortogondlni diagonalizace. Zamysleme se, jak vypa-
daji zobrazeni, pro kterd l1ze najit ortonormdlni bazi jako v
predchozi vét€ o spektrdlnim rozkladu se nazyvaji normdlni.
Pro euklidovsky piipad je to snadné: diagondlni matice jsou
zejména symetrické, jednd se tedy praveé o samoadjungovand
zobrazeni. Jako disledek ziskdvame tvrzeni, Ze ortogonalni
zobrazeni euklidovského prostoru do sebe je ortogonalné di-
agonalizovatelné pravé, kdyz je zdroven samoadjungované
(jsou to prave ta samoadjungovand zobrazeni s vlastnimi hod-
notami £1).
Uvazme libovolné linedrni zobrazeni ¢ : V — V unitarniho
prostoru a nechf ¢ = ¥ + in je (jednoznacné dany) rozklad
¢ na hermiteovskou a antihermiteovskou ¢ast. Ma-li ¢ ve
vhodné ortonormdlni bazi diagondlni matici D, pak D =
reD + iimD, kde redlnd a imaginarni C4st jsou pravé matice
¥ a n (plyne z jednoznacnosti rozkladu). Zejména tedy plati
Yon=noyagop*=¢*op. Zobrazenip : V — Vs
posledni uvedenou vlastnosti se nazyvaji normalni.
Vzijemné souvislosti ukazuje ndsledujici véta (po-
kracujeme ve znaceni tohoto odstavce):

Tvrzeni. Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:
(1) @ je ortogondlné diagonalizovatelné
(2) ¢* o = @ o @* (1. ¢ je normalni zobrazeni)
(3) yon=mnoy
(4) Pro matici A = (a;;) zobrazeni ¢ v néjaké ortonor-
malni bazi a jejich m = dimV vlastnich Cisel A; plati
o la P =200 Il
STrRUCNY DOUKAZ. Implikaci (1) = (2) jsme jiz diskuto-
vali.
(2) & (3): Staci provést pfimy vypocet
op" = (W +inW —in) = ¥>+ 0’ +ilny — yn)
O = —inW +in =y’ +n’+i(yn —ny)
Odectenim dostaneme 2i (nyr — 7).

(2) = (1): Nechf u € V je vlastni vektor normalniho
zobrazeni ¢. Pak

o) - pu) = (p ), u) = (pe*(u), u) = ¢*(u) - ¢*(u)

zejména tedy |p(u)| = |@*(u)|. Je-li ¢ normalni, je (¢ —
AidV)* = (¢* — Aid V) aje proto i (¢ — A id V) normdlni
zobrazeni. Z predeslé rovnosti tedy plyne, Ze je-li ¢ (u) = Au,

113



4. VICEGHAHCER EHDIRORNIMODELY A MATICOVY POCET

.48

pak ¢*(u) = Au. Tzn., Ze ¢ a ¢* maji stejné vlastni vektory a
konjugované vlastni hodnoty.

Stejné jako u samoadjungovanych ted’ snadno dokaZeme
ortogondlni diagonalizovatelnost. K tomu je nutné a staci,
aby ortogondlni dopln€k kazdého vlastnitho podprostoru pro
normdlni ¢ byl invariantni (je totiZ ztiZzeni normdalniho zobra-
zeni na invariantni podprostor opé€t norméalni). Uvazme vlastni
vektor u € V s vlastni hodnotou A, v € (u)*. Plati

o) - u=v-¢ W)= (v, Au) =Au-v=0

a tedy opét ¢(v) € (u)*.

(1) & (4): Vyraz Zi’j |a,»j|2 je prave stopa matice AA¥,
to je matice zobrazeni ¢ o ¢*. Proto nezavisi na volb¢ orto-
normalni baze. Je-li tedy ¢ diagonalizovatelné, je tento vyraz
roven pravé >, |;|%.

Opacnd implikace je pfimym diisledkem Schurovy véty
o unitarni triangulovatelnosti libovolného linearniho zobra-
zeni V. — V, kterou dokdZeme pozdéji v 3.32. Podle ni totiZ
existuje pro kazdé linearni zobrazeni ¢ : V — V ortonor-
madlni baze, ve které mé ¢ horni trojihelnikovou matici. Na
jeji diagondle pak musi byt pravé vSechny vlastni hodnoty
¢. Jak jsme jiz ukdzali, vyraz >, ; |a;; |* nezévisf na volb&
ortonormdlni baze, proto z predpoklddané rovnosti vyplyva,
Ze vsechny prvky mimo diagondlu musi byt v této matici
nulové. O

V terminech matic zobrazeni dostivime: zobrazeni je
normdlni pravé, kdyZ jeho matice v nékteré ortonormadlni
bazi (a ekvivalentné v kazdé) spliiuje AA* = A*A. Takové
matice nazyvame normalni matice.

Poznamka. Vsimnéme si, Ze pro pocet s linearnimi zobra-
zenimi na komplexnim unitdrnim prostoru Ize posledni vétu
chépat také jako zobecnéni béZnych poctd s komplexnimi
Cisly v goniometrickém tvaru (roli redlnych ¢isel zde hraji
samoadjungovand zobrazeni). Roli komplexnich jednotek pak
hraji unitarni zobrazeni. Zejména si vSimnéme analogie k
jejich tvaru cos + i sint s vlastnosti cos” t + sin® = 1:

Disledek. Unitdarni zobrazeni na unitdarnim prostoru 'V jsou
pravé ta normdalni zobrazeni, pro kterd vyse uZivany jedno-
znacny rozklad ¢ = + in spliiuje ¥ + n> = id V

DtUkaAz. Prounitarni je pp* =id V = p*¢p atedy pp* =
(Y+in) (Y —in) = ¥2+0+n? = id V. Naopak, pro normélni
posledni vypocet ukazuje, Ze opa¢nd implikace plati také. [

3.27. Nezaporna zobrazeni a odmocniny. Nezaporna re-

s v

alna Cisla jsou prave ta, kterd umime psat jako druhé mocniny.
Zobecnéni takového chovani pro matice a zobrazeni l1ze vidét
u soucind B = A* - A (tj. sloZeni zobrazeni ¢* o /):

(B-x,x)=(A""A-x,x)={(A-x,A-x)>0
pro vSechny vektory x. Navic zjevné

B*=(A"-A)"=A"-A=B.
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Hermiteovskych maticim B s takovou vlastnosti fikdme pozi-
tivné semidefinitni a pokud nastane nulova hodnota pouze pro
x = 0, pak jim tikdme pozitivné definitni. Obdobné hovoiime
0 pozitivé definitnich a a positivné semidefinitnich zobrazenich
vV >V,

Pro kazdé pozitivn€ semidefinitni zobrazeni ¥ : V —
V umime najit jeho odmocninu, tj. zobrazeni n takové, Ze
n o n = Y. Nejjednoduseji to uvidime v ortonormélni bazi,
ve které bude mit i diagondlni matici. Takova podle naSich
predchozich tivah vZdy existuje a matice A zobrazeni ¥ v ni
bude mit na diagondle nezdpornd redlnd vlastni ¢isla zobrazeni
Y. Kdyby totiZ bylo nékteré z nich zaporné, nebyla by splnéna
podminka nezdpornosti jiZ pro néktery z bazovych vektort.
Pak ovSem staci definovat zobrazeni n pomoci matice B s
odmocninami piislu§nych vlastnich ¢isel na diagondle.

3.28. Spektra a nilpotentni zobrazeni. Na zavér této Casti
se vratime k otdzce, jak se mohou chovat linedrni zobrazeni v
Uplné obecnosti. Budeme i nadédle pracovat s redlnymi nebo
komplexnimi vektorovymi prostory.

Ptipomenime, Ze spektrum linedrniho zobrazeni f : V —
V je posloupnost kofent charakteristického polynomu zobra-
zeni f, véetn€ ndsobnosti. Algebraickou ndsobnosti vlastni
hodnoty rozumime jeji ndsobnost jako kofenu charakteristic-
kého polynomu, geometrickd ndsobnost vlastni hodnoty je
dimenze piislusného podprostoru vlastnich vektord.

Lineérni zobrazeni f : V — V se nazyva nilpotentni,

z X2

jestliZe existuje celé Cislo k > 1 takové, Ze iterované zobrazen{
f* je identicky nulové. Nejmensi &islo k s touto vlastnosti se
nazyva stupném nilpotentnosti zobrazeni f. Zobrazeni f :
V — V senazyva cyklické, jestlize existuje baze (uy, ..., u,)
prostoru V takovd, Ze f(u;) = 0a f(u;) = u;_; pro vSechna
i =2,...,n.Jinymi slovy, matice f v této bazi je tvaru
010
A=10 0 1

Je-li f(v) = a - v, pak pro kazdé prirozené k je f*(v) =
a* - v. Zejména tedy miZe spektrum nilpotentniho zobrazeni
obsahovat pouze nulovy skaldr (a ten tam vZdy je).

Pfimo z definice plyne, Ze kazdé cyklické zobrazeni je
nilpotentni, navic je jeho stupeti nilpotentnosti roven dimenzi
prostoru V. Operétor derivovani na polynomech, D(x¥) =
kx*=1, je prikladem cyklického zobrazeni na K, [x] pro libo-
volné n.

Kupodivu to plati i naopak a kazdé nilpotentni zobrazeni
je pfimym souctem cyklickych. Dilkaz tohoto tvrzeni ndim
da hodné price, proto napied zformulujeme dalsi vysledky
a pak se teprve dame do technické priace. Ve vysledné vété
o Jordanové rozkladu vvystupuji vektorové (pod)prostory a
linedrni zobrazeni na nich s jedinym vlastnim Cislem A a
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matici
A1 0 ... O
o x 1 ... 0
J =
00 0 ... A

Takovymto maticim (a odpovidajicim invariantnim podpro-
storiim) se fika Jordaniiv blok.

Véta (Jordanova véta o kanonickém tvaru). Necht'V je vekto-
rovy prostor dimenzen a f : V — V je linearni zobrazeni s n
vlastnimi ¢isly vcetné algebraickych ndsobnosti. Pak existuje
Jjednoznacny rozklad prostoru V na primy soucet podprostorii

V=Vie eV

takovych, Ze f(V;) C V;, ziiZeni f na kaZdé V; ma jediné
viastni ¢islo ); a ziuZeni f — A; -1d na V; je bud cyklické nebo
nulové zobrazeni.

Véta tedy 1ik4, Ze ve vhodné bazi mé kazdé linedrni zob-
razeni blokoveé diagondlni tvar s Jordanovymi bloky podél
diagondly. Celkovy pocet jednicek nad diagondlou v takovém
tvaru je roven rozdilu mezi celkovou algebraickou a geomet-
rickou ndsobnosti vlastnich ¢isel.

Vsimnéme si, Ze jsme tuto vétu plné dokézali v piipa-
dech, kdy jsou vSechna vlastni ¢isla rtiznd nebo kdyZ jsou
geometrické a algebraické ndsobnosti vlastnich ¢isel stejné.
Také jsme ji pln¢ dokdzali pro unitdrni a samoadjungovand
zobrazeni.

Také si v§Simnéme, Ze v situaci, kdy jsou vlastni hodnoty
v absolutni hodnoté mensi neZ jedna, opakované pisobeni
linedrnitho zobrazeni na jakémkoliv vektoru v z jednoho z
podprostord V; ve vété vede k rychlému zmensovani vSech
jeho soufadnic nad v§echny meze. Skute¢nég, predpoklddejme
pro jednoduchost, Ze na celém V; je naSe zobrazeni cyk-
lické, piislusnd vlastni hodnota je A a vy, ..., v, nechf je
prislus$nd baze. Pak podminka z véty ik4, Ze f (v;) = Ava+vy,
fz(vj) = A%vy + Av; + Avy, a podobné pro ostatn{ v; a vysii
mocniny. V kazdém piipadé pii iterovani dostdvame stile
vyS$$i a vyssi mocniny A u vSech nenulovych komponent.

Zbytek této Casti je vénovan dikazu Jordanovy véty a
nez dosavadni text a Ctendf jej miiZze piipadné preskocit az do
zacatku 5. ¢asti této kapitoly.

3.29. Korenové prostory. Na piikladech jsme vidé€li, Ze
vlastni podprostory popisuji dostate¢né geometrické vlastnosti
jen nékterych linedrnich zobrazeni. Zavedeme nyni jemnéjsi
ndstroj, tzv. korenové podprostory.

Definice. Nenulovy vektor u € V se nazyva korfenovym vekto-
rem linedrniho zobrazeni ¢ : V — V| jestliZe existuje a € K
a celé &islo k > 0 takové, Ze (¢ — a - idy)*(u) = 0, tj. k-td
iterace uvedeného zobrazeni zobrazuje u na nulu. MnoZinu
vsech korenovych vektort piislusnych k pevnému skalaru A
doplnénou o nulovy vektor nazyvame korenovym prostorem

piislusnym ke skaldru A € K, zna¢ime R;.
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Je-li u kotfenovy vektor a k z definice je vybrano nejmensi
mozné, pak (¢ — a - idy)*~'(u) je vlastni vektor s vlastni
hodnotou a. Je tedy R, = {0} pro vSechny skalary A, které
nelezi ve spektru zobrazenf ¢.

Tvrzeni. Pro linedrni zobrazeni ¢ V — V plati

(1) Pro kazdé ) € K je R, C V vektorovy podprostor.

(2) Pro kazdé ), u € K je R, invariantni vzhledem k li-
nedrnimu zobrazeni (p — w - idy), zejména tedy je R,
invariantni vzhledem k ¢.

(3) Je-li u # A, pak (¢ — p -idy)|R, je invertibilni.

(4) Zobrazeni (¢ — X - idy)|R, je nilpotentni.

Duxkaz. (1) Ovéreni vlastnosti vektorového podprostoru
je jednoduché a ponechdvame jej Ctenafi.
(2) Predpokladejme, Ze (¢ — A - idy)*(u) = 0 a uvazme
v=(p — u-idy)(u). Pak
(p—1 -idv)(v) =
=(p — A-idy) (¢ — A -idy) + (0 — ) - idy) (u)
= (= 2-1d) @) + 0. = ) - (9 = A+ 1dy) @)
=0
(3) Je-liu € Ker(¢ — p -idy)|R,, pak
(p—A-idy)(u) = (¢ —p-idy) @) +(u—2A)-u = (L—2)-u
Odtud 0 = (¢ — A - idy)*(u) = (u — A)* - u a je tedy nutng

u=0proAi # pu.

(4) Zvolme bdzi ey, ..., e, podprostoru R;. Protoze
podle definice existuji ¢isla k; takové, Ze (¢ —A-idy)ki(e;) = 0,
je nutné celé zobrazeni (¢ — A - idy )|, nilpotentni. O

3.30. Faktorové prostory. Nasim dal$im cilem je ukazat,
Ze dimenze kofenovych prostort je vZdy rovna algebraické
ndsobnosti pfislusnych vlastnich ¢isel. Nejprve vsak zavedeme
Sikovné technické néstroje.

Definice. Nechf U C V je vektorovy podprostor. Na mnoZiné
vSech vektorti ve V definujeme ekvivalenci takto: vy ~
vy pravé tehdy, kdyz v; — v, € U. Axiomy ekvivalence
jdou ovéfrit snadno. Mnozina V /U tfid této ekvivalence,
spolu s operacemi definovanymi pomoci reprezentantd, tj.
[v] + [w] = [v+ w], a - [u] = [a - u], tvori vektorovy pro-
stor, ktery nazyvame faktorovy vektorovy prostor prostoru V
podle podprostoru U. Ovéite si korektnost definice operaci a
platnost vSech axiomt vektorového prostoru!

Ttidy (vektory) ve faktorovém prostoru V /U budeme
¢asto oznacovat jako formdlni soucet jednoho reprezentanta
se vSemi vektory podprostoru U, napt. u +U € V/U,u € V.
Nulovy vektor ve V /U je pravé tiida 0 4 U, tj. vektoru € V
reprezentuje nulovy vektor ve V /U pravé, kdyZjeu € U.

Jako jednoduché piiklady si rozmyslete V/{0} = V,
V/V = {0} a faktorovy prostor roviny R? podle libovolného
jednorozmérného podprostoru, kde kazdy jednorozmérny
podprostor U C R? je pfimka prochdzejici po¢dtkem, tfidy
ekvivalence jsou rovnobéZzky s touto primkou.
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Tvrzeni. Nechf U C V je vektorovy podprostor a uy, . .., u,
je takovd baze V, Ze uy, ..., uy je baze U. Pak dim V /U =
n—kaue1+U,...,u, +Ujebdaze V/U.

Dtxkaz. Protoze V = (uy,...,dotsun), jei V/U =
(uy + U, ...,u, + U). Pfitom ale je prvnich k generatort
nulovych, takze je V/U = (uyy1 + U, ..., u, + U). Pfed-
pokladejme, Ze ay4; - (g1 +U) + -+ +a, - (w, + U) =
(ags1-Ups1+---+a,-u,)+U =0 € V/U.Toje ale ekviva-
lentn{ pifislusnosti linearni kombinace vektor@ uy1, ..., u,
do podprostoru U. ProtoZe U je generovano zbylymi vektory,
je nutné tato kombinace nulov4, tj. vSechny koeficienty a; jsou
nulové. U

3.31. Indukovana zobrazeni na faktorovych prostorech.
Predpokladejme, Ze U C V je invariantni podprostor vzhle-
dem k linedrnimu zobrazeni ¢ : V — V a zvolme bazi

uip,...,u, prostoru V, Ze prvnich k vektorti této baze je bazi
B
U. V této bazi ma ¢ polorozpadlou matici A = ( 0 g)

Pak budeme umét dokdzat nisledujici tvrzeni:

Lemma. (1) Zobrazeni ¢ indukuje linedrni zobrazeni gy ,y :
V/U = V/U, py,u(v+U) = @) + U s matici D v
indukované bazi uyy + U, ..., u, + U naV/U.

(2) Charakteristicky polynom @y ,y déli charakteristicky po-
lynom ¢.

Dtkaz. Prov,w € V,u € U,a € K mame ¢(v +
u) € p() + U (protoZe U je invariantni), (p(v) + U) +
(p(w)+U) =¢pv+w)+Uaa- - (p(v)+U) =a-9)+
U = ¢(a-v) 4+ U (protoZe ¢ je linedrni), je tedy zobrazen{
@y,u dobie definované a linedrni. Navic je pfimo z definice
matice zobrazen{ patrn€, Ze matice ¢y, v indukované bdzi na
V /U je pravé matice D (pfi pocitani obrazi bazovych prvki
ndm koeficienty z matice C pfispivaji pouze do tfidy U).
Charakteristicky polynom indukovaného zobrazeni gy ,y je
tedy | D — A - E|, zatimco charakteristicky polynom ptivodniho
zobrazenip je |A —A-E|=|B—XA-E||D—X-E|. O

Disledek. Nechi'V je vektorovy prostor nad K dimenze n a
necht ¢ : V. — V je linedrni zobrazeni, jehoZ spektrum obsa-
huje n prvkii (tj. vSechny koveny charakteristického polynomu
leZi v K a pocitame je vcetné ndsobnosti). Pak existuje po-
sloupnost invariantnich podprostorii {0} = Vo C Vi C --- C

V., =V sdimenzemi dimV; =i. Vbdziuy, ..., u, prostoru
V takové, Ze V; = {(uy, ..., u;), md ¢ horni trojithelnikovou
matici:

)\1 N *

0 ... X\,
kde )y, ..., A, je posloupnost prvkii spektra.

Dtkaz. Konstrukci podprostord V; provedeme induk-
tivné. Nechf Ay, ..., A, jsou prvky ve spektru zobrazeni ¢,
tzn. charakteristicky polynom zobrazeni ¢ je tvaru (A —
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A) - (A — Ay). Zvolme Vi = {0}, Vi = (u;), kde
u; je libovolny vlastni vektor s vlastni hodnotou ;. Podle
piedeslé véty je charakteristicky polynom zobrazeni ¢y v,
tvaru (A—A3)-- - --(A—A,). Pfedpokladejme, Ze jsme jiZ sestro-
jili linedrn€ nezavislé vektory uy, ..., u; a invariantni pod-
prostory V; = (uy...,u;),i =1,..., k < n, takové, Ze cha-
rakteristicky polynom ¢y, y, je tvaru (A —Agqq)----- A —2An)
ap(u;) e (A -u; +V,_y)provsechnai =1, ..., k.
Zejména tedy existuje vlastni vektor u; + Vi, € V/V;
zobrazeni ¢y y, s vlastni hodnotou Ay 1. UvaZme nyni prostor
Vie1 = (U1, ..., urs1). Kdyby byl vektor uy | linedrni kom-
binaci vektorl uy, . .., uy, znamenalo by to, Ze ug.1 + Vi je
nulovd tfida v V/ Vi, to ale neni moZné. Je proto dim Vi1 =
k + 1. Zbyva studovat indukované zobrazeni gy, y, . Charak-
teristicky polynom tohoto zobrazeni je stupnén —k — 1 a
déli charakteristicky polynom zobrazeni ¢. Pfitom doplnénim
vektorli uy, ..., uyy; do bdze V dostaneme polorozpadlou
matici zobrazeni ¢ s horni trojihelnikovou submatici B v
hornim levém rohu, jejiZ diagondlni prvky jsou prave skaléry
A1y« .., Ugy1. Proto maji kofeny charakteristického polynomu
indukovaného zobrazeni poZadované vlastnosti. U

3.32. Poznamky. Pokud existuje rozklad celého prostoru V
na pfimy soucet vlastnich podprostord, existuje baze z vlast-
nich podprostorti a predchozi véta vlastné nefika vibec nic
zajimavého. Jeji sila ov§em spocivd v tom, Ze jedinym jejim
predpokladem je existence dim V korent charakteristického
polynomu (v€etné ndsobnosti). To je ovS§em zaruceno, je-li
pole K algebraicky uzavfené, napt. pro komplexni ¢isla C.
Piimym didsledkem pak jsou zajimava tvrzeni o determinantu
a stop€ zobrazeni: jsou vZdy soucinem, resp. souctem prvki
ve spektru. Tuto skutecnost miZeme pouZit i pro vSechny re-
alné matice. MliZeme je totiZ vzdy povaZovat za komplexni,
spocitat potfebné, a protoze determinant i stopa jsou alge-
braické vyrazy v prvcich matice, vysledkem budou praveé
hledané realné hodnoty.

KdyZ je na vektorovém prostoru V zadan skalarni soucin,
muZzeme v kazdém induktivnim kroku diikazu pfedchoziho
tvrzen{ vyuZit skutecnosti, Ze vzdy V/ Vi, ~ Vit a Vi s u >
(u + Vi) € V/Vi. To znamen4, Ze v kazdé tfid¢€ rozkladu
V / Vi existuje pravé jeden vektor z V-, Skutecné, tuto vlast-
nost ma faktorovy prostor podle libovolného podprostoru v
unitdrnfm prostoru — pokud u, v € V- jsou v jedné tfidé, pak
jejich rozdil patif do V; N V1, tedy jsou stejné. MZzeme tedy
jako reprezentanta u; nalezené tfidy, tedy vlastniho vektoru
@y, v, zvolit pravé vektor z V. Touto modifikaci dojdeme
k ortogondlni bazi s vlastnostmi poZadovanymi v tvrzeni o
triangulovatelnosti. Proto existuje i takova ortonormaln{ baze:

Disledek (Schurova véta o ortogondlni triangulovatelnosti).
Necht ¢ : V. — V je libovolné linedarni zobrazeni (redl-
ného nebo komplexniho) unitarniho prostoru s m = dimV
vlastnimi hodnotami (vcetné ndsobonosti). Pak existuje orto-
normdlni baze prostoru 'V takovd, Ze ¢ v ni ma horni trojii-
helnikovou matici s vlastnimi ¢isly Ay, . .., Ay, na diagondle.
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3.33. Véta. Necht ¢ V. — V je linedrni zobrazeni. Soucet

korenovych prostori
Ry s Ray,

prislusnych riznym viastnim hodnotdm A1’ ..., A, je pFimy.
Navic je pro kaZdou viastni hodnotu ). dimenze podprostoru
‘R, rovna jeji algebraické nasobnosti.

Dtxkaz. Diikaz provedeme indukci pies pocet k kofeno-
vych prostort. Predpoklddejme, Ze tvrzeni vzdy plati pro
méné neZ k prostorti a Ze pro vektory u; € R,,, ..., ux € Ry,
platiu; +- - -4u; = 0. Pro vhodné j pak (¢ —Ax-idy)’ (uy) =
0 a zéroveti jsou y; = (¢ — A -idy)/ (u;) nenulové vektory v
Ra.i =1,...,k—1, pokud u; jsou nenulové, viz. ptedchozi
véta. Pritom ale

k
Vit e = D (9= - idy) (i) =0
i=1

a tedy podle indukéniho pfedpokladu jsou vSechny y; nulové.
Pak ovSem i u; = 0 a linedrni nezdvislost je dokdzéna.

Zbyva ukézat, Ze dimenze kaZzdého kofenového prostoru
‘R, je rovna algebraické nasobnosti kofenu A charakteristic-
kého polynomu. Nechf tedy je A vlastni hodnota ¢, ozna¢me ¢
zizeni ¢|r, a ¥ V/R, — V /R, necht je zobrazeni induko-
vané ¢ na faktorovém prostoru. Pfedpokladejme, Ze dimenze
‘R je mensi nez ndsobnost kofenu A charakteristického poly-
nomu. Podle véty ?? to znamena, Ze A je i vlastni hodnotou
zobrazeni ¥. Nechf (v + R;) € V/R,; je prislusny vlastni
vektor, tj. ¥ (v +R;) = A - (v+ R;) coz podle definice znaci
vé¢Ryap)=A-v+ wpro vhodné w € R;. Mame tedy
w= (¢ —A-idy)(v) a (¢ — A -idy)’ (w) = 0 pro vhodné
j. Celkem tedy (¢ — A - idy)/*!(v) = 0 coZ je ve sporu s
volbou v ¢ R;. Tim jsme dokdzali, Ze dimenze R, je rovna
ndsobnosti kofene A charakteristického polynomu ¢. U

Disledek. Pro kaZdé linedrni zobrazeni ¢ : V. — V, jeho?
celé spektrum je v K, je V. = Ry, @ --- ® R,, primym
souctem korenovych podprostori. Zvolime-li vhodné bdze
techto podprostorii, pak ¢ mad v této bazi blokovée diagondlni
tvar s hornimi trojithelnikovymi maticemi v blocich a vlastnimi
hodnotami \; na diagondle.

3.34. Nilpotentni a cyklickd zobrazeni. Nyni jiZ mame
skoro vSe pfipraveno pro diskusi kanonickych tvari matic.
Zbyva jen vyjasnit vztah mezi cyklickymi a nilpotentnimi

.....

Véta. Necht ¢ V. — V je nilpotentni linedrni zobrazeni.
Pak existuje rozklad V na piimy soucet podprostori V. =
Vi & .- @ Vi takovych, Ze ziiZeni ¢ na kterykoliv z nich je
cyklické.

Dtkaz. Ovéreni je docela jednoduché a spociva v kon-
strukci takové béze prostoru V, Ze akce zobrazeni ¢ na bazo-
vych vektorech piimo ukazuje rozklad na cyklickd zobrazeni.
Postup bude ale ponékud zdlouhavy.
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Nechf k je stuperi nilpotentnosti zobrazeni ¢ a ozname
P, =im(¢'),i =0,...,k, tzn.

{O}ZPkCPk_lC"'CplCPo:V.

Vyberme libovolnou bdzi e} ™", ..., e5"! prostoru P_;,

kde pyx—1 > 0 je dimenze Py_;. Z definice plyne, Ze P, C
Ker ¢, tj. vZdy (p(el;_l) =0.

Ptedpoklddejme, Ze P,_; # V. Protoze Pr_; = ¢(Py—2),
nutné€ existuji v Py_, vektory e']‘fz, j=1,..., pr_1, takové,
Ze p(ef7?) = ¢k~!. Predpoklddejme
arey + - Fay e+ b+ by =0
Aplikaci zobrazeni ¢ na tuto linedrni kombinaci ziskdme
biei™ + -+ by, ekl =0, proto jsou viechny b; = 0.
Pak ale i a; = 0, protoZe se jednd o kombinaci bazovych
vektort. Celkem jsme tedy ovefili linedrni nezdvislost v§ech
2 pr—1 zvolenych vektori. Dopliime je do baze

k—1 k—1
e o€

k—2 k—2 k—2 k—2
€1 e  Cp i Ep

prostoru P,_,. Navic jsou obrazy pfidanych bazovych prvka

v Pj_1, nutné tedy museji byt linedrnimi kombinacemi ba-
s o k—1 k—1 o\ w .

zovych prvki €)', ..., e, . MiiZeme proto zam&nit zvo-

k=2 ek 2 vektory €57 — ¢ (¢}?). Tim

lené vektory e 1oees
Pk—1+ Pk—=2
docilime, Ze doplnéné vektory do baze Pj_, patii do jadra
zobrazeni ¢. Pfedpoklddejme to pfimo o zvolené bdzi (1).
Ptredpoklddejme déle, Ze jiZ mdme sestrojenu bazi pod-
prostoru Pj_, takovou, Ze ji mtiZeme poskladat do schématu

k—1 k—1

e .. €,

k—2 k=2 k=2 k=2

e e ey €

k=3 k=3 k-3 k=3 k-3 k=3

€1 o i o Epp e g

k—¢ k=t k—t k—t  k—t k—¢ k—t
€] s € €y s € € s € €y

kde hodnota zobrazeni ¢ na libovolném bazovém vektoru
se nachdzi nad nim, nebo je nulov4, pokud nad zvolenym
vektorem béze jiZ nic neni. Pokud je P,_; # V, opét musi

existovat vektory e'l‘_e_l, R e’;k_i_l, které se zobrazuji na
ell‘_l, el e’;k_i a miZeme je doplnit do baze P._;_, feknéme
vektory

k—e—1 oh—t-1

Pk—e+1> " Tpp—g—1”

Ptfitom postupnym odecitdnim hodnot iteraci zobrazeni ¢ na
téchto vektorech dosdhneme opét toho, Ze doplnéné vektory
do bdze Py_,—; budou leZet v jadru ¢ a analogicky jako vySe
oveéfime, ze skute¢né dostaneme bazi Pr_y_;.

Po k krocich ziskame bazi celého V, ktera ma vlastnosti
uvedené pro bazi (2) prostoru P,_,. Jednotlivé sloupce vy-
sledného schématu pak generuji hledané podprostory V; a

navic jsme piimo nasli baze té€chto podprostort ukazujici, Ze
prislusnd ziZeni ¢ jsou cyklickd zobrazeni. O
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3.35. Dikaz Jordanovy véty. Nechf A, ...,A; jsou
vSechny rdzné vlastni hodnoty zobrazeni ¢. Z predpokladd
Jordanovy véty plyne, Zze V =R,, @ - -- ® R,,. Zobrazeni
¢i = (¢lr,, — A - idg,,) jsou nilpotentni a proto je kazdy z
korenovych prostori pfimym souctem

RA.[:PI,)\.[@."@P‘[',)\.[

prostorQ na nichz je zazeni zobrazeni ¢ — A; - idy cyklické.
Matice té€chto ziZenych zobrazeni na P, jsou Jordanovy
bloky piislusné k nulové vlastni hodnoté&, ziZené zobrazeni
®| p,, ma proto za matici Jordandv blok s vlastni hodnotou A;.

Pro dtikaz Jordanovy véty zbyva dokazat tvrzeni o jed-
noznacnosti. ProtoZe diagondlni hodnoty A; jsou ddny jako
koteny charakteristického polynomu, je jejich jednozna¢nost
ziejma. Vyjadiime rozméry jednotlivych Jordanovych bloki
prostfednictvim hodnosti ry (A;) zobrazeni (¢ — A; -idy )*. Tim
bude jasné, Ze aZ na potadi jsou bloky jednoznac¢né urceny.
Naopak, pfehozeni blokt odpovidd piecislovani vektord baze,
Ize je tedy ziskat v libovolném potadi.

Je-li ¢ cyklicky operator na n-rozmérném prostoru, pak
defekt iterovaného zobrazeni ¥/ je k pro 0 < k < n aje n pro
vSechna k > n. Odtud plyne, Ze pokud matice J zobrazeni ¢
obsahuje d; (1) Jordanovych bloki fadu k s vlastni hodnotou
A, pak defekt matice (J — A - E)¢ je

di(N) +2dry(V) + ... ldy(A) + Ldp (M) + . ..
Odtud spocitdme

n — I‘g()\.) = d] ()\,) + Zdz()n) +---+ Ede()n) + Ed@r]()\‘) + ...
di(A) = ri—1(A) = 2rg(X) + 11 (1)

(kde posledni fadek vznikne kombinaci pfedchoziho pro hod-
noty{ =k —1,k, k+1).

3.36. Poznamka. Diikaz véty o existenci Jordanova kano-
nického tvaru byl sice konstruktivni, nedava ndm ale dokonale
efektivni algoritmicky postup pro jejich hledani. Nyni shr-
neme jiZ odvozeny postup explicitniho vypoctu baze, v niZ
mé dané zobrazeni ¢ V — V matici v kanonickém Jordanové
tvaru.

(1) Najdeme koreny charakteristického polynomu.

(2) JestliZe jich je méné nez n = dim V, v€etné ndsobnosti,
kanonicky tvar neexistuje.

(3) Je-li n linedrné€ nezdvislych vlastnich vektort, ziskdme
béazi V z vlastnich vektorl a v ni mé ¢ diagondlni matici.

(4) Necht A je vlastni hodnota s geometrickou ndsobnosti
mensi neZ algebraickou a vy, ..., v, nechf jsou piislusné
vlastni vektory. To by mély byt vektory na hornim okraji
schématu z dikazu véty 3.34, je ovSem nutné najit vhod-
nou bézi aplikacemi iteraci ¢ — A - idy. Zdroven pfitom
zjistime ve kterém fadku se vektory nachdzeji a najdeme
linedrné nezavisla feSeni w; rovnic (¢ — Aid)(x) = v; z
fadkt pod nimi. Postup opakujeme iterativné (tj. pro w;
atd.). Najdeme tak ,fetizky‘ bazovych vektorti zadavaji-
cich podprostory, kde ¢ — X id je cyklické.
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Postup je prakticky pro matice, kde ndsobnosti vlastnich hod-
not jsou malé, nebo aspon diskutované stupné nilpotentnosti
jsou malé. Napf. pro matici

2 0 1
A=10 2 1
00 2

dostaneme dvourozmérny podprostor vlastnich vektort
((1,0,0), (0, 1,0)).

Potfebujeme proto najit feSeni rovnic (A —2E)x = (a, b, 0)7
pro vhodné konstanty a, b. Tento systém je ovSem feSitelny
pouze pro a = b a jedno z moZnych feseni je v = (0, 0, 1),
a = b = 1. Celd hledand baze pak je (1,1, 0), (0,0, 1),
(1,0, 0). VSimnéme si, Ze jsme méli spoustu voleb a bazi s
poZadovanymi vlastnostmi je tedy mnoho.

5. Rozklady matic a pseudoinverze

V minulé ¢asti jsme s soustiedili na geometricky popis
struktury zobrazeni. Ted nasSe vysledky preloZime do jazyku
tzv. rozkladt matic, coz je obzvlast dilezité t€éma pro nume-
rické postupy a maticovy pocet obecné.

I pfi pocitani s redlnymi ¢isly uZivdme pro zjednoduseni
rozklady na souciny. Nejjednodussim je vyjadreni kazdého
redlného ¢isla jednoznacné ve tvaru

a = sgn(a) - |al,

tj. jako soucin znaménka a abolutni hodnoty. V dal$im textu
si uvedeme stru¢né€ prehled nékolika takovych rozkladd pro
rizné typy matic, které byvaji nesmirné uZite¢né pii numeric-
kych vypoctech s maticemi. Napiiklad jsme vhodny rozklad
pro pozitivné semidefinitni symetrické matice vyuzili v od-
stavci 3.27 pro konstrukci odmocniny z matice.

3.37. LU-rozklad. Za¢neme preformulovanim nékolika vy-
sledkd, které jsme uz davno odvodili. V odstavcich 2.7 a 2.8
jsme upravovali matice nad skalary z libovolného pole na
tadkovy schodovity tvar. K tomu jsme pouZzivali elementarni
upravy, které spocivaly v postupném ndsobeni nas$i matice
invertibilnimi dolnimi trojihelnikovymi maticemi P;, které
postihovaly pficitani ndsobkt fadkd pod pravé zpravovava-
nym. Pfedpoklddejme pro jednoduchost, Ze naSe matice A je
étvercovd a Ze pfi Gausové eliminaci nejsme nuceni preha-
zovat fadky a proto vSechny naSe matice P; mohou byt doln{
trojihelnikové s jednickami na diagondldch. Kone¢né, staci
si povSimnout, Ze inverzni matice k takovymto P; jsou opét
dolni trojihelnikové s jednickami na diagonédl4ch a dostdvdme

U=P - A=PFP---P-A
kde U je horni trojihelnikova matice a tedy
A=L-U

kde L je dolni trojuhelnikovd matice s jednickami na diago-
néle a U je horni trojihelnikova. Tomuto rozkladu se fika
LU-rozklad matice A.
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V piipad€ obecné matice miizeme pii Gausové eliminaci
na fadkové schodovity tvar potiebovat navic permutace fadk,
nékdy i sloupcti matice. Pak dostdvame obecnéji A = P - L -
U - Q,kde P a Q jsou n¢jaké permutacni matice.

3.38. Poznamky. Piimym disledkem Gausovy eliminace
bylo také zjisténi, Ze az na volbu vhodnych bazi na defini¢nim
oboru a oboru hodnot je kazdé zobrazeni f : V — W zaddno
matici v blokové diagondlnim tvaru s jednotkovou matici,
s rozmérem danym dimenz{ obrazu f, a s nulovymi bloky
vSude kolem. To lze pfeformulovat takto: KaZdou matici A
typu m/n nad polem skalard K Ize rozloZit na soucin

E O

kde P a Q jsou vhodné invertibilni matice.

Pro ¢tvercové matice jsme v 3.28 ukdzali pfi diskusi vlast-
nosti linedrnich zobrazeni f : V — V na komplexnich vek-
torovych prostorech, Ze kaZzdou Ctvercovou matici A dimenze
m umime rozloZit na souc¢in

A=P.B.p!

kde B je blokové diagondlni s Jordanovymi bloky piislusnymi
k vlastnim ¢{slim na diagondle. Skute¢né jde o pouhé piepsani
Jordanovy véty, protoZze ndsobeni matici P a jeji inverzi z
opacnych stran odpovida v tomto pripa¢ pravé zméné baze
na vektorovém prostoru V a citovand véta fikd, Ze ve vhodné
bazi ma kazdé zobrazeni JordanGv kanonicky tvar.

Obdodné jsme tedy pfi diskusi samoadjungovanych zob-
razeni dokdzali, Ze pro redlné symetrické nebo komplexni
Hermiteovské matice existuje vZdy rozklad na soucin

A=P-B- P

kde B je diagondlni matice se v§emi (vZdy redlnymi) vlast-
nimi ¢isly na diagondle, véetn€ ndsobnosti. Skutecné, jde
opét o soucin s maticemi vystihujici zménu bédze, nicméné
pfipoustime nyni pouze zmény mezi mezi ortonormalnimi
bazemi a proto i matice pfechodu P musi byt ortogondlni.
Odtud P~' = P*.

Pro redlnd ortogondlni zobrazeni jsme odvodili obdobné
vyjéadieni jako u symetrickych, pouze naSe B bude blokové
diagondlni s bloky rozméru dva nebo jedna vyjadiujicimi bud’
rotaci nebo zrcadleni nebo identitu vzhledem k ptisluSnym
podprostordm.

3.39. Véta o singularnim rozkladu. Nyni se vritime k
obecnym linedrnim zobrazenim mezi (obecné rtiznymi) vekto-
rovymi prostory. JestliZze na nich je definovan skaldrni soucin
a omezime se pfitom na ortonormdlni baze, musime postu-
povat o hodné rafinovanéji, nez v piipadé bazi libovolnych

Véta. Necht A je libovolna matice typu m/n nad redlnymi
nebo komplexnimi skaldry. Pak existuji ¢tvercové unitdrni
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matice U a 'V dimenzi m a n, a redlnd diagondlni matice s
nezapornymi prvky D dimenze r, r < min{m, n}, takové, ze

., « (D O
A=USV*, S_(O 0)

ar je hodnost matice AA*. Pritom je S urcena jednoznacné
az na poradi prvkii a prvky diagondlni matice D jsou druhé
odmocniny viastnich ¢isel d; matice AA*. Pokud je A redlnd
matice, pak i matice U a 'V jsou ortogondlni.

Dutkaz. Predpoklddejme nejprve m < n a oznaCme
¢ : K" — K" zobrazeni mezi redlnymi nebo komplexnimi
prostory se standardnimi skaldrnimi souciny, zadané matici
A ve standardnich bazich.

Tvrzeni véty miZeme preformulovat tak, Ze existuji orto-
normdlni baze na K" a K™ ve kterych bude mit ¢ matici S z
tvrzeni véty.

Jak jsme vidéli diive, matice A*A je pozitivné semidefi-
nitni. Proto m4 sam4 redlnd nezdporn4 vlastni Cisla a existuje
ortonormadlni baze w v K”, ve které ma piislusné zobrazeni
@* o diagondlni matici s vlastnimi ¢isly na diagonéle. Jinymi
slovy, existuje unitdrni matice V takova, ze A*A = VBV*
pro redlnou diagondlni matici s nezdpornymi vlastnimi ¢isly
(di,dy, ...,d,,0,...,0)nadiagondle, d; # 0 pro vaechny
i=1,...,r.Odtud

B =V*A*AV = (AV)*(AV).

To je ale je ekvivalentni tvrzeni, Ze prvnich r sloupcii matice
AV je ortogondlnich a zbyvajici jsou nulové, protoZe maji
nulovou velikost.

Ozna¢me nynf prvnich r sloupci vy, ..., v, € R". Plati
tedy (vi,v;) = d;, i = 1,...,r a normované vektory
u; = \/L[Tiv,» tvoii ortonormalni systém nenulovych vektort.
Dopliime je na ortonormdlni bdzi u = uy, ..., u, celého K™.
Vyjadfime-li naSe piivodni zobrazeni zobrazeni ¢ v bazich w
na K" a u na K", dostivdme matici «/E . Pfechody od stan-
dardnich bdzi k nové vybranym odpovidaji ndsobeni zleva
ortogondlnimi maticemi U a zprava V! = V*,

Pokud je m > n, miZeme aplikovat pfedchozi ¢ast
dikazu na matici A*. Odtud pak piimo plyne poZadované
tvrzeni.

Pokud pracujeme nad redlnymi skaldry, jsou v§echny nase
kroky v diikazu vyse také realizovany v redlném oboru. [J

Tento diikaz véty o singuldarnim rozkladu je konstruktivn{
a miZeme jej opravdu pouZit pro vypocet unitarnich, resp.
ortogondlnich, matic U, V a diagondlnich nenulovych prvkt
matice S.

3.40. Geometricka interpretace singularniho rozkladu.
Diagondlnim hodnotdm matice D z pfedchozi véty se fika
singuldrni hodnoty matice A. Preformulujme si tuto vétu v
redlném piipadé geometrictéji.

Pro pfislusné linearni zobrazeni ¢ : R” — R™ maji sin-
gularni hodnoty skute¢né jednoduchy geometricky vyznam:
Nechf K C R” je jednotkova sféra pro standardni skaldrni
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soucin. Obrazem ¢(K) pak vZdy bude (pfipadné degenero-
vany) m-rozmérny elipsoid. Singuldrni ¢isla matice A jsou
ptitom velikosti hlavnich poloos a véta navic 1ikd, Ze ptivodni
sféra vzdy pfipousti ortogondlni sdruzené primeéry, jejichz
obrazem budou pravé vSechny poloosy tohoto elipsoidu.
Pro ¢tvercové matice je vidét, Ze A je invertibilni prave,
kdyz vSechna singulérni ¢isla jsou nenulova. Pomér nejvétsiho
a nejmensiho singuldrniho ¢isla je dilezitym parametrem pro
robustnost fady numerickych vypoctli s maticemi, napf. pro
vypocet inverzni matice. Poznamejme také, Ze existuji rychlé
metody vypoctl, resp. odhadi, vlastnich ¢isel, proto je se
singularnim rozkladem velmi efektivné pracovat.

3.41. Véta o polarnim rozkladu. Véta o singularnim roz-
kladu je vychodiskem pro mnoho mimotddné uZiteCnych na-
strojii. UvaZzujme nyni nad nékolika pfimymi disledky (které
samy o sobé€ jsou dosti netrividln{). Tvrzeni véty fika pro libo-
volnou matici A, af uz redlnou nebo komplexni, A = USW*
s diagondlni S s nezdpornymi redlnymi ¢isly na diagondle a
unitdrnimi U, W. Pak ovSem také A = USU*U W* a pojme-
nujme si matice P = USU*, V = UW?*. Prvni z nich, P
je hermiteovska (v redlném piipad€ symetrickd) a pozitivné
semidefinitni, protoZe jde jen o zdpis zobrazenf s redlnou dia-
gondlni matici S v jiné ortonormadln{ bazi, zatimco V je coby
soucin dvou unitarnich opét unitrni (v redlném pripadé orto-
gondlni). Navic A* = WSU* atedy AA* = USSU* = P?a
naSe matice P je vlastné odmocninou ze snadno spocitatelné
hermiteovské matice AA™.

Predpokladdejme, Ze A = PV = QU jsou dva takové
rozklady matice A na soucin positivné semidefinitn{ hermite-
ovské a unitdrni matice a predpoklddejme, Ze A je invertibilni.
Pak oviem je AA* = PVV*P = P? = QUU*Q = @Q°
pozitivné definitni a proto jsou matice Q = P = +/ AA*
jednoznacné urcené a invertibilni. Pak ovSem také U = V =
PA.

Beze zbytku jsme tedy odvodili velice uzite¢nou analogii
rozkladu redlného ¢isla na znaménko (ortogondlni matice v
pripadé dimenze jedna jsou pravé 1) a absolutni hodnotu
(matice P, ke které umime odmocninu).

Véta (Véta o polarnim rozkladu). Kazdou ctvercovou kom-
plexnimatici A dimenze n lze vidy vyjadriit ve tvaru A = P-V,
kde P je hermiteovskd a positivné definitni ctvercovd matice
téZe dimenze a 'V je unitarni. Pritom P = ~/ AA*. Je-li A
invertibilni, je rozklad jednoznacny a V.= (v/AA*)"! A.

Pokud pracujeme nad redlnymi skaldry, je P symetrickd
a 'V ortogonalni.

Kdyz budeme tutéZ vétu aplikovat na A* misto A, dosta-
neme tentyZ vysledek, ov§em s obrdcenym potadim hermite-
ovskych a unitdrnich matic. Matice v pfislusnych pravych a
levych rozkladech budou samoziejmé obecné riizné.

V komplexnim piipad¢ je analogie s rozkladem ¢isel jesté
zabavnéjs$i — pozitivn€ semidefinitni P hraje opét roli ab-
solutni hodnoty komplexniho &isla, unitdrni matice V pak
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md jednoznacné vyjadieni jako soucet V.= V, +iV; s
hermiteovkymi V, a V; s vlastnosti V> + Vi2 = E, tj. do-
stavame plnou analogii goniometrického tvaru komplexnich
Cisel (viz zavérecnd poznamka v 3.26). VSimnéme si ale, Ze
ve vicerozmérném piipade€ je podstané, v jakém poradi tento
»Zoniometricky tvar* matice piSeme. Jde to obéma zpisoby,
vysledky jsou ale obecné rtizné.

Pro fadu praktickych aplikaci byva rychlejsi pouZiti tzv.
OR rozkladu matic, ktery je obdobou Schurovy véty o ortogo-
ndlni triangulaci:

3.42. Véta. Pro kaZdou komplexni matici A typu m/n exis-
tuje unitdrni matice Q a horni trojithelnikovd matice R takové,
Ze A= QTR.

Pokud pracujeme nad redlnymi skaldry, jsou Q i R re-
alné.

Dutkaz. V geometrické formulaci potfebujeme dokazat,
7e pro kazdé zobrazeni ¢ : K" — K™ s matici A ve standard-
nich bazich miiZeme zvolit novou ortonormdlni b4zi na K™
tak, aby potom ¢ mélo horni trojihelnikovou matici.

UvaZme obrazy ¢(e;), ..., ¢(e,) € K™ vektorl stan-
dardni ortonormdlni bdze, vyberme z nich maximélni li-
nearné nezavisly systém vy, ..., v; takovym zptsobem, Ze
vypousténé zdvislé vektory jsou vZdy linedrni kombinaci
predchozich vektorti, a dopliime jej do baze vy, ..., v,.
Nechf u1, ..., u,, je ortonormdlni baze K™ vznikla Gramm-
Schmidtovou ortogonalizaci tohoto systému vektora.

Nyni pro kazd€ ¢; je ¢(e;) bud'jedno z v;, j < i, nebo
je linedrni kombinaci vy, ..., v;_;, proto ve vyjadieni ¢(e;)
v bdzi u vystupuji pouze vektory u, ..., u;. Zobrazeni ¢
ma proto ve standardni bazi na K" a ortonormalni bazi u na
K™ horni trojihelnikovou matici R. Pfechod k bazi u na R”
odpovidd ndsobeni ortogondlni matici Q zleva, tj. R = QA,
ekvivalentné A = Q*R. O

Zavérem této ¢4sti textu si vSimnéme mimofadné uZitecné
a dulezité aplikace nasich vysledkd pro pfiblizné numerické
vypocty.
3.43. Definice. Nechf A je redlnd matice typu m/n a nechf

. (D 0
A=USV*, S_(OO)

je jeji singuldrni rozklad (zejména D je invertibilni). Matici

D' 0
(=D ._ Bas: I __
A =VSU", S_(O 0)

nazyvame pseudoinverzni matice Kk matici A.

Jak ukazuje nasledujici véta, je pseudoinverze ddlezité
zobecnéni pojmu inverzni matice.

3.44. Véta. Necht A je redlnd nebo komplexni matice typu
m/n. Pak pro jeji pseudoinverzni matici plati:
(1) Je-li A invertibilni (zejména tedy ctvercova), pak

ACD = A7
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(2) pro pseudoinverzi A=Y plati, Ze AV A i AATY jsou
hermiteovské (v redlném pripadé) symetrické a

AATDA = A, ACDAACD = ACD,

(3) Je-li A matice systému linedrnich rovnic Ax = b, s pra-
vou stranou b € K™, pak vektor y = A“Vb e K" mini-
malizuje velikost | Ax — b|| pro vsSechny vektory x € K".

Dtxkaz. (1): Je-li A invertibilni, pak je matice S =
U* AV také invertibilni a piimo z definice je S’ = S~!. Odtud
vyplyvd ACDA = AACD = E.

(2): Pfimym vypoctem dostavame SS'S = Sa §'SS" =
S’, proto

AATVA = USV*VS'U*USV* = USS'SV* =USV* = A
a analogicky pro druhou rovnost. Dile
(AACDY = (USS'U"* = U(S)*S*U*
=USS)Y'U*=USS'U* = AATD

a podobné se ukdze (ACDA)* = ACDA,

(3): Uvazme zobrazeni ¢ : K" — K", x > Ax, a pifimé
soucty K" = (Kerg)* @ Kerg, K" = Img¢ © (Img)*.
Zuzené zobrazeni ¢ 1= @gerq)t : (Ker )t — Img je li-
nedrni isomorfismus. Zvolime-li vhodné& ortonormdlni baze
na (Ker¢)* a Im ¢ a doplnime je na ortonormalni bize na
celych prostorech, bude mit ¢ matici S a ¢ matici D z véty o
singularnim rozkladu. Pro dané b € K™ je bod z € Im ¢ mi-
nimalizujici vzdalenost ||b — z|| (tj. realizujici vzdalenost od
podprostoru p (b, Im ¢)) pravé komponenta z = b; rozkladu
b = b, + by, by € Img, by € (Im@)™*. Pfitom ale ve zvolené
bazi je zobrazeni ¢, piivodné zadané ve standardnich ba-
zich pseudoinverzi A=V, d4no matici S’ z véty o singuldrnim
rozkladu, zejména je ¢~V (Im¢) = (Ker¢)* a D~! matici

=D =n < <
img & @)y . J& nulové. Je tedy skutecné

oo™ V() =9 V@) =2

a diikaz je ukoncen. O

zizent ¢

Lze také ukdzat, Ze matice A~ minimalizuje vyraz
IAATD — E?

tj. soucet kvadratd vSech prvkid uvedené matice.

3.45. Linearni regrese. Aproximac¢ni vlastnost (3) pfed-
chozi véty je velice uZiteCnd v piipadech, kdy mdme najit
co nejlepsi pfibliZeni (neexistujictho) feSeni preurceného sys-
tému Ax = b, kde A je redlnd matice typu m/n a m je vétsi
nez n.

Napf. mdme experimentem ddno mnoho namétfenych re-
alnych hodnot b; a chceme najit linedrni kombinaci nékolika
funkci f;, kterd bude co nejlépe aproximovat hodnoty b;.
Skute¢né hodnoty zvolenych funkci v bodech y; € R zadaji
matici a;; = f;(y;), jejiz sloupce jsou dany hodnotami jed-
notlivych funkci f; v uvazovanych bodech, a nasim tikolem

128



CHAPTER 3. LINABNRGOKIEADAMWBITICOVEPOOBINVERZE

je tedy urcit koeficienty x; € R tak, aby soucet kvadrati
odchylek od skute¢nych hodnot

D b= O xi i) =D b — O ayx)))
i=1 j=1 i=1 j=1

byla minimdlni. Jinymi slovy, hleddme linedrni kombinaci
funkci f; takovou, abychom ,,dobfe* proloZili zadané hodnoty
b;. Diky ptfedchozi vété jsou hledané optimélni koeficienty
ACDp,

Abychom méli konkrétnéjsi pfedstavu, uvaZzujme pouze
dvé& funkce fi(x) = x, fo(x) = x*a predpoklddejme, Ze
,naméfené hodnoty “ jejich nezndmé kombinace g(x) = y;x+
y2x2 v celoéiselnych hodnotédch pro x mezi 1 a 10 jsou

b" = (1.4410.644.4814.5631.1239.2054.88 71.28 85.92 104.16).

Tento vektor vzniknul vypoétem hodnot x + x? v danych
bodech posunutych o ndhodné hodnoty v rozmezi £8. Matice
A = (b;;) je tedy v naSem piipad¢ rovna

AT_12345678910
~\1 4 9 16 25 36 49 64 81 100

a hledané koeficienty v kombinaci jsou

0.61
_ACD L p
y=aTT-b (0.99) '

Vysledné proloZeni je moZné dobie vidét na obrazku, kde
zelenég jsou proloZeny zadané hodnoty b lomenou ¢arou, za-
timco Cerveny je graf pfisluSné kombinace g. Vypocty byly
provedeny v systému Maple pomoci piikazu leastsqrs(B,b).
Pokud jste s Maplem (nebo jinym podobnym softwarem)
sptételeni, zkuste si zaexperimentovat s podobnymi tlohami.

[0 e e e e e s B e e e s s e e e e |

0 2 4 6 8 10
X
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KAPITOLA 4

Analyticka geometrie

poloha, incidence, projekce?
— a zase skoncime u matic...

Vritime se ted k dlohdm elementédrni geometrie z podob-
ného pohledu, jako kdyzZ jsme zkoumali polohy bodt v roviné
v 5. C4sti prvni kapitoly, viz 1.23. Budeme se nejprve zajimat
o vlastnosti objektd vymezenych pomoci bodt, piimek, rovin
apod. Podstatné pfitom bude vyjasnéni, které vlastnosti zdvisi
¢i nezdavisi na pojmu velikosti vektord.

V dalsi ¢asti pak pouZijeme linearni algebru pro studium
objektt, které uz linedrné definované nejsou. Opét pritom
budeme potfebovat trochu vice maticového poctu. Vysledky
budou naprosto zdsadni pozdéji pri diskusi technik pro opti-
malizace, tj. hledan{ extrému funcknich hodnot.

Projektivni rozsifeni afinnich prostord ndm v zavéru kapi-
toly ukéze, jak lze pfekvapivé dosdhnout zjednodusenti i stabi-
lity algoritmickych postupti typickych pro praci s pocitacovou
grafikou.

1. Afinni a euklideovska geometrie

Kdyz jsme si ujastiovali dopady obecné teorie na systémy
rovnic v prvni ¢4asti pfedchozi kapitoly, zjistili jsme v ostavci
3.1, Ze vSechna feSeni nehomogennich systémd rovnic sice
netvori vektorové podprostory, vZdy ale vznikaji tak, Ze k
jednomu jedinému feSeni pri¢teme cely vektorovy prostor
reSeni piislusné homogenni soustavy. Naopak, rozdil dvou
feSeni nehomogenni soustavy je vZdy feSenim homogenni.
Obdobné se chovaji linedrn{ difere¢ni rovnice, jak jsme vidéli
jiZ v odstavcei 3.11.

Navod na teoretické uchopeni takové situace dava jiz dis-
kuse geometrie roviny, viz odstavec 1.25 a dédle. Tam jsme
totiZ popisovali pfimky a body jako mnoZiny feSeni systémii
linedrnich rovnic. Pfimka pro nés pak byla ,,jednorozmérnym*
prostorem, prestoze jeji body byly popisovany dvémi sourad-
nicemi. Parametricky jsme ji zaddvali tak, Ze k jednomu bodu
(tj. dvojici soufadnic) jsme pficitali ndsobky pevné zvole-
ného smérového vektoru. Stejné budeme postupovat i ted' v
libovolné dimenzi.

4.1. Afinni prostory. Standarni afinni prostor A, je|

mnozina vSech bodi v R* = A, spolu s operaci,
kterou k bodu A = (ay,...,a,) € A, a vektoru
v=(vy,...,v,) € R*" =V pfitadime bod

A+v=(a +v,...,a,+v,) eR"=A,.
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Tyto operace spliiuji ndsledujici tfi vlastnosti:

(1) A+ 0 = A pro vSechny body A € A, a nulovy vektor
0OeV

2) A+(w+w) = (A+v)+w pro vSechny vektory v, w € V,
Ae A,

(3) pro kazdé dva body A, B € A, existuje pravé jeden
vektor v € V takovy, Ze A + v = B. Znacime jej B — A,
nékdy také AB.

Vektorovy prostor R” nazyvame zaméreni afinniho prostoru

A,.

! Standardni afinni prostor

Vsimnéme si nékolika formalnich nebezpeci. Pouzivame
stejny symbol ,,4“ pro dvé rtizné operace: pricteni vektoru ze
zaméteni k bodu v afinnim prostoru, ale také s¢itani vektort
v zaméteni V = R". Také nezavadime zvlastni pismena pro
samotnou mnoZinu bodt afinniho prostoru, tj. A4, pro nas
predstavuje jak samotnou mnoZinu bodd, tak i celou strukturu
definujici afinn{ prostor.

Proc vlastné chceme rozliSovat mnoZinu bodd prostoru
A, od jeho zaméfeni V, kdyZ se jednd jakoby o stejné R"?
Jde o velice podstatny formalni krok k pochopeni geometrie
v R":

Geometrické objekty jako primky, body, roviny apod.
nejsou totiZ piimo zdvislé na vektorové struktufe na mnoziné
R" a uZ vibec ne na tom, Ze pracujeme s n—ticemi ska-
lart. Potfebujeme jen umét fici, co to znamend pohybovat
se ,;rovné v daném sméru“. K tomu pravé potfebujeme na
jedné strané vnimat tfeba rovinu jako neohrani¢enou desku
bez zvolenych soufadnic, ale s moZnosti posunout se o za-
dany vektor. KdyZ prejdeme navic k takovému abstraktnimu
pohledu, budeme umét diskutovat ,,rovinnou geometrii““ pro
dvourozmérné podprostory, tj. roviny ve vicerozmérnych pro-
storech, ,,prostorovou‘ pro tfirozmérné atd., aniz bychom
museli pfimo manipulovat k—ticemi soufadnic.

Tento pohled je zachycen v nédsledujici definici:

4.2. Definice. Afinnim prostorem A se zaméfenim V rozu-
mime mnoZinu bodii P, spolu se zobrazenim

PxV—->"P, (A v)—> A+v,
spliiujicim vlastnosti (1)—(3) vySe.
Pro libovolny pevné zvoleny vektor v € V je tak defino-
véno posunuti 7, : A — A jako ziGZené zobrazeni

T, : PP x{v)—>P, A A+

Dimenzi afinniho prostoru A rozumime dimenzi jeho
zaméfeni.

Naddile nebudeme rozliSovat A a P v oznaceni.
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Z axiomt okamzité plyne pro libovolné body A, B, C v
afinnim prostoru A

4 A—A=0eV
) B—A=—(A—-B)
(©6) (C—B)+ (B —A) = (C — A).

Skutecné, (4) vyplyva z toho, Ze A + 0 = 0 a takovy vektor
musi byt jednozna¢ny (prvni a tieti defini¢ni vlastnost). Po-
stupnym pfictenim B — A a A — B k A (v uvedeném poradi),
zjevné dostaneme podle druhé defini¢ni vlastnosti opét A,
tedy jsme pficetli nulovy vektor a to dokazuje (5). Obdobné
z platnosti (2) a jednoznacnosti vyplyva (6).

Vsimnéme si, Ze volba jednoho pevného bodu Ay € A
ndm urcuje bijekci mezi V a A. Pfi volbé pevné baze u ve V
tak dostavame pro kazdy bod A € A jednoznac¢né vyjadieni

A=A0+x1u1+-'-+xnu,,.

Hovotime o afinni soustavé souradnic (Ag; uy, ..., u,) za-
dané pocdtkem afinni souradné soustavy Ay a bazi zaméteni
u. Hovorime také o afinnim repéru (Ay, u).

Slovy mizeme shrnout situaci takto: Afinni soufadnice
bodu A v soustavé (A, u) jsou souradnicemi vektoru A — Ay
v bazi u zaméfeni V.

Volba afinniho sourfadného systému ztotoZiiuje n-
rozmérny afinni prostor A se standardnim afinnim prostorem

A,.

4.3. Afinni podprostory. JestliZe si vybereme v A jen body,
které budou mit nékteré predem vybrané soufadnice nulové
(tfeba posledni jednu). Dostaneme opét mnoZinu, ktera se
bude chovat jako afinni prostor. Takto budeme skute¢né para-
metricky popisovat tzv. afinni podprostory ve smyslu nésle-
dujici definice.

Definice. Nepriazdnd podmnozina Q C A afinniho prostoru
A se zaméfenim V se nazyva afinni podprostor v A, je-li
podmnozina W = {B — A; A, B € Q} C V vektorovym
podprostorem a pro libovolné A € Q,v e Wije A+ v € Q.

Je podstatné mit obé podminky zahrnuty v definici, pro-
toZe je snadné najit priklady podmnoZin, které budou spliovat
prvni, ale nikoliv druhou. Pfemyslejte napt. o piimce v roviné
s vyjmutym jednim bodem.

Pro libovolnou mnozinu bodi M C A v afinnim prostoru
se zaméfenim V definujeme vektorovy podprostor

ZIM)y={({B—A;B,AeM})CV

vSech vektorti generovanych rozdily bodi z M.

Zejména je V = Z(A) akazdy afinni podprostor Q C A
spliiuje sdm axiomy afinniho prostoru se zaméfenim Z(Q).

Piimo z definic je také zfejmé, Ze prinik libovolné
mnoziny afinnich podprostort je bud opét afinni podprostor
nebo prazdnd mnoZina.

Afinni podprostor (M) v A generovany neprazdnou
podmnozinou M C A je prinikem vSech afinnich podpro-
stord, které obsahuji vSechny body podmnoziny M.
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Afinni podprostory si miZeme pékné popsat pomoci je-
jich zaméfeni, jakmile si zvolime jeden jejich bod Ag € M
v generujici mnoZin€ bodt M. Skute¢né, dostavame (M) =
{Ap+v; v e Z(M) C Z(A)}, tj. pro generovani afinniho pod-
prostoru vezmeme vektorovy podprostor Z(M) v zamétfeni
generovany vSemi rozdily bodl z M a ten pak pficteme k
libovolnému z nich. Hovorime také o afinnim obalu mnoziny
bodi M v A.

Naopak, kdykoliv zvolime podprostor U v zaméfeni
Z(A) ajeden pevny bod A € A, pak podmnoZzina A + U
vznikl4 v§emi moznymi soucty jediného bodu A se vSemi vek-
tory v U je afinni podprostor. Takovy postup vede k pojmu
parametrizace podprostort:

Necht @ = A + Z(Q) je afinni podprostor v A, a
(uy, ..., ug) jebaze Z(Q) C R”". Pak vyjadfeni podprostoru

Q={A+nu+- -+t t, ..., 5y €R}

nazyvame parametricky popis podprostoru Q.

JiZ jsme vid€li jinou moZnost zadavani afinnich pod-
prostord: JestliZe mame zvoleny afinni soufadnice, pak 1ze
zaméteni podprostoru popsat pomoci homogenniho systému
linedrnich rovnic v téchto soufadnicich. Dosazenim soufadnic
jednoho bodu naseho podprostoru Q do ziskaného systému
rovnic dostaneme pravou stranu nehomogenniho systému se
stejnou matici a cely podprostor Q je pak pravé mnoZinou
feSeni tohoto systému. Zadani podprostoru Q systémem rov-
nic v danych soufadnicich nazyvame implicitni popis podpro-
storu Q.

Nésledujici obecnd véta fikd, Ze takto umime ve
skute¢nosti zadat vSechny afinni podprostory a tim také
ukazuje geometrickou podstatu vlastnosti mnoZiny vSech
feSeni systémi linedrnich rovnic.

4.4. Véta. Nechf (Ag; u) je afinni souradny systém v n-
rozmérném afinnim prostoru A. Afinni podprostory dimenze
kv A, vyjadrené v danych souradnicich, jsou pravé mnoZiny
feSeni FeSitelnych systémii n — k linedrné nezavislych linedr-
nich rovnic v n proménnych.

N Ve

Dtkaz. UvaZujme libovolny feSitelny systém n — k line-
arné nezdvislych rovnic o; (x) = b;, b; e R,i =1,...,n—k.
Je-li A = (ay, ...,a,)" € R" libovolné pevné zvolené feseni
tohoto (nehomogenniho) systému rovnic a je-li U C R" vek-
torovy podprostor vSech feSeni zhomogenizovaného systému
a;(x) = 0, pak dimenze U je k a podmnoZina vSech feSeni
daného systému je tvaru {B; B = A + (y1, ..., ),y =
i ..., )T € U} C R", viz. 3.1. Piislusny afinni podpro-
stor je tim popsdn parametricky ve vychozich soufadnicich
(Ag: ).

Naopak, uvazme libovolny afinni podprostor Q C A, a
zvolme néjaky jeho bod B za pocdtek afinniho soufadného
systému (B, v) pro afinni prostor .A. ProtoZze Q = B + Z(Q),
potfebujeme popsat zaméteni podprostoru Q jako podprostor
feSeni homogenniho systému rovnic. Zvolme tedy bézi v na
Z(A) tak, aby prvnich k vektort tvofilo bazi Z(Q). Pak v
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téchto soutadnicich jsou vektory v € Z(Q) dény rovnostmi
aj(v)=0, j=k+1,...,n,

kde «; jsou linedrni formy z tzv. dudlni baze k v, tj. funkce
pfifazeni jednotlivych soufadnic v nasi bézi v.

Nas vektorovy podprostor Z(Q) dimenze k v n-
rozmérném R" je tedy skutecné dan jako feSeni homogenniho
systému n — k nezavislych rovnic. Popis zvoleného afinniho
podprostoru ve vybraném soufadném systému (Ag; u) je
proto dan systémem homogennich linedrnich rovnic.

Zbyva nam se vyporadat disledky pfechodu z ptivodniho
zadaného soufadného systému (A; u) do naseho prizpisobe-
ného (B; v). Z obecné tivahy o transformacich soufadnic v
nasledujicim odstavci vyplyne, Ze vysledny popis podprostoru
bude opét pomoci systému rovnic, tentokrat ale uZ obecné
nehomogennich. O

4.5. Transformace souradnic. Dvé libovolné zvolené
afinni soustavy soufadnic (Ag, u), (Bg,v) se obecné lisi
posunutim pocdtku o vektor (By — Ap) a jinou bazi zaméfeni.
Transformacni rovnice tedy vycteme ze vztahu pro obecny
bod X € A

X = Botxjvi+- - +x,v, = Bo+(Ag—Bo)+xiui+- - +x,u,.

Oznaéme y = (yy, ..., y,) sloupec souradnic vektoru (Ag—
By) v bazi va M = (a;;) bud matice vyjadiujici bazi u
prostfednictvim bdze v. Potom

xi =yi1+anxy+---+aux,

’
Xp = Yn + an1X1 +- 4+ AppXn

tj. maticové
X'=y+M-x.
Jako piiklad si mtizeme spocitat dopad takové zmény baze
na vyjadfeni feSeni systému rovnic. Nechf v soufadnicich
(Ao; u) ma systém rovnic tvar

S-x=b

s matici systému S. Pak S -x =S -M~'.- (y+M-x)—-S-
M~'.y = b. Proto v novych vyse uvaZovanych soufadnicich
(Bo; v) bude mit nas systém rovnic tvar

S MY .xX'=b=b+(S -MY.y.
To plné€ dokoncuje diikaz pfedchozi véty.

4.6. Priklady afinnich podprostori. (1) Jednorozmérny
(standardni) afinni prostor je mnoZina vSech bodi redlné
piimky A, . Jeji zaméfeni je jednorozmérny vektorovy prostor
R (a nosna mnozina také R). Afinni souradnice dostaneme
volbou pocatku a méfitka (tj. baze ve vektorovém prostoru
R). Vsechny vlastni afinni podprostory jsou 0-rozmérné, jsou
to pravé vSechny body redlné piimky R.

(2) Dvourozmérny (standardni) afinni prostor je mnoZina
viech bodii prostoru A, se zaméfenim R?. (Nosnou mnoZinou

je R2.) Afinni soufadnice dostaneme volbou pocatku a dvou
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nezavislych vektorti (smérd a méfitek). Vlastni afinni podpro-
story jsou pak vSechny body a pfimky v roving (0-rozmérné
a 1-rozmérné). Pfimky pfitom jednozna¢né zadame jejich
jednim bodem a jednim generitorem zaméfeni (tzv. paramet-
ricky popis piimky).

(3) Trojrozmérny (standardni) afinni prostor je mnoZina vSech
bod prostoru A3 se zaméfenim R3. Afinni soufadnice do-
staneme volbou pocétku a tif nezavislych vektord (smért a
méritek). Vlastni afinni podprostory jsou pak vSechny body,
pfimky a roviny (0-rozmérné, 1-rozmérné a 2-rozmérné).
(4) Podprostor vSech feSeni jedné linedrni rovnice a - x = b
pro neznamy bod [xy, ..., x,] € A,, zndmy nenulovy vektor
koeficientti (ay, ..., a,) a skalar b € R je afinni podprostor
dimenze n — 1 (fikdme také, Ze je kodimenze 1), tj. tzv. nadro-
vinav A,,.

4.7. Afinni kombinace boda. Nechf Ay, ..., Ay jsou body
v afinnim prostoru A. Jejich afinni obal ({Ag..., Ai})
muiZeme zapsat jako

{Aog+1(A; — Ag) + -+t (Ax — Ag); 11, ..., tr € R}

a v libovolnych afinnich soufadnicich (tj. A; je vyjadien sloup-
cem skalarti) miZeme tutéZ mnoZinu zapsat jako

k
(Ao, ... A) = {toAo+h A+ +h A ; € R 1= 1)
i=0
Obecné vyrazy toAg+ 1t Ay + - - - + 1, Ax s koeficienty spliluji-
cicmi Zf:o t; = 1 rozumime body A + Zf‘: [ 1i(A; —Ag) a
nazyvame je afinni kombinace bodii.

Body Ay ..., Ay jsou v obecné poloze, jestlize generuji
k-rozmény podprostor. Z naSich definic je vidét, Ze to nastane
pravé, kdyz pro kterykoliv z nich plati, Ze vektory vzniklé
pomoci rozdild tohoto pevného s ostatnimi jsou linearné neza-
vislé. VSimnéme si také, Ze zadani posloupnosti dim .4 bodi
v obecné poloze je ekvivalentni zad4n{ afinniho repéru se
sttedem v prvnim z nich.

Afinni kombinace je obdobnd konstrukce pro body
afinniho prostoru jako byla linearni kombinace pro vektorové
prostory. Skutecné, afinni podprostor generovany body
Ag ..., Ay je roven mnozing vSech afinnich kombinaci svych
generdtorti. MiZeme vSak nyni dobfe zobecnit i pojem ,,mezi
dvéma body na pfimce*. V dvojrozmérném piipad¢é tomu
odopovida vnitfek trojihelniku. Obecné budeme postupovat
takto:

4.8. Simplexy. Nechf Ay, ..., Ay je k + 1 bodd afinniho
prostoru A v obecné poloze. k—rozmérny simplex A =
A(Ay, ..., Ar) generovany témito body je definovan jako
mnozina vSech afinnich kombinaci bodt A; s pouze nezdpor-
nymi koeficienty, tzn.

k
A= {toAog+ 1A+ -+ 1At €[0,11CR, D 1 =1).
i=0
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Jednorozmérny simplex je iisecka, dvourozmérny trojuihelnik,
nula-rozmérny bod.

VSimnéme si, Ze kazdy k—rozmérny simplex m4 pravé
k + 1 stén, které jsou postupné zadany rovnicemi ¢; = 0,
i =0,...,k. Pfimo z definice je vidét, Ze jde opét o (k —
1)-rozmérné simplexy. Hovotfime o hranici simplexu. Napf.
trojuhelnik mé za svou hranici tfi hrany, kazda z nich pak dva
body.

Zadani podprostoru jako mnoZiny afinnich kombinaci
bodi v obecné poloze je ekvivalentni parametrickému popisu.
Obdobné pracujeme s parametrickymi popisy simplexd.

4.9. Konvexni mnoZiny. PodmnoZina M afinniho prostoru
se nazyva konvexni, jestlize s kazdymi svymi dvéma body
A, B obsahuje i celou tsecku A(A, B). Pfimo z definice je
vidét, Ze kazd4 konvexni mnoZina obsahuje s kazdymi k& + 1
body v obecné poloze i cely jimi definovany simplex (dokaZte
si formdln€ podrobné!). Konvexnimi mnoZinami jsou napf.
(1) prdzdnd podmnoZina

(2) afinni podprostory

(3) asecky, polopiimky p = {P + 1t -v; t > 0},

(4) obecnéji k— rozmérné poloprostory « = {P + t; - v; +
st v t, ..., € R > 0}

(5)) thly v dvojrozmérnych podprostorech 8 = {P +1¢; - v; +
t-vy; 1 > 0,1 > 0}, atd.

Piimo z definice také plyne, Ze prinik libovolného sys-
tému konvexnich mnoZin je opét konvexni. Prinik vSech kon-
vexnich mnoZin obsahujicich danou mnoZzinu M nazyvame
konvexni obal (M) mnoZiny M.

Véta. Konvexni obal libovolné podmnoziny M C A je

s
K(M) = (nAi+ -+ 1A D =1, 1 >0, A; € M}
i=1

Dt¢kaz. Oznaéme S mnoZinu vSech afinnich kombinaci
na pravé strané dokazované rovnosti. Nejprve ovéfime, Ze je S
konvexni. Zvolme tedy dvé sady parametrti t;,i = 1, .., 51, t},
j=1,..., s s pozadovanymi vlastnosti. Bez Gjmy na obec-
nosti miZeme predpoklddat, Ze s; = s, a Ze v obou kombina-
cich vystupuji stejné body z M (jinak prosté ptidame scitance
s nulovymi koeficienty). UvaZme libovolny bod tsecky za-
dané takto ziskanymi body:

€A1+ -+t A)F(A =€) (A +---+1{A), 0 <e < 1.

Ziejmé jsou opét viechny v S.

Zbyva ukazat, Ze konvexni obal bodd Ay, ..., A; nemizZe
byt mens$i neZ S. Samotné body A; odpovidaji volbé para-
metril ; = 0 pro vSechny j # i at; = 1. Pfedpoklddejme,
Ze tvrzeni plati pro vSechny mnoziny s nejvyse s — 1 body.
To znamend, Ze konvexni obal bodi Ay, ..., A;_; je (podle
predpokladu) tvofen pravé témi kombinacemi z pravé strany
dokazované rovnosti, kde t;, = 0. Uvazme nyni libovolny bod
A=t1A+ - -+1tA; €85,t; #1,aafinni kombinace

e(tlAl +-- '+ts—lAs—l)+(1 _6(1 _ts))Asa 0 <e= ﬁ
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Jde o tdsecku s krajnimi body ur¢enymi parametry € = 0
(bod Ay) ae = 1/(1 — ¢,) (bod v konvexnim obalu bodt
Ay, ..., As_1). Bod A je vnitinim bodem této usecky s para-
metrem € = 1. O

Konvexn{ obaly kone¢nych mnoZin bodi se nazyvaji kon-
vexni mnohostény. Jsou-li definujici body Ao, ..., A kon-
vexniho mnohosténu v obecné poloze, dostdvdme praveé k-
rozmérny simplex. V piipadé simplexu je vyjadieni jeho bodd
ve tvaru afinni kombinace definujicich vrchold jednoznacné.

Zvlastnim prikladem jsou konvexni mnohostény gene-
rované jednim bodem a kone¢né mnoha vektory: Necht

ui, ..., U, jsou libovolné vektory v zaméteni R”, A € A, je
libovolny bod. Rovnobéznostén Pi(A; uy, ..., u;) C A, je
mnoZina

Pe(Asur,...,up)) ={A+ciur+ -+ crug; 0<¢; <1}.

Jsou-li vektory uy,...,u; nezdvislé, hovofime o
k-rozmérném rovnobéznosténu Py (A; uy, ..., u;) C A,. Z
definice je ziejmé, Ze rovnobéZnostény jsou konvexni. Ve
skutecnosti jde o konvexni obaly jejich vrchold.

4.10. Priklady standardnich afinnich tloh. (1) K podpro-
storu zadanému implicitné nalézt parametricky popis a nao-
pak:

Nalezenim partikuldrniho feSeni nehomogenniho systému
a fundamentdalniho feSeni zhomogenizovaného systému rov-
nic ziskdme (v soufadnicich, ve kterych byly rovnice zaddny)
prave hledany parametricky popis. Naopak, zapiSeme-li pa-
rametricky popis v soufadnicich, miiZeme volné parametry
ty, ..., vyeliminovat a ziskdme pravé rovnice zaddvajici
dany podprostor implicitné.
(2) Nalézt podprostor generovany nekolika podprostory
O1,..., Qs (obecné riznych dimenzi, napt. v R3 nalézt
rovinu danou bodem a primkou, tfemi body apod.) a zadat
Jej implicitné ¢i parametricky:

Vysledny podprostor Q je vzdy uren jednim pevné zvo-
lenym bodem A; v kaZdém z nich a souctem vSech zaméfeni.
Napt.

Q=A1+Z{A, ..., Al) + Z(Q) + -+ + Z(Qy)).

Pokud jsou podprostory zaddny implicitné, je mozné je
nejdiive pfevést na parametricky tvar. V konkrétnich situ-
acich byvaji funk¢ni i jiné postupy. VSimnéme si, Ze obecné
je skute¢né nutné vyuZit jednoho bodu z kazdého podprostoru.
Napf. dvé paralelni piimky v roviné€ vygeneruji celou rovinu,
ale sdili totéz jednorozmérné zaméfeni.

(3) Nalézt priinik podprostorii Qy, . .., Qy:

Pokud jsou zaddny v implicitnim tvaru, staci sjednotit
vSechny rovnice do jednoho systému (a pfipadné vynechat
linedrné zévislé). Pokud je vznikly systém nefesitelny, je
prinik prazdny. V opa¢ném piipadé ziskame implicitni popis
afinniho podprostoru, ktery je hledanym prinikem.
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Pokud mame dany parametrické tvary, mtizeme také hle-
dat piimo spole¢né body jako feSeni vhodnych rovnic, po-
dobné jako pri hledani pranikti vektorovych podprostord. Zis-
kame tak pfimo opét parametricky popis. Pokud je podpro-
stort vice neZ dva, musime prinik hledat postupné.

Mame-li jeden prostor zadany parametricky a ostatni im-
plicitné, staci dosadit parametrizované souradnice a feSit vy-
sledny systém rovnic.

(4) Nalezeni pricky mimobéZek p, q v As prochdzejici danym
bodem nebo majici predem dany smér (1j. zaméreni):
Pfickou rozumime pfimku, kterd ma neprdzdny prinik s
obémi mimobé&zkami. Vyslednd pficka r tedy bude jedno-
rozmérnym afinnim podprostorem. Pokud mdme zadén jeho
bod A € r, pak afinni podprostor generovany p a A je bud’
pfimka (A € p) nebo rovina (A ¢ p). V prvém piipadé
mdme nekone¢né mnoho feseni, jedno pro kazdy bod z ¢, v
druhém staci najit prinik B roviny (pUA)sq ar = ({A, B}).
Pokud je prinik prazdny, dloha nem4 feSeni, v pripadé Ze
g C (p U A), madme opét nekonecné mnoho feseni, a pokud
je prinik jednoprvkovy, dostdvdme pravé jedno feSeni.

Maéme-li misto bodu ddn smér u € R", tj. zaméfeni r,
pak uvazujeme opét podprostor O generovany p a zaméfenim
Z(p) + (u) C R". Opét, pokud ¢ C Q, mame nekonecné
mnoho feseni, jinak uvazime prinik Q s ¢ a ilohu dokon¢ime
stejné jako v predchozim piipadé.

Reseni mnoha dalsich standardnich geometrickych dloh
spociva v pouzivani vyse uvedenych krokd.

4.11. Afinni zobrazeni. Zobrazeni f : A — BB mezi afin-
nimi prostory nazyvame afinni zobrazent, jestlize mezi jejich
zaméFenimi existuje linedni zobrazeni ¢ : Z(A) — Z(B)
takové, Ze pro vSechny A € A, v € Z(A) plati

f(A+v) = f(A) + o).

Zobrazeni f a ¢ jsou jednoznac¢né zaddna touto vlastnostni
a libovoln€ zvolenymi obrazy (dim.4 + 1) bod v obecné
poloze.

Pro libovolnou afinni kombinaci bodu tpAg+- - -+, A €
A pak dostaneme

foAo+ - +1,A0) =
= f(Ao+ 11 (A1 — Ap) + - +1,(Ay — Ap))
= f(Ao) + (A1 — Ag) + - - - + L,0(Ay — Ap)
=10f(Ao) + 11 f(A1) + -+ 1, f(A).

Naopak, pokud pro néjaké zobrazeni plati, Ze zachovava
afinni kombinace, miiZeme pouZit specidlni pfipad kombinace
dvou vektori s koeficienty ty = 0 a #; = 1 pro definici
zobrazeni ¢ mezi zaméfenimi. Pak 1ze ¢ist pfedchozi vypocet
v opa¢ném potadi a ovéfit korektnost i linearitu ¢ a zjistime,
Ze se jedna o afinni zobrazeni. Plat{ proto:

Véta. Afinni zobrazeni jsou pravé ta zobrazeni, kterd zacho-
vavaji afinni kombinace bodii.
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Volbou afinnich soutfadnic (A, #) na A a (By, v) na B
dostdvame soufadné vyjadfeni afinniho zobrazeni f : A —
B. Pfimo z definice je ziejmé, Ze staci vyjadrtit obraz f(Ao)
pocatku soufadnic v A v soufadnicich na B3, tj. vyjadfit vektor
f(Ap) — By v bazi v jako sloupec soutradnic yy a vSe ostatni
je pak urc¢eno ndsobenim matici zobrazeni ¢ ve zvolenych
bazich a prictenim vysledku. Kazdé afinni zobrazenf tedy v
soufadnicich vypada takto:

X—=y+7Y- x,

kde yy je jako vySe a Y je matice zobrazeni ¢.

Transformace afinnich souradnic odpovid4, obdobné jako
u linedrnich zobrazeni, vyjadfeni identického zobrazeni v
zvolenych afinnich repérech. Zména soufadného vyjadieni
afinniho zobrazeni v dtisledku zmény bazi se snadno spocte
pomoci ndsobeni a s¢itdni. Skutec¢né, pri zméné baze na de-
fini¢nim oboru daném posunutim w a matici M (od staré k
nové), a na oboru hodnot posunutim w a matici N (od nové
ke staré) dostivame

y=z+N-y=z+N-(y+Y- x)
=@EZ+N-yo+N-Y-w)y+(N-Y-M)-x'.

4.12. Euklidovské bodové prostory. Zatim jsme pro nase
elementdrni geometrické tivahy nepotiebovali pojem vzdéle-
nosti nebo velikosti. V mnoha praktickych dlohdch ale velikost
vektorti a odchylka vektord, tak jak jsme je zavedli na samém
konci tfeti ¢asti druhé kapitoly (viz 2.39 a ddle), hraji pod-
statnou roli. Ve skutecnosti se ale dodate¢né informace tykaji
opravdu jen vektorti v zaméfeni, takZe nim nezbyvd mnoho
price:

Definice. Standardni bodovy euklidovsky prostor £, je afinni
prostor A, jehoZ zaméfenim je standardni euklidovsky pro-
stor R" se skaldrnim soucinem

<X >y ) =y r. X.

Kartézska souradnd soustava je afinni souradnd soustava
(Ap; u) s ortonormdlni bazi u.

Vzddlenost bodit A, B € &, definujeme jako velikost
vektoru || B — Al|, budeme ji znacit p(A, B).

Euklidovské podprostory v &, jsou afinni podprostory
jejichz zaméfeni uvaZzujeme spolu se ziZenymi skaldrnimi
souciny.

Bodovym euklidovskym prostorem £ dimenze n pak
obecné rozumime afinni prostor, jehoZ zaméfeni je redlny
n—-rozmérny euklidovsky vektorovy prostor. Pojem kartézské
soufadné soustavy md opét jasny smysl. Kazd4 volba takové
souradné soustavy ovSem zadava ztotoZnéni £ se standardnim
prostorem &, . Proto se budeme v dal$im, bez tjmy na obec-
nosti, zabyvat hlavné standardnimi euklidovskymi prostory a
jejich podprostory.

Z geometrického pohledu maji jednoduché vlastnosti ska-
larniho soucinu, jako jsou trojihelnikovd nerovnost, Cau-
chyova nerovnost, Besselova nerovnost apod., odvozené ve
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.13

Ctvrté Casti predchozi kapitoly, viz 3.22, velmi uZite¢né piimé
dtsledky:

4.13. Véta. Pro body A, B, C € &, plati

(1) p(A, B) = p(B, A)

(2) p(A, B) =0 prave, kdy? A = B

(3) p(A,B)+ p(B,C) = p(A, C)

(4) V kaZdé kartézké souradné soustave (Ay; e) maji body

A=Ay+ae +---+aye,, B=Ag+biei+---+bye,

vzddlenost /> _, (a; — b;)>.

(5) Je—li dan bod A a podprostor Q v &,, pak existuje bod
P € Q minimalizujici vzddlenosti bodii Q od A. Vzda-
lenost bodii A a P je rovna velikosti kolmého priimétu
vektoru A — B do Z(Q)* pro libovolny B € Q.

(6) Obecnéji, pro podprostory R a Qv &, existuji bod P € Q
a Q € R minimalizujici vzdalenosti bodii B € Q a A €
R. Vzddlenost bodii Q a P je rovna velikosti kolmého
priimétu vektoru A — B do Z(Q)* pro libovolné body
BeQaAcR

DtUkaz. Prvni tfi vlastnosti vyplyvaji pfimo z vlastnosti
velikosti vektorti v prostorech se skalarnim soucinem, ¢tvrta
plyne pfimo z vyjidfeni skaldrniho soucinu v libovolné orto-
normdlni bazi.

Podivejme se na vztah pro minimalizaci vzdlenosti
p(A, B) pro B € Q. Vektor A — B se jednozna¢né rozklada
naA—B=u +uyu € Z(Q), u, € Z(Q)=*. Pfitom u,
nezdvisi na volbé B € Q, protoZe piipadnd zména bodu B se
projevi pri¢tenim vektoru ze Z(Q).

Nyni zvolme P = A+ (—uy) = B+u; € Q. Dostdvime

IA — BI* = [lur|* + lluall* > llual* = ||A — PJI.

Odtud jiZ vyplyv4, Ze nejmensi moZné vzdalenosti je skutecné
dosazeno, a to pravé pro nas bod P. Vypoctend vzdélenost je
skutecn€ |[us]|.

Obdobné ukdZeme obecny vysledek. Pro volbu libovol-
nych bodii A € R a B € Q je jejich rozdil dan jako soucet
vektortiu; € Z(R)+Z(Q)au, € (Z(R)+Z(Q))*, pficemz
komponenta u, nezavisi na volbé bodd. Pfi¢tenim vhodnych
vektorti ze zaméfeni R a Q zjevné obdrzime body A’ a B’,
jejichz vzdélenost je prave ||us||. 0

Rozsifime nyni nas strucny piehled elementdrnich tloh v
analytické geometrii.

4.14. Priklady standardnich tloh. (1) Najdéte vzddlenost
bodu A € &, od podprostoru Q C &,:

Postup pfi feSeni je dan ve vét€ 4.13.
(2) V & vedte bodem A primku q svirajici s danou pFimkou
p dany tihel:

Ptipoméiime, Ze na Urovni rovinné geometrie jsme s od-
chylkami vektort jiZ pracovali (viz napt. 2.42). Najdeme vek-
tor u € R? leZici v zaméfeni piimky g a zvolime vektor v
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majici od u zadanou odchylku. Hledand pfimka je ddna bo-
dem A a zaméfenim (v). Uloha md dvé nebo jedno feSeni.
(3) Spoctete patu kolmice vedené bodem na danou primku.:

Postup je uveden v ditkazu predposledniho bodu véty
4.13.

(4) V & urcete vzddlenost dvou primek p, q:

Zvolime libovolné€ jeden bod z kazdé piimky, A € p,
B € g. Komponenta vektoru A — B v ortogondlnim dopliiku
(Z(p) + Z(q))* ma velikost rovnu vzdélenosti p a q.

(5) V & najdéte osu dvou mimobéZek p a q:

Osou zde rozumime pricku, kterd realizuje nejmensi moz-
nou vzdélenost danych mimobéZek pomoci bodl priniku.
Opét 1ze postup dovodit z diikazu véty 4.13 (posledni bod).
Nechf 5 je podprostor generovany jednim bodem A € p a
souctem Z(p) + (Z(p) + Z(g))*. Pokud nejsou piimky p
a g rovnobézné, pljde o rovinu. Pak prinik n N g spolu se
zaméfenim (Z(p) + Z(g))* dévaji parametricky popis hle-
dané osy. Pokud jsou piimky rovnobézné, bude mit tdloha
nekone¢né mnoho feseni.

4.15. Odchylky. Stejné jako vzdalenost, i fada dalSich
geometrickych pojmi jako odchylky, orientace, objem apod.
je v bodovych prostorech &, zavadéna prostiednictvim
vhodnych pojmit ve vektorovych euklidovskych prostorech.
Pripoménme, Ze odchylku dvou vektorti jsme definovali na
konci tfeti ¢4sti druhé kapitoly, viz 2.42.

Skute¢né, z Cauchyovy nerovnosti plyne 0 < H»lﬁ\.lrvl)l\ <l,

meéla tedy smysl definice odchylky ¢ (u, v) vektoriiu,v € Vv
redlném vektorovém prostoru se skaldrnim soucinem vztahem

cosp(u,v) = 0 <o¢o(u,v) <2m.

-V
lulllivll”
To je zcela v souladu s praxi v dvourozmérném euklidovském
prostoru R? a nai{ filozofii, Ze pojem tykajici se dvou véktort
je ve své podstaté zdleZitosti dvourozmérné geometrie. Ve
vicerozmérnych prostorech je proto odchylka dvou vektort
vzdy méfena v roving, kterou tyto vektory generuji (nebo je
nula) a nas defini¢ni vztah odpovidd zvyklostem ve vSech
dimenzich.

V libovolném redlném vektorovém prostoru se skaldrnim
sou¢inem pfimo z definic plyne

2 2 2
llu —vll” = flull” + IvlI” = 2(u - v)
2 2
= llull” + llvll* = 2{lulllv]l cos ¢ (u, v).
To je patrné dobie zndma kosinovd véta z rovinné geometrie.
Dale plati pro kaZzdou ortonorméalni bazi e zaméefeni V a

nenulovy vektor u € V vztah |[ul|* = 3, |u - ¢;|*. Pod&lenim
této rovnice &islem ||u||? dostdvame

1= (cosp(u,e))’.

i

coZ je obvyklé tvrzeni o smérovych kosinech ¢ (u, e;) vektoru
u.
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.14

Z definice odchylek vektorti nyni miZeme dovodit ro-
zumné definice pro odchylky obecnych podprostort v libo-
volném euklidovském vektorovém prostoru. Je pfitom tieba
rozhodnuti, jak se stavét k pfipadiim, kdy podprostory maji
netrividlni prinik. Napf. za odchylku dvou pfimek budeme
chtit patrné brat mensi ze dvou moznych thld, u dvou nerov-
nobé&znych rovin v IR® nebudeme chtit slyset, Ze maji odchylku
nula, protoZe maji spolecny alesponi jeden smér:

4.16. Definice. Nechf U}, U, jsou kone¢nérozmérné podpro-
story v euklidovském vektorovém prostoru V' libovolné di-
menze. Odchylka podprostorii Uy, U, je redlné Cislo ¢ =
Uy, Uy) € [0, %] spliiujici:

(D) Je-lidimU; =dimU, = 1, U; = (u), U, = (v), pak

LAY
lullllvll”
(2) Jsou-li dimenze U,, U, kladné a U; N U, = {0}, pak

je odchylka minimem vSech odchylek jednorozmérnych
podprostort

o = min{e({u), (v));0 #u € Uy,0 #v € U}.

UkdZeme v zapéti, Ze takové minimum skutecné vzdy
existuje.

(3) Je-li U; C U, nebo U, C U, (zejména je-li jeden z nich
nulovy), je @ = 0.

(4) Je-li U1 N U2 7& {0} a U1 7& U] N U2 75 U2, pak

a=eU NU NU) U N U NUDY).

Odchylka podprostorii @1, Q> v bodovém euklidovském
prostoru &, se definuje jako odchylka jejich zaméfeni Z(Q,),
Z(Q2).

Vsimnéme si, Ze odchylka je vZdy dobfe definovina,
zejména v poslednim pripadé je

(U N (U N0 N (U, N (U NU2)Y) = {0}

miZeme tedy opravdu odchylku urcit podle bodu (2).
Vsimnéme si také, Ze v ptipadé U; N U, = {0}, jsou U,
a U, kolmé podle naSich diivéjsich definic prave, kdyz
jejich odchylka je 7 /2. Pokud vSak maji netrividlni prinik,
nemohou byt kolmé v diivéj$im smyslu.

Ke korektosti definice zbyva ukdzat, Ze ve skute¢nosti
vZdy existuji vektory u € U, v € U,, pro které nabyva
vyraz pro odchylku poZadovaného minima. Nejdfive specidlni
pripad:

4.17. Lemma. Nechf v je vektor v euklidovském prostoru V

a U C V libovolny podprostor. Oznacme vy € U, v, € U+

(jednoznacné urcené) komponenty vektoru v, tj. v = vy + vs.

Pak pro odchylku ¢ podprostoru generovaného v od U plati
_ vl

cosp((v), U) = cos p({v), (v1)) = ol
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Dtkaz. Pro vSechny vektory u € U plati diky Cau-
chyov€ nerovnosti

vl fue (i)l fuv
lulllioll— falllvl ol
1 [ Y G U
lullivoll ol el el
Odtud plyne
il
cos p({v), (u)) < cosp((v), (v1)) = ol

a nami nalezeny vektor v, tedy predstavuje nejveétsi moznou
hodnotu pro kosinus thlu mezi v§emi volbami vektorti z U.
ProtoZe je funkce cos na intervalu [0, %] klesajici, dostdvame
tak nejmensi mozny thel a tvrzen{ je dokdzané. U

4.18. Vypocet odchylek. Postupu v pfedchozim lemmatu
muiZeme rozumeét tak, Ze jednorozmérny podprostor gene-
rovany vektorem v kolmo promitneme do podprostoru U a
podivame se, jak moc se obrazy zmensuji. Podle toho pak
pozname odchylku. Podobny postup pouzijeme ve vyssich di-
menzich také. PotiZ je pfitom ale s rozpoznanim, které sméry
nadm svymi pruméty odchylku skute¢né prozradi. V nasem
predchozim piipadé to mizeme dobre vidét, pokud neSikovné
budeme promitat vétsi prostor U do jednorozmérného (v) a
pak kolmo zpét do U. Zjistime, Ze odchylku pozndme podle
sméru vlastniho vektoru takového zobrazeni, jeho vlastn{ ¢islo
bude kvadratem prislusného kosinu thlu.

UvaZujme tedy dva obecné podprostory Uy, U, v eukli-
dovském vektorovém prostoru V, pfedpoklddejme Uy N U, =
{0}, a zvolme pevné ortonormdlni baze e, a ¢’ celého prostoru
V tak, aby U; = (eq, ..., ex), Uy = (€], ..., €)).

UvaZujme kolmy priimét ¢ prostoru V na U, jeho ziZen{
na U, budeme opét znacit ¢ : U; — U,. Zobrazeniy : U, —
U, necht vznikne podobné z kolmého primétu na U,. Tato

zobrazeni maji v bazich (e, ..., ex) a (e}, ..., e;) matice
ej-e; ... e-é€ el-el ... e-e

A= : : . B= : :
el-e ... ep-e el-ex ... e e

ProtoZe jde o skaldrni souciny na redlném vektorovém pro-

storu, plati ¢; - ¢’ = ¢, - e; pro vSechny indexy i, j a proto

J J
zejména plati B = AT,

Slozené zobrazeni o : Uy — U; md tedy symetrickou
pozitivng semidefinitni matici A” A a v je zobrazen{ adjun-
gované k ¢. Vidéli jsme, Ze kazdé takové zobrazeni mé pouze
nezdpornd redlnd vlastni ¢isla a Ze ma ve vhodné ortonormalni
bézi diagondlni matici s t€émito vlastnimi ¢isly na diagondle,
viz 3.25 a 3.27.

Nyni miZeme odvodit obecny postup pro vypocet od-

chylky o = (U, U>).

Véta. V predchozim oznaceni necht ) je nejvétsi vlastni hod-
nota matice AT A. Pak cos> « = A
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DUkaz. Nechf u € U; je vlastni vektor zobrazeni
Y o @ prislusny nejvetsi vlastni hodnoté A. UvaZzme vSechna
vlastni Cisla Aq, ..., Ar (véetné ndsobnosti) a nechf u =
(uy, ..., uy,) je prisluSnd ortonormélni baze U; z vlastnich
vektorti. Mtizeme piimo predpokladat, Ze A = Ay, u = u;.
Potfebujeme ukazat, Ze odchylka libovolného v € U; od U,
je nejméné tak velkd jako odchylka u od U,. Tzn. Ze kosinus
prislusného thlu nesmi byt vétsi. Podle pfedchoziho lemmatu
sta¢i diskutovat odchylku u a ¢(u) € U, a pritom vime, Ze
lull| = 1. Zvolme tedy v € Uy, v = ajuy + -+ + aguy,
Sk a? =|v)? = 1. Pak

1

lo@)11* = ¢@) - 9(v) = (¥ 0 (V) - v
< [y oollvl =¥ o e
Predchozi lemma navic ddvd i vzorec pro odchylku o vektoru
v od podprostoru U,
o)l
o = =
llvll

ProtoZe jsme zvolili za A nejvétsi z vlastnich hodnot a soucet
kvadrétii soufadnic a? je jedna, dostdvdme

o)1l

(cosa)? = [lp)|I* < ¥ o p(v)|| =

k
Z()»iai)z
i=1

k
= |2+ 20— < /A%
i=1

P¥i v = u dostdvame oviem presné ||¢(v)|*> = )»%llv”2 =2
a tedy odchylka dosahuje pro tento vektor minimalni mozné
hodnoty. Tim je véta dokdzana. O

4.19. Pocitani objemu. S niznakem pocitdni objemu jsme
se jiz setkali v rovinné geometrii v konci paté ¢asti prvni kapi-
toly (viz 1.34). Zjistili jsme pfitom, Ze Ze podstatnym pojmem
je pfitom tzv. orientace, kterou jsme si mohli pfedstavit jako
rozhodnuti, zda se na nagi rovinu R? divdme zhora ¢&i zezdola.
Rozdil je pfitom v poradi standardnich bazovych vektorti e; a
e na jednotkové kruZnici.

Stejné postupujeme obecn&. Rikdme, 7e dvé bize u a
v redlného vektorového prostoru V urcuji stejnou orientaci,
jestlize md matice pfechodu mezi nimi kladny determinant.
Formadlnéji vzato, orientaci redlného vektorového prostoru
V tedy rozumime tiidu ekvivalence bazi u vzhledem k ekvi-
valenci, kterou jsme pomoci znaménka determinantu pravé
zavedli. Ekvivalentnim bazim v tomto smyslu také fikdme
souhlasné se zvolenou orientaci.

Pfimo z definice pak vyplyvd, Ze na kaZzdém vektoro-
vém prostoru jsou prav€ dvé orientace. Z kazdé souhlasné
baze ziskdme snadno nesouhlasnou pomoci libovolné matice
pfechodu se zdpornym determinantem.

Vektorovy prostor se zvolenou orientaci nazyvidme orien-
tovany vektorovy prostor.
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Orientovany (bodovy) euklidovsky prostor je euklidov-
sky bodovy prostor, jehoZ zaméfeni je orientované. V dal$im
budeme uvazovat standardni &, spolu s orientaci zadanou
standardn{ baz{ R".

Necht uy, ..., ug, jsou libovolné vektory v zaméfeni
R*, A € &, je libovolny bod. RovnobéZnostén
Pi(Asup,...,ux) C &, jsme definovali jako ptiklad

konvexni mnoZiny

Pe(Asuy, ... oup) ={A+ciuy +-- - +cup; 0 < ¢; < 1},

Jsou-li vektory uy,...,u; nezdvislé, hovofime o k—
rozmérném rovnobéznosténu Pi(A; uy...,uxy) C &E,.
Pro dané vektory uy,...,u; mame k dispozici také

rovnobéznostény mensich dimenzi
Pi(Asur), ..., Pe(Asuy, ...y ug)

v euklidovskych podprostorech A + (u;),...,A +

(r, ..., ug).
Jsou-li uy, ..., u; linedrné zavislé definujeme objem

Vol P, = 0.

Jinak uvaZujeme jako pfi Grammové—Schmidtové ortogonali-
zaci

(Urs ) = (e )® - we) T ).
V tomto rozkladu se u; jednoznaéné vyjadii jako
Up = uy + e

kde ey L (uj,...,ux—1). Absolutni hodnotu objemu rov-
nobé&znosténu definujeme induktivné tak, abychom naplnili
predstavu, Ze jde o soucin objemu ,,zdkladny* a ,,vySky*:

| Vol [P1 (A5 uy) = lurll

| VOl Pr(As uy, ... ug) = llexll| VOl Pr—1(As ur, .oy ug—1).
Je-li uy, ..., u, baze souhlasnd s orientaci V, definujeme
(orientovany) objem rovnobéZnosténu

Vol Pr(A; uy, ..., u,) = | Vol |Pr(A; uy, ..., u,),
v pripad¢ neosuhlasné bize klademe

Vol Pr(A; uy, ..., uy) = —| Vol |Pr(A; uy, ..., uy,).

N NN s

Nésledujici tvrzeni objasiiuje naSe dfivéjsi pozndmky,
7e determinant je v jistém smyslu ndstroj vyjadiujici objem.
Prvni tvrzeni totiZ fika pravé, Ze na k—rozmérném prostoru
dostaneme objem rovnobéZnosténu nataZzeného na k vektorti
tak, Ze jejich soutfadnice (v ortonormdlni bazi) napiSeme do
sloupcti matice a spocteme determinant.

Vyrazu ve druhém tvrzeni se fikd Grammiiv determinant.
Jeho vyhoda je, Ze je zcela nezdvisly na volbé baze a zejména
se s nim proto lépe pracuje v piipad€ k mensiho neZ je dimenze
celého prostoru.

Véta. Necht Q C &, je euklidovsky podprostor a necht
(e1, ..., er) je jeho ortonormalni baze. Pak pro libovolné
vektory uy, ..., u;y € Z(Q) a A € Q plati
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up-er ... Up - €1
(1) Vol Pr(A; uy, ..., u) = det
up-€. ... Ug-E€
upy-uyp ... Up - U

(2) (VolPr(A;uq,..., uk))2 = det

uy-uy ... U - Ug
DUkaz. Matice
up-er ... Up - €1
A=
upy-€, ... Uy - €k
ma ve sloupcich soutfadnice vektorl uy, ..., u; ve zvolené

ortonormdlni bazi. Plati
|A]> = |AJ|A] = |AT||A] = |AT A|
upy-up ... Up - U
= det
uy-ur ... Up - Ug
Vidime tedy, Ze pokud plati (1), plati i (2).
Piimo z definice je neorientovany objem roven soucinu

| VOl Pr(As uy, ..oy ug) = Nlorllllozll - Juell,

kde vi = uy, v, = uy +a%v1,...,vk = uy +ai‘v1 +
cee a’,j_l vg—1 je vysledek Grammova-Schmidtova ortogona-
liza¢niho procesu. Je tedy

vi-uyp 0 ... 0
(Vol P(As uy, ... up))* =det|
0 0 ... v -y
V-V ... Vg - Up
= det
Uyt U ... Vg Uk

Ozna¢me B matici jejiZ sloupce jsou soutfadnice vektort
v, ..., U vVortonormdlni bazi e. ProtoZe vy, ..., v; vznikly
Zuy, ..., U jako obrazy v linedrni transformaci s hornf troja-
helnikovou matici C s jednickami na diagondle, je B = CA a
|B| = |C||A| = |A|. Pak ovem |A|> = | B|*> = | A||A], proto
Vol Py (A; uy, ..., ur) = £|A|. Pfitom pokud jsou vektory

ui, ..., u; zavislé vyjde objem nulovy, pokud jsou nezavislé,
pak znaménko determinantu je kladné praveé kdyZ je baze
uiy, ..., u; kompatibilni s orientaci danou bazi e. O

V geometrické formulaci dostdvidme jako velice diZzity
dtsledek nésledujici tvrzeni:

4.20. Disledek. Pro kaZdé linedrni zobrazeni ¢ : V. — V
euklidovského vektorového prostoru V je det g roven (ori-
entovanému) objemu obrazu rovnobéZnosténu urceného vek-
tory ortonormdlni bdaze. Obecnéji, obraz rovnobéznosténu P
urceného libovolnymi dim V vektory md objem roven det p—
ndasobku piivodniho objemu.
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4.21a

4.21. Vnéjsi a vektorovy soucin vektoru. Predchozi dvahy
tizce souvisi s tzv. vnéj§im tensorovym soucinem vektort.
Nebudeme zachdzet podrobné do této technicky ponékud
nepiehledné oblasti, ale zminime alespoii pfipad vnéjsiho

soucinu n = dim V vektord uy, ..., u, € V.
Nechf (uy, ..., u,;)" jsou soufadna vyjadieni vektorti
uj v néjaké pevné zvolené ortonormdlni bazi V a M nechf
je matice s prvky (u;;). Pak determinant |M| nezédvisi na

volbé béze a jeho hodnotu nazyvadme vnéjsim soucinem vek-

toriiuy, ..., u, aznacime [uy, ..., u,]. Vnéjsi soucin je tedy
pravé orientovany objem piisluSného rovnobézZnosténu, viz
4.19.

Pfimo z definice nyni vyplyvaji uZiteCné vlastnosti
vnéjsiho soucinu
(1) Zobrazeni (uy,...,u,) — [ui,...,u,] je antisymet-

rické n—linedrni zobrazeni. Tzn., Ze je linedrni ve vSech

argumentech a vyména dvou argumentt se vzdy projevi
zménou znaménka vysledku.

(2) Vnéjsi soucin je nulovy pravé, kdyZz jsou vektory
ui,...,u, linearné zavislé

(3) Vektory uy, ..., u, tvofi kladnou bazi pravé, kdyz je je-
jich vné&jsi soucin kladny.

V technickych aplikacich ve R; se Casto pouziva velmi
Uzce souvisejici operace, tzv. vektorovy soucin, ktery dvojici
vektorQ pfifazuje vektor tfeti.

UvaZme obecny euklidovsky vektorovy prostor V di-
menzen > 2avektoryuy,...,u,_; € V.Dosadime-li téchto
n — 1 vektort jako prvnich n — 1 argumentt n—linearnihho
zobrazeni definovaného pomoci determinantu pfi vypoctu
objemu vyse, pak ndm zbude jeden volny argument, tj. li-
nedrni forma na V. ProtoZe vSak mame k dispozici skalarni
soucin, odpovida kazda linedrni forma pravé jednomu vek-
toru. Tento vektor v € V nazveme vektorovy soucin vektort
ui,...,uU,_1,tj. pro kazdy vektor w € V plati

(U, w> = [ula cees Up—1, w]

Znaéime v = u; X ... X Uy_1.

Jsou-li v né€jaké ortonormdlni bdzi soufadnice naSich
vektori v = (yp,..., ), w = (1, ..., x)" au; =
(U, ... uy;)", naSe definice ma vyjadfeni

uip ... Uig-1) X1
YVixy+ - Yy = : :
Uyl ... Unn—-1) Xn-

Odtud je pfimo vidét, Ze vektor v je zaddn jednoznacné a
jeho soufadnice spocteme formdlnim rozvojem tohoto de-
terminantu podle posledniho sloupce. Zaroven jsou piimo
z definice ocekdvatelné nésledujici vlastnosti vektorového
soucdinu:

Véta. Pro vektorovy soucinv = uy X ... X u,_ plati

(]) [ (ul,...,un,l)J‘
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(2) v je nenulovy vektor prave, kdyZ jsou vektoryuy, . .., u,_,
linedrné nezavislé

(3) velikost ||v|| vektorového soucinu je rovna absolutni hod-
noté objemu rovnobéZniku P(0; uy, ..., uy—1)

(4) (uy,...,u,—1,v) je souhlasnd baze orientovaného eukli-
dovského prostoru V.

Dtxkaz. Prvni tvrzeni plyne pfimo z defini¢niho vztahu
pro v, protoZe dosazenim libovolného vektoru u ; za w mdme
nalevo skaldrni soucin v - u; a napravo determinant s dvéma
shodnymi sloupci.

Hodnost matice s n — 1 sloupci u; je ddna maximalni
velikosti nenulového minoru. Minory, které zaddvaji sourad-
nice vektorového soucinu jsou stupné n — 1 a tim je dokdzdno
tvrzeni (2).

Jsou-li vektory uy,...,u,—; zavislé, pak plati i (3).
Nechf jsou tedy nezavislé, v je jejich vektorovy soucin a
zvolme libovolnou ortonormalni bazi (e, ..., e,_1) prostoru
(Ui, ..., uy—1). Zjiz dokdzaného vyplyva, Ze existuje n¢jaky
nasobek (1/a)v, 0 # o € R, takovy, Ze (ey, ..., e, (1/a)v)
je ortonormadlni baze celého V. Soutadnice nasSich vektord v
této bazi jsou

T T
MjZ(MIj,...,u(n_l)j,O) y U=(O,...,0,0[) .
Proto je vnéjsi soucin [uy, ..., u,_1, v] roven (viz. definice

vektorového soucinu)

Ui e Ui(n—1) 0
[ug, ooyt v] = :
Up-1»D1 -+ Un-Dn-1) 0
0 0 o
= (v,v) = o’

Rozvojem determinantu podle posledniho sloupce zdroveni
obdrZzime

a? =a Vol P(O; uy, ..., i 1).
Odtud uz vyplyvaji ob& zbyld tvrzeni véty. U

2. Geometrie kvadratickych forem

V analytické geometrii roviny jsou po piimkéch jako dalsi
nejjednodussi kiivky na fadé tzv. kuZelosecky. Jsou v kartéz-
kych soufadnicich zad4dny kvadratickymi rovnicemi a podle
koeficientli pozndme, zda jde o kruZnici, elipsu, parabolu
nebo hyperbolu, pfipadné jesté mutze jit o dvé pifimky nebo
bod (degenerované piipady).

Uvidime, Ze naSe néstroje umoZni vcelku dcinnou klasifi-
kaci takovychto objektt v libovolnych kone¢nych dimenzich
i praci s nimi.

4.22. Kvadriky v &,. V analogii k rovnicim kuZelosecek v
roving€ za¢neme poznidmkami o objektech v euklidovskych
bodovych prostorech, které jsou v dané ortnonormdalni bazi
zaddny kvadratickymi rovnicemi, hovotime o kvadrikdch.
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Zvolme v &, pevné kartézskou soufadnou soustavu (tj.
bod a ortonormadlni bazi zaméfeni) a uvaZme obecnou kvad-
ratickou rovnici pro soufadnice (xi, ..., x,)” bodi A € &,

n

z ajjxixj + iZaix,- +a=0,

ij=1 i=1
kde bez Gjmy na obecnosti miiZzeme rovnou predpokladat
symetrii a;; = aj;. Tuto rovnici miiZeme zapsat jako f(u) +
g(u)+a = 0 pro kvadratickou formu f (tj. zdZeni symetrické
bilinearni formy F' na dvojice stejnych argumenti), linearn{
formu g a skaldr a € R a predpoklddame Ze alesponi jeden
z koeficientil a;; je nenulovy (jinak by se jednalo o linedrni
rovnici popisujici euklidovsky podprostor).

Zacnéme s kvadratickou ¢asti, tj. bilinedrni symetrickou
formou f : R" x R" — R. Stejn¢ dobie miiZeme pfemyslet
0 obecné symetrické bilinedrni formé na libovolném vektoro-
vém prostoru.

Pro libovolnou bazi na tomto vektorovém prostoru bude
hodnota f(x) na vektoru x = x;e;+- - - +x, e, ddna vztahem

fx)=F(x,x) = Zx,-ij(ei, ej) = xT - A-x
ij

kde A = (a;;) je symetrickd matice s prvky a;; = F(e;, e;).
Takovymto zobrazenim f tikdme kvadratické formy a vyse
uvedeny vzorec pro hodnotu formy s pouZitim zvolenych
soufadnic se nazyva analyticky tvar formy. JestliZe zménime
bazi e; na jinou bédzi e/, .. ., e, dostaneme pro stejny vektor
jiné soufadnice x = S-x’ (zde S je piislusnd matice pfechodu)
a tedy

fO)=E-xNT-A-S-2)=aNT-(sT-A-8)-x.

Predpoklddejme opét, Ze je na naSem vektorovém prostoru za-
dan skalarni soucin. Pfedchozi vypocet pak miiZzeme shrnout
slovy, Ze matice bilinedrni formy F a tedy i kvadratické formy
f se transformuje pfi zméné souradnic zplisobem, ktery pro
ortogondlni zmény souradnic splyva s transformaci matic zob-
razeni (skute¢ng, pak je S~' = S7). Tento vysledek miiZeme
intepretovat také jako ndsledujici pozorovani:

Tvrzeni. Necht'V je redlny vektorovy prostor se skaldrnim
soucinem. Pak vztah

o= F, Fu,u) = (o), u)

zadava bijekci mezi symetrickymi linedrnimi zobrazenimi a
kvadratickymi formamina V.

Dt¢kaz. Skutecné, bilinedrni forma s pevné zadanym
druhym argumentem je linearni formou o, = F( ,u) a
v pritomnosti skaldrnitho soucinu je nutn€ ddna vztahem
a(u)(v) = v - w pro vhodny vektor w. Klademe ¢ (1) = w.
Piimo ze vztahu v soufadnicich vyse pak vyplyva, Ze ¢ je
linedrni zobrazeni s matici A. Je tedy samoadjungované. [

Z tohoto tvrzeni vyplyva okamzity disledek, Ze pro
kaZdou kvadratickou formu f existuje ortonormdlni baze
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zaméteni, ve které md f diagondlni matici (a diagondlni hod-
noty jsou jednoznacné urceny aZ na potadi). Pfedpokladejme
tedy pfimo rovnici ve tvaru

ikixiz + Zn:bixi + b=0.
i=l1 i=1

V dal$im kroku pro soufadnice x; s A; # 0 provedeme
doplnéni do Ctvercd, které ,,pohlti‘ kvadraty i linearni ¢leny
tychz nezndmych (tzv. Lagrangetv algoritmus, kterému se
budeme obecnéji vénovat nize) . Tak nam zlistanou nejvyse
ty nezndmé, pro které byl jejich koeficient u kvadratu nulovy,
a ziskame tvar

n

Z)bi(xi_Pi)z'i‘ Z bj-xj+C=0-
i=1 J spliujici A; =0

To odpovida posunuti po¢atku souradnic o vektor se souradni-
cemi p; a zdroven volbé baze zaméfeni tak, abychom dostali
pozadovany diagondlni tvar v kvadratické ¢asti. Ve vySe odvo-
zeném ztotoZnéni forem s symetrickymi zobrazenimi to zna-
mend, Ze ¢ je diagondlni na ortogonalnim dopliiku svého jadra.
Pokud ndm opravdu zistaly n¢jaké linearni ¢leny, miZeme
upravit ortonormdlni bdzi zaméteni na jadru zobrazeni ¢ tak,
aby odpovidajici linedrni forma byla ndsobkem prvniho prvku
dudlni baze. Umime tedy jiZ dosdhnout vysledného tvaru

k
Zkiyiz + byry1 +¢ =0,

i=1

kde k je hodnost matice kvadratické formy f. Pokud je b # 0,
muiZeme jeSté dal$i zmé&nou pocatku dosdhnout vynulovéani
konstanty ¢ v rovnici.

Celkem si tedy shriime, Ze linedrni ¢len se mize (ale
nemusi) objevit jen pokud je hodnost f mens$ineZn, c € R
muzZe byt nenulové pouze kdyz je b = 0. Vysledné rovnice
nazyvame kanonickymi analytickymi tvary kvadrik.

4.23. Pripad ¢&,. Pro ilustraci pfedchoziho postupu

..........

netrivialni dimenze. Pivodni rovnice ma tvar
2 2 _
anx” +apy  +2apxy+ax +ay+a=0.

Volbou vhodné baze zameéfeni a ndslednym doplnénim
¢tvercli dosdhneme tvaru (opét pouzivame stejného znaceni
X, y pro nové souradnice):

2 2
apnx“+apy +aix+ay+a=0
kde a; mize byt nenulové pouze v piipadé, Ze a;; je nulové.

Poslednim krokem obecného postupu, tj. v dimenzi n = 2 jen
pfipadnou volbou posunuti, dosdhneme pravé jedné z rovnic:
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0=x%/a’>+y?/b*> + 1 prdzdnd mnoZina
0=x2/a’>+y?/b*> — 1 elipsa
0=x2/a’> —y?/b* -1 hyperbola

0= x2/a* —2py parabola

0 = x2/a®> + y*/b? bod

0= x2/a* — y?/b? 2 rtiznobézné piimky
0=x>—a? 2 rovnobézné piimky
0=x? 2 splyvajici primky
0=x>+a? prazdnd mnoZina

Pocatek kartézkych soutadnic je stfedem zkoumané ku-
Zelosecky, nalezend ortonormalni baze zaméfeni zadava smér
poloos, vysledné koeficienty a, b pak ddvaji velikosti poloos
v nedegenerovanych smérech.

4.24. Afinni pohled. V pfedchozich dvou odstavcich jsme
hledali podstatné vlastnosti a standardizované analytické po-
pisy objektli zaddvanych v euklidovskych prostorech kvadra-
tickymi rovnicemi. Hledali jsme pritom co nejjednodussi rov-
nice v mezich danych volnosti vybéru kartézskych souradnic.
Geometrickd formulace naSeho vysledku pak miZe byt takova,
7e pro dva riizné objekty — kvadriky, zadané v obecné rtiznych
kartézskych soutadnicich, existuje euklidovska transformace
na &, (tj. afinni bijektivni zobrazeni zachovavajici velikosti)
tehdy a jen tehdy, pokud vySe uvedeny algoritmus vede na
stejny analyticky tvar, aZ na poradi soufadnic. Navic miZeme
pfi naSem postupu piimo ziskat kartézské souradnice, kterych
jsou naSe objekty ddny vyslednymi kanonickymi tvary, a tim
i explicitni vyjadfeni euklidovské transformace, kterd nase
objekty na sebe pfevadi (jak vime bude vZdy sloZena z operaci
posunuti, otoceni a zrcadleni vii¢i nadroving).

Pochopitelné se mizeme ptat, do jaké miry umime po-
dobnou véc v afinnich prostorech s volnosti vybéru jakékoliv
afinni soufadné soustavy. Napf. v roviné to bude znamenat,
Ze neumime rozlisit kruZnici od elipsy, samozfejmé& bychom
ale méli odlisit hyperbolu a vSechny ostatni typy kuZelosecek.
Hlavné ale splynou mezi sebou vSechny hyperboly atd.

UkézZeme si hlavni rozdil postupu na kvadratickych for-
madch a k zaleZitosti se pak jesté vratime ve tieti Casti této
kapitoly.

Uvazme néjakou kvadratickou formu f na vektorovém
prostoru V a jeji analytické vyjadfeni f(u) = x” Ax vzhle-
dem ke zvolené bazi na V. Pro vektor u = xqu; + - - - + x,u,
pak také zapisujeme formu f ve tvaru

fxi,n) = Zaijxixj,
ij
V pfedchozich odstavcich jsme jiz s vyuZitim skaldrniho
soucinu ukdzali, Ze pro vhodnou bézi bude matice A diago-
ndlni, tj. Ze pro prislusnou symetrickou formu F bude platit
F(ui,uj) = 0pfii # j. KaZdou takovou bazi nazyvame
polarni baze kvadratické formy f. Samoziejmé si pro ta-
kovy tcel miZeme vzdy skaldrni soucin vybrat. DokdZeme
si ale toto tvrzeni znovu bez vyuZiti skalarnich soucinti tak,
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Ze ziskame daleko jednodussi algoritmus na to, jak takovou
poldrni bdzi najit mezi vSemi bazemi. Tim se zdroveni dovime
podstatné informace o afinnich vlastnostech kvadratickych
forem. Nasledujici véta byva v literatuie uvddéna pod ndzvem
Lagrangeiiv algoritmus.

Véta. Necht'V je redlny vektorovy prostor dimenze n, f :
V — R kvadraticka forma. Pak na V existuje poldarni bdze

pro f.

Dtokaz. (1) Nechf A je matice f vbaziu = (uy, ..., u,)
na V a ptredpoklddejme a;; # 0. Pak midZeme psét

2 2
f&x1, oo x) = anxy + 2apxix + - - Fanx; + ...

-1 2, x s
=ay, (anxy +apxy + -+ -+ apx,)” + Cleny neobsahujici x,

Provedeme tedy transformaci soufadnic (tj. zménu baze) tak,
aby v novych soufadnicich bylo

/ / /
X = anx + apxy + - -+ apx,, Xy = X2y o Xy = X

To odpovidad nové bazi (spoctéte si jako cviceni prislusnou
matici pfechodu!)

-1 -1 -1
Vi =day Uy, Vp =uUp —ay anpity, ..., 0% = Uy — a; iyl

a tak jak lze ocekdvat, v nové bazi bude prislu$nd symetrickd
bilinerdni forma spliiovat g(v;, v;) = O pro vSechny i > 0
(ptepoctéte!). M4 tedy f v novych soufadnicich analyticky
tvar al_l]xi2 + h, kde h je kvadratickd forma nezavisld na
proménné x.

Z technickych dtivodd byva lepsi zvolit v nové bazi v; =
uy1, opét dostaneme vyraz f = f; + h, kde fi zavisi pouze na
x|, zatimco v & se x| nevyskytuje. Pfitom pak g(v;, vi) = ay;.

(2) Predpokladejme, Ze po provedeni kroku (1) dostaneme
pro h matici (fidu o jedni¢ku mensiho) s koeficientem u x5>
riznym od nuly. Pak miZeme zopakovat pfesné stejny postup
a ziskdme vyjadieni f = fi + fo + h, kde v h vystupuji
pouze proménné s indexem veétsim nez dvé. Tak mzeme
postupovat tak dlouho, az bud provedeme n — 1 kroki a
ziskdme diagondlni tvar, nebo v feknéme i-tém kroku bude
prvek a;; dosud ziskané matice nulovy.

(3) Nastane-li posledni moZnost, ale pfitom existuje jiny
prvek a;; # 0s j > i, pak staci prehodit i-ty prvek bdze s
Jj-tym a pokracovat podle predeslého postupu.

(4) Pfedpokladejme, Ze jsme narazili na situacia;; =0
pro vSechny j > i. Pokud pfitom neexistuje ani Zadny jiny
prvekajr #0s j > i, k > i, pak jsme jiZ Gpln€ hotovi nebot
jsme jiz dosahli diagondlni matici. Pfedpokladejme, Ze aj; #
0. PouZijeme pak transformaci v; = u; + uy, ostatni vektory
baze ponechdme (tj. x; = x; — x;, ostatni ziistavaji). Pak
h(j,v;) =huj,u;)+h(ug, ug) +2hug, u;) =2a; #0
a mtZeme pokracovat podle postupu v (1). 0

4.25. Afinni klasifikace kvadratickych forem. Po vypoctu
polarni baze Lagrangeovym algoritmem muiZeme jesté vy-
lepsit bazové vektory pomoci ndsobeni skaldrem tak, aby v
prislusném analytickém vyjadieni nasi formy vystupovaly v
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roli koeficientd u kvadratd jednotlivych soufadnic pouze ska-
lary 1, —1 a 0. Nasledujici veta o setrvacnosti ¥ika navic, Ze
pocet jedni¢ek a minus jednicek nezavisi na naSich volbach v
pribéhu algoritmu. Tyto poéty nyzyvame signaturou kvadra-
tické formy. Opét tedy dostdvame tplny popis kvadratickych
forem ve smyslu, Ze dvé takové formy jsou pievoditelnd jedna
na druhou pomoci afinni transformace tehdy a jen tehdy, kdyz
maji stejnou signaturu.

Véta. Pro kaZdou nenulovou kvadratickou formu hodnosti r
na realném vektorovém prostoru V existuje celé Cislo 0 <

p < r ar nezavislych linedarnich forem ¢, ...,¢, € V*
takovych, Ze
F@) = (@1w))’+ - (0, ) = (@pr1()*— - - —( ().

Jinak receno, existuje poldarni bdze, ve které ma f analytické
vyjadreni
2 2 2 2

S, o) =xp4 X, —x, — e — X
Pocet p kladnych diagondlnich koeficientii v matici dané kva-
dratické formy nezavisi na volbé polarni bdze.

Dveé symetrické matice A, B dimenze n jsou maticemi téZe
kvadratické formy v riiznych bazich prave, kdyZ maji stejnou
hodnost a kdyz matice prislusnych forem v polarni bazi maji
stejny pocet kladnych koeficientii.

Dtkaz. Lagrangeovym algoritmem obdrZime
fxy, ..., xy) = Xlxlz—l—- . -—i—)»,xf, A 0, vijisté bdzina V.
Predpokladejme navic, Ze prave prvnich p koeficientl X; je
kladnych. Pak transformace y; = v/A1x1, ..., yp = /Apx,,
Yp+1 = _)\p+1xp+l’ e Y = N TMX Yl =
Xrgls -+ -5 Yn = X, jiZ vede na poZadovany tvar. Formy ¢; pak

jsou préave formy z dudlni bize ve V* k ziskané polarni bazi.
Musime ale jesté ukdzat, Ze p nezdvisi na naSem postupu.
Prepoklddejme, Ze se ndm podafilo najit vyjadieni téZe formy
f v polarnich bazich u, v, tj.

_ 2 2 2 2
J@ ) =xi X, — X =,
2

f(ylaayn)zylz+—|—y§_y§+l__yr

a ozna¢me podprostor generovany prvnimi p vektory prvé
bize P = (uy,...,up),aobdobné Q = (v,41, ..., v,). Pak
prokazdyu € P je f(u) > 0zatimcoprov € Qje f(v) <0.
Nutné tedy plati P N Q = {0} a proto dim P 4+ dim Q < n.
Odtud plyne p + (n — g) < n, tj. p < g. Opacnou volbou
podprostort vSak ziskdme i g < p.

Je tedy p nezdvislé na volbé polarni baze. Pak ov§em pro
dvé matice se stejnou hodnosti a stejnym poctem kladnych
koeficientli v diagondlnim tvaru prislu$né kvadratické formy
ziskdme stejny analyticky tvar. U

Pti diskusi symetrickych zobrazen{ jsme hovoftili o defi-
nitnich a semidefitnich zobrazenich. TatdZ diskuse m4 jasny
smysl i pro symetrické bilinearni formy a kvadratické formy.
Kvadratickou formu f forma na redlném vektorovém prostoru
V nazyvime
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(1) positivné definitni, je-li f(u) > 0 pro vSechny u # 0

(2) positivné semidefinitni, je-1i f(u) > OprovSechnyu € V

(3) megativné definitni, je-li f(u) < O pro vSechny u # 0

(4) negativné semidefinitni, je-li f(u) < 0 pro vSechny u €
14

(5) indefinitni, je-li f(u) > 0a f(v) < 0 pro vhodné u, v €
V.

Stejné ndzvy pouZivdme i pro symetrické redlné matice, jsou-
li maticemi patficnych kvadratickych forem. Signaturou syme-
trické matice pak rozumime signaturu pfislugné kvadratické

formy.

3. Projektivni geometrie

V mnoha elementdrnich textech o analytické geometrii
autori kon¢{ afinnimi a euklidovskymi objekty popsanymi
vyse. Na mnoho praktickych tloh euklidovska nebo afinni
geometrie staci, na jiné bohuzel ale nikoliv.

Tak tfeba pfi zpracovavani obrazu z kamery nejsou za-
chovavany dhly a rovnobéZné piimky se mohou (ale nemusi)
protinat. Dal§im dobrym dtivodem pro hledanf Sir§tho rdmce
geometrickych tloh a tvah je poZadovand robustnost a jedno-
duchost numerickych operaci. Daleko jednodussi jsou totiZ
operace provadéné prostym ndsobenim matic a velice t€Zko
se totiZ od sebe odliSuji malinké dhly od nulovych, proto je
lepsi mit néstroje, které takové odliSeni nevyZaduji.

Zékladni ideou projektivni geometrie je rozsifeni afin-
nich prostori o body v nekone¢nu zpiisobem, ktery bude
dobfe umoZiiovat manipulace s linedrnimi objekty typu bodd,
pfimek, rovin, projekei, apod.

4.26. Projektivni rozsieni afinni roviny. Za¢neme tim
nejjednodussim zajimavym pfipadem, geometrii v roviné.
Jestlize si body roviny A, pfedstavime jako rovinu z = 1
v R3, pak kazdy bod P nasi afinni roviny predstavuje vek-
toru = (x,y,1) € R® atim i jednorozmérny podprostor
(u) C R3. Naopak, skoro kazdy podprostor v R? protind nasi
rovinu v pravé jednom bodé P a jednotlivé vektory takového
podprostoru jsou ddny soufadnicemi (x, y, z) jednoznacné,
a7 na spole¢ny skaldrni ndsobek. Zadny prinik s nasf rovi-
nou nebudou mit pouze podprostory s body o soufadnicich
(x,y,0).

Projektivni rovina P, je mnoZina v§ech jednorozmérnych
podprostorii v R?. Homogenni souradnice bodu P = (x : y :
z) v projektivni rovinég jsou trojice redlnych cisel uréené az
na spole¢ny skaldrni ndsobek a alespoii jedno z nich musi
byt nenulové. Pfimka v projektivni roving je definovédna jako
mnozina jednorozmérnych podprostord (tj. bodta v P5)

Priklad. V afinnim prostoru R? uvazujme dvé ptimky L, :
y—x—1=0al,:y—x+1=0.

Jestlize budeme body pfimek L; a L, chapat jako kone¢né
body v projektivnim prostoru P, budou zjevné jejich homo-
genni soufadnice (x : y : z) spliiovat rovnice

Li:y—x—z=0, Ly:y—x+z=0.
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Podivejme se, jak budou rovnice téchto pfimek vypadat v
soufadnicich v afinni roving, kterd bude ddna jako y = 1. Za
tim tcelem staci dosadit y = 1 do pfedchozich rovnic:

Li:1-x—z=0, Ly:1—x+z=0

Nyni jsou ,,nekonecné* body nasi ptivodni afinni roviny dany
vztahem z = 0 a vidime, Ze naSe pifmky L a L) se pro-
tinaji v bod¢€ (1, 1, 0). To odpovida geometrické predstave,
Ze rovnobézné piimky L, L, v afinni rovin€ se protinaji v
nekonecnu (ato vbodé (1:1:0)).

4.27. Projektivni prostory a transformace. Postup z ro-
viny se pfirozenym zplisobem zobeciiuje na kazdou konecnou
dimenzi. Volbou libovolné afinni nadroviny .4,, ve vektorovém
prostoru R"*!, kterd neprochdzi po¢atkem, miizeme ztotoZnit
body P € A, s jednorozmérnymi podprostory, které tyto
generuji. Zbylé jednorozmérné podprostory vyplni rovinu
rovnobéznou s A, a fikdme jim ,,nekone¢né body* v projek-
tivnim rozsifeni P, afinni roviny A,,. Zjevné je vZdy mnoZina
nekonecnych bodtli v P, projektivnim prostorem dimenze o
jedni¢ku niz§im. Abstraktnéji hovofime o projektivizaci vekto-
rového prostoru: pro libovolny vektorovy prostor V dimenze
n + 1 definujeme

P(V)={P C V; P jejednorozmérny vektorovy podprostor}.

Volbou libovolné bdze u ve V dostdvame tzv. homogenni
souradnice na P(V) tak, ze pro P € P(V) pouZijeme jeho li-
bovolny nenulovy vektor u € V a soufadnice tohoto vektoru v
bazi u. Afinni pfimka m4 tedy ve svém projektivnim rozsiteni
pouze jediny bod (oba konce se ,,potkaji* v nekonecnu a pro-
jektivni pfimka vypad4 jako kruZnice), projektivni rovina ma
projektivni pfimku nekonecnych bodi atd.

Pti zvolenych homogennich soufadnicich je mozné jednu
z jejich hodnot zafixovat na jednicku (tj. vylouc¢ime vSechny
body projektivniho prostoru s touto soufadnici nulovou) a
ziskame tak vloZeni n—rozmérného afinniho prostoru .4, C
P (V). To je presné konstrukce, kterou jsme pouZili v opaéném
sméru v piikladu projektivni roviny.

KaZdé prosté linedrni zobrazeni T : V| — V, mezi vekto-
rovymi prostory samoziejmée zobrazuje jednorozmérné pod-
prostory na jednorozmérné podprostory. Tim vznika zobra-
zeni na projektivizacich 7 : P(Vy) — P(V,). Takovym
zobrazenim fikdme projektivni zobrazeni. Jinak feceno, pro-
jektivni zobrazeni je takové zobrazeni mezi projektivnimi
prostory, Ze v kazdé soustavé homogennich soutadnic na de-
fini¢énim oboru i obrazu je toto zobrazeni zadano nidsobenim
vhodnou matici. Obecnéji, pokud nase pomocné linearni zob-
razeni neni prosté, definuje projektivni zobrazeni pouze mimo
svoje jadro, tj. na bodech, jejichzZ homogenni soufadnice se
nezobrazuji na nulu.

4.28. Perspektivni projekce. Velmi dobfe jsou vyhody pro-
jektivni geometrie vidét na perspektivni projekci R? — R2.

Bod (X, Y, Z) ,reédlného svéta* se promitd na bod (x, y) na
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pramétné takto:

X i
x=—f—, =—f—.
z Y Z

To je nejen nelinedrni formule, ale navic pfi Z malém bude
velice problematickd presnost vypocta.

Pri rozsifeni této transformace na zobrazeni P; — P»
dostavame zobrazeni (X : Y : Z : W) > (x 1y 1 2) =
(=fX:—=fY:Z),tj. popsané prostou linedrni formuli

X —f 0 00 };
vl=(0 -r ool
z o o0 1o |\~

Tento jednoduchy vyraz zadava perspektivni projekci pro
viechny kone¢né body v R®* C P, které dosazujeme jako
vyrazy s W = 1. Navic jsme odstranili problémy s body,
jejichz obraz leZi v nekone¢nu. Skute¢né, je—li Z-ova soufad-
nice skute¢ného bodu scény blizka nule, bude hodnota treti
homogenni{ soufadnice obrazu mit soufadnici blizkou nule, tj.
bude pfedstavovat bod blizky nekonec¢nu.

4.29. Afinni a projektivni transformace. Invertibilni pro-
jektivni zobrazeni projektivniho prostoru P, na sebe odpo-
vidaji v homogennich soufadnicich invertibilnim maticim di-
menze n + 1. Dvé takové matice zadavaji stejnou projektivni
transformaci prave, kdyz se 1isf o konstantni nasobek.
JestliZe si zvolime prvni souradnici jako tu, jejiZ nulovost
urcuje nekonecné body, budou transformace, které zachova-
vaji kone¢né body, ddny maticemi, jejichZ prvni fddek mus{
byt aZ na prvni ¢len nulovy. JestliZze budeme chtit piejit do
afinnich soutadnic kone¢nych bod, tj. zafixujeme si hodnotu
prvni soufadnice na jednicku, musi byt prvni prvek na prvnim
tadku byt také rovny jedné. Matice projektivnich transformaci
zachovdvajicich kone¢né body tedy maji tvar:

1 o --- 0

by an -+ an

bn anl e Apn
kde b = (by,....b,)T € R'a A = (a;j) je inverti-
bilni matice dimenze n. Pisobeni takové matice na vektoru
(1, x1, ..., x,) je pravé obecnd afinni transformace.

4.30. Projektivni klasifikace kvadrik. Zavérem jesté po-
trii nejlépe prostrednictvim projektivnich rozsiteni. Jestlize
popiseme kvadriku v afinnich soufadnicich pomoci obecné
kvadratické rovnice, viz vySe, jejim prepsdnim v homogen-
nich soufadnicich dostaneme vzdy vylu¢né homogenni vy-
raz, jehoZ vSechny ¢leny jsou druhého fadu. Diivod je ten,
Ze pouze takové homogenni vyrazy budou mit pro homo-
genni soufadnice smysl nezdvisle na zvoleném konstantnim
ndsobku soufadnic (xg, xi, ..., x,). Hleddme tedy takovy,
jehoZ ziZenim na afinni soufadnice, tj. dosazenim xy = 1,
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ziskame ptivodni vyraz. To je ale mimofadné jednoduché,
prosté dopiSeme dostatek xy ke vSem vyrazim — Zadny ke
kvadratickym ¢lentim, jedno k linedrnim a xé ke konstantnimu
Clenu.

Ziskame tak dobie definovanou kvadratickou formu na
nasem pomocném vektorovém prostoru R"*!, ale jsme uz
vici libovolné volbé baze klasifikovali. Zkuste si samostatné
prevést tuto klasifikaci do projektivni i afinni podoby. (Hezké
a naro¢né cviCeni na zavér semestru!)
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