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Vidéli jsme uz funkce, jejichz hodnoty byly dany formuli nebo
popisem zmény hodnoty v zavislosti na zménach zavislé proménné.
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popisem zmény hodnoty v zavislosti na zménach zavislé proménné.
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nahodilosti a my se snazime popsat s jakou pravdépodobnosti
nastane ta ¢i ona moznost.

Nejbanalnéjsi priklad: hazeni kostkou s 3esti stranami s oznacenimi
1,2,3,4.5.6.

Matematicky model takového hazeni ,,poctivou’ kostkou
predepisuje, ze kazda ze stran pada stejné Casto.
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Dalsi obvykly pfipad — sledované hodnoty jsou vysledkem né&jaké
nahodilosti a my se snazime popsat s jakou pravdépodobnosti
nastane ta ¢i ona moznost.

Nejbanalnéjsi priklad: hazeni kostkou s 3esti stranami s oznacenimi
1,2,3,4,5,6.

Matematicky model takového hazeni ,,poctivou’ kostkou
predepisuje, ze kazda ze stran pada stejné Casto.

Pro konkrétni kostku je ale jisté, ze skutecné relativni Cetnosti
vysledki nebudou stejné. Z velikého poctu pokusii Ize usoudit na
relativni Cetnosti jednotlivych vysledki hodii a tyto ustanovit jako
pravdépodobnosti v nasem matematickém popisu.

Nicméné pfi sebevétsim poctu pokusti nemiizeme vylouéit moznost,
Ze se nahodou povedla velice nepravdépodobna kombinace vysledkii
a ze se tim nas matematicky model skuteénosti stal (pro tento
konkrétni pfipad) nedobrym.
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V matematice pracujeme s abstraktnim matematickym popisem
pravdépodobnosti. To, do jaké miry je takovy popis adekvatni pro
konkrétni pokusy ¢i jiny problém, je zalezitosti mimo samotnou
matematiku (ta ale umi pomoci).
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V matematice pracujeme s abstraktnim matematickym popisem
pravdépodobnosti. To, do jaké miry je takovy popis adekvatni pro
konkrétni pokusy ¢i jiny problém, je zalezitosti mimo samotnou
matematiku (ta ale umi pomoci).

Vratime se k tomuto tématu, ale az na konci étvrtého semestru v
matematické statistice! Jde o teorii umozhujici posoudit, do jaké
miry lze ocekavat, Ze vybrany model je ve shodé s realitou. K jejimu
studiu bude jiz potfebny dosti rozsahly matematicky aparat.
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Budeme pracovat s neprazdnou pevné zvolenou mnozinou 2 viech
moznych vysledkii, kterou nazyvame zakladni prostor.
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Definition (Nahodné jevy)

Budeme pracovat s neprazdnou pevné zvolenou mnozinou 2 viech
moznych vysledkii, kterou nazyvame zakladni prostor.
Pro jednoduchost bude pro nas Q kone¢na mnozina s prvky
w1, ...,w,, pfedstavujicimi jednotlivé mozné vysledky.
Kazda podmnozina A C Q predstavuje mozny jev.
Systém podmnozin A zakladniho prostoru se nazyva jevové pole,
jestlize
o Q € A, tj. zakladni prostor, je jevem,
o je-li A, B € A, pak A\ B € A, tj. pro kazdé dva jevy je jevem i
jejich mnozinovy rozdil,
@ jsou-li A,B € A, pak AU B € A, tj. pro kazdé dva jevy je
jevem i jejich sjednoceni.
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Jevové pole je tedy systém podmnozin (konecného) zakladniho
prostoru uzavieny na priiniky, sjednoceni a rozdily. Jednotlivé
mnoziny A € A nazyvame nahodné jevy (vzhledem k A).
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Jevové pole je tedy systém podmnozin (konecného) zakladniho
prostoru uzavieny na priiniky, sjednoceni a rozdily. Jednotlivé
mnoziny A € A nazyvame nahodné jevy (vzhledem k A).

o Komplement A° = Q\ A jevu A je jevem, ktery nazyvame
opacny jev k jevu A.

@ Prinik dvou jevil opét jevem, protoze pro kazdé dvé
podmnoziny A, B C Q plati

A\ (Q\ B)=AnNB.

Pro nase hazeni kostkou je Q = {1,2,3,4,5,6} a jevové pole je
tvoreno vsemi podmnozinami. Napf. ndhodny jev {1,3,5} pak
interpretujeme jako ,,padne liché Cislo".
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o cely zakladni prostor € se nazyva jisty jev, prazdna
podmnozina () € A se nazyva nemozny jev,
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Terminologie pfipomina souvislosti s popisem skuteénych modeli:

o cely zakladni prostor € se nazyva jisty jev, prazdna
podmnozina () € A se nazyva nemozny jev,

@ jednoprvkové podmnoziny {w} € Q se nazyvaji elementarni
jevy,

@ spolecné nastoupeni jevi A;, i € I, odpovida jevu N;c,A;,
nastoupeni alespon jednoho z jevii A;, i € I, odpovida jevu
UielAj,

e A, B € A jsou neslucitelné jevy, je-li AN B =0,

@ jev A ma za dusledek jev B, kdyz A C B,

o je-li Ae A, pak se jev B =Q\ A nazyva opacny jev k jevu
A, piseme B = A°.
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Definition (Pravdépodobnost)

Pravdepodobnostni prostor je jevové pole A podmnozin
(konecného) zakladniho prostoru €2, na kterém je definovana
skalarni funkce P : A — R s nasledujicimi vlastnosti:
@ je nezaporna, tj. P(A) > 0 pro viechny jevy A,
e je aditivni, tj. P(AU B) = P(A) + P(B), kdykoliv je
ANB=0aABeA,

@ pravdépodobnost jistého jevu je 1.

Funkci P nazyvame pravdépodobnosti na jevovém poli (€, .4).
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Diisledky
Pro vsechny jevy plati P(A€) =1 — P(A).
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Definition (Pravdépodobnost)

Pravdepodobnostni prostor je jevové pole A podmnozin
(konecného) zakladniho prostoru €2, na kterém je definovana
skalarni funkce P : A — R s nasledujicimi vlastnosti:

@ je nezaporna, tj. P(A) > 0 pro viechny jevy A,

e je aditivni, tj. P(AU B) = P(A) + P(B), kdykoliv je
ANB=0aABEeA,

@ pravdépodobnost jistého jevu je 1.

Funkci P nazyvame pravdépodobnosti na jevovém poli (€, .4).

|

Diisledky

Pro vsechny jevy plati P(A°) =1 — P(A).

Additivnost plati pro jakykoliv koneény pocet neslucitelnych jevi
A CQ, i€l .

P(Uic1 Al) ZP ), kdykolivje AinA; =0,i#j,i,j€l.
i€l
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Definition (Klasicka konecna pravdépodobnost)

Nech Q je kone¢ny zakladni prostor a nech jevové pole A je pravé
systém vsech podmnozin v Q. Klasicka pravdepodobnost je
takovy pravdépodobnostni prostor (£2,.A, P) s pravdépodobnostni

funkci P: A — R,
Al

P(A) = Q

Zjevné takto zadana funkce skute¢né definuje pravdépodobnost.
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budeme pozorovat soucty pfi hodu vice kostkami.



Pravdépodobnost
0000000e00

Jako priklad, jak z hazeni kostkou dostat riizné pravdépodobné jevy,
budeme pozorovat soucty pfi hodu vice kostkami.

Uvazujme takto: pfi hodu jednou kostkou je kazdy vysledek stejné
pravdépodobny s pravdépodobnosti %. Pfi hodu dvémi kostkami je
kazdy predem zvoleny vysledek (a, b), tj. dvojice pfirozenych Cisel
od jedné do Sesti (vCetné poradi), stejné pravdépodobny s
pravdépodobnosti %.
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Jako priklad, jak z hazeni kostkou dostat riizné pravdépodobné jevy,
budeme pozorovat soucty pfi hodu vice kostkami.

Uvazujme takto: pfi hodu jednou kostkou je kazdy vysledek stejné
pravdépodobny s pravdépodobnosti %. Pfi hodu dvémi kostkami je
kazdy predem zvoleny vysledek (a, b), tj. dvojice pfirozenych Cisel
od jedné do Sesti (vCetné poradi), stejné pravdépodobny s
pravdépodobnosti %.

Pokud se budeme ptat po dvou pétkach, je tedy pravdépodobnost
poloviéni nez u dvou riiznych hodnot bez uvedeni poradi. Pro
jednotlivé mozné soucty uvedené v hornim fadku nam vychazi pocet
moznosti v fadku dolnim:

[2|3|4]5]6]7[8]9]10]|11]12]
(1[2[3]4]5]6[5[4[3[2]1]
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Nasledujici véta je promitnutim tzv. kombinatorického principu
inkluze a exkluze do nasi koneéné pravdépodobnosti:

Theorem
Budte Ai,...,Ax € A libovolné jevy na zakladnim prostoru Q s
Jjevovym polem A. Pak plati

k k=1 k
P(UI_ 1 A) = > P(A; > P(AINA)
i=1 i=1 j=i+1
k—2 k-1 k
+ > P(AiNANA)
i=1 j=i+1/l=j+1

+ (-1 P(AL N AN N A).
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Nasledujici véta je promitnutim tzv. kombinatorického principu
inkluze a exkluze do nasi koneéné pravdépodobnosti:

Theorem
Budte Ai,...,Ax € A libovolné jevy na zakladnim prostoru Q s
Jjevovym polem A. Pak plati

\ |
\

k k=1 k
P(UI_ 1 A) = > P(A; > P(AINA)
i=1 i=1 j=i+1
k—2 k-1 k
+ > P(AiNANA)
i=1 j=i+1/l=j+1

+ (-1 P(AL N AN N A).

Jde o dobry priklad matematického tvrzeni, kde nejtézsi je najit
dobrou formulaci a pak se da fici, ze (intuitivné) je tvrzeni ziejmé.
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Princip inkluze a exkluse

Specialnim pripadem predchozi véty je situace, kdy vsechny
kone¢né podmnozniny zakladniho prostoru jsou jevy a vsechny
elementarni jevy maji stejnou pravdépodobnost. Ve formuli z
predchozi véty pak vsechny pravdépodobnosti davaji pravé pocet
prvki prislusnych podmnozin, az na spoleény faktor % kde n je
pocet prvkil zakladniho prostoru. Pak miizeme vycist nasledujici
tvrzeni pro obecnou kone€nou mnozinu M a jeji podmnoziny

A1, ..., Ak. Budeme psat |[M| pro pocet prvkid mnoziny M, tj. pro
mohutnost mnoziny M.

k
M\ (U1 A)| = M +Z((—1)" YA m‘-'mA,-,-»).
j=1

1<ii<--<ij<k

Tomuto tvrzeni o0 mnozinach se fika princip inkluze a exkluze.
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Definition

Nezavislé jevy Uvazme libovolny pravdépodobnostni prostor
(2, A, P) a v ném néjaké jevy Ai, ..., Ax. Rekneme, Ze tyto jevy
jsou stochasticky nezavislé (vzhledem k pravdépodobnosti P),
jestlize pro libovolné z nich vybrané jevy A;,... A;,, 1 <0<k
plati

P(A,‘l ﬂ”-ﬂA,'e) = P(A,‘l) SRR P(A,‘Z).
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A, B spoCtéme

P(ANB) = P(A\B) = P(A)—P(ANB) = P(A)(1-P(B)) = P(A)P(B°)
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Definition

Nezavislé jevy Uvazme libovolny pravdépodobnostni prostor
(2, A, P) a v ném néjaké jevy Ai, ..., Ax. Rekneme, Ze tyto jevy
jsou stochasticky nezavislé (vzhledem k pravdépodobnosti P),
jestlize pro libovolné z nich vybrané jevy A;,... A;,, 1 <0<k
plati

P(A,‘l ﬂ”-ﬂA,'e) = P(A,‘l) SRR P(A,‘Z).

Zjevné je kazdy podsystém stochasticky nezavislych jevil opét
stochasticky nezavisly. Dale si pro dva stochasticky nezavislé jevy
A, B spoCtéme

P(ANB) = P(A\B) = P(A)—P(ANB) = P(A)(1-P(B)) = P(A)P(B°)

Odtud uz snadno dovodime, ze zaménou jednoho nebo vice
stochasticky nezavislych jevil za jejich opaéné jevy obdrzime opét
stochasticky nezavislé jevy.
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oce

Casto se hleda pravdépodobnost, ze nastane alespoit jeden ze
stochasticky nezavislych jevd, tzn. hleddame P(A; U --- U Ay).
Muazeme pak pouzit elementarni vlastnosti mnozinovych operaci,
tzv. de Morganova pravidla,

AlU-“UAk:(Afﬂ"'ﬂAi)C
a dostavame:

P(A1U- - UA) = 1-P(ASN- - NAS) = 1—(1-P(A1)) . .. (1— P(Ay)).
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Podminéna pravdépodobnost
0

Obvyklé je také klast dotazy s dodateénou podminkou. Napt. ,jaka
je pravdépodobnost, ze pfi hodu dvémi kostkami padly dvé pétky,
je-li souCet hodnot deset?". Formalizovat takové potfeby umime
nasledovné.

Definition

Nech H je jev s nenulovou pravdépodobnosti v jevovém poli A v
pravdépodobnostnim prostoru (£, .4, P). Podminéna
pravdepodobnost P(A|H) jevu A € A vzhledem k hypotéze H je
definovana vztahem

P(AN H)

PIAIH) = =55

Jak je vidét pfimo z definice, hypotéza H a jev A jsou nezavislé
tehdy a jen tehdy, je-li P(A) = P(A|H).



Podminéna pravdépodobnost
oce

P¥imo z definice také vyplyva tzv. ,véta o nasobeni
pravdépodobnosti” pro jevy A1, ..., Ak spliujici
P(AL N -1 Ag) > 0;

P(A1 n---N Ak) = P(Al)P(A2|A1) cee P(Ak‘Al Mne--- ﬂAk_]_).
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P¥imo z definice také vyplyva tzv. ,véta o nasobeni
pravdépodobnosti” pro jevy A1, ..., Ak spliujici
P(AL N -1 Ag) > 0;

P(A1 n---N Ak) = P(Al)P(A2|A1) cee P(Ak‘Al Mne--- ﬂAk_]_).

Skutecné, dle predpokladu jsou i pravdépodobnosti viech priniki,
které jsou brany ve vyrazu za hypotézy, nenulové. Pokracenim
Citatelti a jmenovateldl ziskame i napravo pravé pravdépodobnost
jevu odpovidajiciho priiniku viech uvazovanych jevi.
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Plan prednaky
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V praktickych problémech se Casto setkavame s daleko slozité&jsimi
modely, kde zakladni prostor neni kone¢nou mnozinou. Nemame
momentalné k dispozici ani zakladni nastroje pro dostatecné
zobecnéni pojmu pravdépodobnosti, nicméné miizeme uvést alespon
jednoduchou ilustraci.



Geometricka pravdépodobnost
®00

V praktickych problémech se Casto setkavame s daleko slozité&jsimi
modely, kde zakladni prostor neni kone¢nou mnozinou. Nemame
momentalné k dispozici ani zakladni nastroje pro dostatecné
zobecnéni pojmu pravdépodobnosti, nicméné mazeme uvést alespon
jednoduchou ilustraci.

Uvazme rovinu R? dvojic realnych ¢isel a v ni podmnozinu Q se
znamym obsahem vol  (symbol ,,vol" od anglického ,,volume”, tj.
obsah/objem). Prikladem mize slouzit tfeba jednotkovy Ctverec.
Nahodné jevy budou reprezentovany podmnozinami A C Q za
jevové pole A bereme systém podmnozin, u kterych umime urcit
jejich obsah. Treba vSechna koneéna sjednoceni trojihelnik.
Nastoupeni nebo nenastoupeni jevu je dano vybérem bodu v Q,
kterym se trefime nebo netrefime do mnoziny reprezentujici jev A.
Podobné jako u klasické pravdépodobnosti pak definujeme
pravdépodobnostni funkci P : A — R vztahem

vol A
(4) = vol Q°
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Uvazme jako pfiklad problém, kdy ndhodné vyberem dvé hodnoty
a < b v intervalu (0,1) C R. V3echny hodnoty a i b jsou stejné
pravdépodobné a otazka zni ,jaka je pravdépodobnost, Ze interval
(a, b) bude mit velikost alespon jedna polovina?".
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Uvazme jako pfiklad problém, kdy ndhodné vyberem dvé hodnoty

a < b v intervalu (0,1) C R. V3echny hodnoty a i b jsou stejné
pravdépodobné a otazka zni ,jaka je pravdépodobnost, Ze interval
(a, b) bude mit velikost alespon jedna polovina?".

Odpovéd je docela jednoducha: volba ¢isel a, b je volbou
libovolného bodu (a, b) ve vnitrku trojahelniku € s hrani¢nimi
vrcholy [0,0], [0, 1], [1,1] (nacrtnéte si obrazek!). Potfebujeme znat
plochu podmnoziny, ktera odpovida bodtim s b > a + % tj. vnitiku
trojahelniku A ohranigeného vrcholy [0, 3], [0, 1], [%, 1]. Evidentn&

dostavame P(A) = 1.
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Uvazme jako pfiklad problém, kdy ndhodné vyberem dvé hodnoty

a < b v intervalu (0,1) C R. V3echny hodnoty a i b jsou stejné
pravdépodobné a otazka zni ,jaka je pravdépodobnost, Ze interval
(a, b) bude mit velikost alespon jedna polovina?".

Odpovéd je docela jednoducha: volba ¢isel a, b je volbou
libovolného bodu (a, b) ve vnitrku trojahelniku € s hrani¢nimi
vrcholy [0,0], [0, 1], [1,1] (nacrtnéte si obrazek!). Potfebujeme znat
plochu podmnoziny, ktera odpovida bodtim s b > a + % tj. vnitiku
trojahelniku A ohranigeného vrcholy [0, 3], [0, 1], [%, 1]. Evidentn&
dostavame P(A) = 1.
Zkuste si samostatné odpovédét na otazku ,,pro jakou pozadovanou
minimalni délku intervalu (a, b) dostaneme pravdépodobnost jedna
polovina?".
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Jednou z Gcinnych vypocetnich metod pribliznych hodnot je naopak
simulace znamé takovéto pravdépodobnosti pomoci relativni
Cetnosti nastoupeni vhodné zvoleného jevu. Napf. znama formule
pro obsah kruhu o daném poloméru ika, ze obsah jednotkového
kruhu je roven pravé konstanté w = 3,1415..., kterad vyjadfuje
pomér obsahu a ¢tverce poloméru. Pokud zvolime za Q jednotkovy
Ctverec a za A prinik Q a jednotkového kruhu se stfedem v
pocatku, pak vol A = %ﬂ'. Mame-li tedy spolehlivy generator
nahodnych &isel mezi nulou a jednickou a pocitame relativni
Cetnosti, jak Casto bude vzdalenost vygenerované dvojice (a, b)
mensi nez jedna, tj. Va2 + b? < 1, pak vysledek bude pri velkém
poctu pokusi s velikou jistotou dobfe aproximovat Eislo %77.
Numerickym postupiim zalozenym na tomto principu se fika
metody Monte Carlo.
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