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Afinni rovina a vektorovy prostor R?

Na konci minulé prednasky jsme intuitivné pouzivali elementarni
pojmy z geometrie realné roviny. Budeme ted podrobnéji zkoumat
jak se vyporadavat s potfebou popisovat ,,polohu v roviné", resp.
davat do souvislosti polohy riiznych bodi roviny.

Zkusme si mnozinu A = R? predstavit z pohledu pozorovatele,
ktery sedi v nékterém pevné zvoleném misté (miizeme mu fikat
treba bod O = (x0, yo) € R?). Predpokladejme, Ze ji vnima jako
nekone¢nou desku bez jakychkoliv zvolenych méfitek a popisii a vi,
co to znamena posunout se v libovolném nasobku néjakého sméru.
Takoveé roviné budeme fikat ,,afinni rovina".
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Aby pozorovatel mohl vidét kolem sebe ,,dvojice redlnych Cisel”,
musi si vybrat néjaky bod Ej, kterému fekne ,,bod [1,0]" a jiny bod
E,, kterému zacne fikat ,,bod [0, 1]".

Do vsech ostatnich se pak dostane tak, ze poskodi , a—krat ve
sméru [1,0]", pak , b—krat ve sméru [0, 1]" a takovému bodu bude
fikat ,,bod [a, b]"“. Pokud to bude délat obvyklym zptsobem,
nebude vysledek zaviset na poradi, tzn. miize také napred jit b—krat
ve sméru [0, 1] a pak teprve v tom druhém.

To, co jsme popsali, se nazyva volba (afinniho) souradného
systému v rovine, bod O je jeho pocatkem, posunuti £ — O
ztotoznujeme s dvojici [1,0], podobné u E; a obecné kazdy bod P
roviny je ztotoznén s dvojici Cisel [a, b] = P — O.

Vsimnéme si, ze zaroven volbou pevného pocatku O jsou
ztotoznény jednotlivé body P roviny se sméry posuvu v =P — O a
Ze véechny takové posuvy umime skladat (budeme fikat ,scitat”) a
také jednotlivé sméry nasobit v poméru kazdého realného &isla
(budeme fikat ,,nasobit skalarem™).
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Primky v roviné

Nase operace scitani bodi v roviné a jejich nasobeni skalary spliuji
hodné vlastnosti skalarii. Budeme misto o smérech posuvu mluvit o
vektorech a od bodi je budeme rozlisovat tim, Ze budou dany
dvojicemi soufadnic v kulatych zavorkach misto hranatych.

Kdyz se nas pozorovatel umi posouvat o libovolny nasobek pevného
vektoru, pak takeé vi, co je to primka. Je to podmnozina p C Av
roviné takova, ze existuji bod O a vektor v takové, ze

p={PcA P-0O=t-v, teR}.

Popisme si P = P(t) € p ve zvolenych soufadnicich s volbou

v =(a,p):

x(t)=xo+a-t, y(t)=y+p8-t
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Jednoduchym vypoctem dostaneme (vyloucime t z parametrického
vyjadreni pro x a y, kdyz pro urcitost pfedpokladame, ze tfeba
a#0)

—Bx + ay + (Bx0 — ayo) = 0.

To je obecna rovnice pfimky
ax + by = c,

se znamym vztahem dvojice Cisel (a, b) a vektoru v = («, )
aa+ b3 = 0.

Vyraz nalevo v rovnici pfimky mizeme vidét jako skalarni funkci F
zavislou na bodech v roviné a s hodnotami v R, samu rovnici pak
jako pozadavek na jeji hodnotu.

Vektor (a, b) je smérem, ve kterém F nejrychleji roste. Proto bude
smér kolmy na (a, b) pravé smérem, ve kterém ziistava nase funkce
F konstantni. Hodnota ¢ pak urcuje, ktera z pfimek se ,,zvolenym
smérem” to bude.
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Méjme dvé pfimky p a g a ptejme se po jejich priniku pN g. Ten
bude popsan jako bod, spliujici ob& rovnice pfimek naraz. Pisme je
takto

ax+ by =r

cx +dy =s.

Opét miazeme levou stranu vnimat jako pfifazeni, které kazdé
dvojici soufadnic [x(P), y(P)] bodi v roviné pfifadi vektor hodnot
dvou skalarnich funkci F; a Fo.

Mtizeme tedy naSe rovnice napsat jako jediny vztah F(v) = w, kde
F je prirazeni, které vektor v popisujici polohu obecného bodu v
roviné zobrazi na vektor zadany levou stranou rovnic, a
pozadujeme, aby se toto zobrazeni strefilo do pfedem zadaného
vektoru w = (r,s).
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Prifazeni F, se kterym jsme pracovali pfi popisu priniku pfimek,
zjevné respektuje operace sCitani a nasobeni s vektory a skalary:

Fla-v+b-w)=a-F(v)+b-F(w)

pro vechny a, b € R, v, w € R2. Rikame, ze F je linearni
zobrazeni z R? do R?, a piseme F : R> — R2. Obdobnég, v rovnici
pro pfimku 3lo o linearni zobrazeni F : R> — R a jeho predepsanou
hodnotu c.

Struéné budeme zapisovat takova zobrazeni pomoci matic a jejich
nasobeni, které definujeme takto:

A= (5= ()
=2 9)0)-(ra)
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Podobné, mtizeme misto vektoru v zprava nasobit jinou matici B
stejného rozméru jako je A. Prosté aplikujeme predchozi formule po
jednotlivych sloupcich matice B a obrdrzime jako vysledek opét
matice.

Snadno ovéfime tzv. asociativitu nasobeni:

(A-B)-C=A-(B-C).

Stejné snadno je vidét i distributivita A- (B+ C)=A-B+ A- C,
neplati vsak komutativita a existuji ,,délitelé nuly”. Napf.

o) G D)=(o) (02) ()=o)
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Body v roviné jsou tedy obecné vzory hodnot linearnich zobrazeni F
roviny do roviny, pfimky jsou obecné vzory hodnot linearnich
zobrazeni z roviny do realné prfimky R. Samoziejmé, ve zvlastnich
situacich tomu tak byt nemusi. Tak tfeba priinikem dvou stejnych
pfimek je opét sama pfimka (a vzorem vhodné hodnoty pro takové
linearni zobrazeni bude cela pfimka), nulové zobrazeni ma za vzor
nuly celou rovinu, priinik dvou rovnobéznych primek je prazdny.
Pozname to pomoci vztahu

ad —bc=0

tj. vyjadreni, kdy jsou nalevo v rovnicich pfimek stejné vyrazy az na
skalarni nasobek. V takovém pripadé bud nebude v priiniku zadny
bod (rovnobézné razné pfimky) nebo tam budou vsechny body
primky (stejné primky).
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Vyrazu ad — bc = 0 fikdme determinant matice A a piseme pro
néj det A = ad — bc, pripadné

a b
det A = c d

’:ad—bc.

Jestlize k vysledku linearniho zobrazeni jesté dovolime pricist pevny
vektor T = (w, z), tj. naSe zobrazeni bude

L (X) AT = <ax+by—i—w)7
y cx+dy+z
mame popsana pravé viechna tzv. afinni zobrazeni roviny do
sebe. Znamymi priklady jsou vsechny afinni podobnosti. Linearni

zobrazeni pak odpovidaji tém afinnim zobrazenim, které
zachovavaji pevny bod O.
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Pfidejme nyni schopnost naseho pozorovatele vidét vzdalenosti.
Okamzité pak miizeme definovat pojmy jako jsou dhel a otoceni v
roviné.

Jednoduse si to miizeme predstavit takto: rozhodne se o néjakych
bodech E; a E», Ze jsou od néj ve vzdalenosti jedna, a zaroven si
fekne, ze jsou na sebe kolmé. Vzdalenosti ve smérech soufadnych
os pak jsou dany pfislusnym pomérem, obecné pouziva Euklidovu
vétu. Odtud vyjde znamy vzorec pro velikost vektoru v = (a, b)

Iv]| = /a2 + b2,

Jiny mozny postup by byl, kdyby pozorovatel vysel z pojmu
vzdalenost (a védél co znamena , kolmy" tfeba diky Euklidové
vété), zvolil prvni z vektord velikosti jedna, zvolil si orientaci (tfeba
proti sméru hodinovych rucicek) a vybral jednotkovy kolmy smér
(ten jednoznaéné urdi tfeba z pozadavku platnosti Euklidovy véty
pomoci pravouhlého trojahelniku se stranami o velikostech 3, 4 a 5).
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Uhel ¢ dvou vektorii v, w vyjadfujeme pomoci funkce cos ¢, ktera
je dana hodnotou realné prvni soufadnice jednotkového vektoru,
jehoz thel s vektorem (1,0) je . Zjevné je pak druha souradnice
takového vektoru dana realnou hodnotou 0 < sin¢ < 1 spliujici
(cosp)? + (sinp)? = 1.

Obecné pak pro dva vektory v a w popisujeme jejich thel pomoci
souradnic v = (x(v), y(v)), w = (x(w), y(w)) takto:

x(v) - x(w) +y(v) - y(w)
VI - [lwll

cosp =



Euklidovska rovina
0O®000000000

Prikladem linearniho zobrazeni, které zachovava velikosti, je rotace
o pfedem dany thel ¢. Je dana formuli s matici Ry:

_(x _[cosy —sing) [x
V= <y> = Ry V_<sin1/J cosd)) <y>
Aplikaci na jednotkovy vektor (1,0) dostavame skutecné pravé
ocekavany vysledek (cos,sin)).
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Rotaci kolem jiného bodu P = O + w, snadno napiseme formuli s
pomoci translaci:

<;>:Vb—>v—wv—>R¢-(v—W)
= Ry (v—w)+w

_ (cosz/)(x —x(w)) —siny(y — y(w
siny(x — x(w)) + cos(y — y(w

5\/
_|_
=
S
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Dalsim prikladem je tzv. zrcadleni vzhledem k primce. Opét nam
bude stacit popsat zrcadleni vzhledem k pfimkam prochazejicim
pocatkem O a ostatni se z nich odvodi pomoci translaci. Hledame
matici Zy zrcadleni vzhledem k pfimce s jednotkovym smérovym
vektorem v svirajicim ahel ¢ s vektorem (1,0). Napr.

10
%=(o 5)

a obecné miizeme psat (otocime do ,,nulové” polohy, odzrcadlime a
vratime zpét)
Zy=Ry-Zo-R_y.
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Diky asociativité nasobeni matic spocteme:

R, — cosy —siny 1 0 cosy  siny
v~ \singy cosyp )] \0 —1) \—siny cosy

cos Y —sinw) _<cosq/) sinzb)

siny  cosvy —siny cosy

<c052¢ —sin’ ¢ 2sin 1 cos v )

2sin¢cost)  —(cos? 1) — sin 1))

cos2y  sin2y
sin2¢) —cos2y /)’



Povsimnéme si také, ze
7 .7 cos2tp  sin2¢ \ (1 0 _ (cos2y —sin2y
V0T \sin2yp —cos2y) \0 —1) " \sin2y cos2y )

To Ize zformulovat jako

Otoceni o uhel ¢ obdrzime naslednym provedenim dvou zrcadleni
vzhledem ke smériim, které spolu sviraji dhel %1/1.

Pokud umime odiivodnit pfedchozi tvrzeni ryze geometrickou
avahou (zkuste), dokazali jsme pravé standardni formule pro
goniometrické funkce dvojnasobného ahlu.
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Hlubsi je nasledujici rekapitulace pfedchozich Gvah:

Theorem

Linearni zobrazeni euklidovské roviny je slozeno ze zrcadleni prave,
kdyz je dano matici R splnujici

R:<i 3), ab+ced=0, a+c*=b+d*>=1.

To nastane praveé, kdyz toto zobrazeni zachovava velikosti.
Otocenim je pritom pravé tehdy, kdyz je determinant matice R
roven jedné, coz odpovida sudému poctu zrcadleni. Pri lichém
poctu zdrcadleni je determinant roven —1.
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Obsah trojuhelnika

Zavérem naseho malého vyletu do geometrie se zaméfme na pojem
obsah. Trojuhelnik je vymezen dvojici vektort v a w, které prilozeny
do pocatku O zadaji zbylé dva vrcholy. Chtéli bychom tedy najit
formuli (skalarni funkei vol), ktera dvéma vektoriim priradi €islo
rovné obsahu vol A(v, w) takto definovaného trojahelniku A(v, w).
Ze zadani je vidét, ze by mélo platit

vol A(v + v/, w) = vol A(v, w) + vol A(V/, w)

vol A(av, w) = avol A(v, w)
a pridejme pozadavek
vol A(v, w) = —vol A(w, v),

ktery odpovida predstavé, ze opatfime plochu znaménkem podle
toho, v jakém poradi bereme vektory.
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Pokud vektory v a w napiseme do sloupcii matice A, pak
A= (v,w)— detA

spliuje vechny tfi nase pozadavky. Kolik takovych zobrazeni ale
maze byt?

Kazdy vektor umime vyjadfit pomoci dvou soufadnych vektori
v=(1,0) a w = (0,1) a evidentné tedy kazda moznost pro vol A
je jednoznaéné uréena uz vycislenim na této jediné dvojici
argumentd (v, w). Jsou si tedy vsechny moznosti rovny az na
skalarni nasobek. Ten umime urcit pozadavkem

1
vol A((1,0),(1,0)) = >
tj. volime orientaci a méritko.

Vidime tedy, ze determinant zadava plochu rovnobéznosténu
urceného sloupci matice A (a plocha trojahelniku je tedy polovicni).
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Predchozi popis hodnot pro orientovany objem nam dava do rukou
elegantni nastroj pro urCovani viditelnosti orientovanych tsecek.
Orientovanou Gseckou rozumime dva body v roviné R? s uréenim
pofadim. Mizeme si ji pfedstavovat jako Sipku od prvého k
druhému bodu. Takova orientovana tsecka nam rozdéluje rovinu na
dvé poloroviny, fikejme jim ,levou™ a ,pravou”.

Jestlize uvazujeme obvyklou orientaci ,,proti sméru hodinovych
ruCi¢ek” pro hranici mnohouhelniku, pak pozorovatel nalevo od
orientované Gsecky (tj. uvnitf takového mnohouhelnika) tuto vidi a
naopak pozorovatel napravo ji nevidi. Ma tedy smysl| ptat se, jestli
je orientovana tsecka [A, B] v roviné viditelna z bodu C.
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Spoctéme orientovanou plochu pfislusného trojahelniku zadaného
vektory A— C a B — C. Pokud jsme s bodem C nalevo od tsecky,
pak pfi nasi orientaci bude vektor A — C dfive nez ten druhy a
proto vysledna plocha (tj. hodnota determinantu) bude kladna. To
odpovida situaci, kdy usecku vidime. Naopak, pfi opaéné poloze
bude vysledkem zaporna hodnota determinantu a podle zjistime, Ze
asecku nevidime.

Uvedeny jednoduchy postup je Casto vyuzivan pro testovani polohy
pfi standardnich alohach v 2D grafice.
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