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Definition

Symbolem K budeme nadale znacit néjakou mnozinu skalard.
Prozatim budeme vektorem rozumét usporadanou n-tici skalara,
kde pevné zvolené n € N budeme nazyvat dimenzi.

Séitani vektort definujeme po slozkach (skalary samoziejmé scitat
umime) a nasobeni vektoru u = (ay, ..., a,) skalarem b definujeme
tak, ze kazdy prvek n-tice u vynasobime skalarem b (skalary v K
nasobit umime), tj.

u+v=_(a1,...,an) + (b1,...,by) = (a1 + b1,...,an + bp)
b-u=b-(a1,...,an) =(b-a1,...,b-ap).

Zpravidla jsou skalary z pole, pfipadné komutativniho okruhu.

Pokud jste se jesté nesmifili s abstrakci okruhii a poli, pfemyslujte v
ramci Ciselnych oboril. Potom okruhy skalari zahrnuji i cela ¢isla Z
a viechny zbytkové tfidy, zatimco mezi poli jsou pouze R, Q, C a
zbytkové tridy Z, s prvociselnym k.
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Pro séitani vektorti v K" zjevné plati (KG1)—(KG4) s nulovym
prvkem
0=(0,...,0) e K".

Schvalné zde pouzivame pro nulovy prvek stejny symbol jako pro
nulovy prvek skalari.

Konvence znaceni

Podobné budeme pro scitani a nasobeni pouzivat stale stejny
symbol (plus a bud' te¢ku nebo prosté zfetézeni znakil). Navic
nebudeme pouzivat pro vektory zadné specialni znaceni, a
ponechavame na Ctenari aby udrzoval svoji pozornost premyslenim
o kontextu. Pro skalary ale spise budeme pouzivat pismena ze
zacatku abecedy a pro vektory od konce (prostfedek nam zistane
na indexy proménych, komponent a v souctech).
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Theorem

Pro vsechny vektory v, w € K" a skalary a, b € K plati
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a-(v+w)=a-v+a-w
(a+b)-v=a-v+b-v
a-(b-v)y=(a-b)-v

l-v=v
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Diikaz.

Pro kterékoliv pole skalari K se vlastnosti (V1)—(V4) snadno ovéri
pro kazdy prostor K", protoZze pfi ovéfovani vzdy pouzivime pouze
vlastnosti skalarg. Ol

Budeme takto pracovat napf. s R”, Q", C", (Zx)", n=1,2,3,....
Vsimnéme si také, ze k ovéreni vlastnosti (V1)—(V4) potiebujeme
pro pouzité skalary pouze vlastnosti okruhu. Vlastnost (P) vsak
bude presto podstatna pozdéji.



Matice nad skalary
©000000000

Definition

Matici typu m/n nad skalary K rozumime obdélnikové schéma

dalil dai2 ... din

dni dno coo don
A= . :

dml  dm2 dmn

kde ajj € K pro viechny 1 </ < m, 1 <j < n. Matici As prvky aj;
znacime také A = (aj).

Vektory (aj1, ai2, - .., ain) € K" nazyvame (i—té) radky matice A,
i=1,...,m, vektory (aij, aj,...,am;) € K™ nazyvame (j-té)
sloupce matice A, j=1,...,n.

Matici mizeme také chapat jako zobrazeni
A:A{l....m}yx{Ll,...,n} = K
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Matice typu 1/n nebo n/1 jsou vlastné pravé vektory v K". Obecné
matice Ize vSak chapat jako vektory v K™", prosté zapomeneme na
fadkovani. Zejména tedy je definovano:

Scitani matic a nasobeni matic skalary:
A+ B = (aj + bj),
kde A = (aj), B = (bj),
a-A=(a.aj),

kde A = (aj), a e K.
Dale pak matice
—A=(-aj)

se nazyva matice opacna k matici A.
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Konecné&, matice
0=

se nazyva nulova matice.
Zapomenutim radkovani tak ziskame nasledujici tvrzeni:

Predpisy pro A+ B, a- A, —A, 0 zaddvaji na mnoziné vsech matic
typu m/n operace scitani a nasobeni skalary spliujici axiomy

(V1)~(V4).
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Maticovy zapis systémi linearnich rovnic

Matice Ize vhodné vyuzit pro zapis linearnich rovnic. Uvazme
nasledujici systém m rovnic v n proménnych:

aiixy + apxe + -+ aipXp = Y1

az1Xx1 + axpxp + -+ axpXp = Yo

Am1X1 + am2X2 + -+ ampXn = Ym-

Posloupnost xi, ..., x, Ize chapat jako vektor proménnych, t;j.
sloupec v matici typu n/1, a podobné s hodnotami yi, ..., yn.
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Systém rovnic Ize pak formalné psat ve tvaru A-x =y :

ailr ... ain X1 n

dml ... dmn Xn Yn

Ptivodni rovnice nyni obdrzime tak, ze vzdy bereme radky z A a
séitame souciny odpovidajicich komponent, tj. aj1x; + -+ - + ainXn.
Tim ziskame i-ty prvek vysledného vektoru.

V roving, tj. pro vektory dimenze 2, jsme uz zavedl|i takovyto pocet
a vidéli jsme, ze s nim Ize pracovat velice efektivné. Nyni budeme
postupovat obecnéji a zavedeme i na maticich operace nasobeni.
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Soucin matic

Pro libovolnou matici A = (a;j) typu m/n nad okruhem skalara K a
libovolnou matici B = (bjx) typu n/q nad K definujeme jejich
soucin C = A- B = (ci) jako matici typu m/q s prvky

n
Cik = Zaijbjkr pro libovolné 1 <i<m, 1< k <aq.
Jj=1

Napriklad mame

C)(Ge)-G1d
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Ctvercové matice

U matice typu n/n hovofime o Ctvercové matici. Pocet radki a
sloupcti se nazyva dimenze matice. Matici
1 ... 0
E=(6)=

se fika jednotkova matice.
Na mnoziné &tvercovych matic nad K dimenze n je soucin matic

definovan pro kazdé dvé matice:

Pro libovolny okruh skalarii je na mnoziné vsech Etvercovych matic
dimenze n definovdna operace nasobeni. Splhuje vlastnosti (O1) a
(03) vzhledem k jednotkové matici E = (0;;). Dale spolu se
scitanim matic vyhovuje (0O4). Obecné vsak neplati (02) ani (Ol),
zejména tedy neplati (P).
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PFi diikazu pfedchoziho tvrzeni neni podstatny stejny pocet radki a
sloupcti, kromé samotné existence operace nasobeni pro viechny
dvojice matice. Prislusné vlastnosti proto plati obecnéji:

Nasobeni matic je asociativni a distributivni, tj.
A-(B-C)=(A-B)-C,A-(B+C)=A-B+ A-C, kdykoliv jsou
tato nasobeni definovana. Jednotkova matice je neutrdlnim prvkem
pro nasobeni zleva i zprava.
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[nverzni matice

Se skalary umime pocitat tak, ze z rovnosti a- x = b umime
vyjadiit x = a~! - b, kdykoliv inverze k a existuje. Podobné& bychom
to méli umét s maticemi, mame ale problém, jak poznat, zda
takova inverzni matice existuje, a jak ji spocitat.

Definition

Rikame, ze B je matice inverzni k matici A, kdyz
A-B=B-A=E. Piseme pak B = A™! a je samoziejmé, 7e obé
matice musi mit tutéz dimenzi n. Matici, k niz existuje matice
inverzni, fikame invertibilni matice.

Pokud A=! a B~ existuji, pak existuje i (A-B)~! = B71. A7l Je
totiz (diky pravé dokazané asociativité nasobeni)
(B71-A 1. (AB)=B ! (A1.A.B=FEa
(A-B)- (B '-AY)=A.(B-B1)-Al=FE
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Protoze s maticemi umime pocitat zrovna jako se skalary, jen maji
slozit&jsi chovani, mtizeme formalné snadno Fesit systémy linearnich
rovnic: Jestlize vyjadfime soustavu n rovnic pro n neznamych
soucinem matic

ail - dim X1 n
Arx=| i el N

dml " dmm Xm Ym

a existuje matice inverzni k matici A, pak |ze nasobit zleva A~! a
dostaneme A7l .y = A"1. A. x = E - x = x, tj. hledané reseni.
Naopak rozepsanim podminky A- A~1 = E pro neznamé skalary v
hledané matici A~ dostaneme n systémii linearnich rovnic se
stejnou matici na levé strané a riiznymi vektory napravo.
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Z hlediska feseni systémi rovnic
A-x=b

je jisté pfirozené povazovat za ekvivalentni matice A a vektory b,
které zadavaji systémy rovnic se stejnym feSenim. Uvedeme si
jednoduché manipulace s radky rovnic a stejnym zptisobem pak
miizeme upravovat i vektor napravo. Kdyz se nam podafi vlevo
dostat systém s jednotkovou matici, bude napravo feseni piivodniho
systému.

Takovym operacim fikame radkové elementarni transformace.
Jsou to:
@ zaména dvou radkd

@ vynasobeni vybraného fadku nenulovym skalarem

o pricteni radku k jinému radku.

Je zjevné, ze odpovidajici operace na Grovni rovnic v systému
nemohou zménit mnozinu vsech jeho feseni.
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Sloupcové elementarni transformace matic jsou

@ zaména dvou sloupci

@ vynasobeni vybraného sloupce nenulovym skalarem

@ pricteni sloupce k jinému sloupci,

Tyto operace v3ak nezachovavaji feseni pfislusnych rovnic, protoze
mezi sebou michaji samotné proménné. Pozdé&ji budeme vidét, ze
sloupcové elementarni transformace vedou k feseni téhoz systému
ale v transformovanych soufadnicich.

Systematicky miizeme pouzit elementarni radkové tpravy k
postupné eliminaci proménnych. Postup je algoritmicky a vétsinou
se mu fikd Gausova eliminace proménnych.
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Theorem

Nenulovou matici nad libovolnym okruhem skalari K Ize konecné
mnoha elementarnimi Fadkovymi transformacemi prevést na tzv.
(radkové) schodovity tvar:
o Je-li ajj = 0 a vSechny predchozi prvky na i-tém radku jsou
také nulové, potom a,; = 0 pro vsechna k > i
o je-li ai_1); prvni nenulovy prvek na (i — 1)-nim radku, pak
aj = V.

Matice v fadkové schodovitém tvaru vypada takto

o ... 0 alj cee  vee  we. A@lm
0o ... 0 0 cee A ... A2m
0 ... ... ... ... 0 ajp

a matice muze, ale nemusi, koncit nékolika nulovymi radky.
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K prevodu libovolné matice mizeme pouzit jednoduchy algoritmus:
@ Zaménou radki docilime, ze v prvnim fadku bude v prvnim
nenulovém sloupci nenulovy prvek, necht je to j-ty sloupec.

@ Proi=2,..., vynasobenim prvniho radku prvkem aj;, i-tého
radku prvkem ay; a odectenim vynulujeme prvek aj; na i-tém
radku.

© Opakovanou aplikaci bodt (1) a (2), vzdy pro zbytek fadka a
sloupcti v ziskané matici dospéjeme po koneéném poctu krok
k pozadovanému tvaru.

Uvedeny postup je obvykla eliminace proménnych v systémech
linearnich rovnic. Pro feSeni systémi rovnic ma ale uvedeny postup
rozumny smysl jen, kdyz mezi skalary neexistuji délitelé nuly. Pokud
tvofi skalary pole, pak mazeme navic ze schodovitého tvaru snadno
spocist feseni (pripadné ovérit jeho neexistenci). Rozdily jsou dobre
vidét pfi porovnani tieba K = Z a K = R, pfipadné Z, nebo Zs.
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realizace pomoci elementarnich matic
Vsimnéme si, ze elementarni fadkové (resp. sloupcové)
transformace odpovidaji vynasobenim zleva (resp. zprava)
nasledujicimi maticemi:

@ Prehozeni i-tého a j-tého fadku (resp. sloupce)

1 0
0
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realizace pomoci elementarnich matic

@ Vynasobeni i-tého radku (resp. sloupce) skalarem a:

1




[e]e]ele]ele] lelelele]e)
realizace pomoci elementarnich matic

@ Secteni i-tého radku (resp. sloupce) s j-tym:

1 0
0
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Toto prostinké pozorovani je ve skutecnosti velice podstatné,
protoze soucin invertibilnich matic je invertibilni a viechny
elementarni transformace jsou nad polem skalard invertibilni. Pro
libovolnou matici A tedy dostaneme nasobenim vhodnou invertibilni
matici P = Py --- P; zleva (postupné nasobeni k maticemi zleva)
jeji ekvivalentni radkovy schodovity tvar A’ = P - A.

Jestlize obecné aplikujeme tentyz eliminacni postup na sloupce,
dostaneme z kazdé matice B jeji sloucovy schodovity tvar B’
vynasobenim vhodnou invertibilni matici @ = Q1 - - - Q. Pokud ale
zacneme s matici B = A’ v radkové schodovitém tvaru, eliminuje
takovy postup pouze viechny dosud nenulové prvky mimo
diagonalu matice a zavérem lIze jesté i tyto elementarnimi
operacemi zménit na jednicky. Celkem jsme tedy ovéfili dilezity
vysledek, ke kterému se budeme mnohokrat vracet:
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Pro kazdou matici A typu m/n nad polem skalari K existuji
Ctvercové invertibilni matice P dimenze m a Q dimenze n takové,
Ze matice P - A je v Fadkové schodovitém tvaru a

1 ... 0 ... ... ... 0
0 1 0 0
Pl Q)= 0 01 0 ...0
0 ...0 0 0 ... 0
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Algoritmus pro vypocet inverzni matice

V predchozich tvahach jsme se dostali prakticky k aplnému
algoritmu pro vypocet inverzni matice. Béhem jednoduchého nize
uvedeného postupu bud' zjistime, Ze inverze neexistuje, nebo bude
inverze spoctena. | nadale pracujeme nad polem skalard.
Ekvivalentni Fadkové transformace se ¢tvercovou matici A dimenze
n vedou k matici P’ takové, ze P’ - A bude v fadkové schodovitém
tvaru. Pritom mize (ale nemusi) byt jeden nebo vice poslednich
radkd nulovych. Jestlize ma existovat inverzni matice k A, pak
existuje i inverzni matice k P’ - A. Jestlize vsak je posledni radek v
P - A nulovy, bude nulovy i posledni fadek v P - A- B pro jakoukoliv
matici B dimenze n. Existence takového nulového radku ve
vysledku (Fadkové) Gaussovy eliminace tedy vylucuje existenci A~*.
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Ptedpokladejme nyni, ze A~1 existuje. Podle pfedchoziho,
nalezneme radkové schodovity tvar bez nulového radku, tzn. ze
véechny diagonalni prvky v P’ - A jsou nenulové. Pak ovsem
pokracovanim eliminace od pravého dolniho rohu zpét a
vynormovanim diagonalnich prvki na jednicky ziskame jednotkovou
matici E. Jinymi slovy, najdeme dalsi invertibilni matici P” takovou,
ze pro P = P” . P’ plati P- A = E. V\yménou radkovych a
sloupcovych transformaci Ize za predpokladu existence A~! stejnym
postupem najit @ takovou, ze A- Q@ = E. Odtud

P=P-E=P-(A-Q)=(P-A)-Q=Q.

To ale znamena, ze jsme nalezli hledanou inverzni matici
Al=P=QkA.
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Prakticky tedy miizeme postupovat tak, ze vedle sebe napiseme
ptvodni matici A a jednotkovou matici E, matici A upravujeme
radkovymi elementarnimi Gpravami nejprve na schodovity tvar,
potom tzv. zpétnou eliminaci na diagonalni matici a v té nasobime
radky inverznimi prvky z K. Tytéz Gpravy postupné provadéné s E
vedou pravé k matici P = P” . P’ z predchozich avah, tedy z ni
ziskame pravé hledanou inverzi. Pokud tento algoritmus narazi na
vynulovani celého fadku v pivodni matici, znamena to, Ze matice
inverzni neexistuje.
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V predchozich tvahach a poctech s maticemi jsme stale pracovali
se sCitanim radki nebo sloupcii coby vektori, spolu s jejich
nasobenim skalary. Takové operaci fikame linearni kombinace. V
abstraktnim pojeti se k operacim s vektory vratime pozdéji, bude
ale uzitecné pochopit podstatu uz nyni. Linearni kombinaci radki
(nebo sloupcti) matice A = (aj;) typu m/n rozumime vyraz

aiuj, + - -+ au;,, kde a; jsou skalary, u; = (aj1, ..., ajn) jsou
radky (nebo uj = (ayj, ..., am;) jsou sloupce) matice A.

Jestlize existuje linearni kombinace danych fadki s alespon jednim
nenulovym skalarnim koeficientem, jejimz vysledkem je nulovy
radek, fikame, Ze jsou linearne zavislé. V opacném pripadg, tj.
kdyz jedinou moznost jak ziskat nulovy fadek je vynasobeni
vyhradné nulovymi skalary, jsou linearne nezavislé. Obdobné
definujeme linearné zavislé a nezavislé sloupce matice.



Linearni zavislost
oeo

Predchozi vysledky o Gausové eliminaci mazeme vnimat takovym
zplisobem, Ze pocet vyslednych nenulovych ,schodi” v Fadkové
nebo sloupcové schodovitém tvaru je vzdy roven témuz pfirozenému
Cislu a to poCtu linearné nezavislych radki matice a témuz poctu
linearné nezavislych sloupcti matice. Tomuto ¢islu fikame hodnost
matice, znaCime h(A). Zapamatujme si vysledné tvrzeni:

Necht' A je matice typu m/n nad polem skalari K. Matice A m3
stejny pocet h(A) linarné nezavislych radki a linearné nezavislych
sloupcti. Zejména je hodnost vzdy nejvyse rovna mensimu z
rozmérii matice A.

Algoritmus pro vypocet inverznich matic také fika, ze ¢tvercova
matice A dimenze m ma inverzi pravé, kdyz je jeji hodnost rovna
poctu fadka m.
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reSeni systémi rovnic eliminaci

Jestlize budeme uvazovat matici systému rovnic a pfidame k ni
jesté sloupec pozadovanych hodnot, hovofime o rozsifené matici
systému. Postup, ktery jsme predvedli odpovida postupné eliminaci
proménnych v rovnicich a vyskrtani linearné zavislych rovnic.

@ Pokud nam pfi prechodu na fadkové schodovity tvar ziistane v
rozsifené matici vice nenulovych fadkid nez v matici systému,
pak zadné feSeni nemiiZze existovat.

@ Pokud je hodnost obou matic stejna, pak nam pfi zpétném
dopoctu FeSeni ziistane pravé tolik volnych parametri, kolik je
rozdil mezi poctem proménnych hodnosti.
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