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Literatura

Podminky pro absolvovani predmétu

Dle univerzitnich pravidel maji byt béhem prvnich dvou tydni
semestru presné stanoveny podminky pro absolvovéni kurzu .
Protoze jde v tomto pfipadé o prvni (v jistém smyslu pokusny) béh
vyuky pro novy studijni obor, radi bychom k vyuce pristupovali
velmi osobné. To je mozné i diky malym poctiim studentd.
Béhem semestru budeme jisté psat dvé priibézné pisemky, za nimi
bude nasledovat treti spolecné s iistni zkouskou.

K dispozici budou texty pribézné pripravované ucebnice, podle
které bude pfednasena teoretickd i prakticka ¢ast (pondéli a
¢tvrtek), a studenti by méli byt na ¢tvrtedni cviéeni dobre
pripraveni na aktivni feSeni Gloh a diskusi o textu.

Misto domacich Gloh bychom radi dostavali odezvu na text
(komentére, dotazy, upozornéni na chyby v textu apod.)

Formy spluprace budou jesté upfesnény béhem semestru (po
nékolika tydnech).
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Mivdme (¢asto chorobnou) snahu mit jasno
@ kolik néco je
@ za kolik to je,
@ jak dlouho to je
@ kde presné to je
o ...

a vysledkem takovych Gvah je vétSinou néjaké ,,Cislo”, pfipadné
spousta Cisel.
Budeme ucenéji fikat ,,hodnoty".

Za dislo se pritom povaZuje néco, co umime scitat a nasobit a
spliuje to obvyklé zakonitosti, at uz vsechny nebo jen nékteré.



Nejjednodussi priklady jsou pfirozena Cisla, budeme je znadit
N=1{0,1,2,3,...}
(v informatice brana vcetné nuly, jinde spise ne), a Cisla celd
Z=A.. -1,0,1,2,...}.
Formalné mizeme definovat
0:=0, 1:=4{0}, 2:={0,1},...,n+1:={0,1,...,n}.

Pak Ize snadno formalné definovat scitani a nasobeni celych Cisel,
usporadani, ukazat, ze kazdd podmnozina v N ma nejmensi prvek a
spoustu dalSich vlastnosti o kterych zpravidla uz davno
nepfemyslime a mdme je za samozrejmé.

Budeme navic misto s Cisly manipulovat s pismeny abecedy,
pripadné jinymi znaky, at uZ jejich hodnota je nebo neni predem
zZnama.
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Vlastnosti sc¢itani

Vyjmenujme takto obvyklé vlastnosti, které sCitani a nasobeni Cisel
ma:

(a+b)+c=a+(b+c), pro viechny a, b, c (KG1)
a+ b= b+ a, pro vSechny a, b (KG2)

existuje prvek 0 tak, Ze pro viechny aje a4+ 0=a (KG3)
pro viechny a existuje (—a) tak, ze a-+ (—a) = 0. (KG4)

Vlastnostem (KG1) — (KG4) fikdme vlastnosti komutativni grupy.
Cela ¢&isla Z jsou dobrym prikladem komutativni grupy, pfirozena
Cisla nikoliv, protoze nespliiuji KG4 (a pfipadné neobsahuji nulu
pokud ji do N nezahrnujeme).
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Vlastnosti nasobeni

(a-b)-c=a-(b-c), provsechny a, b, c (01)
a-b=>b-a, pro viechny a, b (02)

existuje prvek 1 takovy, Ze pro vSechny a platil-a=a (03)
a-(b+c)=a-b+a-c, proviechny a, b, c. (04)

Posledni vlastnosti O4 se fika distributivita.

Mnoziny s operacemi +, - a vlastnostmi (KG1)—(KG4), (01)—(04)
se nazyvaji komutativni okruhy. Potfebujeme vSak zpravidla jesté
dalsi béznou vlastnost Cisel:

pro kazdé a # 0 existuje a~ ! tak, 7e plati, a-a ! =1. (P)

Kdyz nase objekty splfiuji navic i (P), hovofime o poli (¢asto také
o komutativnim télese).
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Nékdy se ale setkdme se slabsi dodate¢nou vlastnosti nez je (P).
Napf. okruh celych Cisel Z nespliiuje (P), ale spliuje

a-b=0 = buda=0nebo b=0. (o1

Hovofime o oboru integrity.

Prvky néjaké mnoziny s operacemi + a - spliiujicimi (ne
nutné vSechny) vySe uvedené vlastnosti (tj. komutativni
okruh, obor integrity, pole) budeme nazyvat skalary.

Budeme pro né vesmés uZzivat latinska pismena ze zacatku abecedy.
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Vétsinou hodnoty nezname, misto toho ale néco vime o zavislosti
nasi hodnoty na hodnotach jinych.
Formalné piSeme, Ze hodnota

y = f(x)

nasi ,,zavislé" veli¢iny y je dana ,nezavislou" veli¢inou x.
Pfitom bereme f jen formalné (jenom vime, Ze je definovdna) nebo
operacné (tj. f(x) je dano formuli posklddanou ze zndmych
operaci.
Je-li hodnotou skalar, hovorime o skalarni funkci. Hodnoty mohou
byt také dany pouze priblizné nebo s jistou pravdépodobnosti.
Matematické Gvahy z formalniho popisu nachazi explicitni formule,
které funkce popisuji. Pracujeme s:

@ s presnym a kone¢nym vyrazem

@ s nekonecnym vyrazem

@ s priblizenim nezndmé funkce zndmym odhadem (vétSinou s

vyCislenou moznou chybou)
@ s odhadem hodnot s vycislenim jejich pravdépodobnosti apod.
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Example

(1) Roéni mzda pracovnikl (hodnoty nezavislé velic¢iny jsou
jednotlivi pracovnici x z néjaké mnoziny, f(x) je jejich roéni mzda
za dané obdobi),

(2) mésiéni mzda konkrétniho pracovnika v &ase (nezavislou
hodnotou je ¢as v mésicich, zavislou pfijem).

(3) Plocha obrazce v roviné, objem télesa v prostoru, rychlost
konkrétniho auta v Case atd. Dovedeme si jisté predstavit, ze ve
vsech uvedenych pripadech mize byt hodnota dana néjakou volné
popsanou souvislosti nebo namérena priblizné nebo odhadnuta atd.
(4) Obycejné s¢itani nebo nasobeni pfirozenych Eisel

(5) Dilezitou opera¢né definovou skalarni funkci na pfirozenych
Cislech je faktorial, ktery definujeme vztahy

f(0)=1, f(n+1)=(n+1)-f(n).

Piseme f(n) = n! a definice zjevné znamend nl =n-(n—1)---1.
(To neni prilis efektivni formule pro velka n, lepsi ale tézko hledat.)
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Permutace

Z mnoziny n predmétl vytvarime poradi jejich prvkd.

Pro volbu prvniho prvku je n moznosti, dalsi je volen z n — 1
moznosti atd., az ndm nakonec zbude jediny posledni prvek.
Proto je na dané konec¢né mnoziné S s n prvky pravé n! riiznych
poradi. Hovofime o permutacich prvk( mnoziny S.

JestliZe si predem prvky v S odislujeme, tj. ztotoznime si S s
mnozinou S = {1,...,n} n pfirozenych Cisel, pak permutace
odpovidaji moznym poradim Cisel od jedné do n.

Dokazali jsme tak:

Pocet riiznych poradi na konecné mnoziné s n prvky je dan funkci
faktorial:

f(n) = n!
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Kombinace

Dal$im jednoduchym pfikladem hodnoty urené formuli je pocet
zpusobi, kterymi Ize vybrat k rliznych rozlisitelnych predméti z
mnoziny n predmétd.

Zjevné mame n(n—1)---(n — k + 1) moznych vysledku
postupného vybéru nasich k prvkd, pfitom ale stejnou vyslednou
k-tici dostaneme v k! rliznych poradich.

Dokazali jsme tedy:

Pro pocet kombinaci k-tého stupné z n prvki plati (samoziejmé
Jjek <n)

i i) = <”> _n(n—=1)...(n—k+1) _

k(k—1)...1 (n— k)lk!"

Cislim c¢(n, k) fikdme binomicka cisla.
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Pokud nam ale zalezi i na poradi vybrané k-tice prvki, hovorime o
variaci k-tého stupné. Jak jsme si jiz ovérili:

Pro pocet variaci plati

v(n,k)=n(n—1)---(n—k+1)

pro vsechny 0 < k < n (a nula jinak).

7 vrs

Binomicka Cisla dostala svilj ndzev od tzv. binomického rozvoje:

n

a+b)" = <n> akpnk

(a+b) ;’ P
protoze koeficient u mocniny akb" ¥ je roven pravé poétu
moznosti, jak vybrat k-tici z n zavorek v soucinu.
Vsimnéme si, Ze pro odvozeni jsme potrebovali pouze
distributivitu, komutativnost a asociativitu nasobeni a scitani.
Formule proto plati v kazdém komutativnim okruhu.
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Jako ukdzku, jak vypadd matematicky dikaz si odvodme nékolik
jednoduchych tvrzeni o kombinacnich ¢islech. Definujme (Z) =0,
kdykoliv je bud k < 0 nebo k > n.

Theorem

Pro vsechna prirozend Cisla k a n plati
@ (i) = ("
@ (i) =)+ ()
Q@ >iolk)=2"
Q >i_ok(p) =n2"1.
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Pascalliv trojihelnik

Vsechna kombinacni Cisla si mGzeme sestavit do tzv. Pascalova
trojuhelniku, kde kazdé Cislo obdrzime jako soudet dvou
bezprostredné nad nim lezicich sousedii:

n=0: 0 1 0

n=1: 0 1 1 0

n=2: 0 1 2 1 0
n=3: 0 1 3 3 1 0
n=4: 0 1 4 6 4 1 0
n=>5: 1 5 10 10 5 1

V jednotlivych fadcich mame pravé koeficienty u jednotlivych
mocnin z binomického rozvoje, napf.

(a+ b)® = a° 4 5a*b +10a°b? + 10a°b> + 5ab* + b°.
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Poradi n prvkd, z nichz mezi nékterymi nerozliSujeme, nazyvame
permutace s opakovanim. Necht je mezi n danymi prvky p;
prvkid prvniho druhu, py prvkid druhého druhu, ..., px prvki
k-tého druhu, p1 + p2 + - - - + px = n, potom pocet poradi téchto
prvki s opakovanim budeme znacit P(ps,. .., pk). Zfejmé plati:
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Volny vybér prvkli z n moZnosti, véetné poradi, nazyvame variace
k-tého stupné s opakovanim, jejich pocet budeme znadit

V(n, k). Predpoklddame, ze stale mame pro vybér stejné moznosti,
napf. diky tomu, Ze vybrané prvky pred dalsim vybérem vracime
nebo tfeba hazime porad stejnou kostkou. Zrejmé plati:

V(n, k) = n*.
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Pokud nds vybér zajima bez zohlednéni poradi, hovorime o
kombinacich s opakovanim a pro jejich pocet piseme C(n, k).

Pocet kombinaci s opakovanim k-té tridy z n prvki je pro vSechny
0<kaO<n

C(n k) = (”*:_1).
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V predchozich odstavcich jsme vidéli formule, které zadavaly
hodnotu skalarni funkce definované na pfirozenych cislech
(faktoridl) nebo dvojicich ¢isel (binomicka &isla) pomoci
predchazejicich hodnot. Tomu lze rozumét také tak, ze misto
hodnoty nasi funkce zaddvame jeji zménu pfi odpovidajici zméné
nezavislé proménné. Napfr.

(Z:) B <k11> - (Z)

rika, Ze rozdil poltu moznosti, jak vybrat kK + 1 prvkii z n + 1
moznosti, je vyjadfitelny pomoci (moznd jiz znamé) hodnoty.

Takto se skutecné velice ¢asto postupuje pfi matematické
formulaci modeli, které popisuji redlné systémy v ekonomice,
biologii apod. My si tu povsimneme jen nejednodussiych pripadl a
budeme se k této tématice postupné vracet.
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Obecnou diferencni rovnici prvniho fadu rozumime vyraz
f(n+1) = F(n,f(n)),
kde F je znama skalarni funkce zavisla na dvojicich pfirozenych

Cisel.

Je zfejmé, Ze takovy vztah, spolu s volbou pro 7(0), zadava
jednoznacné celou nekonec¢nou posloupnost hodnot
f(0),f(1),...,f(n),.... Jako priklad mize slouzit defini¢ni
formule pro faktorial, tj.

nl=n-(n-1)!

Vidime, ze skute¢né vztah pro f(n+ 1) zavisi na n i na hodnoté

f(n).
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linearni diferenéni rovnice

Po konstantni zavislosti je nejjednodussi
f(n+1)=a-f(n)+ b,

kde a, b € N. Takovou rovnici umime snadno resit. Je-li b = 0, pak
zjevné

f(n) = a"f(0).

To je napf. vztah pro tzv. Malthusidnsky model populaéniho ristu,
ktery vychdazi z predstavy, Ze za zvoleny Casovy interval vzroste
populace s konstantni imérou a vici predchozimu stavu.

Rovnice s b nenulovym se objevi pfi Groceni (at uz vkladu nebo
pljcky — jde jen o znaménko .. .)
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Obecné pro rovnice prvniho fadu s proménnymi koeficienty plati

Theorem

Obecné reseni diferenéni rovnice prvniho Fadu
f(n+1)=ap-f(n)+ by
s pocatecni podminkou f(0) = yp je ddno vztahem

o (i) £ )»

r=0 \i=r+1
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Corollary

Obecné reseni linedrni diferencni rovnice prvniho radu s
konstantnimi koeficienty a % 1, b a pocdtecni podminkou

f(0) = yo Jje
1-—a"

b.
1—a

f(n)=a"yo +

Dikaz.

Dosazenim konstantnich hodnot za a; a b; do obecné formule
dostavame prvni scitanec okamzité.

Pro vycisleni souctu soucinl v druhém si je tfeba vSimnout, Ze se
jednd o vyrazy (1 +a+---+ a"1)b. Sectenim této geometrické
fady (pfipomefime, 726 1 —a" = (1 —a)(1+a+---+a" 1))
dostaneme pravé pozadovany vysledek. O
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Uvedme si prakticky priklad na Fedeni diferenénich rovnic prvniho
radu:

Mirek si chce koupit nové auto. Auto stoji 300 000 Ké. Mirek by
chtél auto koupit na mésicni splatky. Prodavajici spole¢nost mu
nabizi plj¢ku na koupi auta s roénim Grokem 6%. Mirek bych chtél
auto splatit za tfi roky. Jak vysoka bude mési¢ni splatka?
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