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KONTINGENCNI MATICE

¥ vychazeji z pojmu kontingencni matice (tabulka);

v predpokladejme, Zze hodnoty uvazovanych vektoru patfi do
konecné k-prvkove mnoziny F kategorialnich, nebo
pripadne diskretne kvantitativnich hodnot. Dale
predpokladejme, ze mame vektory x,y LI F ", kde n je jejich
delka a necht A(x,y) = {a;}, i,j U F, je matice o rozmeru
k x Kk, a jeji prvky a; jsou urCeny poctem pripadu, kdy se
hodnota i nachazi na urcité pozici ve vektoru x a soucasne
se na teze pozici nachazi hodnota j ve vektoru y. Matici A
nazyvame kontingencni tabulkou (matici). Pokud je
kontingencni tabulka rozmeru 2 x 2, tj. k = 2, nazyvame |ji
ctyrpolni tabulkou, slouzi ke srovnani dichotomickych
znaku.
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KONTINGENCNI MATICE - PRIKLAD

v predpokladejme, Zze mnozina F obsahuje symboly {0, 1, 2},
tj. k=3 a vektory x ay jsou
M x=(0,1,2,1,2,1)"a

vMy=(1,0,2,1,0, 1), n=6. Potom kontingenéni matice

A(x,y) |e _ _
(X,y) ] 0 1 0

Axy)=|1 2 0
1 0 1

¥ soucet hodnot vSech prvku matice A(x,y) je roven délce n
obou vektoruy, tj. v nasem pfipadé "

Ziau =6

i=0 j=0
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HAMMINGOVA METRIKA

¥ je definovana pocCtem pozic, v nichz se oba
vektory lisi

¥ {j. je dana soucCtem vSech prvku matice A, které
lezi mimo hlavni diagonalu.
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HAMMINGOVA METRIKA

¥ pro k = 2, kdy jsou hodnoty obou vektort binarni, se definicni vztah
Hammingovy vzdalenosti transformuje na

n

Pras (X, Y) = Z(Xi +Yi —2XY;)

i=1
kde treti Clen v zavorce kompenzuje pripad, kdy jsou hodnoty x: iy,
rovny jedné a soucet prvnich Clenu v zavorce je tim padem roven
dvéma, nicméne nastava shoda hodnot, ktera k celkoveé vzdalenosti
nemuze prispét.
v protoze x; a y, nabyvaji hodnot pouze 0 a 1, muzeme také psat
Pras (X,Y) = Z(X? +y; - 2xy,;) = Z(Xi -y,
i=1 i=1

v diky specialnimu pripadu hodnot x; a y, je mozna i nejjednodussi forma

n

Pras (X, Y) = Z‘Xi - Yi‘

i=1
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HAMMINGOVA METRIKA

v v pfipadé bipolarnich vektoru, kdy jednotlivé slozky vektoru

nabyvaji hodnot +1 a -1, je Hammingova vzdalenost

urcena vztahem i
(n - inyij
i=1

2

Phap(X,Y) =
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HAMMINGOVA METRIKA - PRIKLAD 1

UrCete Hammingovu vzdalenost vektoru
Z predchoziho prikladu, 1.

x=(0,1,2,1,2,1)Ta
y=(1,0,2,1,0,1)".
Vzajemnym porovnanim obou vektoru Ize urcit, ze

oba vektory se lisi v prvni, druhé a pate souradnici,
to znamena, ze se oba vektory lisi ve trech pozicich,
coz definuje hodnotu Hammingovy vzdalenosti obou

vektoru, tj .
dHQ(x’y) = 3.
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HAMMINGOVA METRIKA - PRIKLAD 1

UrCete Hammingovu vzdalenost vektoru
Z predchoziho prikladu, {j.

x=(0,1,2,1,2,1)"a 0 1 0
y=(1,0,2,1,0,1). Axy)=|1 2 0
1.0 1

Z kontingencni matice A(X,y) je vzdalenost urCena
souctem vSech prvku matice A(x,y) mimo hlavni
diagonalu.

Tedy d(xy)=a,, +ta,,tag=1+1+1=3.
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HAMMINGOVA METRIKA — PRIKLAD 2

UrCete Hammingovu vzdalenost binarnich vektoru
x=(0,1,1,0,1)"a
y=(1,0,0,0, 1)

Podle definicniho principu je vzdalenost obou
vektoru dana poctem pozic, ve kterych se oba
vektory lisi, 1.

dHQB(xay) = 3.




HAMMINGOVA METRIKA — PRIKLAD 2

UrCete Hammingovu vzdalenost binarnich vektoru
x=(0,1,1,0,1)"a
y=(1,0,0,0, 1)

Pouzijeme-li vztah

dhos(X,Y) = Z(Xi Ty —2XY;) =
i=1
=(0+1-20.1) + (1+0-21.0) + (1+0-21.0) + (0+0 -2.0.0) + (1+1-2.11)

=3.




HAMMINGOVA METRIKA — PRIKLAD 2

UrCete Hammingovu vzdalenost binarnich vektoru
x=(0,1,1,0,1)"a
y=(1,0,0,0, 1)

Podle vztahu

dhas(X,Y) = i(xi - Yi)2 =

=(0-1)*+(1-0°+(1-0)*+(0-0*+(1-1)* =1+1+1+0+0 = 3.




HAMMINGOVA METRIKA — PRIKLAD 2

UrCete Hammingovu vzdalenost binarnich vektoru
x=(0,1,1,0,1)"a
y=(1,0,0,0, 1)

Konecne, podle vztahu

dHQB (an) = Z‘Xi - yi‘ =
i=1

=0 -1 +[1-0|+[1-0[+|0 -0 +[1 -1 =
=1+1+1+0+0 =3.
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HAMMINGOVA METRIKA - PRIKLAD 3

UrCete Hammingovu vzdalenost bipolarnich vektoru

x=(1,1,1,-1,1)7 a
y=(1,-1,1,-1,-1)T.

Podle definicniho principu se oba vektory lisi ve
dvou pozicich, {].

dHQP(x!y) = 2.
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HAMMINGOVA METRIKA - PRIKLAD 3

UrCete Hammingovu vzdalenost bipolarnich vektoru

x=(1,1,1,-1,1)7 a
y=(1,-1,1,-1,-1)T.

Z kontingencni matice, ktera je pro tento pripad
rovna

A(X,y) =

je dygp(X,y) rovna souctu hodnot prvku lezicich
mimo hlavni diagonalu, {j. d,,qp(X,y) = 2.




HAMMINGOVA METRIKA - PRIKLAD 3

UrCete Hammingovu vzdalenost bipolarnich vektoru
x=(1,1,1,-1, 1T a
v=(1,-1,1,-1,-1)".

Pomoci vztahu

i),

dHQP(x’y) — i=21 _

_5=((1. )+ (1. +AD+H(D)(=M) +(1.(-1))

_5-(1-1+1+1-1) _5-1 _ 5
2 2 '




METRIKY PRO URCENI PODOBNOSTI
MEZI DVEMA OBRAZY
S KVALITATIVNIMI PRIZNAKY




v pripady obecne

¥ pripady s dichotomickymi priznaky, pro ktere je
definovana cela rady tzv. asociacnich
koeficientu.

(Asociacni koeficienty az na vyjimky nabyvaji
hodnot z intervalu (0, 1), hodnoty 1 v pripade
shody vektoru, 0 pro pfipad nepodobnosti.)




OBECNE METRIKY

HAMMINGOVA METRIKA
pro nedichotomickeé priznaky

GHQ(x’y) = bmax - pHQ(x’y)'




TANIMOTOVA METRIKA

Predpokladejme, ze mame dvé mnoziny X a Y a ny
Ny a ny.y jsou kardinality (pocCty prvku) mnozin X,
YaXnY.Vtompripade je Tanimotova mira
podobnosti dvou mnozin urCena podle vztahu

f
O-T(X,(Y): XNY .
N, +N, =Ny,

- jinymi slovy, Tanimotova podobnost dvou mnozin
je urCena poctem spole¢nych prvkt obou mnozin
vztazenym k pocCtu vSech rozdilnych prvku.




TANIMOTOVA METRIKA

Pro vypocCet Tanimotovy podobnosti dvou vektoru s
kvalitativnimi priznaky jsou pouzity vSechny pary
slozek srovnavanych vektoru, kromé téch, jejichz
hodnoty jsou obée nulove.

Definujme pro porovnavané vektory x a y hodnoty

k-1 k-1 k-1 k-1

n, = Zzaij a n,= Zzaij
i=1 j=0 =0 j=1
kde k je pocet hodnot souradnic obou vektoru a a;
jsou prvky kontingencni matice A(x,y), tzn. ze n,
resp. n, udava pocet nenulovych polozek vektoru
X, resp.y.

W




TANIMOTOVA METRIKA

Ny

(0,1) (0,2)

..I'_"'h_____

m1p(1aEZa“

\ Lay,|| !
(2, 1} \{2 2) ,r:

k-1 k-1 k-1 k-1
=223  N=223
i=1 j=0 i=0 j=1
(0,0)
k-1 0
- (1,0) E
d; | |
=1 :
k=1 k-1 . (2,0)
nx+ny_ au . __ L
|:1 |:1 nx




TANIMOTOVA METRIKA - PRIKLAD

Urcete hodnoty Tanimotovych podobnosti s;q(X,X), Stq(X,Y) a

Stq(X,2z), jsou-li vektory

x=(0,1,2,1,2,1)"a

y=(1,0,2,1,0, )" a

z=(2,0,0,0,0,2).

Ze zadani je mnozina symbolu F ={0, 1, 2}, k=3, n = 6.
Kontingencni tabulky jsou

1 0 0 0 1 O] 0O 0 1
A(x,x)=10 3 O0Axy)=l1 2 0| A(Xz)=|2 0 1
0 0 2 1 0 1 2 0 0
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TANIMOTOVA METRIKA - PRIKLAD

V prvnim pripade pri maximalni podobnosti jsou
nenulove prvky kontingencni tabulky pouze na

hlavni diagonale, v pripade nejmensi podobnosti
Jjsou naopak na hlavni diagonale jen nulove prvky.

V pripade prvni podobnosti s;4(X,X) je n, =5, ny = 5,

soucet prvku na hlavni diagonale 2a; take 5 a

konecne soucet 22a; opet 5. Hodnota podobnosti

pak po dosazeni je

5

=1.
5+5-95

Sto(X,X) =
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TANIMOTOVA METRIKA - PRIKLAD

Pro podobnost sq(x,y) je n, = 5, n, = 4, soucet prvku na
hlavni diagonale 2a; = 3 a konecne soucet 22a; = 3. Hodnota
podobnosti pak po dosazeni je

3

=0,5.
5+4-3

Sa(X,Y) =

Konecne, pro podobnost s;4(X,z), coz predstavuje srovnani
dvou nejmene podobnych vektoru, je n, =5, n, = 2, soucCet
prvku na hlavni diagonale 2a; = 0 a konecne soucet 22a; = 1.

Hodnota podobnosti pak po dosazeni je

0

Sra(X,2) = 5+2-1




DALSI OBECNE METRIKY

DalSi miry podobnosti vektoru x,y O F " jsou definovany
pomoci ruznych prvku kontingenéni matice A(x,y). Nékteré

Z nich pouzivaji pouze pocet shodnych pozic v obou
vektorech (ovsem s nenulovymi hodnotami), jiné miry
pouzivaji | shodu s nulovymi hodnotami. Prikladem metriky
podobnosti z prvni uvedené kategorie muze byt napr. metrika

definovana vztahem
k-1

k—1 _
2.2 > a,
o,(X,y) = ‘:1n nebo i metrika o,(X,y) = —=!

aOO

Prikladem metriky druhe uvedenée skupiny E
aii

Je napr 03(X,y) — i=

n




ASOCIACNI KOEFICIENTY

X
false/0 |  true/
false/0 D C
X true/1 B A

A. hodnota k-té soufadnice obou vektoru signalizuje, Ze u obou obrazu
sledovany jev nastal (oba odpovidajici si pfiznaky maji hodnotu true, resp.1)
— pozitivni shoda;

B. ve vektoru x;jev nastal (x, = true), zatimco ve vektoru x; nikoliv (x, = false,
resp.0 );

C. uobrazu x;jev nenastal (k-ta souradnice ma hodnotu x, = false), zatimco u
obrazu x; ano (x, = true);

D. sledovany jev nenastal (oba odpovidajici si pfiznaky maji hodnotu false) —
negativni shoda.

Pfi vypoctu podobnosti dvou vektoru sledujeme kolikrat pro vSechny
soufadnice obou vektoru X; a x; nastaly pripady shody Ci neshody -
A+D urcuje celkovy pocet shod B+C celkovy pocet neshod a
A+B+C+D = n, tj. celkovy pocet soufadnic obou vektoru (obrazu).

W
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JACCARDUV - TANIMOTUV
ASOCIACNI KOEFICIENT

A
A+B+C

O,r(Xy) =

coz je diky zjednoduseni i dichotomicka varianta

metriky podle vztahu »

Orq(X,Y) = S

n,+n, - a,

i=1 i=1

Tento vztah se dominantne pouziva v ekologickych

studiich.

W




RUSSELUV — RAOUV ASOCIACNI KOEFICIENT

A
A+B+C+D

je to dichotomicka varianta metriky podle vztahu

O-RR(X’ Y) -

k-1

Zaii

01(X,Y) -




SOKALUV - MICHENERUV ASOCIACNI
KOEFICIENT

A+D
A+B+C+D

Ogu(X,Y) =

je dichotomicka varianta vztahu

K—1

Zaii

03(X,y) = On
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DICEUV (CZEKANOWSKEHO) ASOCIACNI
KOEFICIENT

2A B 2A
2A+B+C (A+B)+(A+C)

Opc(X,Y) =

V pripade Jaccardova a Diceova koeficientu je treba
vyresit (pokud jsou pouzivany v situacich, kdy muze

nastat uplna negativni shoda) jejich hodnotu, kdyz
A = B = C =0. Pak zpravidla predpokladame, ze
0,r(X)y) = opc(xy) = 1.




ROGERSUV - TANIMOTUV ASOCIACNI
KOEFICIENT

A+D A+D

Oor(X,y) = =
XY) = D 12.B+C) (B+C)+(A+B+C+D)

oba posledne uvedene koeficienty zvysuji vyznam
shod v datech — Diceuv koeficient zvySenim vahy
poctu pozitivhich shod v Citateli i jmenovateli,

v druhém pripadée zvysenim vahy pocCtu neshod ve

jmenovateli.




HAMANUV ASOCIACNi KOEFICIENT

A+D-(B+C)
A+B+C+D

Oual(XY) =

nabyva na rozdil od vsech drive uvedenych
koeficientu hodnot z intervalu (-1, 1). Hodnoty -1
nabyva, pokud se priznaky pouze neshoduiji, je
roven nule, kdyz je pocCet shod a neshod v
rovnovaze a +1 v pripade uplneé shody vsech
priznaku.




v1 Z asociacnich koeficientu, které vyjadruji miru
podobnosti, Ize jednoduse odvodit i miry
nepodobnosti (vzdalenosti) pomoci formule

px(an) - 1 - O-X(va) -




Na zaklade Cetnosti A az D Ize pro pfipad binarnich
priznaku vytvaret i zajimavé vztahy pro jiz drive
uvedené miry:

Hammingova metrika p_ (x,y)=B+C;

Euklidova metrika (X, Y) = JB+C:

Pearsonuv korelacni koeficient
AD-B.C
(A+B).(C+D).(A+C).(B+D)

Opc(X,Y) = \/




DETERMINISTICKE METRIKY PRO
URCENI VZDALENOSTI MEZI DVEMA
MNOZINAMI OBRAZU
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PODOBNOST MEZI TRIDAMI

v ,podobnost” jednoho obrazu s vice obrazy jedné
tridy (skupin, mnozin, shluku);

v ,podobnost” obrazu dvou tfid (skupin, mnozin,
shluku);

v zavedeme funkci, ktera ke kazde dvojici skupin
obrazu (G, G) prirazuje Cislo D(G, G), ktere
podobné jako miry podobnosti Ci nepodobnosti
(metriky) jednotlivych obrazu musi splnovat
minimalne podminky:




e
A
ey

7 (S1)
7 (S2)
7 (S3)

“ (S3)

PODOBNOST MEZI TRIDAMI

PODMINKY

DG, ¢)2 0
(¢, ¢) = D(G, )
D(G, G) = max;;D(G, G)

(pro miry podobnosti)

D(C, ¢) = 0 pro vSechna i

(pro miry vzdalenosti)
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METODA NEJBLIZSIHO SOUSEDA

v je-li d libovolna mira nepodobnosti (vzdalenosti)
dvou obrazu a ¢ a ¢ jsou libovolne skupiny

mnoziny obrazl {x}, i=1,...,K, potom metoda

nejblizsiho souseda definuje mezi skupinami ¢ a G

vzdalenost

DNN(Ci ) Ci ) = [(nmlp d(Xp ) Xq )

quCj
Pozn.:

Pri pouziti této metody se mohou vyskytovat v jednom shluku Casto i pomérné

LI A0 4V 4

protahlého tvaru.
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METODA K NEJBLIZSICH SOUSEDU

Je zobecnenim metody nejblizsiho souseda.
Je definovana vztahem

K
DNNk (Cl ) Ci ) - E(nﬂlp Z d(Xp5 Xq )5

quCj

tj. vzdalenost dvou shluku je definovana souctem k
nejkratsich vzdalenosti mezi obrazy dvou skupin

obrazu.

Pozn.:
Pri shlukovani metoda CastecCné potlaCuje generovani retézcovych struktur.
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METODA NEJVZDALENEJSIHO SOUSEDA

¥ opacny princip nez nejblizsi sousedi

DFN (Ci’Ci ) = ngl( d(Xp’ Xq )

quCj
Pozn.:

Generovani protahlych struktur tato metoda potlacuje, naopak vede ke tvorbé
nevelkych kompaktnich shluku.

¥ je mozne i zobecnéni pro vice nejblizSich sousedu

Kk
DFNk (CI ) Ci ) = r)T(]gg( Z d(Xpixq )s

quCj




METODA CENTROIDNI

v vychazi z geometrickeho modelu v euklidovském
n rozmerném prostoru a urcuje vzdalenost dvou
trid jako Ctverec Euklidovy vzdalenosti tezist obou

trid.
je-li teziste tridy definovano jako stredni hodnota z
obrazu patficich do teto tridy, tj.

K
X = Wetr Xrezseos Xn I Xy = Zxrik’ 1=1...,n,
k=1

pak Y
Dc(CC) = pE(xi’Xj)!
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METODA PRUMERNE VAZBY

v vzdalenost dvou tfid ¢ a ¢ je prumerna vzdalenost
mezi vsemi obrazy trid G a ¢. Obsahuje-li shluk G
P obrazu a ¢ Q obrazu, pak jejich vzdalenost je
definovana vztahem

GA(CHC ) = PQ ZZd(Xp,Xq

p=1 g=1

Pozn.:

Metoda Casto vede k podobnym vysledkim jako metoda nejvzdalenégjsiho
souseda.
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WARDOVA METODA

v vzdalenost mezi tridami (shluky) je definovana
prirustkem souctu Ctvercu odchylek mezi tezistém

a obrazy shluku vytvoreného z obou uvazovanych
shluku G a ¢ oproti souctu Ctvercu odchylek mezi

obrazy a tezisti v obou shlucich G a .




WARDOVA METODA

v jsou-li X, a X tézisté tfid G a G a X tézisté
sjednocené mnoziny, pak Wardova vzdalenost
obou shluku je definovana vyrazem

Dy (G, C) = Z Zn:(xik_i)z_

x;UG ey k=1
n . X n B ,
~ ZZ(Xik — X )t ZZ(Xik - X ) |
x; UG k=1 x;0Cj k=1

Pozn.:

Metoda ma tendenci vytvaret shluky zhruba stejné velikosti, tedy
odstranovat shluky male, resp. velké.




WARDOVA METODA




METRIKY PRO URCENI VZDALENOSTI
MEZI DVEMA MNOZINAMI OBRAZU
POUZIVAJICI JEJICH
PRAVDEPODOBNOSTNI
CHARAKTERISTIKY
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NA UVOD

Klasifikacni tfidy (mnoziny obrazu se spoleénymi
charakteristikami) nemusi byt definovany jen vyCtem obrazu,
nybrz vymezenim obecnegjsich vlastnosti - definici hranic
oddelujicich Cast obrazoveho prostoru, ktera nalezi dané
klasifikacni tride, diskriminacni funkci, pravdepodobnostnimi
charakteristikami vyskytu obrazu v dané tfide, atd.




NA UVOD

Pokud si na metriky klademe urcité pozadavky, i metriky pro stanoveni
vzdalenosti dvou mnozin, pro néz vyuzivame rozlozeni pravdepodobnosti
vyskytu obrazu, by mély vyhovovat standardnim pozadavkum. Logicky
tyto metriky splfiuji nasledujici vlastnosti (protoze jejich vypocCet je zalozen
na ponekud jiném pristupu a protoze i dale uvedené vlastnosti nesplnuji
vse, co od metrik oCekavame, byva zvykem je znacit jinym pismenem,
zpravidla J):

1. J =0, pokud jsou hustoty pravdepodobnosti obou mnozin identicke, tj.
kdyz p(x|o,) = p(x|uy);

2.J=0;

3. J nabyva maxima, pokud jsou obé mnoziny disjunktni, tj. kdyz
j p(x|ay, ).p(X|es, )dx =0

(Jak vidime, neni mezi vlastnostmi pravdepodobnostnich metrik uvedena
trojuhelnikova nerovnost, jejiz splneni by se zajistovalo vskutku jen velmi

W




Iy o l'.-. "
i

NA UVOD

v Zakladni myslenkou, na které jsou
pravdepodobnostni metriky zalozeny, je vyuziti

pravd&podobnosti zpisobené chyby. Cim vice se

hustoty pravdépodobnosti vyskytu obrazu x
v jednotlivych mnozinach prekryvaji, tim je vetsi
pravdepodobnost chyby.




NA UVOD

Pravdépodobnost P, chybného zarazeni je (VIZ Bayesuv
klasifikator) rovna

P =J(@*) =minJ(a) = _[rréirn L (a)dx = j[p(x) - p(x|w, ) P(w, )]dx =

= [p(x)dx = [ max p(xjes, )P(w, )dx =1- [ max p(x|es, ) P(cw, )dx .

Pro dichotomicky pripad (R = 2) je celkova pravdepodobnost

chybneého rozhodnuti urCcena vztahem
P, = 1= [|p(x[w,)-P(c) -p(x|w, ).P(w, fdx,
coz Ize podle Bayesova vzorce upravit i do tvaru

P, =1- HP(OO1\X) — P(wz\x)\.p(x).dx.

Kolmogorovova variacni vzdalenost




NA UVOD

Hodnota Kolmogorovovy variacni vzdalenosti primo souvisi s

pravdépodobnosti chybného rozhodnuti. Ostatni dale

uvedene pravdepodobnostni vzdalenosti odvozené z obecné

formule _
J(x) = [flp(xjy).P(e).i = 12]dx

uz tuto primou souvislost nemaji.




PRAVDEPODOBNOSTNI METRIKY

v Chernoffova metrika

Jo(e,63) = =In [ p* (x|, )p"*(x|e, ).dx, s 0 (0; 1)
v Bhattacharyyova meftrika

— 0,5
Jg (W, ,) = —In j [p(X‘(U1 ).p(X‘(Uz )] .dx.
(Jak Ize snadno rozpoznat, Bhattacharyyova metrika je specialni pfipad
Chernoffovy metriky pro s = 0,5).

v Divergence
B _ p(X‘(JO1) _
Jo (0, w,) = j [p(x|cd,) — p(x|e, )].In (o) dax:
vI Patrickova -Fisherova metrika i

Jpr (0, 00,) = {“p(x‘w1 ) — p(X‘OOZ )]Z-dx} 0’5-




ZPRUMERNENE PRAVDEPODOBNOSTNI
METRIKY

v zprumérnéna Chernoffova metrika
Jpc (0, ,) —Inj[p x|0d, ).P(w,)1°.[p(x|w, ).P(w, )] " .dx,. s O(0; 1

vl zprumérnéna Bhattacharyyova metrika

J g (W, ;) —Inj[p(x\oy (X‘(»JZ ).P(w,)1°*°.dx;

vl zprumérnéna divergence

Jap (0,0, ) = _[[p(x|oo1 )P(wy) - p(X|002 )-P(w, )] In(

p(x|w1>.P<wﬂ>) i

p(x|03; ) P(w,) |
v zprumérnéna Patrickova -Fisherova metrika

Jpr (0, 00,) = { J'[p(x\(q )P(w,) - p(X‘OOZ )P(w, )]Z-dx} "
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