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3.10 Rezolu¢ni metoda ve vyrokové logice

Rezoluéni metoda rozhoduje, zda dand mnozina klausuli je splnitelnd nebo je
nesplnitelnd. Tim je také ”universalni metodou” pro feSeni problémi, nebot:

1. Dana formule ¢ je sémantickym disledkem mnoziny formuli S pravé tehdy,
kdyZ mnozina S U {—¢} je nesplnitelna.

2. Ke kazdé formuli « existuje mnozina klausuli S, takova, Ze « je pravdiva
v pravdivostnim ohodnoceni pravé tehdy, kdyZz v tomto ohodnoceni je
pravdivd mnozina S,,.

3.10.1 Klausule. Mnozinu vSech logickych proménnych oznac¢ime A. P¥ipo-
métime, ze literdl je bud logickd proménnd (tzv. positivnd literdl) nebo negace
logické proménné (tzv. negativnd literdl). Komplementdrni literdly jsou literdly
p a —p. Klausule je literal nebo disjunkce kone¢né mnoha literald.

Zvl1astni misto mezi klausulemi zaujima prdzdnd klausule, tj. klausule, ktera
neobsahuje zadny literdl a tudiz se jedna o kontradikci. Proto ji budeme ozna-
covat F'.

Pro jednoduchost zavedeme nasledujici konvenci: Mame danu klausuli C' a
literal p, ktery se v C vyskytuje. Pak symbolem C'\ p oznacujeme klausuli, kterd
obsahuje vSechny literaly jako C' kromé p. Tedy napft. je-li C = -2V yV -z, pak

C\—-z=-zVy.

3.10.2 Rezolventa. Rekneme, Ze klausule D je rezolventou klausuli Cy a Cy
prave tehdy, kdyz existuje literal p takovy, ze p se vyskytuje v klausuli C'1, —p
se vyskytuje v klausuli Cs a

D = (Ci1\p)V(Ca2\ —p).

Také fikame, Ze klausule D je rezolventou C7 a Cs podle literdlu p a znac¢ime
D = res,(C1,Cs).

3.10.3 Tvrzeni. Mame dany dvé klausule C1,Cs a oznaéme D jejich rezol-
ventu. Pak D je sémanticky diisledek mnoziny {C1, Cs}.

3.10.4 Tvrzeni. Mame dédnu mnozinu klausuli S a ozna¢me D rezolventu
nékterych dvou klausuli z mnoziny S. Pak mnoziny S a S U {D} jsou pravdivé

ve stejnych pravdivostnich ohodnocenich.

3.10.5 Rezoluéni princip. Oznaéme

R(S) = SU{D| D je rezolventa nékterych klausuli z S}
R(S) = S

R™YS) = R(R'(S)) pro ieN
R(S) = JR(S)]i>0).

Protoze pro kone¢nou mnozinu logickych proménnych existuje jen konecné
mnoho klausuli, musi existovat pfirozené ¢islo n takové, ze R™(S) = R"T1(S).
Pro toto n plati R™(S) = R*(S).
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3.10.6 Véta (Rezoluéni princip). Mnozina klausuli S je splnitelnd prévé
tehdy, kdyz R*(S) neobsahuje prazdnou klausuli F'.

3.10.7 Zakladni postup. Pfedchozi véta dava navod, jak zjistit, zda dana
mnozina klausuli je spnitelna nebo je nesplnitelna:

1. Formule mnoziny M prevedeme do CNF a mnozinu M pak nahradime
mnozinou S vSech klausuli vyskytujicich se v nékteré formuli v CNF.
Klausule, které jsou tautologiemi, vynechame. Jestlize ndm nezbyde zadna
klausule, mnozina M se sklddala z tautologii a je pravdiva v kazdém
pravdivostnim ohodnoceni.

2. Vytvofime R*(S).

3. Obsahuje-li R*(S) prézdnou klausuli, je mnoZina S (a tedy i mnoZina M)
nesplnitelné, v opacném piipadé je M splnitelna.

Je zfejmé, Ze konstrukce celé mnoziny R*(S) muZe byt zbyteénd — staci
pouze zjistit, zda R*(S) obsahuje F.

3.10.8 Vyhodnéjsi postup. Existuje jesté jeden postup, ktery usnadni
praci s pouzitim rezolu¢ni metody. Ten nejenom ze nam odpovi na otazku, zda
kone¢na mnozina klausuli S je splnitelnd nebo nesplnitelnd, ale dokonce nam
umozni v pfipadé splnitelnosti sestrojit aspon jedno pravdivostni ohodnoceni,
v némz je mnozina S pravdiva.

Méame kone¢nou mnozinu klausuli S, kde zadné klausule neni tautologii.
Zvolime jednu logickou proménnou (oznacme ji x), ktera se v nékteré z klausuli
z S vyskytuje. Najdeme mnozinu klausuli S7 s témito vlastnostmi:

1. Z4dna klausule v S; neobsahuje logickou proménnou z.

2. Mnozina S; je splnitelna pravé tehdy, kdyz je splnitelnd piivodni mnozina

S.

Mnozinu S; vytvorime takto: Rozdélime klausule mnoziny S do t¥i skupin:

My se sklada ze vSech klausuli mnoziny S, které neobsahuji logickou pro-
meénnou .

M, se sklada ze vSech klausuli mnoziny S, které obsahuji positivni literal x.

M_,, se sklada ze vsech klausuli mnoziny S, které obsahuji negativni literal
.

Ozna¢me N mnozinu vSech rezolvent klausuli mnoziny S podle literalu x; tj.
rezolvent vzdy jedné klausule z mnoziny M, s jednou klausuli z mnoziny M_,,.
Vsechny tautologie vytadime.

Polozime S; = My U N.

3.10.9 Tvrzeni. Mnozina klausuli S zkonstruovand vyse je splnitelna praveé
tehdy, kdyz je splnitelnd mnozina S.

3.10.10 Dostali jsme tedy mnozinu klausuli S, ktera jiz neobsahuje logickou
proménnou x a je splnitelnd pravé tehdy, kdyz je splnitelnd mnozina S. Navic,
mnozina S; ma o jednu logickou proménnou méné nez mnozina S.

Nyni opakujeme postup pro mnozinu S;. Postup skonéi jednim ze dvou
moznych zpusobi:
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1. Pii vytvareni rezolvent dostaneme prazdnou kalusuli F'. Tedy S je nespl-
nitelna.

2. Dostaneme prazdnou mnozinu klausuli. V tomto pripadé je mnozina S
splnitelna.

3.10.11 Je vyhodné predchozi postup znézornovat v tabulce. Na zacatku
prace utvoifime tabulku, kterd obsahuje pro kazdou klausuli mnoziny S jeden
sloupec. V prvnim fadku vybereme jednu proménnou, feknéme x, a fadek ozna-
¢ime proménnou z. Prochazime neoznacené sloupce tabulky, které odpovidaji
klausulim obsahujicim proménnou x. Ve sloupci do fadku napiseme 1, v pripadé,
ze klasusule obsahuje literal x, nebo 0, v pfipadé, ze klausule obsahuje literal
.

Vybereme libovolnou klausuli C7, kterd ma v fadku 1, a libovolnou klausuli
C5, kterd mé v fadku 0. Sloupec pro jejich rezolventu podle = pfidame v piipadé,
Ze se jedna o novou klausuli, kterd neni tautologii. Jestlize zadny sloupec neni v
fadku oznacen 1 (M, = 0)) nebo zadny sloupec neni v fddku oznacen 0 (M-, =
= (), nepfidavame nic.

Jestlize jsme pridali prazdnou klausuli, vypocet kon¢i, mnozina S je nespl-
nitelné. Jestlize kazdy sloupec jiz méa 1 nebo 0, vypocet ukoncéime, mnozina S
je splnitelnd. Tim jsme ukoncili prvni krok.

Ve druhém kroku se zajimame jen o sloupce tabulky, které nemaji jesté ani
¢islo 1 ani 0 (tyto sloupce tvofi mnoziny S7). Opét vybereme proménnou, kterd
se v nékteré ze zbylych klausuli vyskytuje. Postupujeme dale jako v kroku 1.

Cely postup tedy konéi bud pfidanim prazdné klausule, v tom piipadé
je mnozina S nesplnitelnd, nebo vycerpanim neoznacenych sloupcti, v tomto
pfipadé je mnozina S splnitelna.

3.10.12 Priklad. Rezoluéni metodou rozhodnéte, zda mnozina klausuli

S={zVyV-z,~z,xVyVz,zV-y zVtVuo tVw}

je splnitelna. V kladném pripadé najdéme pravdivostni ohodnoceni, v némz je
S pravdiva.

Vyjdeme z tabulky, kterd ma jeden sloupec pro kazdou klausuli mnoziny S.
(Sledujte tabulku 3.1.)

zVyV-z | x| xzVyVz |zV-y | zVEVy | ~tVw
y: 1 1 0 zV-oz |xVz
T 0 1 1 -z
z: 1 0 F|

Tabulka 3.1: Tabulka pro rezoluéni metodu

Nejprve odstranujeme logickou proménnou y: Prvni fadek oznacime y. Do
sloupce napiSeme 1 v pfipadé, Ze jeho klausule obsahuje literdl y (prvni a
tieti sloupec), a napiSeme 0 v pfipadé, Ze klausule sloupce obsahuje literdl —y
(¢tvrty sloupec). Tim jsme oznadili vSechny sloupce, jejichz klausule obsahuji
proménnou y. K tabulce priddme rezolventy klausuli podle literalu y: Jsou to
klausule

zV-oz=resy(xVyV-z,zV-y) a zVz=res,(zVyVzazV-y).
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Mnozina S7 z naseho postupu je nyni tvorena vsemi klausulemi, jejichz sloupce
jesté nejsou oznaceny 0 nebo 1. Tedy

Sy ={-x,zViVu,~tVw,zV-zxVz}

V dalsim kroku odstranime logickou proménnou x: V raddku odpovidajicim
proménné z napiSeme 0 do druhého sloupce (klausule —z) a napiSeme 1 do
sedmého a osmého sloupce (klausule zV =z a 2V z). K tabulce pfidame sloupce
pro rezolventy klausuli mnoziny S; podle literdlu x. Jsou to —z = res,(—x,x V
V —z) a z = res;(—x,x V z). Nyni stadi rozhodnout, zda je splnitelnd mnozina
klausuli

So={zVitVu,~tVw -z 2z}

Dale vybereme logickou proménnou z. Do patého a desatého sloupce vepi-
Seme 1 (jejich klausule obsahuji literdl z) a do devétého sloupce napiSeme 0
(jeho klausule obsahuje literdl —z). Jako rezolventu klausuli z devatého a desé-
tého sloupce dostavame prazdnou klausuli F'. Proto je mnozina S nesplnitelna.
To znamena, Ze také mnoziny S7 a S jsou nesplnitelné.

3.10.13 Piiklad. Rezoluéni metodou rozhodnéme, zda mnozina klausuli
S={aV-d,-bV-c,bVd,~bV-e,aVcVd -aV-d}

je splnitelna. V kladném ptipadé najdéme pravdivostni ohodnoceni, ve kterém
je mnozina S pravdiva.

Postupujeme obdobné jako v predchazejicim ptikladé. Sledujte tabulku 3.2.
Postupujme trochu rychleji.

aV-d| -bV-c|bVvd| -bV—-e|aVeVd | -aV-d
0
0 1 aV-bVvd

0

aVd

ST
—

Tabulka 3.2: Konstrukce rezoluéni tabulky shora doli

Prvni fadek odpovida logické proménné e. Protoze tuto proménnou obsahuje
jen klausule —b V —e, Ffadek obsahuje pouze jedinou 0. Zadnou rezolventu podle
proménné e nelze utvotit (a nepfiddvame proto zadny sloupec).

Druhy faddek odpovidé logické proménné c. V fadku mame jednu 0 (v druhém
sloupci) a jednu 1 (v patém sloupci). K tabulce pfiddme rezolventu a V —b V d.

Tteti fadek odpovida logické proménné b. Mame dva sloupce, jejichz klausule
obsahuje logickou proménnou b a které jesté nebyly oznaceny. Jsou to tieti a
sedmy sloupec. Do tietiho sloupce piSeme 1, do sedmého 0. Pfidame k tabulce
novy sloupec odpovidajici rezolventé a V d.

Ctvrty fadek odpovida logické proménné d. Vsechny dosud nevyplnéné
sloupce odpovidaji klausulim, které proménnou d obsahuji. Do prvniho a Sestého
sloupce vepiseme 0 a do osmého sloupce 1. Mame dvé rezolventy podle proménné
d a to klausuli a (rezolventa klausuli z prvniho a osmého sloupce) a klausuli a V
V —a (z Sestého a osmého sloupce). Druhd klausule je tautologie, takze ji dale
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neuvazujeme a jeji sloupec k tabulce nepridavame. K tabulce pfidame pouze
sloupec pro klausuli a.

Posledni logickd proménna je a. Zbyva pouze jediny nevyplnény sloupec, a
to posledni; napiseme do néj 1.

Tim jsme vycerpali vSechny logické proménné a dostali jsme prazdnou
mnozinu klausuli. Ta je jisté splnitelnd a proto je splnitelnd i celd& mnozina
S.

Zkonstruujeme zpétné pravdivostni ohodnoceni u, v némz je mnozina S
pravdivéa. Sledujte tabulku 3.3.

aV-d| -bV-c | bVd | bV—-e|aVeVd | naV-d
e: 0
c: 0 1 aV-bVvd
b: 1 0 aVd
d: 0 0 1 a
a: 1
T1 T4 T3 15 T1 T2 T1 Tt Ta

Tabulka 3.3: Konstrukce spliiujiciho ohodnoceni — &etba tabulky zdola nahoru

Zacneme od posledniho radku nasi tabulky. Protoze tento fadek obsahuje
1, polozime u(a) = 1. Vyznacime Sipkou v tabulce vSechny sloupce, které
odpovidaji klausuli s pozitivnim literalem a. Jedna se o prvni, paty, sedmy, osmy
a devaty sloupec. VSechny jejich klausule jsou pravdivé v w nezavisle na tom,
jaké hodnoty bude mit ohodnoceni u pro ostatni logické proménné. K Sipkdm
oznacujicim sloupce pfipisujeme pro prehlednost i ¢islo, které fikéa, v kterém
kroku jsme sloupec oznadili.

Pfejdeme na ptredchézejici fadek. Ve sloupcich, které jesté nebyly oznaceny
Sipkou, se vyskytuje pouze 0, a to v Sestém sloupci. Polozime proto u(d) = 0
a opét oznacime vSechny dosud neoznacené sloupce, jejichz klausule se touto
volbou stanou pravdivé. V nasem pripadé je to pouze Sesty sloupec.

V fadku odpovidajicim logické proménné b mame 1 (sedmy sloupec, ktery
obsahuje 0, jiz byl oznacem — jeho klausule je pravdiva, protoze obsahuje
positivni literal a). Polozime proto u(b) =1 a oznac¢ime tieti sloupec.

V radku odpovidajicim logické proménné ¢ mame neoznaceny druhy sloupec,
kde je 0. PoloZzime proto u(c) = 0. Touto volbou se stane pravdivou i klausule
odpovidajici tomuto sloupci.

Ze vsech sloupcil nyni pouze ¢tvrty sloupec neni oznacen. V fadku odpovi-
dajicim logické proménné e m4 0, proto polozime u(e) = 0 a oznaéime i tento
sloupec.

Neni obtizné se presvédcit, ze v pravdivostnim ohodnoceni u definovaném:
u(a) = u(b) =1, u(c) = u(d) = u(e) = 0, je mnozina S pravdiva.
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