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PROC ABSTRAKTNI SYSTEMY?

v modely zkoumanych realnych (biologickych)

objektu (procesu) -;

v popis algoritmu pro zpracovani dat
(technicke, resp. matematickeé systemy);
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FORMALNI (MATEMATICKY)
POPIS SYSTEMU

Matematické prostfedky se ruzni podle:

¥ typu Casove zakladny (spojité, diskrétni, nezavislé
na ¢asovém meéritku);

v charakteru promeénnych (spojité, diskrétni,
logické);

v determinovanosti proménnych a parametru
(deterministické, nedeterministické -
pravdépodobnostni, fuzzy,...);

v vztahu k okoli (autonomni, neautonomni);

v proménnosti parametru (linearni, nelinearni,
¢asoveé promeénné);

- @ vztahu k minulosti (bez paméti, s paméti);
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TECHNICKY & BIOLOGICKY
SYSTEM

zakladnimi vlastnostmi biologickych systému jsou:

¥ prirozenost (zpravidla nejsou vytvoreny clovékem);
v veliky rozmeér (velky pocet stavovych proménnych

a ne vzdy je presne znam);
v slozita hierarchicka struktura:

¥ vyznamna interakce na vSech uUrovnich jejich
struktury (Casto casove promenna);

v velké rozdily mezi jednotlivymi realizacemi (jedinci)

— rozptyl uvnitr populace - interindividualni
variabilita;

v velké rozdlly v chovani Jednotllvych realizaci
(jedincd) v ¢ase - intraindividudIni variabilita;
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TECHNICKY & BIOLOGICKY
SYSTEM

zakladnimi vlastnostmi biologickych systému jsou i:
v nestacionarita a neergodicita nedeterministickeho

chovani;
v predpoklady o linearité predstavuji velice hrubou
omezenou aproximaci;

v vyznamné omezeni po¢tu experimentu
opakovatelnych za dostatecne srovnatelnych
podminek;

v vyznamné omezeni experimentu z hlediska
prevence skod;

v experimenty na JedlnC|ch ruzneho typu (Clovek x
zvirata) mohou prindset ruzné vysledky jak z
hlediska kvality, tak kvantity
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VNEJSI VSTUPNI/VYSTUPNI POPIS

predpokladejme konstantni parametry prvku R, L, C obvodu
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Ug () +u () +uc(t) =u,(t)
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VNEJSI VSTUPNI/VYSTUPNI POPIS

. du di di
i =i. =i =C.—% a u =L—‘t=L—-
 © dt - T dt T dt
atedy i1':1uL
Pak |ze psat Ay ___‘i__ ; ‘:E
Ri, +Li'+u, =u, Joo TR Mg i u,
O~ I -0




VNEJSI VSTUPNI/VYSTUPNI POPIS

Po zaméné poradi ¢lenu na levé strané a po dosazeni za
proud i, a jeho derivaci ze vztahu mezi proudem a napetim

na kapacite je

LC.u."(t) +RCu,'(t) +u.(t) = u,(t)

a protoze napéti na kapacité je soucasne i vystupnim

napetim, tj. u-(t) = u,(t) Ize psat matematicky vztah mezi

vystupnim u, (t) a vstupnim u,(t) napetim obvodu
)

—4

R L

LC.u," (1) +RC.U, ' (t) +u,(t) = u,(t) 70

Vztah mezi vstupem a vystupem “

A

— jedna z forem vnejsiho popisu ¢
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VNEJSI VSTUPNI/VYSTUPNI POPIS

obecng, spojity systém n-tého radu popisuje
diferencialni rovnice n-teho radu

bny(n) - bn-1y(n'1) +  + boy — amX(m) 4+ am_lx(m-l) +
... T dgX ,

ktera je, za predpokladu ze parametry a,, a,.4, ...,
ag, b, by, ..., by jsou konstantni, linearni;

prakticky nelze realizovat takove systemy, jejichz
vystupni signal by byl presné umerny derivacim
vstupniho signalu, proto musi platit m < n;




LINEARITA

Systém je linearni, plati-li pro n€j princip
superpozice

Je-li y=f(x) prevodni funkce systému, pak pro

linearni systém musi platit
1) f(xy) + f(X;) = f(X; + X5);
2) c.f(x) = f(c.x), c = konst.




LINEARITA

A to je jen tehdy, je-li
y=Kk.x, kde k = konst.

1) k.x; + k.x, =
2) c.k.x = k.c.x

K.(X; + X5)

v=K.X
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LINEARITA

A neplati to ani, kdyz
y=Kk.Xx-q, kde k,g = konst.,
protoze

1) (k.x;-q)+ (k.x5-q) #
K.(X{+X5)-q

2) c.(k.x-g) # (k.c.x-q)
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LAPLACEOVA TRANSFORMACE

DEFINICNI VZTAH

(0]

F(p) = j f(t).e Pdt

0

kde p = o+jw.
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LAPLACEOVA TRANSFORMACE

DEFINICNI VZTAH

(0]

F(p) = j f(t).e Pdt

0

kde p = o+jw.

Pamatujeme si jesté definicni vztah
Fourierovy transformace?
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LAPLACEOVA TRANSFORMACE

DEFINICNI VZTAH

(0]

F(p) = j f(t).e Pdt

0

kde p = o+jw.

Pamatujeme si jesté definicni vztah
Fourierovy transformace?

F(jw) = oj)f(t).e""""tdt




LAPLACEOVA TRANSFORMACE

VLASTNOSTI

spousta uzasnych vlastnosti ekvivalentnich
vlastnostem Fourierovy transformace, navic i néco
co se neuveritelné hodi pro reseni diferencialnich

rovnic (prevadi diferencialni rovnice na mocninné
algebraicke)

Laplacuv obraz derivace:
f'(t) ~ p.F(p) - f(0)
fin)(t) ~ p".F(p) - p"1f(0) — p"2f'(0) - ... - f(n-1)(0)




PRENOSOVA FUNKCE

LC.u,"(t)+RCu,'(t)+u,(t) =u,(t)

Vyjadfeme nyni tuto rovnici pomoci Laplacovych obrazu
obou velicin. Za predpokladu nulovych pocCatecnich
podminek pro Laplacuv obraz n-té derivace funkce y(t) plati

y™(t)=p"Y(p)+0
Do dosazeni dostavame

LC.p°U,(p) +RCpU,(p) +U,(p) =U,(p)
(LC.p2 +RC.p+ 1).U2(p) — U1(p)




PRENOSOVA FUNKCE

Pro pomér obrazu vystupni a vstupni veliiny muzeme psat

F(p):Uz(p): 1 1 1
U,(p) LCp*+RCp+1 LC % +Bp+i
L LC

Takto definovanou funkci za nulovych pocatecCnich
podminek (!!'!') nazyvame obrazovou (operatorovou)
prenosovou funkci daného systemu.




PRENOSOVA FUNKCE

pro obecnou diferencialni rovnici n-tého radu

b.y(™ + b, _,y("™) + .. + byy =
= a XM + a__,x(M 4+  + ax,

ma prenosova funkce linearniho systému za
predpokladu nulovych pocatecnich podminek tvar

Y(p) _a.p" +a, P +a,,p " +...+ap+a,

F(p) = — 1 =
(P) X(p) bp"+b _p"+b ,p"2+... +bp+b,




PRENOSOVA FUNKCE

polynom ve jmenovateli prenosove funkce

bnpn T bn—1'pn_1 T bn—Z'pn_2 Tt b1p T bO

nazyvame charakteristickym polynomem
systému a rovnici

b p"+b. _.p""+b _,p"°+...+bp+b, =0
nazyvame charakteristickou rovnici systemu

W




PRENOSOVA FUNKCE

resenim charakteristické rovnice
b p"+b._.p"" +b_,p"°+...+bp+b, =0
resp.

p" +b' . p"+b' p "t +...+b. p+b,=0

dostaneme n jejich kofenu p;, i=1,...,n.




PRENOSOVA FUNKCE

Podobné muzeme urcit i kofeny z;, j=1,...,m
rovnice, ktera vznikne polozenim polynomu
v Citateli prenosové funkce rovno nule, tj.

m-—2

m m-1 —
amp +am—1'p +am—2'p +"'+a1p+aO _O

Koreny p; i z; mohou byt obecne realne |
komplexni; za pFed bokladu, ze koeficienty
D;, resp. a; jsou realne, pak koreny p. i Zi,
jsou-li komplexnl jsou komplexneée
sdruzene.




PRENOSOVA FUNKCE

Pomoci hodnot korenl z; a p; muzeme psat prenosovou
funkci ve tvaru

F(p)=m=c .(p_z1)'(p_22)""'(p_zm)
X(p) " (P-py)-(P-Py).....(P—P,)

Koreny z, nazyvame nulove body prenosove funkce a
koreny p. poly prenosove funkce F(p)
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FREKVENCNI CHARAKTERISTIKA

¥ proménna p ma obecné komplexni charakter a
tedy nabyva tvaru .
p=0+]w,
kde o je koeficient tlumeni a w = 21f je kruhova
frekvence
v predpokladejme, ze koeficient tlumeni
o=0,
pak po dosazeni za p v operatorové prenosove
funkci dostavame

F(je) = 1) =

X(jw)

coz nazyvame frekvencni prenosovou funkci
systemu

= F(jw).e™*
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FREKVENCNI CHARAKTERISTIKA

v frekvencni charakteristika je grafickée
vyjadreni frekvencni prenosove funkce
systému (geometrické misto koncovych
bodu vektoru pfenosu pro frekvence,
prakticky pouze v intervalu 0 £ w < )
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FREKVENCNI CHARAKTERISTIKA

v frekvencni charakteristiky vyjadrujeme
. v o)
zpravidla dvema zpusoby:
frekvencni charakteristika v komplexni roviné
F(jJw) = Re [F(jw)] + j.Im [F(jw)]

modulova (amplitudova) a fazova frekvencni
charakteristika

F(jw) = [F(jw)|.e?®(«




FREKVENCNI CHARAKTERISTIKA
V KOMPLEXNIi ROVINE

v tomto pripade kreslime -
frekvencni charakteristiku |
nejcastéji v komplexni Y

roviné s osami, na ktereé

vynasime realnou a
Imaginarni slozku prenosu,
frekvencni vlastnosti
systemu vyjadruje krivka v

|~

komplexni roving, jejimz
parametrem je kruhova r |
frekvence w | s
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MODULOVA A FAZOVA FREKVENCNI
CHARAKTERISTIKA

¥ vlastnosti systému urcuji dve funkce - zavislost
modulu prenosu na frekvenci a zavislost faze na

frekvenci;
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MODULOVA A FAZOVA FREKVENCNI
CHARAKTERISTIKA

v v nekterych pripadech se vyuziva pro znazorneni
téchto charakteristik logaritmickeé meéritko -
amplitudu pak vyjadrujeme v decibelech

[F(Jw) |4 = 20.10g |F(jw)|

Tento zpusob popisu je vyhodny v pfipadech, kdy
je prenosova funkce systemu urcena soucinem
dilCich prenosovych funkci

F(Jw) = F,(jw). F,(jw). ... . F(jw);
pak plati
|F(jw)|.e?(@ = [F;(jw)|. |F,(jw)|... |F(jw)|.elo;*+ e;+-+0))




MODULOVA A FAZOVA FREKVENCNI
CHARAKTERISTIKA
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HRATKY S POCATECNI FAZI
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VSTUPNI/VYSTUPNI POPIS NELINEARNIHO
SYSTEMU

nyni predpokladejme, ze kapacita C zavisi na napéti na
kondenzatoru

1 (I
U, = i.dt a i :Ej u, dt

Cluc) =,
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VSTUPNI/VYSTUPNI POPIS NELINEARNIHO

SYSTEMU
di di 1
u =L.—=L.— atedy i.=—u
T YT
a tedy | Ri, +Li'y +u; =u,

Pak se ponekud komplikuje urceni i, = i ze vztahu

1 t
U~ = 1.dT
© Clug) s




VSTUPNI/VYSTUPNI POPIS NELINEARNIHO
SYSTEMU

Plati, ze
t

j .dT = C(Ug ) U

—00

Potom pro i plati

Ic = [C(uC).uC]' =C'(ug)U'c.uc +C(ug).U's

Pro jednoduchost, necht' je C(u,) = k.u, a tedy C'(u,) = k;
pak

I, =1l =kU'c.Us +KU;U' - =2KUs .U

=i = [2kug U= 2k (U's U'c tug U ) = 2k (u's P + 2kug Ut

W




VSTUPNI/VYSTUPNI POPIS NELINEARNIHO
SYSTEMU

A po dosazeni dostavame
2k Rug.U'c +2k L.(u'c )? + 2k Lug.u''c +ug = u,
Protoze C(u;) = K.us, muzeme psat

2R.C(us ) u'c+2L.C'(u; )u'c U +2L.C(us ) U +us = U,
2L.C(ug ) U +(2R.C(ug ) + 2L.C' (ug )u'g JU'c +ug = U,

A tedy obecne

b, (2).y™ + b 4(«).y"™ D + .+ by(e).y =
=a (). xM+a_ . ().xMD+ [ +ay).x




VSTUPNI/VYSTUPNI POPIS NELINEARNIHO
SYSTEMU

b,(*).y™ + b 4(-).y" D+ .+ bo( $).y =
- am( ) V4 a, 4()xM D+ [+ ay(s).x

() znamena zavislost na urcite (dané, zvolené) promenné
popisujici chovani systému — jeji prubéh, ale obecné zavisi
na vstupnim signalu

(1)Vlastnosti nelinearniho systému nezavisi jen na
systému samem, nybrz i na jeho vstupu (buzeni)
(2) Laplacovu transformaci soucinu funkce a derivace
proménne lze pocitat (zda-li) jen pro konkréetni
pripad a tedy nelze obecne stanovit tvar
operatorove prenosove funkce nelinearniho systemu

W




VNITRNI (STAVOVY) POPIS

predpokladejme konstantni parametry prvku R, L, C obvodu

,i .
e S - L 2

T

t t
U, = U :%jicdt a i =i :EjuLdr

Ug (t) +u  (t) +uc(t) =u,(t)




VNITRNI (STAVOVY) POPIS

t t
U, = U :%jiCdT a i, =i :EjuLdT

u. = 1i Ug (t) +u (1) +uc(t) =u,(t)
2 C 1
u',=0., +%i1 +0.u, Riy+Li+u, =u,
.1 R. 1
|1 — _Euz _I.L] +EU1




VNITRNI (STAVOVY) POPIS

t t
U, = Ug :%jicdr a I,=1i :Ej“LdT

u, a i, jsou stavove veliCiny; z jejich hodnot, resp. jejich
derivaci a parametru systému jsme schopni spocitat
hodnoty vSech dalsich veliCin popisujicich chovani daného

systemu

My g L 2

> 1

— —-———-9. _R'. _L'I. —
1u - %““;l!cl“'tl“z u, =Ri; u, =Li.; u;=u,




VNITRNI (STAVOVY) POPIS

1 . 1 R.

u', =0.u, +C|+Ou I, =——u, ——., +—U,

L

HEBSA R

s=As+BXx

1
L

W




VNITRNI (STAVOVY) POPIS

W




VNITRNI (STAVOVY) POPIS

A - matice vnitrnich vazeb systemu (tez
systémova matice nebo matice zpetnych
vazeb),
rozmer: n X n

B - matice vazeb systemu na vstup (tez
vstupni matice); rozmér: m x n

C - matice vazeb vystupu na stav (vystupnj
matice); rozmeér: n x r (r je pocet vystupu)

D - matice primych vazeb vystupu na vstupy;
rozmeér: m X n (z hlediska zkoumani
vlastnosti linearnich dynamickych systemu
nejsou tyto vazby podstatné a Casto je tato
matice nulova)




VNITRNI (STAVOVY) POPIS NELINEARNIHO
SYSTEMU

nyni opet predpokladejme, ze kapacita C zavisi na napéti na
kondenzatoru; pak

u,.C(u,) =u..C(u;) = II dt = jl dt

u',.C(u,) +u,.Cl(u,).u', =1,
— 1 |, = 1 |
©Cu,)+u, Clu,) T T(uy)

. 1 R. 1
|1___u2_f'l1+[u1
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VNITRNI (STAVOVY) POPIS NELINEARNIHO

SYSTEMU
— 1 i |':—1u —Bi+1u
2 r(uz)'1 1 L 2 L'1 L 1

U'Z 0 1/F(u2)_ u, 0 [U]
Ll | -1L -R/L |0 | (/L]

[
+
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VNEJSI POPIS LINEARNICH SYSTEMU

diferencialni rovnice;

operatorova prenosova funkce (Laplacova

transformace);
rozlozeni nul a polu;
frekvencni prenosova funkce;

frekvencni charakteristiky — v komplexni
rovine; amplitudova, fazova;
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VNEJSI POPIS LINEARNICH SYSTEMU

. diferencialni rovnice;
. operatorova prenosova funkce (Laplacova

transformace);

3. rozloZeni nul a pélu;
. frekvencni prenosova funkce;
5. frekvencni charakteristiky — v komplexni

roving; amplitudova, fazova;

. impulsni charakteristika;
. prechodova charakteristika
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VNEJSIi POPIS LINEARNICH SYSTEMU
IMPULSNI CHARAKTERISTIKA

operatorova prenosova funkce

H(p) = Y(p)/X(p)
Y(p) = H(p).X(p)

t

$1(1)L55(t) = [ 54(1)5,(t = 1).dT = S,(p). S, (p)

0
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VNEJSIi POPIS LINEARNICH SYSTEMU
IMPULSNI CHARAKTERISTIKA

y(t) = h(t) = L1(H(p).L (3(t))) = L1(H(p).1)
Y(p) = H(p) = £ (h(t)*3(t)) = L (h(t)*L£1(1))

¥ impulsni charakteristika a pfenosova funkce tvori
transformacni par Laplacovy transformace.

¥ impulsni charakteristika_a frekvencni prenosova
funkce tvori transformacni par Fourierovy
transformace.
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VNEJSIi POPIS LINEARNICH SYSTEMU
IMPULSNI CHARAKTERISTIKA

v je-li pfiveden na vstup signalu pfiveden Diracuv
impulz, ma systém reagovat na dvé nekonecne velké
zmeny urovne signalu v nekonecné kratkém
intervalu;

v cim uzsi signal, tim sirsi spektrum - jednotkovy
impulz ma nekonecneé siroké konstantni spektrum,
takze privedeme-li na vstup systemu Diracuv impulz,
je situace ekV|vaIentn| soucasnemu prlvedenl uplné
rovhomérné smési harmonickych signalu o
frekvencich od 0 do « Hz;

v takovy signal neni realny systém schopen prenést bez
deformace;

| |mpulsove charakteristice Ize tedy rozumet jako
systémem zdeformovany Diracuv impulz. Podle
vIastnostl deformovaného vystupnlho signalu
muZeme usuzovat na vlastnosti systemu;
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VNEJSIi POPIS LINEARNICH SYSTEMU
IMPULSNI CHARAKTERISTIKA

vje-li h(t) = 0prot>t,,
hovorime o systému s konecnou impulsni
charakteristikou (KIO - FIR);

“ neni-li h(t) = 0 prot > t,,
resp. je-li h(t) Z0 prot < o,

hovorime o systemu s nekonecnou impulsni

charakteristikou (NIO - IIR);
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VNEJSI POPIS LINEARNICH SYSTEMU
PRECHODOVA CHARAKTERISTIKA

prechodova charakteristika =

= odezva systému na jednotkovy skok

L£(o(t)) = 1/p

Y(p) = G(p) = H(p).L(a(t)) = H(p).1/p = H(p)/p
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