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1 Vektory

S vektory jste se jiz setkali na stfedni Skole, proto by Vam nemély délat problémy. Vektory jsou
zidkladem linearni algebry, proto doporu¢ujeme, abyste si v nich udélali jasno — k tomu by
Vam mél pomoci na§ vyukovy text. Mate-li potfebné znalosti ze stfedni Skoly, miiZete rovnou
prejit knasledujici kapitole — maticim.

1.1 Teorie
1.1.1 Zakladni vlastnosti vektort a operace s vektory

V chemii pracujeme s rtiznymi veli¢inami. Tyto veli¢iny mohou byt bud skalarni — maji jedinou
slozku predstavujici velikost (napf. hmotnost, teplota), nebo vektorové — mohou popisovat kromé
velikosti také smér a orientaci (napf. sila, okamzita rychlost...), nebo mohou predstavovat data
(napf. ¢asova fada, souradnice, pozice, ...).

Vektor se na stiedni Skole vétSinou zavadi zvlast pro nenulovy vektor a zvIast pro nulovy
vektor. Stru¢né si zopakujeme bézné uvadéné definice.

Nenulovym vektorem je oznacovana mnozina vSech nenulovych orientovanych tsecek
(tj. tsecek, u nichz je urfen pocatedni a koncovy bod), které maji stejnou velikost a stejny smér.
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OBRAZEK 1: Nenulovy vektor

Smér je definovan pouze pro nenulové orientované tusecky — dvé takové tusecky AB a CD maji
stejny smér, jestlize pfimky uréené témito tseckami jsou rovnobézné a body B, D lezi ve stejné
poloroving s hrani¢ni pifmkou AC (obr. 2 vlevo), nebo piimky urdené témito useckami jsou totozné
a prunikem polopfimek AB a CD je opét polopfimka (obr. 2 vpravo).

Nulovym vektorem byvé oznafovana mnozina vSech nulovych orientovanych asecek (asecky,
jejichz pocateéni bod je totoZny s koncovym, tj. majici nulovou velikost).
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OBRAZEK 2: Smér

KaZzda orientovana usecka tedy uréuje néjaky vektor (je prvkem mnoziny orientovanych
usecek tvoficich tento vektor). Vektory se oznacuji malymi pismeny se Sipkou nahofe (napf. @,
¥), v ucebnicich se muZete setkat s jejich oznacenim pomoci tu¢ného pisma (napi. u, v). Nulovy
vektor se vétSinou oznacuje pismenem "o"— 0 , resp. 0. V obrézcich se oznaceni pro konkrétni
vektor (dejme tomu @) miize zapsat u kazdé usecky, kterd ma stejnou velikost a stejny smér jako
usecka urcujici vektor .
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OBRAZEK 3: Oznaceni vektoru

Jsou-li body A, B dany soufadnicemi Alai,as] a B[by,bs], resp. v prostoru Alai,as,as] a
B[by,ba, b3], pfitemZ ay, as, as, b1, by a bg jsou redlna &isla a je-li vektor @ uren orientovanou
aseCkou AB, nazyvaji se ¢isla

uy =by —a; a wus =by —ag, resp. v prostoru i ¢islous = b3 — ag (1.1)

soufadnice vektoru 4. Zapisujeme @ = (uy, us), resp. @ = (u1, ug, uz).

Stiedoskolské pojeti vektorii nyni rozsifime nejen na dvou a tii-slozkové vektory.

Mnozinu R™ uspoiddanych n-tic redlnych ¢isel s operacemi definovanymi:
U+ T = (up,ug,...,up) + (v1,02,...,05) = (U1 + v1,u2 + Vay ..., Up + Vy) (1.2)

E-d=Fk-(up,ug,...;,upn) = (k-ur, k-ug,.... k- up) (1.3)

pro v8echna k € R a 4, ¥ € R"™ nazyvame readlnym algebraickym vektorovym prostorem.

Prvky tohoto prostoru, tj. uspofddané n-tice realnych &isel @ = (u1,usg,...,u,), nazyvime
algebraickymi vektory!.

Cislim wq,us,...,u, rikime slozky vektoru u, vektoru @ + ¢ Fikdme soucet vektoru u a v,
vektoru k - o fikdme souéin &isla k s vektorem , ¢islu n fikime dimenze prostoru R", vektoru
o= 1(0,0,...,0) fikime nulovy vektor.

IExistuji i jiné vektorové prostory nez jen "realné algebraické". Piivlastkem "Realny algebraicky"méame
na mysli, Ze mnoZina vektori je tvofena usporddanymi n-ticemi redlnych ¢isel. Obecné v8ak tyto m-tice nemusi
byt tvoreny pouze realnymi ¢isly, ale napf. ¢isly racionalnimi. Vektory dokonce nemusi byt jen usporadané n-tice,
ale mnozinou vektorti miZe byt napf. mnozina vSech polynomu. Dulezité je, aby vektory a ¢&isla spliiovaly tzv.
axiomy vektorového prostoru. V tomto textu dale budeme pracovat predevsim s redlnym algebraickym vektorovym
prostorem a algebraickymi vektory a nebude-li feeno jinak, budeme je stru¢né nazyvat jako vektorovy prostor
a vektory.



Vektory tedy séitame (resp. odecitame) "po slozkach". Protoze v jednotlivych slozkach
pracujeme se séitanim realnych ¢isel, prenési se komutativita a asociativita sé¢itani realnych
Cisel na séitani vektori. Nasobeni vektoru ¢islem provadime rovnéZz "po slozkach".

1.2 Resené piiklady

Priklad 1. Vypoctete @+ b, je-li @ = (1,2,1) a b = (3,0,—1).

Resend. S&itant vektor provedeme postupné, po jejich jednotlivych slozkéch (podle (1.2)):

—

+b=(1,2,1)+(3,0,—1) = (1+3,2+0,1—1) = (4,2,0).

Priklad 2. Vypoctete 2-b, je-li b= (3,0, —1).
Resend. Vynasobeni vektoru &slem provedeme postupné, po slozkéch (podle (1.3)):

—

2:5=2-(3,0,—1) = (2-3,2-0,2- —1) = (6,0, —2).

Priklad 3. Vypoctéte @+ 2-b— ¢, je-lia = (1,2,1),b = (3,0,—1),& = (2,1,0).

Resend. Nejdrive vynasobime b dvéma (podle (1.3)) a nasledné viechny vektory secteme (resp.
odecteme - podle (1.2)):

a+2-b—c=(1,2,1)+2-(3,0,—1) — (2,1,0) = (1,2,1) + (6,0, —2) — (2,1,0) =

—(1+6-224+0-1,1-2-0)=(5,1,-1).

1.3 Priklady k procviceni

1.3.1 Zakladni vlastnosti vektort a operace s vektory

1. Vypoctéte:
a) @+ o, je-liad=(1,2,1),

b) k-d@+k-b—k-Gjelia=(1,2,1),b=(3,0,-1),é=(2,1,0),k =0,
c) a-+ b—2-Gjelia=(1,2,1),b=(3 ,0,-1),¢=(2,1,0),
d) k ﬁ +k? u2+k3 Ug,Je li U1:(3,1,4),ﬁ2 (270775)3ﬂ3:(727 T ) k1_2
ko = 3 ks = —1,
e) ky -ty + ko -ty + k3-ds, jelidy = (1,1,1,1),1dy = (2,—-1,3,1), 43 = (0,0,1,2), k = 2,
ky = —2, ks = 3.
Vysledky

1. Vypoctéte:
a) (1,2,1), tj. d,

b) (0,0,0),

c) (0,0,0),

d) (14 1,— )

e) (-2 ,6).



2 Matice

Cela rada tuloh z praxe vede na FeSeni soustav rovnic. V této kapitole si ukazeme, jak se takové
soustavy fesi. K tomuto ucelu zavedeme zakladni pojmy linearni algebry: matice, hodnost matice
a determinant matice. UkdZeme si dvé metody FeSeni soustav lineadrnich rovnic, a to Gaussovu
eliminacni metodu a Cramerovo pravidlo.

2.1 Teorie

Jiz ze stfedni 8koly umite TeSit soustavu dvou linearnich rovnic

ax + by = c,
de+ey=f

pro neznamé x,y a néjaka dané realna Cisla a, b, ¢, d, e, f. ReSeni se provadi metodou séitact, dosa-
zovaci, porovndvaci, nebo graficky.

Podobné nas miize zajimat hledani feSeni soustavy 3 nebo vice lineadrnich rovnic. Hledani
FeSeni soustavy linearnich rovnic je zakladni tlohou linearni algebry. Soustava dvou rovnic méa bud

e pravé jedno feSeni, nebo
e nekoneéné mnoho FeSeni, nebo

e 74dné reSeni.

Stejné tak muze u soustavy vice rovnic nastat pouze jedna z téchto tii moznosti. Ktera
z nich nastane? Na tuto otazku nam pomohou odpovédét pojmy matice a jeji hodnost.

2.1.1 Pojem matice

Matice typu m/n je tabulka m - n ¢isel sestavena do m radkd a n sloupcii. Oznacujeme ji A resp.
Am/n (in (aij):

a2 @iz - Al
a21 a22 o a2n

A= Am/n = (aij) = (2 1)
Am1l  Am2 e Amn

Realna ¢isla a5, 2 = 1,...,m,j = 1,...,n,m,n € N nazyvame prvky matice.
Je-li m = n, nazyva se matice A ¢tvercova matice a ¢islo n fad této matice.

Je-li m # n, fikime matici A obdélnikova.

Prvky ai1,a22,as3,...,a;; lezi na tzv. hlavni diagonale matice. Hlavni diagonala je tedy
tvofena vSemi prvky a;;, kde ¢ = j.

Prvky ain,a2n—1,03,—2, ... leZi na tzv. vedlejsi diagonale. Pokud se hovoii o diagonale matice,
je tim obvykle myslena hlavni diagonala.




Priklad

je ¢tvercova matice radu 2.

Prvky 2,2 tvori hlavni diagonalu matice, prvky 1,3 diagonalu vedlejsi.

Priklad

2 1 5 =2
3 6 —1 1 | je obdélnikova matice typu 3/4.
1 5 -2 =2

Prvky 2,6, —2 tvofi hlavni diagonalu matice, prvky —2, —1,5 diagonalu vedlejsi.

Matice A,,/y,, kterd ma vechny prvky rovny nule, se nazyva nulova matice.

Priklad
0 0 0 0 0
a jsou dvé ruzné nulové matice.
0 0 0 0 0

Ctvercova matice, ktera ma na hlavni diagonale samé jednicky a jinde mé vSechny prvky nulové,
se nazyva jednotkova matice a znaci se F.

Priklad
1 0 0
Prikladem jednotkové matice muze byt t¥eba matice E = 01 0
0 0 1

2.1.2 Operace s maticemi

Sou¢inem matice A = (a;;) s konstantou k € R nazveme matici C' = (¢;5), kde

Cij = k- Q- (2.2)

Zapisujeme C' = kA.

Priklad

Matici tedy vynasobime konstantou tak, ze kazdy jeji prvek vynasobime danou konstantou:

21 5 =2 6 3 15 —6
3 6 -1 1 9 18 -3 3



Necht A = (ai;), B = (b;;) jsou matice téhoz typu m/n. Souétem matic A a B nazveme matici
C= (Cij)7 kde
Cij = Qjj + bl‘j (23)

Zapisujeme C' = A + B.

Priklad

Matice tedy s¢itame "po odpovidajicich si prvcich":

2 -1 2 1 -2 1 241 —14(-2) 2+1 3 -3 3
31 =2 |+]l0 13 ]|=]3+0 1+1 —2+3 =3 21
2 0 1 2 4 1 242 044 1+1 4 4 2

Pro s¢itani matic a nasobeni matice konstantou plati asociativni, komutativni a dis-
tributivni zakon.

Necht A = (a;;) je matice typu m/r, B = (b;;) je matice typu r/n. Souéinem matic A a B
(v tomto poradi) nazveme matici C' = (¢;;) typu typu m/n, kde

T
Cij = @1 bij +az by + -+ ai by = Z @ik - bi;j (2.4)
k=1

pro viechna ¢ = 1,...,m,j = 1,...,n. Zapisujeme C' = AB (v tomto pofadi).

Néasobeni matic je definovano pouze v pfipadé, Ze prvni matice v soudinu mé stejny pocet
sloupciit (r) jako méa druha matice pocet fadka. Pfi nasobeni matic je dilezité jejich potradi,
obecné AB # BA. Navic miiZe nastat i situace, Ze sou¢in AB je definovany (matice jsou vhodného
typu), zatimco sou¢in BA vibec definovany neni. Ale i v pFipadg, kdy jsou oba sou¢iny AB i BA
definovany (tzn. A, B jsou Ctvercové matice stejného Fadu), neznamend to, ze AB = BA.

Priklad

Matice A a B podle (2.4) nasobime tak, ze prvek c;;, ktery je ve vysledné matici C' umistén na i-
tém fadku a j-tém sloupci, dostaneme tak, Ze vezmeme i-ty fadek matice A a j-ty sloupec matice
B, vynasobime odpovidajici si prvky v tomto fadku a sloupci a tyto souciny se¢teme. Cely postup
by mél byt jasny z nasledujictho pitkladu:

-1 3 2
30 1
1 10 |=
5 4 2
3 -1 2
3.(=1)+0-1+1-3 3-340-141-(=1) 3-240-0+41-2 0 8 8
5.(-1)+4-1+2-3 5.344-142-(=1) 5-244.0+42.2 5 17 14



Matice A = (a;;) typu m/n a matice B = (b;;) je matice typu p/q jsou si rovny, jestlize jsou
stejného typu (tj. m = p a n = ¢q) a jestlize jsou si rovny vSechny odpovidajici si prvky téchto
matic, tj.

aij = bij (25)
pro kazdé i, j. Zapisujeme A = B.
Priklad
] 1 2\ o 1 2
Matice A = je rovna matici B = pravé tehdy kdyz x=3.
3 4 x 4

2.1.3 Hodnost matice

Hodnost matice je dillezitym pojmem pro uréeni poctu reSeni soustavy linedrnich rovnic.
Abychom tento pojem pochopili, musime si nejprve zopakovat pojmy linedrni kombinace vektori,
linedrni zdvislost a mezdvislost vektorii.

Necht 1, s, ..., U, je koneénéa posloupnost vektori z R™ a ki, ko, ..., k, € R. Vektor
n
U= ky iy + ko iy ot K Gl = Y K G (2.6)
i=1
nazyvame linearni kombinaci vektort w1, us, ..., U,.
Vektory @, s, . . ., U, nazyvame linearné& nezavislé (LN), jestlize z rovnosti
ki -ty + ko -tio+ -+ ky U, =0 (27)
plyne
ki=ky=--=k,=0. (2.8)
V opa¢ném piipadé fekneme, Ze vektory jsou linearné zavislé.

Vidime, Ze pojem linearni zavislost je opakem pojmu linearni nezavislosti. Co to pfesné
znamena?

Vektory i1, U, . . ., Uy jsou linearné zavislé (LZ), jestlize plati ky - @y + ko -t + -+ + ky - U, =0

a alesponi jedno
k; # 0. (2.9)

V praktickych pfipadech nam pomize k urceni linearn{ zavislosti nasledujici véta.

Vektory iy, s, . .., U, (pro n > 1) jsou linearné zavislé, je-li aspon jeden z nich linearni kom-
binaci zbyvajicich vektori.?

2Stadi si uvédomit, ze pokud jsou vektory LZ, musi ve vektorové rovnici ki - U1 + kg -tz + -+ + ky - Un = 0
existovat nenulové k;. Pfislusny vektor uw; pak miiZzeme z rovnice vyjadrit jako linedrni kombinaci zbyvajicich
k1 ko n
vektorii: u; = —— U] + —— Uz + -+ —— - Un.
’ ki ki ki



7 této véty primo plyne, ze vektory w1, Us,. .., U, jsou linedrné zavislé napft. pokud

e jeden z vektort je nasobkem jiného vektoru,
e jsou mezi nimi dva vektory stejné,

e je mezi nimi alespon jeden vektor nulovy.

Jak ale uréime v obecném piipadé, kolik ze zadanych vektori muze byt linedrné zavis-
lych /nezévislych? K tomu nam pomiize pojem hodnost matice. Radky matice totiz muZeme
chapat jako vektory. Misto linearni ne/zavislosti vektora pak v piipadé matic mluvime
olinearni ne/zavislosti radkt matice.

Hodnosti matice A rozumime maximalni pocet linearné nezavislych radka matice. Hod-
nost matice A oznacujeme h(A).

A jsme u klicové otazky: Jak uréime hodnost matice?

1. Pomoci tzv. ekvivalentnich uprav prevedeme matici do tzv. schodovitého tvaru.

Rekneme, Ze matice a je ve schodovitém tvaru, jestlize v matici A kazdy nenulovy radek
zacinad vétsim poctem nul nez fadek predchazejici.

Piiklad

Méjme dvé matice:

2 1 0 -2 2 1 0 -2
A= 0 3 1 5 |laB=1] 0 1 1 )
0 0 -2 2 0 3 -2 2

Matice A je ve schodovitém tvaru (pod hlavni diagonéalou jsou samé nuly). Matice B ve scho-
dovitém tvaru neni, protoze 2. a 3. fadek zacéinaji stejnym poctem nul.

Hodnost matice B, kter& vznikne z matice A nékterou z nasledujicich aprav:

a) zaménou Fadk,

b) vynasobenim libovolného fadku nenulovym &islem,

c¢) pri¢tenim nékterého fadku, nebo jeho nasobku, k jinému fadku,

d) vynechani fadku, ktery je linearni kombinaci ostatnich fadki,?

je rovna hodnosti matice A. Vyjmenované tpravy nazyvame ekvivalentnimi tpravami a
zapisujeme A ~ B.4

2. Hodnost puvodni matice uréime z hodnosti matice ve schodovitém tvaru podle nasledujici
veéty.

Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna poétu jejich nenulovych radk.

3Moznost d - vynechani fadku, ktery je linearni kombinaci ostatnich fadkd miize nap¥. znamenat vynechani
rfadku slozeného ze samych nul, resp. vynechani fadku, ktery je totozny s jinym Fadkem, nebo ktery je nasobkem
jiného radku. Tyto upravy v8ak pro samotné ur€eni hodnosti matice neni nutné provadét. Sta¢i prevést kterykoli z
téchto radkt na radek sestavajici se ze samych nul, ktery se do hodnosti matice nezapocitava.

4Neékdy se téz tyto upravy nazyvaji jako elementéarni fadkové tpravy.



Priklad

Méjme dvé matice:

2 1 0 -2 2 1 0 -2
A=10 3 1 5 [aB=| 0 1 1 5
0 0 -2 2 0 3 =2 2

Matice A je ve schodovitém tvaru (pod hlavni diagonalou jsou samé nuly). Obsahuje 3 nenulové
fadky, a proto h(A) = 3.

Matice B ve schodovitém tvaru neni, protoze 2. a 3. fadek zacinaji stejnym poctem nul. Proto je
tfeba tuto matici nejdiive do schodovitého tvaru prevést. Toho dosdhneme napfi. tak, ze 2. fadek
vynasobime ¢islem (-3) a pFi¢teme ho k t¥etimu fadku:

2 1 0 -2 2 1 0 -2
B=1]0 1 1 5 |[~]1 0 1 1 5
0 3 -2 2 0 0 -5 —-13

Matici B jsme prevedli do schodovitého tvaru, ve kterém jsou 3 nenulové fadky. Proto h(B) = 3.

2.1.4 Determinant matice

UvaZzujme &tvercovou matici A fadu n. Ke kazdé takové matici prifadime jistym zptasobem
Cislo, které nazveme determinantem matice A. Determinant matice se hodi napf. k feSeni
soustav rovnic. V nasledujici definici se omezime jen na matice fadu 2 a 3, i kdyZ samoziejmé
existuje obecné definice i pro matice rfadu n.

Bud A ¢tvercova matice fadu n. Determinant matice A je ¢islo | A| pfifazené matici nasledujicim
zpusobem:

a) je-lin=2:
a1p  ai2
|A‘ = = 11022 — Q12421 (210)
a1 @G22
— tzv. kfizové pravidlo,
b) jellin =3:
ail a2 ais
\A| =1 ag1 a9y Qo3 | = @11022G33+a12023031 +0A13G21032 —A13022031 —G11023G32 — 012021033

asy az2 as3
(2.11)
— tzv. Sarussovo pravidlo.

Zapamatovat si vzorec pro vypoclet determinantu matic FaAdu 2 neni Zadny problém.
Pro matice fadu 3 se vyplati uplatnit nasledujici pomtcku: vedle zadaného determinantu opiste
znovu jeho 1. a 2. sloupec. Cleny determinantu s kladnym znaménkem dostanete vynésobenim
prvkl matice na hlavni diagonale a diagonélach s ni rovnobéZznych, ¢leny determinantu se zapor-



nym znaménkem dostanete vynésobenim prvka matice na vedlejsi diagonale a diagonalach s ni
rovnobé&znych:

a1 a2 a3 ailr  ai2
|A|: a21 22 423 a1 Q22 =

az1 asz ass azy  a3s2
= (11022033 + 412023031 + 413021032 — 113022031 — G11023032 — 112021033.
2.1.5 Soustavy linearnich rovnic

Jiz ze stfedni Skoly umite FeSit soustavy (systémy) dvou linearnich rovnic o dvou neznamych
(viz tvod k maticim). Nyni budeme uvazovat o feSeni obecné soustavy m linearnich rovnic.

Soustavou m linearnich rovnic o n neznamych 1, xo, ..., x, nazyvame soustavu rovnic

a11x1 + a12x2 + -+ - + a1pxy, = b1 (212)

211 + A22%2 + -+ - + A2 Ty = bo

Am1%1 + AmaTo + «++ + QmpTn = by

Reélné ¢islo a5, ¢ = 1,...,m,j = 1,...,n,m,n € N nazyvame koeficient (v i-té rovnici u j-té
neznamé), realné ¢islo b; nazyvame absolutni ¢len i-té rovnice.

Resenim soustavy rovnic (2.12) je kazda uspofadana n-tice realnych &isel (ky, ko, . . ., ky ), ktera
dané soustavé vyhovuje, tj. po dosazeni ¢&isel k; za neznamé x; (j = 1,...,n) do vSech rovnic
soustavy jsou vSechny tyto rovnice splnény.

Protoze pro feSeni soustav rovnic jsou podstatné pouze jednotlivé koeficienty, zavedeme
nasledujici definice, které nAm umozni zapisovat soustavu (2.12) zjednodusené.

Matici
a1l a1z - Qlp
a1 az2 A2
A= (2.13)
am1 Am2 tee Amn
nazyvame matici soustavy (2.12).
Matici
a1 a2 - Gip | b1
_ a1 azp -+ Qo | b
A= (2.14)
Am1 Am?2 e Amn bm

nazyvame rozsifenou matici soustavy (2.12).
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Z1 by

L2 bo
Pozndmka. Oznacime-li X = ) aB= |, mizZeme soustavu (2.12) zapsat zjednodu-

T, bim
Sené v maticovém tvaru

AX = B. (2.15)

Frobeniova véta: Soustava m linearnich rovnic o n neznamych AX = B ma feSeni pravé tehdy,
kdyZ hodnost matice soustavy je rovna hodnosti rozsifené matice soustavy, tj.

h(A) = h(A). (2.16)

Gaussova eliminaéni metoda

Regenf soustavy m linearnich rovnic o n neznadmych pomoci tzv. Gaussovy elimina¢ni metody
spo¢iva v tom, Ze soustavu rovnic nahrazujeme postupné jinymi soustavami, které maji stejnou
mnozinu feSeni. Toto provadime tak dlouho, dokud nedojdeme k soustavé, kterou umime vyftesit.
Pii feSeni postupujeme takto:

1. ZapiSeme rozsifenou matici zadané soustavy a pomoci ekvivalentnich tprav ji prfevedeme
na schodovity tvar.

2. Na zékladé Frobeniovy véty ur¢ime, zda je soustava FeSitelna a s pomoci nasledujici véty
ur¢ime pocet jejich FeSeni.

Soustava m linearnich rovnic o n neznamych AX = B

a) nem4 zadné FeSeni, pokud hodnost matice soustavy neni rovna hodnosti rozsifené matice
soustavy, tj. pokud

h(A) # h(A). (2.17)

b) ma pravé jedno FeSeni, pokud hodnost matice soustavy je rovna hodnosti rozsifené
matice soustavy a navic je rovna poc¢tu neznamych, tj. pokud

h(A) = h(A) = n. (2.18)

¢) méa nekone&né mnoho Feseni, pokud hodnost matice soustavy je rovna hodnosti roz-
Sifené matice soustavy a navic je tato hodnost mensi nez pocet neznamych, tj. pokud

h(A) = h(A) < n. (2.19)

Tato feSeni lze vyjadfit pomoci n—h(A) tzv. volnych neznamych — neznamych, za které
miuzeme volit libovolna ¢&isla.

3. Pokud je soustava FeSitelna (tj. pokud nastane jeden z pfipadi b ¢i ¢), vypoc&itame po-
stupné jednotlivé neznamé z rovnic odpovidajicich fadktim matice ve schodovitém tvaru,
které jsou ekvivalentni piivodnim rovnicim. Vyjadfovani provadime odspodu soustavy.

Plati-li v soustavé (2.12) by = by = - -+ = b, = 0, nazyva se soustava (2.12) homogenni.
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Homogenni soustava rovnic ma vzdy feSeni. Po dosazeni okamzité vidime, Ze n-tice
21 =0,20 =0,...,2, =0, tj. (x1,22,...,2,) = (0,0,...,0) je FeSenim. Toto FeSeni nazyvame
triviadlni. U homogennich soustav linearnich rovnic tedy bud existuje pouze trivialni feSenf,
nebo existuje nekone¢né mnoho feseni.

Cramerovo pravidlo

Cramerovo pravidlo 1ze pouzit pro feSeni soustavy n linearnich rovnic o n neznamych. Tj. takovych
soustav, v nichz je po€et neznamych roven poc¢tu zadanych rovnic. My si uvedeme toto
pravidlo v zjednoduSené podobé — pro soustavu t¥i linearnich rovnic o tfech neznamych.

Cramerovo pravidlo: Necht AX = B je soustava tii linearnich rovnic o tfech neznamych

11T + a12y + a13z2 = by (220)
21T + aoy + aszz = by

as31T + azay + azzz = bs.

ail a2 0413
Necht determinant matice této soustavy je rizny od nuly, tj. [A| #0, |A] =| aa1  age  as3
az; a2 G33

Necht A; je matice, kterd vznikla z matice A nahrazenim j-tého sloupce sloupcem absolutnich
¢lent rovnic, j = 1,2, 3. Pro determinanty matic A; tedy plati:

by a2 ais ain bi ais ain a2 b
|[A1] = | by aga as3 |» |A20=1] asr by ass |, A3l =| ax as by
b3 a3z ass azr bz ass a3y azz b3

Pak soustava ma jediné FeSeni (z,y, z) pfi¢emz plati:

| A4 |As| |As|
L (2.21)
|A] |A] |4

Je-li |A| = 0, pak tato soustavu bud nemaé Feseni, nebo ma nekone&nd mnoho Feseni.

2.2 Resené piiklady
2.2.1 Operace s maticemi

Priiklad 4. Vypoctéte soucin matic:

Resent. Piipomenime, Ze nasobeni matic je definovano (podle (2.4)) pouze v piipads, Ze prvni
z matic mé tolik sloupct, jako druha fadki. V nasem piipadé je soucin definovan a plati, Ze napf.
prvek na misté 1,1 v nové matici ziskdme vynésobenim prvki 1. fadku matice A prvky 1. sloupce
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matice B — a tyto souiny seCteme:

\}

1 1 -1 2.14+41-1 2-(~1)+1-1 3 -1
2 11 31421 3-(~1)+2-1 5 -1/

w

Priklad 5. Vypoctéte soucin matic:

1 2 3 -1 -2 -4
2 4 6 -1 -2 -4
3 6 9 1 2 4

Regend. Matice vynasobime podle vzorce (2.4):

1 2 3 -1 -2 -4 -1-2+3 —-2-4+6 —4-8+12
2 4 6 -1 -2 -4 |=]| -2—-4+6 —-4-8+12 —-8-16+24
3 6 9 1 2 4 —-3-6+9 —-6-124+18 —12-244 36
0 0 O
0 00

0 00

Vysledkem je tedy nulova matice.

Priiklad 6. Vypoctéte AB — BA, je li

121 411
A=12 1 2 -4 2 0
1 2 3 1 21

Reseni. Nejdifve vypoteme soudiny matic (podle (2.4)):

1 21 4 1 1 4—8+1 1+4+4+2 1+0+1 -3 7 2
AB=| 2 1 2 —4 2 0 |=]| 8-4+2 2+24+4 2+0+2 |= 6 8 4
1 2 3 1 21 4-8+3 1+4+6 1+0+3 -1 11 4
4 1 1 1 2 1 4+2+1 8+1+2 4+2+3 7 11 9
BA=| -4 2 0 2 1 2 |=| —4+44+0 —-8+2+0 —4+4+0 [=| 0 -6 0
1 21 1 2 3 1+4+1 2+2+2 1+4+3 6 6 8

A nyni vypoc¢tené matice ode¢teme (podle (2.3)):

-3 7 2 7 11 9 -10 —4 -7
AB — BA = 6 8 4 |—]1 0 —6 0 |= 6 14 4
-1 11 4 6 6 8 -7 5 —4
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Priklad 7. Vypoctéte f(A), je li f(x) =2%> —5x+3 a A=
-3 3

Reseni. Nasim tkolem je najit funkéni hodnotu zadané funkce f v bodg A, pficemz timto bodem
je zadana matice A. Funkéni hodnotu v bodé zjistime klasicky dosazenim tohoto bodu do pfedpisu
funkce, tj. dosazenim = = A do f(z). Misto ¢isla 3 zapiSeme do maticové rovnice 3E:

f(A) = AA —5A + 3E.

2 -1
Do ziskaného predpisu dosadime zadanou matici A = . Protoze s¢itani matic
-3 3
je (podle (2.3)) definovano jen pro matice stejného typu, musi byt E fadu 2, tj. dosadime
1 0
0 1
2 -1 2 -1 2 -1 1 0
f(A) = - +3
-3 3 -3 3 -3 3 0 1

Soudin matic AA vypocitame podle (2.4), souciny 5A a 3E podle (2.2) a takto vypoctené
matice sec¢teme resp. odeéteme podle (2.3):

7 =5 10 -5 30 0 0
flA) = - + = .
—-15 12 —-15 15 0 3 0 0
2.2.2 Hodnost matice

4 3 -5 2 3
8 6 —7 4 2
Priklad 8. Urcete hodnost matice A = 4 3 -8 2 7
4 3 1 2 -5
8 6 -1 4 -6

Reseni. Zadanou matici prevedeme do schodovitého tvaru. Toho dosahneme napt. tak, Ze prvni
radek matice opiSeme a zbyvajici fadky upravime pomoci ekvivalentnich uprav tak, abychom
pod prvkem aj; = 4 méli samé nuly. Vynasobime 1. Fadek ¢islem (-2) a pri¢teme ho k 2. fadku,
pak vynéasobime 1. fadek ¢islem (-1) a pficteme ho k 3. fadku, déale vynasobime 1. Fadek ¢islem
(-1) a pri¢teme ho k 4. fadku a nakonec vynasobime 1. fadek ¢islem (-2) a pFi¢teme ho k 3. Ffadku:

4 3 -5 2 3 4 3 -5 2 3
8§ 6 -7 4 2 00 3 0 -4
4 3 -8 2 7 1~10 0 =30 4
4 3 1 2 -5 00 6 0 -8
8§ 6 -1 4 -6 00 90 -12
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Shodou okolnosti se nam objevily samé nuly i pod prvkem ass = 0. VSechny fadky od dru-
hého pocinaje zacinaji dvéma nulami — 1. a 2.Tadek opiSeme a pomoci ekvivalentnich tprav se
pokusime ziskat samé nuly pod prvkem as3 = 3. Nejdiive 2. fadek pficteme k 3. fadku, dale
2.tadek vynasobime &islem (-2) a pricteme k 4. fadku a nakonec 2.f¥adek vynasobime ¢islem (-3)

a pricteme k 5. radku:

4 3 =5 2 3 4
0 0 3 0 —4 0
00 -3 0 4 |~ O
00 6 0 =8 0
00 9 0 —-12 0

Tim se nam povedlo pfevést matici do schodovitého tvaru.

radky, a proto hodnost zadané matice je dva:

h(A) = 2.

0 4 10

4 8 18
Priklad 9. Urcete hodnost matice A =

10 18 40

1 7 17

o O o o W

o O O W

o O O O N

V této matici jsou dva nenulové

Reseni. Zadanou matici pfevedeme pomoci ekvivalentnich tprav do schodovitého tvaru. Prvni
radek za¢ina nulou — bude vhodnéjsi ho umistit jako 2. fadek. Jako prvni fadek bude nejvyhodné;jsi
umistit 4. fadek zac¢inajici ¢islem 1 — jeho nasobenim ¢isly (-4) a (-10) a pfi¢itanim k 2. a 3. fadku

snadno vytvorime samé nuly pod prvkem aq::

0 4 10 1 1 7
4 8 18 7 0 4
10 18 40 17 - 0 —20
1 7 17 3 0 —52

17
10

—50
—130

3. a 4. fadek matice zjednodusime, aby se ndm s nimi lépe pocitalo. 3. fadek vydélime

Cislem 4, 4. fadek vydélime ¢islem 13:

1 7 17 3
0 4 10 1
0 -20 -50 -5
0 —-52 -—-130 -13

o o o =

Nyni vytvofime samé nuly i pod prvkem agy = 4 — staci 1.

15
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—4
—4

17
10
—10
—10
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pricist k 3. a 4. radku:

1 7 17 3 1 7 17 3
0 4 10 1 0 4 10 1
0 -4 —-10 -1 - 0 0 00
0 -4 —-10 -1 0 0 00

Tim se nam povedlo pfevést matici do schodovitého tvaru. V této matici jsou dva nenulové
radky, a proto hodnost zadané matice je dva:

h(A) = 2.

2.2.3 Determinant matice

Priiklad 10. Vypoctéte determinant:

5 2
a) ,
7 3
cosa —sina

b) :

sinae  cos«

1 1 1
¢)|1 2 3

1 3 6
Resent.

a) Zadany determinant vypocteme pomoci k¥izového pravidla (2.10):
5 2

=5:-3—-2.-7=15—-14=1.
73 B

b) Zadany determinant je opét fadu 2 — pouZijeme také k¥izové pravidlo (2.10):

cosa —sina 9

= cos? o — (— sin?

@) = cos? a +sin® a = 1.

sina  cosa
¢) Zadany determinant je fadu 3 — pouZijeme také Sarussovo pravidlo (2.11). Pro snadngjsi vy-
pocet vyuZzijeme pomiicky — opsani prvnich dvou sloupcii determinantu (viz vysvétleni pod de-
1 1 1 1
finici determinantu): | 1 2 3 =1-2.6+1-3-1+1-1-3—-1-2-1-1-3-3—-1-1-6 =

1

1 2
1 3 6|1 3
=1243+3-2-9-6=18—-17=1.
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2.2.4 Soustavy linearnich rovnic

Priklad 11. Reste soustavu linedrnich rovnic:

1 — 229 + x3 + x4 — x5 = 0
207 + X9 — x3 — x4 + x = 0
vy 4+ Ty — brs — bry + brs = 0
3rv1 — X9 — 223 + xy — x5 = 0

Reseni. NapiSeme rozsifenou matici soustavy a pomoci ekvivalentnich aprav ji pfevedeme na scho-
dovity tvar. Prvni fadek opiSeme a poté jej postupné vynasobime &isly (-2), (-1) a (-3) a tyto
nésobky postupné pfi¢teme k 2., 3. a 4. radku:

—2 1 1 -1 -2 1 1 -1
1 -1 -1 1
7T =5 =5 )

-1 -2 1 -1

-6 —6 6

W = N
o O o O
o O O =
O ot
\
w
\
w
w
o o o O

5 —5 2 2

treti fadek zjednodusime — vydélime ho ¢islem 3:

1 -2 1 1 -11]0
0 5 =3 -3 310
0o 3 -2 =2 210
0 5 -5 =2 210
a tfeti fadek prohodime s druhym radkem:
1 -2 1 1 -11]0
0 3 -2 =2 210
0 5 -3 -3 3]0
0 5 =5 =2 210

Abychom vytvorili pod prvkem age = 3 samé nuly, mohli bychom 2. fadek vynésobit ¢islem

(%5) a pricist k 3. a 4. fadku. To bychom v8ak museli s¢itat zlomky. Druhou moZnosti je vynasobit

2. fadek ¢islem (—5) a pFicist ho k trojnasobku 3. a 4. fadku. Abychom se nespletli, miZzeme provést

vypocet ve dvou krocich — nejdiive vynasobit 3. a 4. Ffadek ¢islem 3 a poté k nim pridist (—5)-

nasobek 2. fadku:

—2 1 1 -1
3 -2 -2 2
0 1 1 -1
0 -5 4 —4

5 -9 -9 9
15 —-15 —6 6

o o o =
o o o o
14
o o o =

17



a nakonec 3. fadek vynasobime ¢islem 5 a pri¢teme ho ke 4. radku:

1 -2 1 1 -1
0 3 -2 =2 2
0 0 1 1 -1
0 0 0 9 -9

o o o o

Vidime, Ze hodnost matice soustavy je rovna hodnosti rozsifené matice soustavy, tj.
h(A) = h(A) = 4. Podle Frobeniovy véty to tedy znamen4, Ze soustava ma FeSeni.

Zadana soustava ma 5 neznamych (n = 5), a protoze h(A) < n, bude mit nekoneéné&
mnoho FeSeni. Zvolime n — h(A), tj. 1 volnou neznamou. Necht 5 = t;t € R.

Ze 4. fadku upravené matice dostavame rovnici:

91‘4—91‘5=0
9z4 — 9t = 0.
{E4:t

Ze 3. fadku upravené matice dostavame rovnici:

r3+ x4 —25 =0
z3+t—1t=0.

1‘3:0

Ze 2. fadku upravené matice dostavame rovnici:
3re —2x3 — 214 + 225 =0
3z —0—2t+ 2t =0.
T = 0
7 1. fadku upravené matice dostavame rovnici:
T —2r9 +x3+ x4 —25 =0
1 —04+0+t—-t=0.
Ir = 0

Zkouman4 soustava ma nekone¢né mnoho FeSeni tvaru (0,0,0,¢,t);t € R.

Priklad 12. Reste soustavu linedrnich rovnic:

Ty + x9 — 3x3 = -1
2c¢1 + x9 — 2x3 = 1
r1 + x + x3 = 3
T+ 2x9 3rz3 = 1
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Resent. NapiSeme rozsifenou matici soustavy a pomoci ekvivalentnich tprav ji pfevedeme na scho-
dovity tvar. Prvni fadek opiSeme a poté jej postupné vynasobime ¢isly (-2), (-1) a (-1) a tyto
néasobky postupné pri¢teme k 2., 3. a 4. fadku. Analogicky budeme postupovat v dalsich krocich:

11 -3|-1 1 1 =-3|-1 1 1 -3|-1 1 1 -3|-1
2 1 =2 1 0 —1 4 3 0 -1 41 3 0 -1 4 3
11 1 3 - 0 O 41 4 - 0 O 4 4 - 0 O 4| 4
1 2 -3 1 0 1 0 2 0 0 4 ) 0 0 0 1

Vidime, Ze hodnost matice soustavy neni rovna hodnosti rozsifené matice soustavy, tj.

h(A) = 3 # h(A) = 4. Podle Frobeniovy véty to tedy znamen4, Ze soustava nema FeSeni.

Priklad 13. Reste soustavu linedrnich rovnic:

Ty + 29 4+ 3x3 + 4dzy = 11
2¢7 + 3z + 4dx3 4+ x4 = 12
311 + dms + lzs + 2my = 13
4ry + x99 + 223 + 3xy, = 14

Resend. NapiSeme rozsifenou matici soustavy a pomoci ekvivalentnich tprav ji pfevedeme na scho-
dovity tvar — analogicky, jako v pfedchozich dvou piikladech:

1 2 3 4|11 1 2 3 4 11 1 2 3 4|11
2 3 4 1|12 o -1 -2 -7 |-10 01 2 7110
3 41 2|13 - 0 -2 -8 -10|-20 - 0 2 8 10120 h
4 1 2 3|14 0 -7v —-10 —-13|-30 0 7 10 13|30
1 2 3 4 11 1 2 3 4 11 1 2 3 4111
01 2 7 10 01 2 7 10 01 2 7110
- 00 4 -4 0 - 00 4 —4 0 h 001 —-1(0
0 0 -4 —-36|—40 0 0 0 —40| —40 0 0 0 1] 1

Vidime, Ze hodnost matice soustavy je rovna hodnosti rozsifené matice soustavy, tj.

h(A) = h(A) = 4. Podle Frobeniovy véty to tedy znamena, %e soustava méa FeSeni.

Zadané soustava méa 4 neznamé (n = 4), a protoze h(A) = n, bude mit pravé jedno
reSeni.

Ze 4. fadku upravené matice dostavame rovnici:

.1‘4:1.

Ze 3. fadku upravenématice dostavame rovnici:

1’3—1’4:0
:1:3—1:()

$3:1
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Ze 2. fadku upravené matice dostavame rovnici:

Ty + 2x3 + Txy = 10
ro+ 2+ 7 =10.

332:1

7 1. fadku upravené matice dostavame rovnici:
T + 229 + 323 + 44 = 11.
T1+2+3+4=11
Tr, = 2
Zkoumana soustava m4 pravé jedno feSeni (2,1,1,1).

Piiklad 14. Reste soustavu linedrnich rovnic pomoci Cramerova pravidla:

-3z + y + z =1
r — 3y + =z = 1.
zr + y — 3z =1
Reseni. Nejprve vypoc¢teme determinant matice A:
-3 1 1
[Al=| 1 -3 1 |=-27+14+1+3+3+3=—16.
1 1 -3

Vypoéteny determinant je rizny od nuly, a proto bude mit soustava jediné feSeni, které
uré¢ime podle Cramerova pravidla. Kdyby se vypoc¢teny determinant rovnal nule, nemohli bychom
0 poctu feSeni rozhodnout a soustavu bychom fFesili Gaussovou eliminaéni metodou. Abychom
mohli Cramerovo pravidlo uplatnit, vypo¢teme determinanty |A4,|, |Asz|, | 4s]:

by a2 a3 1 1 1

|A1] =| by @z as3 |=|1 -3 1|=9+1+1+3-1+3=16
b3 azz ass 1 1 -3
a1 b1 ais -3 1 1

|A2| =] a1 by ags |=| 1 1 1|=9+1+1-1+3+3=16
as1 bs ass 1 1 -3
a;n aiz by -3 11

|As| = | ag1 ags by | = 1 -3 1|=94+1+14+3+3—-1=16.
az1 azz bs 1 1 1

Dostéavame tak:
|44 | Az 1 | 43|

_ =1 — - _

T = - ’ Y ’ z = -
4] 4] 4]

Zkoumana soustava mé pravé jedno feSeni (—1,—1,—1).
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2.3 Priklady k procviceni

2.3.1 Operace s maticemi

—_

. Vypocitejte 2A — 3B pro matice: A= | 1 -1
2. Vypocitejte AB a BA pro matice: A =

3
3. Vypocitejte AB a BA pro matice: A = (

4 2 2
4. Vypoditejte B? pro matici B = | 0 6 6
8 —4 -2

5. Vypocitejte A + B, 2A a 3B — A pro matice:

1 2 0 1
a)A: a B =
-1 3 2 -1
5 1 =2 3 2 1
b)A: 7 1 -3 aB= 2 21
3 2 0 1 3 3

6. Naleznéte matici C = A2+ A+ E, je-li A =

Vysledky
-2 3
1 -1 =5
0 1
0 1 14
1 -5
2. AB = ,BA=13 5 1
1 19
3 6 15
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3. A.B - souéin neni definovan, B.A =

32 12 16
4. B2=BB=| 48 12 24
16 0 —4
1 3
5.a) A+ B = ,2A =
1 2 -9
8 3 -1
b)) A+B=] 9 3 —2 |,24=
4 5 3
9 6 6
6. 6 9 6
6 6 9

2.3.2 Hodnost matice

Urcete hodnost matice A:

2 77 11
3 7 2 2 1
a) A = , b) A=
1 3 2 11
1 4 7 1 2
10 3 2
-2 1 0 -1
c) A= , d) A=
-11 3 1
-1 2 9 4
Vysledky

2.3.3 Determinant matice

1. Vypoctéte determinant:

22

5 5
3 2
5 10
—1
,3B— A=
6 7
10 2 —4
6 4 0
-3 -1
2 1
1 3
-3 1
1 -1 0 -1 0
0 0 1 0 -1
1 1 -2 1 0
0 1 -1 1 0
0 1 0 1 -1
d) h(A) =3

4 5 5
-1 5 6
0 7 9



1 7 4 1 2 3 3 0 3
1++v3 3—4+5 at+1l a
a)|3 2 0|, bl2 1 3| ¢ , d) , €e[3 30
3++456 1—4/3 a a-—1
6 5 0 1 4 5 0 3 3

2. Vypoctéte determinant a vyteSte algebraickou rovnici:

9—x 12 5—x 2
a) =0, b) =0.
12 16 — x 2 88—z

Vysledky
1. a) 12, b)0, ¢)—6, d) -1, e)54
2.a)xy; =0,20=25, b)ax;=4,20=9

2.3.4 Soustavy linearnich rovnic

1. Reste nehomogenni soustavu linedrnich rovnic:

201 + x2 + x3 = 2
r1 + 32 + xr3 = 5
a) )
r1 + To + bdrz = —7
209 + 3y — 3x3 = 14
xr1 — 2.’E2 + 2£C3 = -9
b) 3z, + Bbxy + 43 = 10,
5r1 + 1229 + 6z3 = 29
3r1 + 2z = 12
c) 5zy + 4dzs + x5 = 27,
r1 + 229 + Sx3 = 33
Ty — 3y — 4dx3 — 224 = -3
207 — 239 — 23 — x4 = 0
d) 1 2 3 4 ’
2331 - 3332 — 3%‘3 — 2$4 = -1
3xr1 — 4x9 — 3x3 — 214 = 2
2200 4+ m — x3 + my = 2
261 — x5 + 2x3 = 2
e) 9
3T + r3 — Ty = 2
2r1 + x9 — xrs3 = 1
3r1 — bxe + 2x3 + 4z, = 2
f) Tr1 — 4dxy + T3 + 3x4 = 5,
S5y + Txe — 4dxz3 — 6x4 = 3
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209 — xoy + x3 — 2x4 = —2

—3xr1 — 229 + 223 — 2x4 = -—18
) ry + x2 — x3 + 2,4 = 8 ’
—2r1 — x2 + x3 = -10
201 — x99 — x3 + 3xy = 1
h) 2r1 — ro + 2x3 — 12z4 = 10
4r1 — 3x0 — x3 + Ty = D
6x; — 3z — 13 — Ty = 9

2. Reste homogenni soustavu linearnich rovnic:

Ty +  x2 + T3 + gy = 0
Ty + 2x9 4+ 3x3 + 4z, = 0
Y 21+ 3wy + Gzs + 10w = 0
r1 + 4dxy + 10z3 + 20x4 = O
ry + 2x9 + 3x3 + 4dxy = 0
b) Ty + w9 4+ 2x3 + 3x4 = O’
7 4+ bxe 4+ 23 + 224 = 0
r1 4+ bxe + Drs + 224 = 0
1 — 29 + w13 + x4 — x5 = 0
209 + 3y — x3 — x4 + x5 = 0
K ¥+ Tms — bws — bay + bas = 0
3rv1 — X9 — 23 + x4 — x5 = 0

3. Za vyuziti Cramerova pravidla feste soustavu linearnich rovnic:

2¢1 + 3x2 + 2x3 = 9
a) Ty + 29 — 3x3 = 14,

3xr1 + 4xo + r3 = 16

X + T2 — I3 = -2
b) 2z — 4daxs + 223 = -1,

Ty, — Ty + x3 = 0

21 + bxy — 2x3 = 4
C) 21'1 + T2 = 2.

3r1 — x9 + 4daxg = -1

Vysledky

1. Nehomogenni soustavy linedrnich rovnic:
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a)$1:1,£2:2,x3:—2

b) x1=—%,wg=%,x3=tkdeteR
C).Z‘1=2,£C2=3,SC3=5
d)x1=0,x2=—3,m3=2,x4=2

e) 1 =0,20=4,23=3, 24 =1

—h

) soustava nemé FeSeni
g) x1 =2, 29=6+t,x3=1t 24 =0,kdeteR
h) 21 =2+t 20 =0, 23 =3+5t, x4 =t, kdete R

. Homogenni soustavy lineadrnich rovnic:

3=x4=0

[\v]
I

x x
b) $1=$2=$3=$4=0
z x3=0,x4 =25 =t,kdeteR

. Cramerovo pravidlo:

a)z1=2,12=3,x3=—2
b)a?1=—1,ac2=1,m3=2
c) x1=1,20 =0, 23 =—1
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