1 Integralni pocet

1.1 Neurcity integral

Neurcitym integralem k dané funkci f(z) nazyvame takovou funkci F(x), pro kterou plati, Ze
f(z) = F'(z). Neboli integralem funkce f(z) je takova funkce F'(x), ze které bychom derivaci
dostali ptivodn{ funkei f(x).

Vzhledem k tomu, Ze funkce f(z) je ve svém vyznamu derivaci funkece F(x) a vzpomeneme-li
si, ze derivaci konstanty dostaneme vzdy nulu, pak je tfeba vzdy béhem integrace k funkci F’ (a:
pricist jesté tzv. integra¢ni konstantu C'. Cely proces integrace pak zna¢ime:

/f(x) de=F(z)+C

Vyznam integra¢ni konstanty muzeme ilustrovat napt. na Obrazku [1} kde jsou vyobrazeny
primitivni funkce F'(z) k funkci f(x) = sinz s riznymi hodnotami integracnich konstant C. Z
obréazku je patrné, ze derivaci primitivni funkce F(z) s riiznymi integracnimi konstantami obdrzime
vzdy totoznou funkei f(z)

OBRAZEK 1: Vyznam primitivni funkce F'(x) s riznou integra¢ni konstantou C'. V8echny zobrazené
funkce F(z) + C malji stejnou derivaci ve v8ech svych bodech (napf. v bodech zo a x1) a proto jsou
primitivnimi funkcemi jediné funkce f(z) a plati [ f(z) dz = F(z) + C.

1.2 Metody vypocta neurcitych integrali
1.2.1 Prima integrace funkci
Podobné jako derivace elementarnich funkci jsou ,tabelované“ nékteré integraly elementarnich

funkci. Uvadime zde jejich piehled:

/konst. dz = konst. -z + C

INekdy taktéz nazyvanou primitivni funkci.
HDerivace f(z) je totiZ vlastné smérnici F(x) + C v kazdém jejim bodg.
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Ne kazda funkce je ale funkci elementarni a velmi asto se setkime s funkcemi, které jsou
sou¢tem /rozdilem, sou¢inem nebo podilem vice funkei. Oznacime-li f(x) a g(z) funkce a F(x) a
G(z) jejich primitivni funkce a ¢ libovolnou konstantu, pak plati pro soucet a rozdil integrald,
podobné jako u derivaci:

/c-f(gc)dx:c-/f(x)dx:c-F(x)—i—C (1)

/(f(x):tg(x)) dor = /f(ac) dx:t/g(x) dz = F(z) £ G(z)+ C (2)

Souéin funkci se integruje specialnimi metodami, které zminime nize, podobné je tomu u podilu.
Pouze ve speciadlnim piipadé, kdy je Citatel zlomku, ktery integrujeme derivaci jmenovatele, tedy

integrujeme-li podil typu J;/((;E)), pak plati:

F@) 4l
[ 5 @ =misw)+c )

Nyni pristoupime k nékolika feSenym piikladam, které vyuzivaji k integraci funkci vyse uvedené
vztahy.

Priiklad 1. Vypocitejme integrdl

/(;4-905—&-\5/5) dz

Resend. Jedn4 se o integral ze sou¢tu nékolika elementarnich funkci, které lze upravit na mocninny
tvar. S vyuzitim vztahu méame pak:

/<55+x5+\5/§> dx:/%dx+/x5dx+/%dx:/S-x_5dx+/x5dx+/x% dz
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Tyto integrély jiz lze integrovat pomoci pravidla [ 2™ dz = +C:
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Vysledek pak jiz pouze upravime na ,esteticky* tvar:

5 2% 6V

Resend. Vyse uvedeny integral je sice podilem funkci, nicméné, je snadné jej pfevodem na moc-
ninny tvar a naslednym délenim pirevést na rozdil ,,tabulkovych® integrali:

4o —2- dr 2.z
/dez/(j— x)da:—/élda: /23; ¥ de = 40—2.F — 1+C—4x—4f—i—C

2

Priklad 3. Vypocitejme integrdl
/(\/5+1)~(x—\/5+1) dx

Resend. Jedné se o integral ze sou¢inu dvou funkci. Takovy integral by se ad hoc Tesil velmi tézko.
Praci si v8ak zna¢né usnadnime roznasobenim zévorek a tpravou na mocninny tvar:

/(\/E+1)-(x—\/§+1) dx:/(az r—z+vr+ar—x+1) dx:/(x\/:ﬂl) dx:/(;v%ﬂ) dx

Takovy integral jiz lehce spocitame jako integral souc¢tu dvou elementéarnich funkeci:

3+l 2 s 2
/(xg—kl)dx:/x% da:+/1dx—x:_l—i—x—FC'—5-x5+m+C=5-\/aj5—|—m+C’
2 R

Priiklad 4. Vypocitejme integrdl

/(W

3 + cos x) dx
T

Resent. Uvedeny integral vypada pomérné nepiijemné, vzhledem k odmocniné z trojélenu v ¢itateli
zlomku. Nicméné, pokud si v8imneme, Ze pod odmocninou méme klasicky vzorec pro druhou
mocninu dvojélenu, konkrétné z* + 2 + 7% = (22 + 272)2, je jiz naslednd tprava na soudet
elementarnich funkci pFimocara:

N 21 o-2)2 24 g2
/(M—Fcosx da::/ M—i—cosx dxz/(x:f—kcosas) dz =

3 3

z2  x2 1 _5
= 4+ —+4cosz) dzr= [ —dzx+ [ 2 °dz+ [ cosz dx
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Tyto integraly jsou jiz tabulkové a je snadné je vypocitat:

1 -4 1
/fdx+/aﬁ_5 dx—i—/cosxdlen\x|+x—4+sinx+C:1n|x|—4—4+smx+C’
T —




Priiklad 5. Vypocitejme integrdl

/tanw dx

Reseni. Prestoze se jedna o integral z elementarni funkce, neni jeho integrace zcela elementarni
zalezitosti. Vyuzijeme vSak faktu, Ze funkce tanzx je definovand pomoci funkci sinus a kosinus.
Prevedeme tak integral na podil dvou funkei:

sinx
/tanz dx :/ dx
Ccos T

Na prvni pohled to nevypadé jako velky pokrok, nicméné, vzpomeneme-li si na derivace elemen-
tarnich funkci a vezmeme-li v iivahu platnost vztahu , muzeme dojit k pfekvapivé pfimocarému
feSeni. Derivaci funkce cos z je funkce —sinz. A pokud je &itatel integrovaného zlomku roven de-
rivaci jmenovatele, pak je integral jednoduSe vypocitatelny dle . Proto si v ¢itateli ,,vyrobime*
funkci —sinz a dale integrujeme:

/smm dx:/_—smx dz =In|cosz|+ C

COsST COS T

1
—d
/1+0052x .

Resent. Integral je nejprve tieba upravit na takovy tvar, abychom mohli vyuzit pravidla pro
integrovani elementarnich goniometrickych funkei. Vyuzijeme vlastnosti cos 2z = cos® z — sin’ z a
rovnéz sin? z 4 cos? z = 1 a zlomek v integralu upravime:

1 1 1
—  dzx = dz = d
/ 1+ cos 2z . / 1+ cos2z — sin’ x v /20032x *

Tento integral je jiz tabulkovy a snadno jej vypocteme:

1 1 1 1
dr == dr=--t C
/QCOSZJZ TTa /COSzl’ S an -+

Piiklad 7. Vypocitejme integrdl
/ e?r —1
dz
e? —1

Resend. Jedna se o integral z podilu funkci, ktery by se tézko primo integroval. Pokusime se ale o
rozklad kvadratického dvojélenu v Citateli a zlomek tak upravime:

/GQw_ldx_/(ex+1).(ez_1) dx:/(ew‘Fl)dx

et —1 et —1

Priklad 6. Vypocitejme integrdl

Tento integral je jiz souc¢tem elementarnich integrali:
/(e”’+1) dx:/ex dx+/1 dz=e"+24+C

1.2.2 Metoda integrace per partes

V pripadé, ze mame vypocitat integral, ktery je souc¢inem dvou funkci, ktery nelze vhodné
upravit na tabulkové integraly uvedené v predchozim textu, je v mmnohych piipadech vyhodné
pouzit metodu integrace per partes.



Tato metoda integrace vyuziva de facto integrované formy vztahu pro derivaci sou¢inu. Pro
pripomenuti, pro derivaci souéinu dvou funkei u(x) a v(z) plati (u(z)-v(z)) = o' (z) - v(z) +u(z) -
v'(x). Zintegrujeme-li tento vztah, mame z (u(z)-v(x)) nederivovany soudin u(z)-v(z) a mizeme
psat:

u(z) - v(z) = / W' () - v(z) dz + / u(z) ' (z) dz

Pro vypocet integralu ze soucinu funkci tak miZeme odvodit totozné vztahy:

/ w(@) ' (@) do = u(z) - v(z) — / /(@) - v(z) dz (@)

Miize se zdat, ze se jedna o pfevod integralu na jiny integral. Je tomu tak. V pivodnim integralu
ze soucinu dvou funkei si vZdy zvolime jednu funkci, kterou prohlasime za derivaci u'(z) (nebo
v'(x)), kterou musime umsét integrovat a druhou v(z) (nebo u(z)) kterou musime umét derivovat
Volime tyto funkce tak, abychom po tpravé obdrzeli jednodussi integral. Jak vhodné tyto funkce
volit si ukdZeme na néasledujicich prikladech a nésledné se pokusime o vysloveni nékolika pravidel,
ktera by ndm mohla pomoci s vypocty integralii pomoci této metody.

Je jesté nutné podotknout, ze metoda per partes se pti vypocétu pfi mnoha piipadech pouziva

i opakované.
/ z-e® dx

Resend. Jedna se o integral, ktery ani sebelepsf ipravou nemiizeme prevést na integral ,, tabulkovy*.
Jedn4 se ale evidentné o soucin dvou funkci. VyuZzijeme proto metody integrace per partes. Mame
souc¢in dvou funkci  a e*. Jednu z nich musime zvolit jako derivaci a druhou jako funkci nede-
rivovanou. Vzhledem k tomu, ze ve vztahu je na pravé strané integral z funkci se zaménénou
derivaci, zvolime v pivodnim integralu funkce u(x) a v’(z) tak, aby integral ze soucinu «’(z) - v(z)
byl jednodussi. Toho docilime tak, Ze jako nederivovanou funkci u(z) zvolime funkeci z, protoze
jeji derivace je rovna jednicce a z integralu na pravé strané tak ,zmiz{“. Jako funkei v'(x) zvolime
e”, funkce v(z) na pravé strané (4)) pak bude v(z) = [v'(z) dz = [e® do = e®. Cely tento proces
zapiSeme takto:

Priiklad 8. Vypocitejme integrdl

ulz)=2 u(x)=1
x - e’ dox=
=

(@) ()

= e -z - 1 - & dx
[ ~—~

w(@) w(@) T w(n) u(@)

V(z) =€ wv(z)=¢e"

Vidime, Ze se nam puvodni integral zjednodusil na prosty soucin x-e* a tabulkovy integral z funkce
e”. Tento vyraz uz jen zintegrujeme a upravime:

ew~x—/e‘”dx:wew—ew+0

Priklad 9. Vypocitejme integrdl

/(x2—|—1)-cosx dz

Reseni. Opét se jedna o integral, ktery je soucinem funkei a nelze jej upravit na integraly z
elementarnich funkci. Vyuzijeme proto metodu per partes. Jedna se o soucet polynomu a goni-
ometrické funkce. Derivaci polynomu obdrzime polynom o stupen nizsi. Dvojnasobnou derivaci
polynomu bychom tak mohli obdrzet v upraveném integralu pouze goniometrickou funkci. To

T nebyva problém.



znamend dvojnasobné vyuziti metody per partes. Zvolime si tedy polynom z2 + 1 jako nederivo-
vanou funkei u(x), jeji derivace u'(z) = 2x. Naopak jako derivovanou funkci v’(x) = cos z, potom
v(z) = [cosx dz = sinz. Cely proces prvniho kroku tak miZzeme zapsat jako:

(@ +1)-cosz do = u@) =at+1 W) =2
—_—— B

v’ (z)

:(x2+1)-sinx—/ 2z -sinz dz
v'(z) =cosz wv(r)=sinz Y Y v

u(x) u(z) v(x) uw(z)  v(z)

Na integral na pravé strané pak jesté jednou uplatnime metodu per partes a tak se zbavime vyrazu
2z pred goniometrickou funkei v integralu. Zvolime-li tedy znovu u(x) = 2z, pak je u/(z) = 2 a

podobné zvolime v'(z) = sinz a pak v(z) = [sinz dz = — cosz. Mizeme tak psat:
u(z) =2z u'(r) =2
(z* +1) -sinz — /Qx-sinx dz | = @) @) =
we) oo v'(z) =sinz  wv(x) = —cosz
=(z*+1)-sine — | 22 -(—cosz)— 2 (—cosz) dx
u(x) v(x) u’(z) v(x)

Tim jsme obdrzeli elementéarni integral a vysledek jiz jen upravime:

(x2+1)~sinx<2x'(cosx)/2~(cosx) d:z:) = (;1:2+1)~sinx+2x~cosx72~/cos:z: dz =

= (24 1) -sinz +2z-cosz — 2 -sinz + C = (2 — 1) sinz + 2z cosz + C

Abychom nemuseli vzdy slozité vymyslet, kterou funkci béhem integrace per partes zvolit jako
derivovanou a kterou jako nederivovanou, je mozné shrnout jednotlivé pfipady, se kterymi se
pravdépodobné setkame, do nasledujici tabulky

TABULKA 1: Volba funkce u(x) a v'(z) pro rzné typy soucinii funkei.

Integrovana funkce wu(z) o'(x)

P(x)-e* P(x) €*
P(z) -sinx P(z) sinzx
P(z) - cosx P(z) cosz
P(z)-lnx Inz P(x)

Priklad 10. Vypocitejme integrdl

2?*In’z dz

Regeni. Jedna se o integral ze sou¢inu polynomu a pfirozeného logaritmu a proto vyuZzijeme na-
povédy z Tabulky [1| a jako funkci u(z) zvolime In? z, pak jeji derivace u'(z) je derivaci slozené(!
funkce, tedy v/(z) = 2Inz - 1. Za funkci /() zvolime 2® a tedy v(z) = [2° dz = %4. Pomoci 1)
tak obdrzime:

VP(x) je obecn& polynom.
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/z‘slngx dz = (z) (z) r :1112a,’~x—f/21n:1:~f~:i dz = T x—/lnx% dz

v (x) = 2 )= 4
Jak je vidét, tak vysledek obsahuje znovu integral, ktery je sou¢inem dvou funkci, z ¢ehoz jedna
je pfirozeny logaritmus (tentokréate jiz ne v mocning) a polynom. PouZijeme tedy jesté jednou
metodu per partes se stejnou taktikou jako v prvnim kroku:

o _ 1
m4ln2x/ln$;§ de — u(z) =Inzx u’(z)—; _$41n2$(1nx‘3x2/1.3x2dx>—

3 ]}_2
4 V(@)= u@) =3 4 2 Jx 2

- R
1 5 + 4

24 Inz 3z2lnz 3 / ¢’z 322lnx 322
= — —— |Jadr) =
2 4 2 4

Priklad 11. Vypocitejme integrdl
/ (2 +1)e” dx

Resent. Jedna se o integral ze sou¢inu polynomu a exponencialni funkce. Proto pouzijeme metodu
per partes a to tak, Ze jako nederivovanou funkci zvolime u(x) = 22 + 1 a jako derivovanou
v'(z) = e* (dle Tabulky [I)). Dostaneme tak rozvoj:

ux) =22 +1 u(r) =2z

/(m2 + 1)e” dz = = (22 +1)e” — /2xe$ dx

v'(x) =e* v(z) =e*

Vidime, ze doslo ke zjednoduSeni polynomu v integralu o jeden stupen. Pouzijeme tedy jesté jednou
metodu per partes a to se stejnou taktikou, kterou jiz znadzornime jen matematickou symbolikou:

(2 +1)e” — /er”” dz = ) =20 wlz)=2 = (22 +1)e” — (2xe$ - /2e”” dx) =

V(z)=e" w(z)=¢e"

:(az2+1)ezf?xe‘”+2~/em dr = (22 +1)e” — 2ze” + 2% + C = (22 — 2z + 3)e” + C

1.2.3 Metoda integrace substituci

Metoda integrace substituci se s vyhodou vyuZiva, ma-li funkce, kter4a mé byt integrovéna,
neelementarni argument. Tedy napf. v pfipadé funkce f(z) = e® je argument exponencialy z
hlediska vypoc¢tu integralu elementarni. Nicméng, jiz pro funkci f(x) = e?**!1 argument 2z + 1
neni z hlediska integrace elementérni a je tfeba jej ,nahradit“ elementérnim argumentem — novou
proménnou.

Postup vypoctu substituci vyuziva vty o derivaci slozené funkce. P¥ipomeiime, Ze funkce f(g(z))
ma derivaci (f(g())) = f'(g(z)) - ¢'(x). Oznacime-li primitivni funkei f(g(x)) jako F(g(x)), pak
mizeme psat (F(g(x))) = F'(g(z)) - ¢'(x) = f(g(z)) - ¢’ (x). Integraci této relace obdrzime:

/ﬂﬂ@%d@ﬁh:Fm@D+C

Zavedeme-li za argument funkce f, tedy za g(z) novou proménnou ¢ a za ¢'(x) da analogicky
dt, pak dostaneme integral z elementéarni funkce z nové proménné ¢:



/ f(9(2)) - ¢/ (2) da = / f(t) dt = F(g(x)) +C (5)
@) at F(t)

Je tfeba podotknout, Ze v ,novém* integralu [ f(t) d¢ se po substituci nesmi vyskytovat zadna
puvodni proménnd, tedy novy integral musi pfedstavovat integral pouze z funkce obsahujici pro-
ménnou ¢ a nikoliv x! Postup bude nejlepsi ilustrovat na piikladu:

Priklad 12. Vypocitejme integrdl

sin(bx — 7) dz
Resent. Vidime, ze v integralu je vyskytuje ,,znepiijemnujici* argument 5x — 7, ktery nam nedovo-
luje pocitat integral jako klasicky tabulkovy. Zvolime proto tento argument jako novou proménnou.
Tedy polozime g(z) = 5z — m = ¢. V integralu je vidét, ze nova integra¢ni proménna dt se
vypocte jako dt = ¢’(z) da. Derivace ¢'(z) je ¢'(x) = (bz —7)" = 5. Proto vidime, ze dt =5 dz a
tedy v ptvodnim integralu miazeme dz nahradit % dt. Tak pivodni integral prejde na elementéarni
integral z proménné t:

) Se—m=t dt=(5x—7) dz ) 1 1 .
/s1n(5x—7r)dx= :/smt-fdt=f~/smtdt
dt =5 dz de=1dt 5 5

To je jiz integral z elementarni funkce. Je ale tfeba po provedeni integrace znovu dosadit za t
piivodni proménnou, tedy provést transformaci ¢ = 5o — 7. Vysledny integral je pak:

1 1
g-/sintdt:—cost—i—C:—g-cos(f)x—ﬂ)—l—C

_ 2
/x~e“’

Reseni. Snadno nahlédneme, Ze exponencialni funkce obsahuje z hlediska integrace nepifjemny
argument —z2. Budeme se tedy snaZit tohoto argumentu zbavit. Provedeme to tak, Ze zavedeme
novou proménnou t = —x2. V takovém piipadé bude dt = (—2?) dz, tedy po tpravé dt =
—2x dx. Z tohoto vyrazu vyjadiime dx, coz vede k vyrazu dz = — ﬁ dt. Dosazenim do pivodniho
integral] obdrzime:

—z2 =t dt = (—z2) dz 1 1
/x-e_Ide: ( ) ://x-et-(—> dt/:—/etdt
dt = -2z dzx dx:—% dt 2 2

Vsimnéme si, prosim, Ze po vhodné substituci dojde k transformaci veskerych proménnych x na
novou proménnou t. Upravu vyrazu, ktery obsahoval obé proménné jsme uzavieli do lomenych
zévorek, vzhledem k tomu, Ze se nejedné o korektn{ matematicky vyraz. Nyni uz pokracujeme

primocarou integraci podle t a nahrazenim proménné t zpét vyrazem ¢ = —x2:

Priklad 13. Vypocitejme integrdl

1 1 1
—i/et dt: _§Qt+C: _58_12 +C

3-cosx
.1 dz
S T
VPo dosazeni uvadime integral v uvozovkach, protoze neni v korektnim tvaru — jsou v ném jak proménné x, tak
proménné ¢, coZ je nepripustné!

Priklad 14. Vypocitejme integrdl




Reseni. Jedna se o integral z podilu dvou goniometrickych funkci. Ve jmenovateli se vsak vyskytuje
funkce sinus ve ¢tvrté mocniné, coz je neintegrovatelny vyraz. Vyuzijeme proto metodu substituce,
ve které provedeme transformaci sin x = ¢t. V takovém pripadé nabude integral po substituci tvaru:

3- sinz =t dt = (sinx) 3 1
/ﬁdx: ( // CosT t/:3-/4dt
sm- dt = cosx da drx = " cos t

Tento integral je jiz tabulkovy a lze jej po tipravé na mocninny tvar snadno integrovat. Nakonec
opét provedeme zpét transformaci ¢ = sinx na ptuvodni proménnou x:

1 =3 1 1
3~/t—4dt:3~/t4dt—3 —S+C0=—5+C=-—5-+C

-3 sin” x

Priklad 15. Vypocitejme integrdl

/ 2x dx q
1— 322+ 32t — af .

Resent. Integral pfed vypoctem upravime tak, Zze ve jmenovateli integrovaného zlomku upravime
vzorec pro tiet{ mocninu dvojélenu 1—32%+32* — 25 = (1—22)? a konstantu 2 z ¢itatele vytkneme
pred integral, obdrzime tak:

2z dx x
/1—3x2+3x4—m6 dx_Q./(l—x2)3 de

Tento integral budeme fesit metodou substituce. Ve jmenovateli zlomku, ktery méame integrovat
je tieti mocnina vyrazu 1 — 22, proto za vhodnou substituci zvolime ¢ = 1 — z2. Provedeme-li
transformaci proménnych, jak je obvyklé, obdrzime integral:

x 1—22=t dt (1—x 1
(1—a?) dt = -2z dz dz = — B\ 2 t

To je jiz elementarni integral, ktery upravime na mocninny tvar a integrujeme. Nakonec provedeme
zpétnou transformaci proménnych t = 1 — 22 a obdrzime vysledek.

/ldt— /t—3dt i+C—L+C—¥+C
B -2 22 C2(1 —22)2

1.3 Priklady k procviceni neurcitého integralu

1. Vypoctete nasledujici integrély:
(®) 5 3
2
/(m2+1)2dx ﬁ)+§+x+0]

(b)

zt—1 z3
(c) _ .
/sma: —281n T dx [_ cosx—i—C]
cos’ T



32

/§w+gmdx [2.W+172.@+c]

" 2 + z? 1
/ mf dz [ln|x| -+ c}
(2)
/cotx dx [In|sinz| + C|
(h)

/?\/\/5 dz [(1+\}§> -1n|$|+0}

2. Vypoctete nasledujici integraly metodou per partes:

(a)
/(J;—4)sinxdx [sinz —x-cosxz+4-cosz + C]

(b) ,
/(2x2—x—1>-exdx [e (z* =32 +2) + C]
© 2 3 3
v+ 1 T T T T
/ 5 -lnx dx [6lnx+21nx182+0}
(d)
/xsinx+xcos:r dz [(z+1)sinz + (1 — x) cosz + C]
© 101 10 101
nx nx
bt | 2T
/ 210 { 8929 929 +C’]
()
/4xlnxf4z dx [502(21nx73)+0}
(8)
/xg-cosx dz [x3sinx+3xzcosx—stinac—Gcosx—l—C}
(h)

/(m—l)-xQe”dx [e” - (z* — 32® + 5a — 5) + C]

T

3. Vypoctete nasledujici integraly metodou substituce:
(a)
/xQe*ws dx {—3ew3 + C]
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e’ e®
—d Tln|—+7+C
/%ex—|—7 x { n 7+ ‘+ }

1
/sin:c~cosx dx {2ocoszx+0}

(d)
/(4x —2)-sin(z? — ) dz [—2cos(z® — z) + C]
(e)
/de [—376 y (6—%)74—(]
(f)
/(4—7x)1° dz {—717-(4—733)11—1—0}
(&)
/2 ¥ cos g da CRaEel
() y
/27 T dz [\/er C’]

4. Vypoctete nasledujici integraly vhodnym postupem:

(a)
/x -sin(2z — 1) dz B sin(2x — 1) — %x cos(2x — 1) + C}

(b)

5 e:z:274
/xoe($*4)dw [ 5 +C

/tanx+cotx dz [ln|sinz| — In|cosz| + C]
22
/x~tan2x dz {2+xtanz+ln|cosx|+0]
. 1
/833 cos 8x dz [m - sin(8z) + 3 cos(8x) + C]

T, x 1,
/§In§ dz {8x (211137—1—21112)4—0]
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1.4 Urcity integral

Vyznam uréitého integralu dané funkce f(x) v intervalu od a do b ilustruje Obrazek [2| Je zde
patrné, Ze urfitym integralem z funkce f(z) na intervalu od a do b rozumime plochu pod grafem
této funkee[M]

Vypocet uréitého integralu je jednoduchy. Nejprve uréime primitivni funkei F'(x) k funkei f(z)

a ur¢ity integral na intervalu (a;b) je pak roven rozdilu funkénich hodnot F'(b) — F(a). Zapsano
rovnici:

b
/fuwu=qu=F@—Fw> (6)

Fh)p—————————— :

y=f(x)

F(b)y — F(a)

Faf e 3

OBRAZEK 2: Vyznam uréitého integralu funkce f(z) od a do b. Spojitost s primitivni funkei a jejimi
hodnotami je znézornéna vpravo.

Vypocet ur¢itého integralu tedy provedeme tak, Ze si nejdfive uréime primitivni funkci F'(z) k
zadané funkci f(z), do funkece F(x) si pak dosadime horni mez b a dolni mez a a tyto funkéni
hodnoty od sebe odecteme a obdrzime kyzeny vysledek urc¢itého integralu. Pro ilustraci uvedeme
nékolik ptikladd. Podminkou je, Ze funkce musi byt na celém intervalu (a; b) definovana! V opa¢ném
pripadé urcity integral neexistuje.

Priiklad 16. Vypocitejme urcity integrdl

/_13(1'2 —1) dz

Resend. Funkei, kterou mame integrovat je f(x) = 2% — 1. Podle pravidel pro integrovani, ktera
jsme uvedli vySe tuto funkei zintegrujeme. Obdrzime tak F(z) = [(z* — 1) do = %3 — z. Do této
primitivn{ funkce dosadime hodnoty horni meze b = 1 a dolni meze a = —3 a podle vztahu @
dostaneme piimocaie vysledek:

viJe na misté podotknout, Ze plochu pod osou z integral bere jako zapornou a plochu nad osou z jako kladnou.
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Y1) de= @7 (P 3 g =
L 3 7,7 \3 3

[F(x)]b F(b) F(a)

sl =

Priklad 17. Vypocitejme urcity integrdl

2 1
/ (\/E + ) dx
1 A
Resend. Uréime nejprve primitivnf funkei k funkei f () =vzr+ % Upravime si prvni sé¢itanec na
mocninny tvar a integrujeme. Nasledné dosadime integracni meze a urcity integrél vycislime:

/12(\/5+;> dx:/12(x5+i) dw = 1

= (2'322+1n2> _ (2'312+1n1> _A2 2

3
€xr2
2

3 3

Priklad 18. Vypocitejme urcity integrdl

T
/3 x2 —4
Reseni. Jedn4 se o integral, ktery budeme Fesit substituéni metodou. Polozime t = 22 — 4. Postup
je identicky s integraci jako u neurcitého integralu. Vyhodou vsak je, Ze nemusime funkci zpét z
proménné ¢ transformovat do x, pokud pfi substituci transformujeme integracni meze (které jsou
uvedeny pro proménnou z) také do proménné ¢. V naSem piipadé, jak jsme jiz fekli, pouZijeme
substituci t = 22 — 4, proto integraéni mez 3 piejde na t = 32 — 4 = 5 (tedy 3 — 5) a obdobné
7 — 45. Pak muzeme k vypo¢tu hodnot primitivni funkce pouzit pfimo proménné ¢. Substituci
tedy obdrzime (véetné integra¢nich mezi):

/7 v |at—4=t dt=(?—-4)dx 35 _//453; 1 dt/_ 1 /451

s =4\ qt—2rde  de=Ldt  T—45 s t 2 2 J5 t
Tento integral integrujeme a po integraci podle ¢ muzeme piimo dosadit transformované integraéni
meze:

1 1 1 5 1

Priklad 19. Vypociteyme urcity integrdl

s

2
/ T -cosx dx

— T

Regend. Jedna se o integral, jehoz primitivni funkei F(z) k funkei f(z) = z cosz budeme hledat
metodou per partes. Nejprve si touto metodou vypoc¢teme primitivni funkei F(z):

u(z) == (x)=1

F(x):/f(x) dx:/x‘cosx dz =

,u/
v'(z) =cosz v(x)=sinz

:xsinm—/sinx dr = xsinz + cosx
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Pro urcity integral ale plati f; f(z) dz = [F(2)]2 = F(b) — F(a) a mame-li zjisténu primitivni
funkei F(z), miZeme rovnou do tohoto vztahu vypoctenou primitivni funkei vlozit, dosadit inte-
gracni meze a pocitat:

3 = 2
/ x-cosx dx = [zsinx + cosz]?, = (g - sin (g) + cos (g))—(—7r-sin(—7r)—|—cos(—7r)) = _;W

1.5 Priklady k procviceni urcitého integralu

1. Vypocitejte neurcité integraly vhodnymi metodami:
(a) "
1 9
[ [

1T 10

/1 zt =222 +1 [ 4}

T T _=

—1 z—1 3

¢ 100
/1—ex+—dx [99 + 2e — €°]
1 X

(b)

12 2
/ roorry 132”6 19 4 {91 —13In 2}
6 T 12

©) 1
/ (x—1)-(x—2) - (x—3) dz [—16]

—1

2. Vypocitejte neurcité integraly vhodnymi metodami:

(a) )
/0 z-e” dz B.(en}

/ 3sinxcos® x dw 2]
0

/ sin(rr ) d [i]

(b)

/le\/mcix {;(16\[5\/5)}

14



	Integrální pocet
	Neurcitý integrál
	Metody výpoctu neurcitých integrálu
	Prímá integrace funkcí
	Metoda integrace per partes
	Metoda integrace substitucí

	Príklady k procvicení neurcitého integrálu
	Urcitý integrál
	Príklady k procvicení urcitého integrálu


