1 Extrémy funkci dvou proménnych

NaSe znalosti ziskané pfi hledani extrému funkci jedné proménné rozsifime o dalsi dimenzi na
funkce dvou proménnych. Lokalni extrémy funkci vice proménnych jsou definovany analogicky
extrémum funkci jedné proménné. Tak jako jsme pii hledani podezielych bodu u funkci jedné
proménné uzivali prvni derivaci funkce, budeme v tomto pfipadé uzivat analogické parcidlni deri-
vace podle jednotlivych proménnych. A stejné jako diive, vyuZijeme pravidla, Ze ve stacionarnich
(podeztelych) bodech jsou parcidlni derivace funkce rovny 0. Pro rozhodovéni je-li funkce ve svém
maximu, nebo minimu, vyuZijeme vlastnosti druhych derivaci funkce. Pro funkci dvou proménnych
existuji 4 parcialni derivace druhého fadu, z toho dvé jsou identické. Usporddanim téchto derivaci
do matice ziskdme tzv. Hessovu matici funkce a jeji determinant nazyvame Hessidnem. Je-li
Hessian v podezielém bodé kladny, mé vySetfovand funkce extrém. Je-li zdporny v podezielém
bodé dana funkce extrém nemad. V piipadé, Ze je v podezielém bodé Hessidan rovny 0, neumime
rozhodnout nachézi-li se v bodé lokalni extrém nebo ne. O tom, je-li extrém maximum nebo mi-
nimum rozhoduje znaménko druhé derivace funkce podle proménné z v podezielém bodé. Je-li
kladna, ma zde funkce minimum, je-li zdporna jedna se o maximum.
Hessova matice ma pro funkci dvou proménnych ma tvar:

Determinant pfislusné Hessovy matice - Hessian - méa tvar:
_ 2
Zaw * Zyy ~ Zay " Zye = Zoo * Zyy — (Zay)

Nyni si ukdzeme postup pfi hledani extrémiu funkce dvou proménnych v praxi.

1.1 Regené piiklady
Piiklad 1. Vysetiete lokdlng extrémy funkce z = 3 + 3zy? — 152 — 12y + 5.

Reseni. Vysetfovana funkce je definovana na celéem R2. Nejprve uréime prvni derivace funkce podle
jednotlivych proménnych. P#i derivovani hledime na druhou proménnou jako na konstantu.

d
20 = d; = 32" +3y° =15 —0+0 = 32" +3y° — 15
dz
zy=fdy=0+6$Z/—0—12+0:6$l/_12

Obé parcialni derivace polozime rovny 0 a vyie§ime soustavu dvou rovnic o dvou neznamych.

322 4+3y2—15=0
6zy —12 =0

Z druhé rovnice vyplyva, ze y = % a dosazenim do prvni rovnice dostaneme rovnici:
xt =52t 4= (2 = 1)(2* —4) =0

Tato rovnice mé ¢tyii kofeny x1 = —1, 2 = 1, 3 = —2, x4 = 2. Dosazenim do druhé rovnice
vypocitame odpovidajici hodnoty proménné y. Tedy y; = —2, yo = 2, y3 = —1 a y4 = 1. Mame
zde tedy Ctyfi podezielé body se soufadnicemi: A[-1;-2], B[1;2], C[-2;-1] a D[2;1].

Nyni uré¢ime druhé parcidlni derivace:



d?z

d?z
wy = =6
Foy dxdy Y
d?z

.= =6
v dydx Y

Parcialni derivace 2y a 2y, jsou vidy stejné, tento fakt nAm muze slouzit jako kontrola spravnosti
vypoctu derivaci.
Hessova matice ma tedy tvar:
6x 6y
6y 6x

Determinant Hessovy matice - Hessian ma tvar 3622 — 36y2. Dosazenim soufadnic podezfelych
bodi do Hasidnu ovéfime, jedna-li se o lokalni extrémy. Pro bod A[-1;-2] je Hessidn roven -108.
Zde tedy podle definice nemé vySetifovana funkce extrém.

Pro bod BJ[1;2] je Hessian roven opét -108. Ani zde nemé vySetfované funkce extrém.

Dosazenim soufadnic bodu C[-2;-1] ziskdme hodnotu Hessidnu rovnu 108. V tomto bodé se tedy
nachazi extrém z,, = —12 jedna se tedy o maximum. Dosazenim soufadnic bodu D[2;1] ziskdme
hodnotu Hessianu rovnu 108. V tomto bodé& se tedy nachazi extrém z,, = 12 jedn& se tedy o
minimum.

Graf funkce je znazornén na nasledujicim obréazku.

e
e T R e e
e A G S LA
P

LA

[ )

i

fixy)

SOOO0000T00

CoOwmoUT_ ToUoU

ol

OBRAZEK 1: Craf funkce z = 2® + 3zy® — 152 — 12y + 5 s vyznacenym minimem v bodé D[2;1] a
maximem v bod& C[—2; —1]

Piiklad 2. Naleznéte lokdlni extrémy funkce z = x® + y° — 3zy + 6

Reseni. Prvni parcidlni derivace:
2y = 322 — 3y
zy = 3y? — 3z



Obé derivace polozime rovny 0 a vypocitame soufadnice podezielych bodii:

3332—3y =
3y* -3z =
2=y
2 = X
yt o=y
y@y*—=1) = 0
y1=0 5 y2:1
xl—O 5 .’L‘2—1

Nyni uré¢ime druhé derivace:

Zpe = 62
Zgy = —3
Zyg = —3
Zyy = 6y

Hessian ma tedy tvar: 6x - 6y — (—3)2
Po dosazeni soufadnic bodi A[0;0] a B[1;1] ziskdme hodnotu Hessianu -9 pro bod A a 25 pro bod
B. Je tedy ziejmé, Ze v bodé A neni extrém, ale v bodé B ano. Podle hodnoty z,., v bodé B je
rovna 6, je zde minimum.

Graf funkce je znazornén na nasledujicim obréazku.
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OBRAZEK 2: Graf funkce z = z° 4+ y* — 32y + 6 s vyznatenym minimem v bodé B[1;1]

Piiklad 3. Urcete lokdlni extrémy funkce z = x3 + 322 + 4ay + y?

Resend. Prvni parcidlni derivace:
2y = 372 + 61 + 4y
zy = 4x + 2y



32 + 6z +4y =

dx+2y =
322 + 6z +4y =
2r+y =
y = —2z
322 4+ 62— 8z =
322 -2z =
x(3z—2) =
2
xr, = 0 5 o = g
4
=0, p=-3
Druhé derivace jsou:
Zpg = 02 + 6
Zpy =4
Zyy =4
Zyy =2

Hessian ma tedy tvar 12z + 12 — 16 = 122 — 4. Dosazenim soufadnic dostavame pro bod A[0;0]
hodnotu -4 a pro bod B[%; —%] hodnotu 4. V bodé A tedy nem4 zadané funkce extrém. V bodé
B se extrém nachazi a jedna se o minimum (hodnota z,, je rovna 10).

Graf funkce je znazornén na nasledujicim obréazku.
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OBRAZEK 3: Graf funkce z = 2% + 322 + 4zy + 4? s vyznadenym minimem v bods B[2; —%
Yyry y Y 3)7 3

Piiklad 4. Urcete lokdlni extrémy funkce z = 223 + xy? + 522 + /2

Resend. Prvni derivace:
2y = 622 + y? + 102
2y = 2xy + 2y



o

62% +9° + 10z =
20y + 2y =

o

2z +1) =
y=0
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Proy =0:
622 + 10z =

3224+ 5z =
z(3x+5) =

SU1=O 5 X9 = ——

Pro xz = -1

643> —10

y2

=2 , Yy
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Ziskali jsme tedy 4 body se soufadnicemi: A[0;0], B[—3;0], C[—1;2] a D[—1;—2].
Druhé derivace funkce jsou:

Zpe = 122 4+ 10
gy = 2y

Zye =2y

Zyy = 2T + 2

Hessidn m4 tedy tvar: (122 +10)(2x +2) — 4y*. Dosazenim soutadnic podezielych bodt dostévame

néasledujici hodnoty: pro A je Hessian 20, pro B %, pro C a pro D je -16. V bodech C a D tedy

neni extrém. V bod& A je minimum, protoze zde je hodnota z,, 10, v bodé B je maximum, protoze
zde je hodnota z,, -10.
Graf funkce je znazornén na nasledujicim obréazku.

1.2 Priklady na procviceni
Urcete lokalni extrémy funkce:

1. z=224+y? — 20 — 4y + 12

2. z =a22y? — 2 —9?

3. 2=Bzx—23)(2+1)

4. z=xy(d—z —y)
Vysledky:

1. z=22 49> — 20 — 4y + 12

(a) zp =22 —2
2y =2y—4



20
fixy) 120

OBRAZEK 4: Graf funkce z = 22® +xy* 4522 + y?s vyznatenym minimem v bod& A[0; 0] a maximem
v bod& B[—2;0

(b) Podezfely bod je A[1;2]

(€) zgw =2
Zgy =0
2yy =0
Zyy =2

(d) Hessian ma tvar: 2-2 — 0.
(e) bod A[1;2] je lokdlni minimum.
2. z=2a%y? — 2% —y?
(a) 2z, = 22y% — 22
2y = 2yz? — 2y
(b) Podezielé body: A[0;0], B[1;1], C[1;-1], D[-1;1], E[-1;-1]
(€) 2w = 2y% —2
2oy = 4y

Zyg = 4y
Zyy = 2% — 2

(d) Hessidan m4 tvar: (2y? — 2)(222 — 2) — 162%y>.
(e) Lokalni maximum v bodé A[0;0].
3. 2=0Bz—23(*+1)
(a) 2z, = (3—322)(y%2 +1)
zy = 2y(3z — 23)
(b) Podezielé body: A[1;0], B[-1;0]
(€) zpe = —62(y% +1)
Zoy = 2y(3 — 32?)
Zye = 2y(3 — 32?)
Zyy = 23z — 23)
(d) Hessian: (6x(y? +1))(2(3z — 23)) — (2(3z — 23))?

(e) Extrém neni v zadném bodé.

4 z=ay(d—x —vy)



(@) zo =y(d—z —y) —ay
zy=x(d—z—y)—ay

(b) Podezrelé body: A[0;4], B[4;0], C[0;0], D[%;
(€) 2w = —2y

2oy =4 — 2y —2x

Zye =4 — 2y —2x

Zyy = —2T

(d) Hessian: 4oy — (4 — 2y — 22)?

(e) Lokalni minimum v bodé D[3; 5].
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