Diferenciilni rovnice se separovanymi proménnymi

Doposud jsme jsme Fegili rovnice typu f(x) = 0, kde f(z) je néjakd funkce jedné proménné.
Resenim této rovnice bylo reélné ¢islo «, pfipadné mnozina &isel, které danou funkei spliwji.

Nyni se podivame na trochu jiny typ rovnic. Tyto rovnice jsem potkéavali uz diive, hlavné ve
fyzice, ale v&t§inou jsme videli a# jejich konkrétni FeSeni. Resenim diferencialnf rovnice nenf &islo,
ale funkce. Problém si muzeme demonstrovat na nasledovné: Pokusme se najit takovou funkei,
aby jeji derivace byla rovna dvojnasobku jeji funkéni hodnoty v kazdém bodé, kde je definovana.
Tento problém si nejdiive zapiSeme matematicky.

y'(x) = 2y(x)

nebo zkrécené:
y' =2y

MuZeme tedy fFici, ze diferencialni rovnice je vztah mezi hledanou funkci a jejimi
derivacemi.

Jak tedy budeme danou rovnici fesit? V tomto kurzu se naucime fesit ty nejjednodussi typy
diferencidlnich rovnic a to rovnice se separovanymi proménnymi. Jak uz vyplyva z ndzvu, budeme
pii feSeni oddélovat jednotlivé proménné a po té budeme obé strany rovnice integrovat. Vyuzijeme
tedy predchozich znalosti z integrovani funkce jedné proménné. Jak uz vime z integralniho poctu
funkce jedné promeénné existuje nekone¢né mnoho feSeni pii hledani primitivni funkce, které se 1isi
o tzv. integra¢ni konstantu. Tento jev se projevi i pii feSeni diferencilnich rovnic. Pokud existuje
néjaké feSeni diferencialni rovnice, existuji i dalsi feSeni, ktera se 1isi o néjakou konstantu. Zde tedy
hovoiime 0 obecném fesSeni diferencialni rovnice. Pokud ale mame na pocatku zadané néjaké
omezujici podminky, vétsinou nalezneme pouze jedno teSeni, které je spliuje a v tomto pifipadé
mluvime o partikularnim ¥eSeni diferencialni rovnice, které spliiuje zadané podminky. Zde
nalezneme konkrétni hodnotu konstanty kterou se lisi obecnéa feSeni.

Podivejme se tedy na nasi diferencialni rovnici. Jesté si uvédomme, Ze derivaci funkce 3’ lze
zapsat pomoci diferencidlu zavislé a nezavislé proménné y a =z, tedy %. Tento zépis budeme
pouzivat pii feSeni diferencialnich rovnic.
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Obé strany rovnice integrujeme:
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Ve vysledku mame Iny, ktery prevedeme odlogaritmovanim na:

Y= e2a:+c

kde konstantu e€ lze zapsat jako K.
Obecnym feSenim zadané diferencidlni rovnice je tedy:

y=K-e**

kde K je libovolné realné ¢islo. Rovnice ma tedy nekone¢né mnoho feSeni.
Reseni diferencialni rovnice lze znazornit graficky:
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OBRAZEK 1: Grafické fedeni diferencialni rovnice y' = 2y.

0.1 Resené priklady

Piiklad 1. Naleznéte obecné FeSeni diferencidlni rovnice y' = 2z a partikuldrni veSent spliiugict
podminku prox =2 jey = 1.
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Obecné feSeni je tedy zadané rovnice je: y = 2 % +c.
Nyni nalezneme partikularni feSeni dosazenim za proménné z = 2 a y = 1 a vypocitadme konstantu
c.

l1=4+c¢
tedy ¢ = —3. Partikularni fefeni m4 tvar: y = 2% — 3.

Priklad 2. Naleznéte obecné feseni diferencidlni rovnice yy = % a partikuldarni TesSeni pro
y(0) = 1. (Tedy pro x =0 jey = 1).



Resend.

dy  1+2z
de Y
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konstantu 3c lze zapsat jako konstantu k, pro kterou plati k£ = 3¢
y® =3z + 322+ k

Obecné fegeni zadané diferencialni rovnice y* = 3z + 322 + k.
Partikularni feSeni rovnice nalezneme dosazenim za x a y a vypoctenim konstanty k. Tedy:

1 3-0+3-02+k
1 = k

Partikularni fefeni m4 tedy tvar: ° = 3z 4+ 32 + 1.

Piiklad 3. Naleznéte obecné ieseni diferencidlni rovnice xyy' = 1 — x2 a jejé partikuldrni Fesent
y(1) = 2.

Resent.
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Zde mizeme zavést novou konstantu k = 2c.
Obecné feseni mé tedy tvar: y* = 21In|z| — 22 + k.
Partikularni feSeni je nésledujici:

22 = 21| -1 +k
4 = 2lnl—-1+k

2:0-1+k
5 = k

Partikuldrni feSeni mé tedy tvar: y? = 2In|z| — 22 + 5.



Priklad 4. Naleznéte obecné feseni diferencidlni rovnice ﬁ

y(0) = 1.
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y' =0 a jeji partikuldrni Fesent

3y% + 2y° + 6¢
= 3 +2° +k

kde k = 6¢. Obecné feseni zadané diferencialni rovnice je tedy: 322 + 223 = 3y? + 2> + k.
Partikularni feSeni ziskdme dosazenim za x a y a vypocitanim konstanty k.
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3-0°4+2-0° =
0 =
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3-1242-13+k
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Partikularni fe§eni rovnice m4 tvar: 322 + 223 = 332 + 23 — 5.
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Piriklady na procviéeni:

Naleznéte obecné feSeni diferencialnich rovnic:

1.y = yf%y
2.y =(@@+)(y—1)
3.y = ;%
4. 9
5.y = =
6
Vysledky:
1. y2 =2In(1+22) +c
2. y=ke*®+D) 41
3.
4.
5 22 +y? =¢?
6. 1

a partikularni FeSeni spliujici podminku y(1) = 4.

. wy’ = y? a partikularni feeni spliiujici podminku y(e) = 2.

y' =1—x+y? — xy? a partikularni feSeni splitujici podminku y(1) = 2.

Obecné FeSeni: y(y + 2) = x(x + 2) + ¢, partikularni feSeni: y(y + 2) = z(x +2) + 8

Obecné fefeni: arctany = x2 — 2x + ¢, partikularni feSeni: arctany = 22 — 2z + 1 + arctan 2.

1

y = —Infz[ — ¢, partikularni FeSenf: = —In|z| — =3
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