1 Dvojny a dvojnasobny integral

Doposud jsme se zabyvali integraly, jejichz integra¢ni obory byly jednorozmérné. Nyni se posu-
neme o dimenzi vyse a budeme se zabyvat integraly, jejichz integrac¢ni obory budou dvourozmérné.
Budeme integrovat funkce dvou proménnych pies ¢ast roviny D < R?, kde D bude zpodatku ¢tve-
rec, nebo obdélnik, pozdéji i jind ¢ast roviny. Vyznam dvojného integralu je analogicky vyznamu
integralu funkce jedné proménné. Pouze zde neni obsahem plochy, ale objemem télesa vzniklého
nad rovinou zy shora ohrani¢eného plochou definovanou funkei f(z,y) s primétem do ¢asti roviny
zy, jak je znazornéno na nasledujicim obrazku.
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OBRAZEK 1: Grafické znazornéni vyznamu dvojného integralu.

Je-li prumétem do roviny xy ¢tverec, nebo obdélnik a integrovana funkce je konstantni, je
vysledkem integrace dvojného integralu objem vzniklého hranolu. Jedné-li se obecnou funkci dvou
proménnych, je vzniklé téleso rizné kiivé sefiznuté a vypocet pro normélni objem hranolu uz
neni mozny. Vzpomeneme-li si ale na definici ur¢itého integralu funkce jedné proménné, kdy jsme
interval pres ktery jsme integrovali rozdélili na obdélnicky a pocitali jejich obsah, bude dvojny
integral definovan podobné. Pouze budeme téleso rozdélovat na hranoly a celkovy objem télesa
bude soucet jejich objemi, jak je znédzornéno na obrazku. Dalsi moZnost vyuziti je vypocet obsahu
plochy ohrani¢ené kiivkami. Zde integrujeme funkei f(zy) = 1, jak bude ukazano v nasledujicich
prikladech.

Pro ptrevod dvojnych integrali na dvojnasobny pouzijeme Fubiniho vétu, kdy dvojny integral
prevedeme na sled dvou jednorozmérnych integraci. Tento pfevod miZzeme pouzit pro tzv. stan-
dardni mnoziny, tedy mnoziny ohrani¢ené pfimkami na dvou stranich a spojitymi funkcemi na
zbyvajicich stranach. V pripadé slozitéjsi oblasti vyuzijeme aditivity integrala a oblast si rozdé-
lime na nékolik jednodussich. Samotny pfevod a FeSeni integralu neni slozitou zalezitosti, klicovym
tikolem je spravné ur¢it ohraniceni integra¢ni oblasti a jeji meze. Nyni si ukdzeme na nékolika pii-
kladech postup pii feSeni dvojného integrélu.

Priklad 1. Vypoctéte dvojngj integrdl funkce z = 5z — 2y pres mnoZinu D = (2;5) x (1;3).
Resent. Nejdrive se podivame na integra¢ni oblast. Naértneme si ji do soufadného systému. V
naSem piipadé je integra¢ni oblasti obdélnik znézornény na néasledujicim obrazku

Nyni jsme schopni uréit integra¢ni hranice a dvojny integral prevést na dvojnasobny. Proménnéa
 nabyva hodnot od 2 do 5, proménné y od 1 do 3. Integra¢ni meze budou tedy pro = od 2 do 5,
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OBRAZEK 2: Grafické znazornéni integracni mnoziny D = (2;5) x {1; 3).

pro y od 1 do 3. Matematické vyjadieni bude tedy:
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Nejprve vyresime vnitin{ integral dle proménné y.
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Nasleduje feSeni vnéjstho integralu:
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Dvojny integral ma hodnotu 270.
Priklad 2. Vypocitejte dvojng integrdl funkce z = 2xe¥ pres mnoZinu D = {0;2) x {0;1).

Resend. Integraéni mnozinou je op&t obdélnik s vrcholem v po&atku soustavy soufadnic a délkami
stran 2 a 1 délkové jednotky. Dvojny integral tedy prevedeme na dvojnasobny a vyfesime.
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Vyfesime vnitini integral:
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f (2ze¥)dy = [2ze¥]} = 2xe' — 22e® = 22e — 22
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Nyni vyfeSime vnéjsi integral:
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Hodnota integralu je tedy 4(e — 1).



Ukézeme si jesté jednu moznost prevodu dvojného integralu, kterou lze pouzit pouze pro ¢tver-
covou nebo obdélnikovou oblast a pro funkci, kterou lze rozdélit na soucin dvou funkci, jedné pro-
ménné z a druhé proménné y. Zadana funkce splituje obé podminky. Pro ostatni pfipady musime
pouZit pfedchozi postup!!!
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Jak je vidét, dosli jsme ke stejnému vysledku s mensim poctem vypocetnich operaci.

Piiklad 3. Vypoctéte dvojny inegrdl: ffD(x — y)dzdy, kde D je mnoZina ohranicend krivkami

y=1xay=x>

Reseni. Nejdiive si nakreslime k¥ivky a urc¢ime jejich priseciky. Z obrazku také pozname hranice
pro integraci. Jak je vidét z obrazku, zvyraznéna plocha integra¢ni mnoziny nabyvé pro x hodnot

od 0 do 1 a pro y od 22 do x. Mezni hodnoty pro proménnou z jsou priseéiky piimky y = x
a paraboly y = 2. Musi zde tedy platit rovnost jejich funkénich hodnot, tedy x = z2, neboli
22 — z = 0. Tato rovnice ma dva kofeny = 0 a z = 1. Podivame-li se na obrazek a budeme

sledovat hodnoty proménné y v zavislosti na proménné x. Vidime, Ze bliZe ose x je parabola y = 22

)

bude to tedy dolni integra¢ni mez a horni mezi bude tedy pfimka y = x. Dvojny integral tedy
prepiSeme na dvojnasobny nésledovné:
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Priiklad 4. Vypoctéte dvojny integrdl HD 22ydxdy, kde D je trojihelnik ohraniceny primkami:
r=1y=1lay=3—=x.

Resent. Nejdiive si zakreslime pfimky do soufadného systému a vyznacime oblast integrace. Ur-
¢ime pruseciky a hrani¢ni funkce - meze pro integraci. Je vidét, ze x nabyva hodnot od 1 do 2 a y
je funkei od y = 1 do y = 3 — . Dvojny integral tedy prepiSeme na dvojnasobny a vyfesime:
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Dvojny integral 1ze také pouzit pro vypocet obsahu plochy ohrani¢ené kiivkami. Zde potom
integrujeme funkci f(zy) = 1.
2

Piiklad 5. Vypocitejte obsah plochy ohranicené kifivkamiy =4 —x ay = %-.

Resend. Nejdfive si nakreslime jak dané plocha vypada. A uréime hrani¢ni body pro proménnou
x a hrani¢ni funkce pro proménnou y

Priseciky funkei maji  hodnotu -4 a 2. Snadno spoé¢itame porovnénim obou funkei:

8 —2r = x?
a? +2r—-8=0
(x+4)(z—-2)=0
Nyni si zapiSeme dvojny integral funkce f(zy) = 1.
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Obsah plochy je tedy 18 ploSnych jednotek. Pro kontrolu zkuste dany obsah spocitat jesté
pomoci jednoduchého integralu.
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