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Numerické vypocty

Hydrodynamika - podstatna ¢ast astrofyziky metodami konegnjch
Fodzmai
astronomicky kurs,
10.-14. %éfl 2012,
Popis kinematiky a dynamiky tekutin v souvislosti s ptisobenim e
vnéjsich i vnittnich sil: Petriurtirst
» Rovnice kontinuity (zakon zachovani hmotnosti) bodeatnd cist
astrofyziky
odp =
— +V.pv=0
at TV

» Stavové rovnice



Principy konecnych diferenci

» Jednoduchy ptiklad - 1-D transportni rovnice:
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Principy konecnych diferenci

» Jednoduchy ptiklad - 1-D transportni rovnice:

» Numericka reprezentace f na diskrétni siti:

Xoy X1, oy XN (X0 < X1 < X2 < ...
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Principy konecnych diferenci

» Jednoduchy ptiklad - 1-D transportni rovnice:

» Numericka reprezentace f na diskrétni siti:

Xoy X1, ooy XN (X0 < X1 < X2 <

h=t+At b=t + At =1l +2AL, ..., t, = tp + nAt

» Numerické feSeni veliCiny f (x = x;, t = t,) oznaCime f/.

e < XN)
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o . . , Numerické vingst
Principy kone¢nych diferenci S e
dife i
Fodzimni
s v , . t icky kurs,
» Jednoduchy priklad - 1-D transportni rovnice: oota. 24 2012,
Vyskov
af + uaf . O Petr Kurftrst
ot ox
» Numerickéa reprezentace f na diskrétni siti: Frindpy konetnje
ilerencl
Xo, Xty ey XN (X0 < X1 < X2 < ... < XN)

h=t+At b=t + At =1l +2AL, ..., t, = tp + nAt
» Numerické feSeni veliCiny f (x = x;, t = t,) oznaCime f/.

» Taylor(v rozvoj f:

of(x, t) h: 2f(x, 1)
ox 21 Ox2
of(x, 1) | h O*f(x, 1)
ox 21 ox?

f(x+ht)=f(x,t)+h +OR) + ...

f(x —ht)=f(x,t)—h —O(h°) + ...




. . v s . s Numerické vypocty
Principy konecnych diferenci metodam konecnych
diferenci
Podzimni
astronomicky kurs,
10.-14. zafi 2012,
Vyskov

Petr Kurfiirst

» Typy diferenci pro aproximace derivaci 1. fadu:

n
% = (i — )/ Ax doptedné diference I—
i diferenci
of|" _ P stné dif
x| = (F" —fl1)/Ax zpétné diference
]
n
(%’: =~ (4 — f14)/20x centrdlni diference
i




Principy konecnych diferenci

» Typy diferenci pro aproximace derivaci 1. fadu:

n
% = (f - 1)/ Ax dopredné diference
i
n
% e (" — f11)/Ax zpétné diference
h
%’; o (111 — 15-”_1)/2Ax centralni diference

» Ptiklad diferenéniho schematu pro aproximace derivaci 2. fadu:

n

82f A~ (fN n n 2
= (fiq — 267 + 1)/ (AX)

Ox2

j
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Principy koneénych diferenci metocamt kongsnjen

diferenci

Podzimni
astronomicky kurs,
10.-14. zafi 2012,

Vyskov

Petr Kurfiirst

» Diferenéni schema uvedené transportni (advekéni) rovnice:

(" =) (fly —£74)

- —u Principy kone¢nych

At 2AX diferenci

» Casovy Clen - dopfedna diference, advekéni ¢len - centralni
diference
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» Diferenéni schema uvedené transportni (advekéni) rovnice:

+1
();n — f/n) — _u(f;q'1 — );’7_1) P_rincipy'koneénych
At 2AX diferenci
» Casovy Clen - dopfedna diference, advekéni ¢len - centralni
diference
» Po jednoduché Upravé dostavame diferenéni rovnici:
1 UAt
=1~ m(ﬂu —f4)



Principy konecnych diferenci

v

v

Diferenéni schema uvedené transportni (advekéni) rovnice:
(=) (=1
At 2Ax

Casovy ¢len - dopfedna diference, advekéni ¢len - centralni
diference

Po jednoduché Upravé dostavame diferenéni rovnici:

uAt , ,,

=1 - m(m — 1)

)

Jak mGzeme vypocet této rovnice naprogramovat?
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Principy konecnych diferenci

program explicit

integer i, ni, t, dt

parameter (ni = 100)

double precision x(ni), u(ni), f(ni)
parameter (dt = 1.d0, u = 1.2d0)

doi=1,ni
x(i) = dfloat(i)
if (i.le.ni/2) then
f(i) = 1.d0
else
f(i) = 0.1d0
endif

end do
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Principy konecnych diferenci

t=0.d0

do
t = t+dt
doi=2,ni-1

(i) = (i) - ui) * dt * (f(i+1) - £(i-1)) / (x(i+1) -

end do

£(1) = (1)
(ni) = f(ni-1)

doi=1,ni

write (100,*) x(i), f(i)
end do

write (100,%)

write (100,*)

if (t.gt.200) exit
end do

end program explicit
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Principy konecnych diferenci

Ale: toto jednoduché a prehledné (tzv. explicitni) schema je bohuzel

vzdy numericky nestabilni:

1.4
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von Neumannova analyza stability

» Predpokladejme poruchy stability (periodické perturbace,
vibrace) vinového charakteru ve tvaru

ikjAx
g’

kde £(k) je amplituda viny, k je vinové E&islo libovolné hodnoty.
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von Neumannova analyza stability e ko

metodami kone¢nych

diferenci
Podzimni
astronomiglfy kurs,
» Ptedpokladejme poruchy stability (periodické perturbace, O
vibrace) vinového charakteru ve tvaru Petr Kurfirst
snei kjAx
y
kde £(k) je amplituda viny, k je vinové E&islo libovolné hodnoty.
» Pokud [£| > 1, pro n — oo bude |£|” — oo, schema je nestabilni. von Neumannova

analyza stability

» Pokud |¢| < 1, schema je stabilni.



von Neumannova analyza stability

v

v

v

v

Ptedpokladejme poruchy stability (periodické perturbace,

vibrace) vinového charakteru ve tvaru

n ikjAx
e,

kde £(k) je amplituda viny, k je vinové E&islo libovolné hodnoty.

Pokud |¢| > 1, pro n — oo bude |£|” — oo, schema je nestabilni.

Pokud |¢] < 1, schema je stabilni.

Po dosazeni poruchové vinové funkce do explicitniho feseni

dostavame

(€ — enyelkinx UAtf (/KU ax _

eik(jq)Ax)’
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von Neumannova analyza stability

v

v

v

v

v

Ptedpokladejme poruchy stability (periodické perturbace,

vibrace) vinového charakteru ve tvaru

kde £(k) je amplituda viny, k je vinové E&islo libovolné hodnoty.

Pokud |¢| > 1, pro n — oo bude |£|” — oo, schema je nestabilni.

n ikjAx
e,

Pokud |¢] < 1, schema je stabilni.

Po dosazeni poruchové vinové funkce do explicitniho feseni

dostavame

(€ — enyelkinx UAff (/KU ax _

po vydéleni £"¢e

ikjAx.

E=1-

UAt

2Ax(

ikAx

efikAX)

I

eik(jq)Ax)’
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von Neumannova analyza stability

> tedy

JUATL
13 IAX sin kAx
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von Neumannova analyza stability CET
Foasmni
astronomicky kurs,
10.-14. zafi 2012,

Vyskov
> tedy Petr Kurfiirst
JUATL
=1—i——sinkAx.
& Ax s
» Protoze |a =+ Ib| = \/m, bude von Neumannova

analyza stability

2
P =1+ (—UAAXt) sin? kAx.



von Neumannova analyza stability CET
Foasmni
astronomicky kurs,
10.-14. zafi 2012,

Vyskov
> tedy Petr Kurfiirst
JUAT
=1—i——sinkAx.
& Ax s
» Protoze |a =+ Ib| = \/m, bude von Neumannova

analyza stability

2
2 UAt )
" =1+ (—Ax) sin® kKAx.
» Je zfejmé, Ze v pripadé explicitniho schematu musi vzdy platit

€l =1,

toto schema je tedy vzdy nestabilni.



Laxova metoda AR

diferenci
Podzimni
astronomicky kurs,

» Clen f v explicitnim FeSeni Ize nahradit aritmetickym pramérem s
sousednich hodnot:

Petr Kurfiirst

uAt , .,

1
177 = S+ 1) — opy it = f4)

2

» von Neumannova analyza stability v tomto pfipadé dava:

Laxova metoda

JUATL .
= COSKAX — i—— sinkA
13 X IAX i X,

2
€2 = cos® kAx + (%A)(t) sin KAX.



Laxova metoda AR

diferenci
Podzimni
astronomicky kurs,

» Clen f v explicitnim FeSeni Ize nahradit aritmetickym pramérem s
sousednich hodnot:

Petr Kurfiirst

uAt , .,

1
177 = S+ 1) — opy it = f4)

2

» von Neumannova analyza stability v tomto pfipadé dava:

Laxova metoda

¢ = cos kAX — i% sin kAx,
2
€2 = cos® kAx + (%A)(t) sin KAX.

» Schema je zjevné stabilni, pokud Courantovo ¢&islo
(Courant-Friedrichs-Levyho ¢islo - cfl)
uAt

Ax S 1 (Courantiv teorém stability).



Numerické vypocty

LaXOVa metOda metodami kone¢nych
diferenci
Podzimni

astronomicky kurs,

10.-14. zafi 2012,
., . , Vyskov

» Stejna rovnice, modelovana Laxovou metodou: i

Petr Kurfiirst

Radial velocity
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Laxova metoda
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Numerické vypocty
LaXOVa m etOd a metodami kone¢nych
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» Jesté jednou porovnani explicitnich feseni s rliznymi hodnotami VySkov
Courantova Cisla (Cf|=05) Petr Kurfarst

Radial velocity

T T T
14 b .

Laxova metoda

V(1)
cfl=0.5
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Laxova metoda

» Jesté jednou porovnani explicitnich feseni s rliznymi hodnotami
Courantova &isla (cfl=1.8):

Radial velocity

T T T
14

V(1)
cfl=1.8
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Laxova metoda AR

diferenci
Podz_imr’u’

» Jesté jednou porovnani explicitnich feseni s riznymi hodnotami Erig
Courantova €isla (cfl=0.5), Vyskov

Petr Kurfiirst

» stabilizace 2. derivaci b(f; — 2f" + f,), b= 0.25 (totozné
s Laxovou metodou):

Radial velocity

T T T
14 L i

Laxova metoda

V()
cfl=0.5b=0.25
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Laxova metoda AR

diferenci
Podz_imr’u’

» Jesté jednou porovnani explicitnich feseni s riznymi hodnotami Erig
Courantova Cisla (cfl=1.2), VySkov

Petr Kurfiirst

> stabilizace 2. derivaci b(f’; — 2f" + ), b = 0.6 (totozné
s Laxovou metodou):

Radial velocity

T T T
14 L i

Laxova metoda

V()
cfl=1.2,b=0.6

0 | I 1 | I 1 | I 1
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Metoda zpétného kroku (upwind method) CET
Pocsmi
astronomicky kurs,
10.-14. zafi 2012,
Vyskov

» V advekénim ¢lenu pouzijeme zpétnou diferenci: pots Kuriiret

_ uAt

n+1 __ ¢n
=1 Ax

(" = 124)

» von Neumannova analyza stability v tomto pfipadé dava (cfl=c):

E=1—a+acoskAx —iasinkKAX,
Metoda zpétného
kroku

€ = (1 — @ + acos kAX)? + o’ sin® kKAX,



Metoda zpétného kroku (upwind method) ey T
Podarmni
astronomicky kurs,
10.-14. zafi 2012,
Vyskov

v

V advekenim Clenu pouzijeme zpétnou diferenci: Patr Kurfdret

_ uAt

n+1 __ ¢n
=1 Ax

(" = 124)

v

von Neumannova analyza stability v tomto pfipadé dava (cfl=a):

E=1—a+acoskAx —iasinkKAX,
Metoda zpétného
kroku

€2 = (1 — a 4+ acos kAX)? + o? sin® kAX,

v

Z pozadavku £ < 1 vyplyva

2a(1 — a)(1 —cos kAx) > 0.

v

ProtoZze o > 0, cos kAx < 1, schema bude stabilni, pokud opét
Courantovo ¢islo a < 1.



Metoda zpétného kroku (upwind method)

» Stejna rovnice, modelovana metodou zpétného kroku:

14

Radial velocity

V(1)
cfl=0.5
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Lax-Wendroffova metoda

» Dvoukrokova metoda, kombinace Laxova a explicitniho
schematu.
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Lax-Wendroffova metoda

» Dvoukrokova metoda, kombinace Laxova a explicitniho
schematu.

> 1. krok (Lax(v):
1 uAt

r = Y n
j+% —E(/+1+/)_2AX(/+1_1)
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Lax-Wendroffova metoda

» Dvoukrokova metoda, kombinace Laxova a explicitniho
schematu.

> 1. krok (Lax(v):

_luat

el 1
o= e - LA

j+% 2 (jIjH - Cn)

» 2. krok (explicitni):

1 1
);n+1 _ );n _ UAT( n+3 fjn+2)

AXx
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Lax-Wendroffova metoda

» Dvoukrokova metoda, kombinace Laxova a explicitniho
schematu.

> 1. krok (Lax(v):

+1 1 1 uAt
f ; = 5(6&1 + 1) — EH(/‘L — £

» 2. krok (explicitni):

(SE

n+1_!7
=

)

uAt nt 4 n+
- — —f
Ax ( j

=

i1
Itz

» von Neumannova analyza stability v tomto pfipadé dava (cfl=c):

&=1-2asin %kAx(a sin %kAx +icos %kAx),

€2 = 1 — 40P sin® 1kAx(1 — a?sin? Lkax — cos? L kax

2 2 2
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Numerické vypocty

LaX'WendroffOVa metOda metodami kone¢nych
diferenci
Podzimni
» Dvoukrokova metoda, kombinace Laxova a explicitniho e
schematu. Vyskov
» 1. krok (Lax(v): perurrst
n+ 3 1 1 uAt
foy = ST+ 1) = 55 (B = 17)
» 2. krok (explicitni):
nt1 _ g uAt n+% . n+%
= )
Lax-Wendroffova
metoda
» von Neumannova analyza stability v tomto pfipadé dava (cfl=c):
&=1-2asin %kAx(a sin %kAx +icos %kAx),
2 2 .21 2 .21 2 1
€] =1 —4a"sin EkAx(1 —a”sin EkAx—cos ékAx).
» Z pozadavku |£]? < 1 opét vyplyva o < 1.



Lax-Wendroffova metoda

» Stejna rovnice, modelovana Lax-Wendroffovou metodou:

Radial velocity

Vi (1)
02 - =05
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r/R«
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Implicitni schema

» Hodnoty veli¢iny f na pravé strané rovnice jsou pocitany v Case

tn+1 .

n+1
f

n

f

_ uAt(
2Ax

n+1
1

—
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Implicitni schema

» Hodnoty veli¢iny f na pravé strané rovnice jsou pocitany v Case
tn+1 :

n_ UAt 1

+1
f” 2Ax(j+1

Il
N

_ f!H»‘l)

» von Neumannova analyza stability v tomto pfipadé dava (cfl=c):

1 1 —iasinkAx
1+iasinkAX 1+ a2sin kAx’
1t
1+ a2sin kAx’

&=

l€|? =
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. e Numerické vypocty
Impl|C|tn| SChema metodami kone¢nych
diferenci
Podzimni
astronomicky kurs,
10.-14. zafi 2012,

Vyskov
» Hodnoty veli¢iny f na pravé strané rovnice jsou pocitany v Case Petr Kurfirst
tn+1 :
1 uAt 1 1
A Ay VI
» von Neumannova analyza stability v tomto pfipadé dava (cfl=a):
€= 1 1 —iasinkAx
1 + jiasin kKAx o 1+ a2 sin2 kAX’
|f|2 = 1 Implicitni schema

1+ a2sin® kAx'

v

Je zfejmé, Ze implicitni schema vzdy splfiuje: [¢] < 1,
Je tedy vzdy numericky stabilni.

v



Implicitni schema

» OvSem - znacnou nevyhodou komplikovanost vypoctu 1;"*1.

» V kazdém ¢asovém kroku nutnost feseni tridiagonalni matice

@ nid n+1 n+1
LA it

numerickymi metodami linearni algebry.

-
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Implicitni schema

» OvSem - znacnou nevyhodou komplikovanost vypoctu 1;"“.

» V kazdém ¢asovém kroku nutnost feseni tridiagonalni matice

@ nid n+1 n+1 n
S - - =1

numerickymi metodami linearni algebry.

» V pfipadé slozitych problémd mGze byt neschiidné.
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. s Numerické vypodty
ImpI|C|tn| SChema metodami kone¢nych
diferenci
Podzimni
astronomicky kurs,
10.-14. zafi 2012,

.z . ;. T Vyskov
» Stejnéa rovnice, modelovana implicitni metodou: Patr Kurfiret

Radial velocity

‘ ‘ Vi)

12 + N

0.8 - N

Implicitni schema
0.4 - N

0.2 N
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Komplexnéjsi schemata

» Vytvofena cela fada modernéjsich a presnéjsich metod:
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Komplexnéjsi schemata

» Vytvofena cela fada modernéjsich a presnéjsich metod:

» Pouziti tzv. prostfidané sité (staggered mesh), umoznujici
oddéleni tokl veligin (flux splitting).

Numerické vypocty
metodami kone¢nych
diferenci
Podzimni
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10.-14. zafi 2012,
Vyskov
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Komplexnéjsi schemata o ko

metodami kone¢nych
diferenci
Podzimni
astronomicky kurs,
10.-14. zafi 2012,

Vyskov
» Vytvofena cela fada modernéjsich a presnéjsich metod: Petr Kurfirst
» Pouziti tzv. prostfidané sité (staggered mesh), umoznujici
oddéleni tokl veligin (flux splitting).
» Postupné pridavani jednotlivych €lenl pravé strany hd rovnic
(operator splitting):
ft/mo U1(f",Az‘/m)
fn+2/m _ Ug(f”“/’",At/m)
[Ca - Um(fn+(m71)/m7 At/m), SKé)hme;r)Tlg)gejsl

kde m znaci pocet ¢lenli na pravé strané pfislusné hd rovnice.



Komplexnéjsi schemata

» Princip prostiidané sité (staggered mesh):

PSR S

i '

b----@-=---

j+1

b----@----G

j+H1 2

A grid

o}

1
1
|
T
1
1

» A-sit - vektorové veliginy

» B-sit - skalarni veliginy

B grid @
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Komplexnéjsi schemata

» Priklad sou€asné pouzivaného schematu - dvoukrokova metoda
s oddélenymi toky, van Leerova derivace:

A — Pi—1 — Pi—2
Ip(i—1) — I'p(i—2)
AL = Pi — Pi—1
Io(iy — Tb(i—1)

van Leerova derivace:
2A_A
vl — ﬁ A_AL >0
0 A_A; <O

interr = interpolant hydrodynamické veli€iny na opatném
rozhrani:

interr; = pi-1+ dV/(I’a(,‘) — I'p(i—1) — Ua(i) dt/2)

advekéni schema:

pPi = pi (interr,-+1ua(,-+1)2a(,+1) — interr,-ua(,)za(,))

- A Vb(,')
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Komplexnéjsi schemata

» Opét stejna advekeni rovnice, modelovana vyse uvedenou
metodou, cfl = 0.5:

1.4

Radial velocity

Vi(n)
cfl=0.5

50

100
r/ R«

150

200
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Komplexnéjsi schemata

» Opét stejna advekeni rovnice, modelovana vyse uvedenou
metodou, cfl = 0.9:

1.4

Radial velocity

Vi(n)
cfl=0.9

50

100
r/ R«

150

200
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Komplexnéjsi schemata

» Opét stejna advekeni rovnice, modelovana vyse uvedenou
metodou, cfl =1.2:

Radial velocity

Vi(n)
cfl=1.2

r/ R«

200

Numerické vypocty
metodami kone¢nych
diferenci
Podzimni
astronomicky kurs,
10.-14. zafi 2012,
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Modelovani fyzikalnich procesu

» Riemannova razova trubice (neviskdzni ptipad):

Radial velocity

den() ——
v(r)
e(n)

4.5
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Modelovani fyzikalnich procesu

» Riemannova razova trubice (viskdzni pfipad):

Radial velocity

den() ——
v(r)
e(n)

4.5

Numerické vypocty
metodami kone¢nych
diferenci
Podzimni
astronomicky kurs,
10.-14. zafi 2012,
Vyskov

Petr Kurfiirst

Modelovani fyzikalnich
procest



e L4 e o Numerické vypocty
MOde|Ovan | fyZ | kal ni Ch pI’OCGSU metodami kone¢nych
diferenci
Podzimni
astronomicky kurs,
10.-14. zafi 2012,
Vyskov

Petr Kurfiirst

» Slunecni koronalni vitr (Parkerova rovnice):

Radial velocity
400000 ,

350000 A
300000 -
250000 |- 4
= 200000 4
150000 -
100000 4

50000 -

Modelovani fyzikalnich
procest

! 1 L 1 L 1
1e+09 2e+09 3e+09 4e+09 b5e+09 6e+09
X




Modelovani fyzikalnich procesu

» Dal8i mozna uskali - pfiklad hvézdného disku
» nespravné nastavené Courantovo &islo:

Radial velocity

Numerické vypocty
metodami kone¢nych
diferenci
Podzimni
astronomicky kurs,
10.-14. zafi 2012,
Vyskov

Petr Kurfiirst
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den(r)
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Modelovani fyzikalnich
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1000



Modelovani fyzikalnich procesu

» Dal§i mozna uskali - priklad hvézdného disku
» Spatné zadana okrajova podminka pro vi:

Radial velocity

Numerické vypocty
metodami kone¢nych
diferenci
Podzimni
astronomicky kurs,
10.-14. zafi 2012,
Vyskov

Petr Kurfiirst

1oo den(r)
i)

10 o vp(r)

— a(n)

0.01 |-

0.001 -

0.0001 -

Modelovani fyzikalnich
procest
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Modelovani fyzikalnich procesu

» Dal8i mozna uskali - pfiklad hvézdného disku
» Spatné zadand okrajova podminka pro v;:

Radial velocity

100 _——den(r)
- vr(r)
10 + _ vp(r) R
_— a(n)
1 i
01 h T 4
B B —
0.01 - -
0.001 - —
0.0001 -
1e-05 - -
1 10 100

R

1000
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Modelovani fyzikalnich procesu

» Dal$i mozn4 Uskali - pfiklad hvézdného disku

» realné parametry - prili§ velké (cca 16 fadu) rozdily v hodnotach:

Radial velocity

,, T T den(r)

100000 - - vrsr; .l
o ‘7/')7'-1)‘5(7 0] —
e vp(r)

1 I -
1e-05 - T e
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1610 - 4
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1 10 100 1000 10000
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100000
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Modelovani fyzikalnich procesu

» Dal8i mozna uskali - pfiklad hvézdného disku
» vhodné provedené normovani veliCin:

Radial velocity

Numerické vypocty
metodami kone¢nych
diferenci
Podzimni
astronomicky kurs,
10.-14. zafi 2012,
Vyskov

Petr Kurfiirst
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1 e
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001 F //;
s 00001 - — i
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Modelovani fyzikalnich
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» Numerické vypoCty metodami konecnych diferenci - vhodné pro
deterministické procesy

» Cela fada dalSich metod a schemat

» Modelovani principialné nahodnych jevl (zafeni) na zcela jiném
principu (napf. Monte Carlo)

» Dostupné hotové programy (kody) (napf. ZEUS, Pencil pro hd,
TLUSTY, CMFGEN pro modelovani hvézdnych atmosfér, atd.)

» Uspokojivy vysledek pouze pfi spinéni mnoha podminek

Numerické vypocty
metodami kone¢nych
diferenci
Podzimni
astronomicky kurs,
10.-14. zafi 2012,
Vyskov

Petr Kurfiirst

Zavér
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