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1. Velmi strucény prehled

1.1 Zakladni pojmy

V kvantové mechanice pocitame s Hamiltonovym operatorem, kde v klasickém vyrazu
pro Hamiltonovu funkci jsou soufadnice x a sni sdruzend hybnost p — uvaZujeme
jednorozmérny problém — nahrazeny linearnimi operétory X a p, které splfiuji komutaéni
relace

Rp—-pR=inl , (1.1)

%, ]
h je Planckova konstanta a 1 jednotkovy operéator. V souradnicové representaci je Hilbertlv
prostor stavll soustavy (stavovych vektor(l) tvofen kvadraticky integrovatelnymi

komplexnimi funkcemi soufadnice na intervalu (—oo,c0) . Skalarni soucin je definovan jako

(v.2) =(x.v)= (zlv) =[x (x) . (1.2)
<bra)<‘ket>

Snadno se presvédCime, Ze operétory

R Edt//(x) (1.3)
i

Xy (X)=xp(x) , Pw(x)=-
splfiuji komutacni relace (1.1). Pro kvantovou mechaniku jsou dllezité vlastnosti linearnich
operatorl, zejména vlastnosti dvojice operator — hermiteovsky sdruzeny operétor.
Hermiteovsky sdruzend matice je komplexné sdruZena transponovana matice. Pro operatory

definujeme hermiteovske sdruzeni jako

A *

(;(,(5*1//) E(l/hol) , (1.4)
v Diracoveé znaceni pak

(207 w)=(w[Ol2) (15)
Je-li operator roven svému hermiteovsky sdruzenému, mluvime o hermiteovském operéatoru,
Je-li inversni operator (definovany tak, ze po vynasobeni inversniho a plivodniho operatoru
dostavame jednotkovy operator) roven svému hermiteovsky sdruzenému, mluvime o
unitarnim operatoru. S pouzitim soufadnicové representace ukaZzeme, Ze operatory soufadnice

a k ni sdruzené hybnosti jsou hermiteovské. Mame

(2|0%|w)=(w|O| ) {IW x)dx } = T[(x)xy/(x)dx=<g|6|y/> (1.6)



I dx i dx
o i (L.7)
_?%[y/(x)[(x)] +j[(x)?dv(;ix) dx:j[(x)?dzi )dx=<z|é|V/>
~ T —o
Je vhodné si pamatovat, Ze pfi hermiteovském sdruzeni dojde k zaméné
co>c |yl . (v]-=ly) . 0—0" (1.8)

a zaméné poradi vSech prvk{. Zatimco vyraz (y|y) znamena v Diracové notaci skalarni

soucin vektorli |y) a | z), vyraz |w)(x| je operator, ktery prevede libovoIny vektor |#) na
vektor |y), ale s velikosti a fazi zménénou skalarnim soucinem (|¢)

()2 )lg)=1w)({x|#) = x| D)lw) - (1.9)

Jako v kazdém vektorovém prostoru, tak i v nasem Hilbertové prostoru mizeme zvolit

béazi — soustavu linearné nezavislych vektord, kdy potom kazdy vektor prostoru Ize vyjadrit

jako linearni kombinaci vektorli baze. Je vyhodné zvolit ortonormalni bazi. Dimenze

Hilbertova prostoru tvofeného kvadraticky integrovatelnymi komplexnimi funkcemi

souradnice na intervalu (—oo,oo) je spoCetné nekone€na a nejzndméjsi ortonormalni bazi

tvori funkce

1 X2
h)=z (X)=————H_(x exp{——} , n=012,.. , (1.10)
kde H,(x) jsou Hermiteovy polynomy. Plati
<h.‘h.>=;ff H, (x)H (x)exp[—xz}dx:§ (1.11)
L | _7[]/2 2nn| i i ijo '

—

Libovolny stav /) mdzeme pak zapsat pomoci baze jako

v)=Yaln) o o =(nly) (L.12)

neboli

['e]

M@=§%%U),%=I£UWUNX, (1.13)

—0



kde #,(x) je dano vztahem (1.10). Vektory béaze zapsané jako funkce soufadnice x jsou

v tomto pripadé redlné funkce, obecné to vSak byt nemusi, proto radéji v integralu skalarniho

souCinu pro vypocet c, piSeme znamenko komplexniho sdruzeni. Jednotkovy operator

vytvoreny z vektor(l baze ma zapis

1= |n)(n| . (1.14)
Vidime to snadno, zapiSeme-li jeho plsobeni na libovolny vektor
{y)=XIn)(n e li) = X[ Xei(nfi) Xealn) =[w) - (1.15)
n 1 n 1 §ni n

1.2 Maticovy zapis

Zapisme pisobeni operatoru na libovolny vektor | 8) zapsany v néjaké béazi.Vysledkem

je novy vektor |a)

kde
0, =(i|0]j) . (1.17)
Pro néazornou predstavu (vezméme jen koneCnou dimenzi Hilbertova prostoru) si ted

zapiSeme v néjaké bazi stavovy vektor jako sloupcovy vektor (matice nx1) a operator jako

matici nxn
. o, O, O,y O,
a, o, O, Oy  Ou
BE , 0=| z : z (1.18)
A, Opn-ap On-ae On-vn-y  Ota-tn
a, o, O, Oy O

Hermiteovsky sdruZené objekty budou pak



O1*1 0;1 a O(*n il Or:l
01*2 0;2 a O(* n-1)2 O: 2
(a|=(a) & - a, &), 0= : : : o (19)
Oy Oy = Opany Oy
0, O, Oupan  Om
Vyraz (a|fB) vytvai skalarni soucin
by
b,
(a|p)=(a a, - a, &) i |=(a/b+a;b,+-+a; b +alb) (1.20)
b,
avyraz | #)(a| operétor
by ba Dba ba, ., ba,
b2 b2 ai* b2 a; b2 a:—l b2 a;
1B)al=|  |(a & a, ay)=| : : Po(L.2)
bn—l bn—l ai* bn—l ai* bn—l a:—l bn—l a;
! b,a, ba, b,a,, bya,
Vektory béze jsou
0 0 0
1 0 0
1) = 2= o n=D=1 ], )= , (1.22)
0 0 0
0 0 1
takZe jednotkovému operatoru odpovida jednotkova matice
10 00
) 01 00
iY(i|=| ¢ P (1.23)
= 0 10
01

1.3 Vlastni vektory a vlastni hodnoty
Plsobeni operatoru na nékteré vektory vede jen k vynasobeni vektoru (komplexnim)

¢islem

A

A|a>=a|a> . (1.24)



Takovemu vektoru |a> fikame vlastni vektor operatoru A a Cislu a vlastni hodnota pfislusna

vlastnimu vektoru |a) . Zvolme néjakou bazi prostoru, v niz je vektor |) vyjadFen jako
|a)=2cli) - (1.25)
ZapiSme vztah (1.24) nasobeny zleva vektorem | j> jako soustavu rovnic pro koeficienty c

Zci<il/3li>=a2@ = X(A-ad)e=0 . (1.26)

Pro netrivialni feSeni musi byt determinant soustavy roven nule a to dava rovnici pro vlastni
hodnoty — pFirozené jen v principu, pokud je prostor nekone¢né rozmérny. VétSinou se
postupuje tak, Ze zakladni rovnice (1.24) se napise pro uréitou konkrétni realizaci vektord
Hilbertova prostoru a vlastni hodnoty vyplynou z omezeni na feSeni této rovnice. Napfiklad
pro vinove funkce jedné proménné predstavuje (1.24) obyCejnou diferencidlni rovnici a
vlastni hodnoty plynou z poZadavku na to, aby FeSenim byla kvadraticky integrovatelna
funkce (dostate¢né rychly pokles v nekonecnu, slabé singularity). Ddlezité je, Ze mlzeme

povazovat za jednu z bazi Hilbertova prostoru soustavu vlastnich vektord vhodného

hermiteovského operatoru. Nastin diikazu je nasledujici: Pro hermiteovsky operator (AzA*)

mame
A|ai>:ai|ai>* = (= A:|ai>:ai*<aj‘ai> = (a-a))(a;|a)=0 . (1.27)
<aj A=<ozj‘aj = <aj A|ai>=aj<aj‘ai>

TakZe zvolime-li i=j, je <aj ‘ai>¢0 a musi byt a =a’, tj. vlastni hodnoty hermiteovského

operatoru jsou reélné. Zvolime-li i=j, je a,#a; a musi byt (a;|e;)=0, tj. viastni vektory

prislusné rliznym vlastnim hodnotam hermiteovského operatoru jsou ortogonalni.

Zvolime-li tedy jako bazi soustavu normovanych vlastnich vektor( hermiteovského operétoru

A

A, miizeme psat jednotkovy operator podle (1.14) jako
i=2|an><an| (1.28)
a samotny operator jako

A=Z|an>an<an| . (1.29)

n

Casto Ize definovat i funkci operatoru zobecnénim pfedchoziho vztahu

W®=;W0”%K%|- (1.30)



1.4 Neprijemnost s rovinnou vinou a Diracovou delta funkci

Rovnice pro vlastni funkce a vlastni hodnoty operatoru hybnosti

hdy, (X)
—_ = 1.31
T d Py, (x) (1.31)
ma resSeni
1 i
X)=—————exp|—pXx| . 1.32
vy (x) 2 p[hp} (132)

Volbu konstanty zdiivodnime niZe. Funkce (1.32) jisté neni na intervalu (—oo,c0)

kvadraticky integrovatelna. Vlastnich hodnot p je nespocetné mnoho — operator ma spojité
spektrum. Korektné vzato, funkce (1.32) do nami uvazovaného Hilbertova prostoru nepatfi.
Presto béZné v kvantové mechanice s rovinnymi vinami pocitame. Normovani rovinnych vin

jsme zvolili tak, Ze pro skalarni soucin plati

['e]
['e]

(0'lB)= [ v (0w (0= [ (0= ) ax=a(p-p') . 29)

Misto indexovani celymi Cisly indexujeme spojitou proménnou, vlastni funkce operatoru jsou
ortogonalni v tom smyslu, Ze jejich skalarni soucin je roven Diracové delta funkci rozdilu
indext (misto Kroneckerovych delta indexa).

Rovnice pro vlastni funkce a vlastni hodnoty operatoru souradnice

Xy (X)=¢w.(X) (1.34)
ma feSeni
v.(x)=5(x=¢&) . (1.35)
Normovéni volime obdobné jako u vlastnich funkci operéatoru hybnosti, tj.
(&16)= [wi (v (x)dx= [ 6(x-¢")s(x-&)dx=0(5-¢") . (L36)
Jednotkovy operétor zapisujeme v analogii s (1.14) jako
1= '[|x><x|dx (1.37)
nebo
1= I|p><p|d p . (1.38)

—00

V analogii nalezeni sloZek vektoru v bazi (1.12) piSeme (soufadnice jako spojity index)



v(x)=(xly) = |l//>=I|X><X|dX|W>=1V/(X)|X>dX

nebo (hybnost jako spojity index)

w(p)=(plw) = lw)=[lp)(pldplw)=[w(p)|p)dp

Vztah (1.32) pak mizeme zapsat jako

(x| p) :W;h)ﬂzexp[% P x}

(1.39)

(1.40)

(1.41)

Znovu zddrazriujeme, Ze ani rovinna vina, ani Diracova delta funkce nepatfi pfi korektnim

pFistupu do uvaZzovaného Hilbertova prostoru. Také neni mozné, aby nekone€né rozmérny

Hilbert{iv prostor mél zaroven spocetnou (v nasem pfipadé {|h,}}i nespocetnou (v nasem

piipadé {|x)} nebo {| p)}. Presto viak pfi fesent standardnich problémd kvantové mechaniky

nevede nekorektni postup k chybnym vysledkiim. Je to pravdépodobné dano pFiznivymi

vlastnostmi vzajemného vztahu prostoru ket vektorli a prostoru bra funkcionalll -

matematicky korektni formulace je vytvorena po zavedeni tzv. Gelfandova tripletu (také

nazyvaného rigged Hilbert space).
1.5 Priklad - linearni harmonicky oscilator

Hamiltonian linearniho harmonického oscilatoru je

2
H :ip2+mw X’
2m 2

Hamiltonovy rovnice jsou
dx _oH _p dp oH )

— = , —=———=—Mo°X
dt op m dt OX

Zavedeme bezrozmérnou promeénnou

12 12
maw . 1
a=|—/| X+i p
(Zhj (tha)j

Pro tuto proménnou dostavame snadno FeSitelnou rovnici

?j_?+iwa=0 = a=aexp[—ia)t] ,

(1.42)

(1.43)

(1.44)

(1.45)



kde a je libovolna komplexni konstanta. VyjadFime-li soufadnici a hybnost pomoci a a a’,

dostavame

12 12
h « 1{mho .
X=| —— a+a) , ==| —— a-a) . 1.46
(Zma)J ( ) P |( 2 j ( ) (1.46)
Po dosazeni do (1.42) dostavame

l * *
H=—(aa +a a)hi . 1.47
Al Jheo (1.47)

Zamérné dbame na poradi soucinitelll, protoze tak mdZeme hned napsat kvantové
mechanicky vztah — komplexné sdruzend veliCina odpovidd hermiteovsky sdruzenému

operatoru. Mlzeme tedy vztahy (1.46) a (1.47) prepsat na

- 7/“11/2AA+ Almha)MAA+
X=(mj (a+a) ) pZT(Tj (a—a) (148)
a
ﬁ:%(aawa*a)hw | (1.49)

Operatory a a a*jsou hermiteovsky sdruzené, operatory fyzikalnich veli¢in X, p a I:Ijsou
hermiteovské. Z komutacni relace pro operatory X a p

[%, p]=inl (1.50)
dostaneme po dosazeni z (1.48) komutacni relaci pro operatory a a a*

[a.a]=1 . (1.51)
Dosazenim za aa*" ze (1.51) do (1.49) dostdvame pro Hamiltondv operéator linedrniho

harmonického oscilatoru vyraz
ﬁ:(ﬁ +%ijha) , N=4a'a . (1.52)

Operator N ma jako vlastni hodnoty nezaporna cela ¢isla. Dikaz neni obtizny. Vezméme
néjaky normovany vlastni vektor |n> s vlastni hodnotou n. Mame tedy

{n]

—

N|n>=n|n> = n=<n|N|n)=(<n|é*)(a|n>)=‘(a|n))r20 . (1.53)

Déle z komutaénich relaci



[N,é*]zéf = N(é+|n>):(n+l)(é+|n>) (1.54)

(N.a]=-a = N(an))=(n-1)(a]n)) .
Je tedy é*|n> vlastnim vektorem operatoru N svlastni hodnotou n+1 a é|n> vlastnim
vektorem operatoru N s vlastni hodnotou n—1, tedy
a*|n)=4|n+1) , &|n)=p |n-1) . (1.55)
Konstanty A4, a u, ziskame z
A =@ [m)f =((nfa)(@|n)) = (n[aa o) = o[ 3fn) =ns1.

Jenf” = (@) = ((nla")(am) = (n[& aJn) = (n[N|n}=n .

Konstanty zvolime jako realna ¢isla a dostavame tak kone¢né vyjadreni plisobeni kreacniho (

(1.56)

a*) a anihilaniho (&) operatoru na vlastni vektory operatoru N
é*|n>:(n+1)]/2|n+1) , a|n)=n"*|n-1) . (1.57)
Prirozené
N|n)=4"4|n)= a*(a|n))=n*?a"|n-1)=n|n) . (1.58)
Pro Hamilton(v operétor linearniho harmonického oscilatoru mame pak

ﬁ|n>=En|n> , En=(n+%jhw : (1.59)

Vektor popisujici zakladni stav s n=0 spliiuje
40)=0 . (1.60)
ZapiSeme-li tento vztah s operatory v soufadnicové representaci, dostavame rovnici

dho(x)+ m X

p - h(x)=0 , (1.61)
jejiz normované feSeni je
14
hO(X)Z(%J exp{—n;—:l)xz} : (1.62)

Funkce, odpovidajici vy$§im energiovym hladinam dostaneme podle (1.57) jako

h, () = (;—"r}]jﬂz [x oy (x) - —— dh“dlx(x)j . (1.63)

maw




2. Princip superposice

2.1 Feynmanova formulace
1. Pravdépodobnost P, Ze v idealnim experimentu nastane néjaky jev, je dana druhou

mocninou absolutni hodnoty komplexniho Cisla ¢, které nazyvame amplitudou
pravdépodobnosti

P=lg . (2.2)

2. Mlze-li k néjakému jevu dojit nékolika moznymi zplisoby, a nerozliSujeme-li v

experimentu jednotlivé zplsoby, je celkova amplituda pravdépodobnosti jevu dana souctem

amplitud pravdépodobnosti jednotlivych zpisohd
4=2¢ . P=lg . (2.2)

3. Mlze-li k néjakému jevu dojit nékolika moznymi zplsoby, a rozlisujeme-li v
experimentu jednotlivé zplsoby, je celkovad pravdépodobnost jevu déana soudtem

pravdépodobnosti jednotlivych zplsobd
P=lg]” . P=DP . (2.3)
2.2 Formulace Landaua a LifSice
1. Stav soustavy je popsan komplexni funkci soufadnic konfiguraniho prostoru W(q),
kvadrat modulu této funkce urcuje hustotu pravdépodobnosti; ‘T(q)‘z dqg je pravdépodobnost

toho, Ze pfi experimentu nalezneme soufadnice vintervalu q,g+dq. SoucCet

pravdépodobnosti viech moZnych hodnot soufadnic musi dat jednotku, je tedy pro vinovou

funkci

2
ﬂlp(q)\ dg=1 . (2.4)
2. Stav podsoustavy chrarakterizované soufadnicemi q, ktera je soucasti soustavy

popsané funkci soufadnic konfigura¢niho prostoru lI’(q,Q) je popsan matici hustoty

p(q,q’); p(q,q)dq je pravdépodobnost toho, zZe pfi experimentu nalezneme souradnice
vintervalu q,q+dq aplati

p(0.94)=[¥(2,Q)¥ (¢.Q)dQ . (2.5)

3. Vede-li ve stavu s normovanou vinovou funkci ¥, (q) néjaké méfeni fyzikalni

veliCiny f k ur¢itému vysledku f,, popisuje vinova funkce



¥(0)=Xa ¥, (q) . Xla[ =1 (2.6)

n n
stav, ve kterém namé¥ime hodnotu f, s pravd&podobnosti |a,|".

4. Nachazi-li se soustava pfed méFenim ve stavu s normovanou vinovou funkci ¥, (q),
potom pii méfeni fyzikalni veliCiny f nalezneme s urCitosti hodnotu f , ale po méreni bude

soustava ve stavu popsaném normovanou vinovou funkci CDn(q), a pravdépodobnost

- Melx 7 -r . vy s 2
nalezeni hodnoty f, v okamzité nasledujicim méFeni bude |b,|*, kde

b, = [ ¥, (a)@,(a)dg , D p,[=1 . (2.7)

3. Matematicky popis
3.1 Zzakladni popis — Hilbert(v prostor

1. Stav soustavy je popsan paprskem v Hilbertové prostoru H c|z//>, kde
|t//>eH,Ce(C.

2. Dynamické proménné jsou representovany hermiteovskymi operatory v tomto
prostoru.
Poznamky:

K prostoru ket vektord c|y) zkonstruujeme dudlni prostor bra vektord (y| pomoci

jednoznacného zobrazeni

la) o (a| , c,|a)+c,|B)oc, (a|+c,(B] (3.1)
Skalarni soucin v Hilbertové prostoru H definuje vnitfni soucin bra a ket vektord
(a|B)=(l).]8) - (32)

PFipomerime zndmé vlastnosti skalarniho soucinu
(1) da))=cllf)lg) + (clf)lg))=c(7).]9)
(11)./9)=(9).l9))

Hermiteovsky sdruzeny operator je definovan pomoci vztahu

(17).010))=(6 1)) . (17).0l0})=(10).&[ 1)) @4

(3.3)

3.2 Axiomy
1. Vysledkem méreni fyzikalni veli¢iny mlze byt pouze jedna z vlastnich hodnot
odpovidajiciho operatoru.



2. Nachazi-li se soustava ve stavu, ktery odpovida vlastni hodnoté operatoru A rovné

a, je pravdépodobnost toho, ze méfeni veli¢iny B da hodnotu 2, rovna (3, |an>2, kde

Aa)=ala) . B|B.)=5lA) - (3.5)
Obdobné pro spojité spektrum operatoru I§je pravdépodobnost toho, Ze méfeni da hodnotu z

intervalu (4, #+d ) rovna K,B|an>2 dg.

3. Operétory AaB odpovidajici klasickym veli¢indm A a B splfiuji komutacni relace
LA,éFAé-éA:ihé , (3.6)
kde klasicka velicina C je dana Poissonovou zavorkou klasickych veliin A a B

c={AB)=Y

[GA 0B OA GBJ a7)

og, op  0p, 0g
3.3 Reprezentace, rozklad jednotky
Vlastni hodnoty hermiteovskeho operatoru jsou realna Cisla a vlastni vektory pfislusnée
rlznym vlastnim hodnotam jsou ortogonalni. Dlikaz neni obtizny. Pro hermiteovsky operéator
plati
A|a>:a|a> , <a"A:<a"a’* . (3.8)
Po vynasobeni prvni rovnice bra vektorem <a" a druhé rovnice ket vektorem |a> a
odecteni dostavame (a—a’*)<a’ ‘a>:0, odkud plyne tvrzeni. PFi vypoctech je uZite&né, jsou-
li vlastni vektory normovany na jednotku, tj. (a|a)=1. Obecny stavovy vektor pak mizeme

napsat jako linearni kombinaci vlastnich vektorli néjakého hermiteovského operatoru
(predpokladejme operator s diskrétnim spektrem)

W=Tela) . o=(aly) @9
Z normovaci podminky (y|y) =1 dostaneme

W)=Y TG lala) = Yec-1 .

1- Y6, =X wla)alv)={v( Tlalal ) = @10)
Zn:|an><an|=i .



VySe uvedeny zapis jednotkového operatoru budeme velmi ¢asto vyuZivat.
3.4 VInova funkce
Velmi dilezitym operatorem se spojitym spektrem je operator souradnice, ktery bude

pfirozené mit jako vlastni hodnoty pFislusné soufadnice

Qla)=qla) - (3.11)

Primétem stavového vektoru do vlastniho vektoru operatoru souradnic je vinova

funkce

9)=(aly) . w,(a)=(ala,) - (3.12)
V soufadnicové reprezentaci tedy piseme

=2.6%.(a) . ¢, =[¥(a)¥;(a)dq (3.13)

a normovaci podminky mame vyjadreny jako

j‘Pm(q)‘P;(q S ZC c, —j‘P q)dg=1 . (3.14)

Obdobné pro operétory se spojitym spektrem

a)=[c, ¥ (a)df , c =[¥(q)¥;(a)dqg (3.15)

j\y q)dg=5(f-g) , jcfc’;df=jly(q)\y*(q)dq=1. (3.16)

3.5 Maticova reprezentace

tvofi ortonormalni bazi
(an |2, >=5n . (a]ay)=6(f-g)
Sla)al-i . Jla)fader-i (G40
Koeficienty rozkladu obecného stavového vektoru |y/> v dané bazi ziskame jako
=(a,ly) . ¢ :<af ‘1//> : (3.18)

V dané bazi Ize vyjadFit plsobeni operatoru na stavovy vektor jako maticové nasobeni

7)=Bly) = <an|z>=<anlé@lam><amIJIV/>=Z<anIéIam><amIV/> . (319

m

tedy
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| 20) = Z Bow [ W) - (3.20)
Matice operétoru v bazi tvofené jeho vlastnimi vektory je diagonalni
A.=(a|Ala,)=a,6, . (3.22)
Pro komutujici operatory AaB plati
<ai|/3§|ak><ak 8

a (a|Bla;)=a;(a|B

ai>: <ai|é§|ak><ak|/3 ai>

ai>:<ai|é|ai>§ii

(3.22)

aj> = (a|B

3.6 Zapis Schrodingerovy rovnice v maticové reprezentaci

Pro jednoduchost uvazujme Hilbertliv prostor kone¢né dimenze s ortonormalni bazi

{In)} . Upravme Schrédingerovu rovnici

S (v) =Ry ) 23
2l (0) = (] Xl (nlu (1) (320

Rovnici (3.23) jsme zleva vynasobili vektorem béze<m| a na pravé strané jsme vlozili mezi

hamiltonian a stavovy vektor jednotkovy operator. S oznacenim

C,(t)=(n|w (1)) . H,,=(m[H|n) (3.25)
prepiSeme (3.24) na
ihdc(;"t(t) => H..C,(t) . (3.26)
Plati pfirozené
H,, = Hr*lm . (3.27)

Pro koeficienty C, (t) plati (opét trik s vloZenim jednotkového operétoru)
1=(y () () = (v (O[T}l (1) = G5 (), (1) (3.28

Pro soufadnicovou reprezentaci jsou Uvahy obdobné — jen dimenze je nekone€na a neni
spoCetnd. Maticové elementy hermiteovského operatoru souradnice v bazi jeho vlastnich

vektor( jsou diagonalni
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(6 [R]%) =% (%[ %) =% (%[%) = (%[x)~(%-x) . (3.29)
Normovani vektord baze a jednotkovy operétor jsou
(x]y)= (x| x=1 . (3.30)

Schrédingerovu rovnici (3.23) napiSeme v soufadnicové bazi jako

ihag—i)():j<x|l:l|y>l//(y)dy , (3.31)

kde jsme oznacili

w(x)=(x|y) . (3.32)
Casovou derivaci nyni piSeme jako parcialni, aby byla odlidena od derivaci podle
prostorovych soufadnic — to u diskrétni baze nebylo tfeba. Jak vypadaji komutacni relace?

Pro soufadnici a sdruZzenou hybnost mame

I—\)

Rp—pR= (3.33)

Postupnymi Gpravami dostaneme
JOuI%1y) (Yl Bl )dy = [ (x| BlY){(YIX|x)dy =ih(x|x)
JOaly1y)(yIBlx)dy = [ (x| Bly)(ylxe [xo)dy =in(x[x,) . (3:34)
[yo(x=y)(y|Blx.)dy =[x, (x| Bly)S(y—x,)dy =75 (% ~x,)

a tedy nakonec
dS(x—X,) (3.35)

Jak je to s druhou mocninou?

<X1|[32|X2>=I<X1|ﬁ|y><Y|ﬁ|Xz>dy=—h2jd§(X1_y) d§(y—x2)dy:

dx dy
d*S(%-y) A’ (% —X,) A’ (% —X,) (339
hZ Xl y §(y—X2)dy=7l2 Xl 2 :_hz X12 2
dx dy dx, dx, dx;
Zjednoduseni z&pisu
- . . do(x— hdy(x
(lv) =[xl sty = [ 1895y (y)ay =220 @)

nebo
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d*s(x-y)

(19713} ooy = [ L2y oy L

3.7 Relace neurcitosti

. (3.38)

Méjme dva hermiteovské operétory A a B. Jejich komutator je antihermiteovsky

operator iC, kde C je hermiteovsky. Zavedeme oznaceni pro stfedni hodnotu operatoru

<6>:<y/|é|y/>, pricemz (y|yw)=1 a definujeme neurcitost jako

26-[((6-(6)) ) -
Zobecnénymi relacemi neurcitosti nazyvame nerovnost
~ A 1] ~A A
AAABEE‘@/[A,B]W}‘ .

K dlikazu uzijeme Schwarzovy nerovnosti

(1)l =l fla)f . [1)=(A~(A)lw) . [o)=(B~(B))lv) .

(AR) (aB) = |(A~(A))(B-(8))lw)

Pro kazdy nez&porny operétor plati totiz

- 9|0 f)
(f+19[0|f+1g)>0 | /”L=—< - =
{9[O]g)
A~ 2
A flO
<f|O|f>—‘< Olo) Lo
(9/0lg)

(A-(A))(8-(8))=B+2C .

kde C a D jsou hermiteovské operéatory

5=2[(A-(A)(8-(8)+ (8- (8))(A-(A))] .
C=3[(A-(R)(8-(8)-(8-(8)(A-(R)]

dospivame konecné k vysledku

(AR) (aB) 2(B) +3(€) 23(¢)" .
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Rovnost (stavy s minimem neurcitosti) nastava tehdy, je-li splnéno
(A=(A)lw)=2(B-(B))lw) . 2+2 =0 . (3.46)
Potom je

(w|Dly)=0 . (3.47)
Nejznaméjsim prikladem jsou Heisenbergovy relace neurcitosti pro operatory soufadnice ¢ a

k ni pFisludné hybnosti p
A~ a D
Agapt (3.48)

V souradnicove representaci

A ~ . hd A 1ra - A
A=(q= , B=p=—— , C==|AB|=11 ,
1= P dx iLA8] (3.49)
(@)=% . (B)=p, . AG=0x
Rovnice pro stav s minimalni neurcitosti je pak
ndy(x) [x-x,
L - , 3.50
L) () 350)
Normovanym FeSenim je
y/(x):;exp lp x—(X_XO)2 : (3.51)
(27)"(sx)? | 4(sx)

4. Zakladni operéatory v souradnicové representaci

4.1 Hamiltondv operator (hamiltonian)

VInova funkce Uplné urCuje stav soustavy. Zadani vinové funkce v urcitém okamziku
musi tedy urcovat jeji chovani v budoucnosti, musi proto derivace (3‘If/at|t_t linearné zaviset
=0
na ¥ (t,). Obecna zavislost je (Schrodingerova rovnice)

indY _hy (4.1)
ot

kde H je néjaky linearni operator, faktor i7 je vy€lenén pro korespondenci pfi kvasiklasické

aproximaci. Tam pfedpokladdme vinovou funkci ve tvaru ¥ = Aexp{iS/h}, kde A je pomalu
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se ménici amplituda a S/7 rychle se ménici faze viny. S je klasicky GCinek (FeSeni
Hamiltonovy - Jacobiho rovnice), 7 je Planckova konstanta. Potom

ind¥_ 05y  OSg_py[2S | (4.2)
ot ot ot or

A

kde H je Hamiltonova funkce. Této fyzikalni veli¢ing prifadime operator H. Hamiltondv

operator H je hermiteovsky, coz vidime z nasledujicich Uprav

2 o 2Bt [ B

_%j[ﬁ \P(q,t)]*‘P(q,t)dq+%I‘I’*(q,t)ﬁ ¥(q,t)dg= (4.3)
L (@[ -A]w(@da-0 = A=A’

4.2 Operatory hybnosti a momentu hybnosti
UvaZzujme uzavienou soustavu Castic bez vnéjSiho pole. Hamiltonian soustavy se
nezméni pfi paralelnim pfenosu soustavy o libovolnou vzdalenost, budeme vSak uvazovat jen

infinitesimalni posunuti, tj. transformaci r, —»T, +oT . Pfi ni se vinova funkce (soufadnicova
reprezentace stavového vektoru) transformuje jako
W (F,+5F) =¥ (F)+F- > V,¥(F)=0%¥(F,) ,
A . L (4.4)
O=1+67-)V, .
a
Tvrzeni, Ze néjaka transformace neméni hamiltonian, znamen4 toto: transformujeme-li funkci

H ¥, je vysledek stejny, jako kdyZ piisobime H na transformovanou funkci O ¥ . Je tedy
[é,ﬁ]:o . (4.5)
V dlsledku homogenity prostoru komutuje s hamiltonianem operéator
YV,H-HYV,=0 . (4.6)
Vzhledem k tomu, Ze invarianci v(ci posunuti odpovidd v klasické mechanice zékon

zachovani hybnosti, bude operator hybnosti Umérny operatoru V. Operator hybnosti jedné

Castice je tedy

- >
<!

4.7)

o
I



a pro kvasiklasickou vinovou funkci
p¥=(VS)¥ . (4.8)
UvaZzujme opét uzavienou soustavu Castic bez vnéjSiho pole. Hamiltonian soustavy se
nezméni pfi otoCeni soustavy o libovolny Uhel kolem libovolné osy, budeme vsak uvaZzovat
jen infinitesimalni pootogeni, tj. transformaci F,—TF,+J¢xF,. PFi ni se vinova funkce

transformuje jako

A oA ~ 4.9
O=1+64-) xV,
V dlsledku isotropie prostoru komutuje s hamiltonianem operéator z r, x?a :
SExV,H-HYExV,=0 . (4.10)
Bezrozmérny operator momentu hybnosti jedné &stice I je
[=-i(FxV) . (4.11)
Operator momentu hybnosti (rozmér Planckovy konstanty) je pak
Ifzfxf)zzfxﬁ (4.12)
i
a pro kvasiklasickou aproximaci tedy
Elp:(rxﬁs)ly . (4.13)
PFipomeneme podminku toho, aby operator byl hermiteovsky:
<(p (31//>—(<1// (5(p>) =0 . (4.14)

Pro operétor hybnosti je to
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Tato podminka je splnéna, je-li na hranici vinova funkce nulova (pfi objemu s jistou symetrii
také periodickd). Pro nekonecny objem musi vinova funkce dostatecné rychle klesat k nule.

Pro operator momentu hybnosti mame?

*

j(p*(r)[rx?ﬂy/(r)dv_ jw*(r)[rx%}p(r)dv -

?jrxﬁ[(p*(r)y/(r)}dv =—? Vx| T (F)y(F)]dV =—[F o’ (F)p (F)xAdS =0
\ \
Opét je tedy podminkou, aby operator definovany pro funkce v nekone¢ném objemu byl
hermiteovsky, dostatecné rychly pokles vinové funkce k nule.
4.3 Rovnice kontinuity

Pro klasickou Hamiltonovu funkci
H(p.F.t)=4—+U(F 1) (4.15)

Bude mit Schrédingerova rovnice (4.1) tvar

no I N
—EA\P(r,t)WLU(r,t)\P(r,t)_lha\P(r,t) , (4.16)

kde A=V-V Laplacetlv operétor. Rovnice komplexné sdruZen4 ke (4.16) je

—h—zA‘I'*(F,t)+U(F,t)‘P*(F,t)z—ihglP*(F,t) . 4.17)

Vynéasobeni rovnice (4.16) funkci ¥ (F,t) a rovnice (4.17) funkci W(F,t) ziskdme dva
vztahy, které po odecteni davaji

2 *
—h—(‘P*A‘P —‘PA‘P*)z in ‘P*a—\P+‘Pal
2m ot ot

Prava strana je derivaci soucinu funkci, levou stranu mdzeme zapsat jako divergenci vektoru,

protoze

YAV —PAP =lP"§-(§lP)—WV-(V\P"):%-(\P"%\P —\PW’*)

Dostavame tak rovnici kontinuity




o . (4.18)
j(r,t)zm[‘l’ (P V(P = (7, t) V(T 1) ]
V kvasiklasické aproximaci
p=¥'V¥ ]:V—msly*\y : (4.19)

Vidime, Ze interpretace ,,Psi krat psi s hvézdiCkou je hustota pravdépodobnosti nalezeni
Castice* je dobfe podlozend. Vektor toku mé v kvasiklasické aproximaci také obvykly tvar
~rychlost krat hustota® (vzpomerime, Ze gradient G¢inku je hybnost).
4.4  Ehrenfestlyv teorém
Definujeme-li stfedni hodnoty operatoru hybnosti a operétoru silu jako
p:Jl//‘(r,t)Fﬂy/(r,t)dV . F=[y (P -VU(F.0) |p(F.t)dv  (4.20)
i

vyhovuji tyto veliiny druhému Newtonovu zakonu

dp_g

- (4.21)

Dikaz ziskame provedenim vypo&tu. Mame®
dp & | |oy = % hjg L O hiloy = ow- .
= |V VMV == 0y ——idS + = | sV -V (dV
dt iHat i at} i [V ot i J 1ot VY

Prvni integrdl na pravé strané je roven nule — vinové funkce v nekonecnu jdou dostatecné
rychle k nule. Do druhého integralu dosadime za derivace podle €asu ze Schrddingerovy
rovnice

dp B e n’ S
ull —-——Ay +U Vy+|—Ay+Uy |V :dV =
dt J{ 2m~" V/}W{me W}W}

[ . S .
H—EV[VV/ Vy+Uyy’ |+ -VU Jyp }dV =

—%Cf)[ﬁt/ﬁy/vtu l//l//*}ﬁds +'[t//*[—§U}t//dV ='[l//*[—§U}l//dV

Opét jsme vyuZili skutecnosti, Ze integrand integralu po povrchu v nekone€nu je roven nule.

¥ Kromg znaméjsi Gaussovy véty '[div fdv :Cﬁ f-AdS plati také jgrad fdv :Cﬁ fndsS.
\Y S S

\
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5. Schrddingerova rovnice pro stacionarni stavy

5.1 Céstice v potencialovém poli — souFadnicova representace
Budeme se zabyvat stacionarnimi stavy — proto musime predpokladat, Ze hamiltonian

dané ulohy nezavisi explicitné na €ase. Hamiltonova funkce klasické Glohy bude tedy
H(p.F)=——+U(F) . (5.1)

V soufadnicové representaci tak obecnd Schrédingerova rovnice (4.1) ziska separaci ¢asové

proménneé
¥(F 1) =1//(F)exp(—%Etj (5.2)
tvar

—ﬁAy/(r)w(r)y/(r):Ey/(r) . (5.3)

Klasicky se Céstice mlize nachazet pouze v oblasti prostoru, kde E>U (F). V kvantové

mechanice je nenulova pravdépodobnost nalezeni Castice i v oblastech s E<U (F) Mozné

situace je pomérné snadné roztfidit v jednorozmérném pripadé, kdy bude mit Schrédingerova

rovnice tvar

d’y  2m
dXV;+7[E—U(X)]y/:0 . (5.4)

Budeme uvaZzovat obecny pribéh potencialni energie s volbou nulové hladiny v kladném

nekoneénu U (e0)=0a shodnotou U (-o)=U,>0. Funkce U(x) méa alespofi jedno
minimum, kde nabyva zaporné hodnoty U, . <0. Pro hodnoty energie, které odpovidajici
pohybu na klasicky ohraniCene UseCce, tj. pro U . <E<O0 existuje ohraniené feSeni
Schrodingerovy rovnice pouze pro nékteré (diskrétni) hodnoty energie E,. VInova funkce
zakladniho stavu yxo(x) (tj. stavu s nejmensi vlastni hodnotou energie E, ) neni nulova
nikde nez v limité v nekonecnu. Funkce y/n(x), popisujici stavy pro které E _,<E <... ,

maji n—1 nulovych bodd. Pro energie v intervalu 0<E <U, mame spojité spektrum. PFitom

asymptotické chovani vinové funkce je
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[acos(kx+a)  k=y2mE /A X —> 0
ve(x)= bexp(x x) K=./2m(U0—E)/h X —>—o0

Dvé z konstant jsou ur€eny podminkou spojitosti vinové funkce a jeji prvni derivace. Tato

(5.5)

podminka plyne z toho, Ze ve Schrédingerové rovnici (5.4) vystupuje druhé derivace vinove
funkce.* Nakonec pro energie E>U, mame opét spojité spektrum s rovinnymi vinami jako
asymptotickym FeSenim.
5.2 Vodikovy atom

Hamiltonian atomu vodiku je

h? h? e’
A, A, S—
r—T

o _
2m, "% 2m, |

(5.6)

Are,

Zavedenim novych soufadnic a novych oznaceni pro redukovanou hmotnost a celkovou

hmotnost
o - M. +m T m, m,
r=r-r, , R= , M=———— , my=m,+m, (5.7)
m, +m, m, +m,
prejde (5.6) na
2 2 2
PSRy N Ay N (58)
2m, 2m Are,r

Ve Schrddingerové rovnici napiseme energii jako E +#° KZ/(ZmH) a separujeme pohyb

hmotného stfedu od vzajemného pohybu elektronu a protonu, takZze hmotny stfed se pohybuje

jako volna Castice

& -\ WK -
a vzajemny pohyb je popsan rovnici
h’ e’
-— r)— rY=Ew(r) . 5.10
2m v (7) 47[80r9//(r) v(r) (5.10)

* V nékterych modelovych dlohach je v potencialni energii ¢len Gmémy Diracové delta funkci
U=u éé‘(x—a). Potom je spojitd pouze vinova funkce a derivace ma vbodé X=a nespojitost

' (a+0)-y'(a—0)=2m/u/n*.
® PFisng vzato, podle Einsteinova vztahu ekvivalence energie a hmotnosti je m, c? vodiku v zakladnim

stavu 0 13,6€eV mensi nez (mp + me)c2 )
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Zapséano ve sférickych soufadnicich méame®

2 2
izi rza—vl +i2 —_1 2 sinHa—V/ + _12 8;/2/ +2T Ey—r w=0 (5.11)
reor{ or) r°|sinfod 00 ) sin“g op h Arreyr

a miZeme pfristoupit k feseni rovnice metodou separace proménnych. VInovou funkci

hledame ve tvaru
w(r.0,0)=R(r)Y,,(6,9) , (5.12)
kde Y,,, (6,(p)jsou tzv. sférické funkce, tj. je jednoznacné regularni (dokonce normované k

jednicce) FeSeni rovnic

oY, oY, 2
ey, =0, —— singmn |- M v (141, =0 . (5.13)
op sind 06 060 ) sin“@
V téchto vztazich 1=0,1,2,... a m=—1,-1+1,...,1-1,1 . Pro€ musi byt separani konstanty

tvofené pravé kvantovymi Cisly je dano z teorie diferencialnich rovnic. FyzikaIné ndzorngjsi
vyklad by poskytla realizace operatoru momentu hybnosti pomoci kreacnich a anihilacnich
operéatorl. V tuto chvili berme existenci kvantovych ¢isel | a m jako ddsledek poZadavk{ na

chovani vinové funkce, tj. poZadavek periodicity v uhlu ¢ a konetné hodnoty jak na

severnim (#=0), tak na jiznim (&= pblu. Zbyva vyresit rovnici pro radialni soufadnici

2 [(1+1 2
d_§+3d_R_ ( 2 )R+2T E+—% |R=0 . (5.14)
dr°  rdr r h Are,r
Zavedeni bezrozmérnych veligin’
r=ap , E=-be (5.15)
prevede (5.14) na
2 2 2 [(1+1
0R, 2dRp 2mabf & 1 _ —(—2) R=0 (5.16)
dp® pdp h dre,ab p o,

NejvétSiho zjednoduseni dosahneme volbou jednotek délky a energie

® Zavedenim operéatoru radialni slozky hybnosti f)r =—ih(8/8r +J/r) mUzeme hamiltonian zapsat

~ 1 A2 EZ =
jako H =2— P, +— |, kde L je operator momentu hybnosti.
m r

" Zavadéni bezrozmérnych proménnych ve ,fyzikéalnich“ rovnicich je obecné& velmi uZitegny postup.
V nasem pripadé je a=a; =0, 529 A Bohr{iv polomér a b=Ry=13,6eV.
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2 2 2 \?
a=llA%E oy M _Mmp e | (5.17)
m e 2ma® 2n°\ 4re,

Mame tedy feSit rovnici obyCejnou linearni diferencialni rovnici druhého Fadu s jednim

parametrem

d23+£d—R+[—g+£—ij=0 : (5.18)
dp® pdp p P

pfitom poZadujeme, aby feSeni bylo na kladné realné poloose ohranienou funkci, kterd jde
dostatecné rychle k nule pro p—. V nami studovaném pfipadé popisu atomu vodiku se pro
jeho zésadni ddleZitost neobratime k hotovému matematickému vysledku, ale podivame se

podrobnéji na jeho odvozeni. Substituce

2 2
R(p):u(,o) dR_1du dR_ldu_id_u+213 (5.19)
e,

dp® pdp® p’dp

p dp pdp p

vede na rovnici

dp2 2

dz_u+(_g+£_wju =0 . (520)
PP

Asymptotické tvar rovnice a jejiho feSeni pro p—x je

d?u

- —su=0 u:Aexp{—x/Zp}+Bexp{\/Ep} , (5.21)
dp
pro p— 0pak
2 I(1+1
d—‘j—(—t)u=o L u=Cpt+DLE (5.22)
dp p

Né&m vyhovuji pouze kone¢na Feseni, takze hledame u(p) ve tvaru

u(p)=p" eXp{—x/E p} f(p) (5.23)

Rovnice pro funkci f (p) je tedy

pj;fz +2(|+1—£p)%+2(1—£(|+1))f -0 . (5.24)

Hledame Feseni (5.24) ve tvaru fady

f=Z;Ajpj : (5.25)
J=
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Dosazeni do rovnice a porovnani koeficientd u stejnych mocnin p' dava rekurentni vztah

pro koeficienty A,
[i+2(1+1)](j+1) A -2 Ve (j+1+1)-1]A =0 . (5.26)

Kdyby fada byla nekone¢né, pro velké hodnoty j by bylo

A, 2.¢e /e jA © _ o 2\/2/0 j
A‘—lzj—j: A, z%z ,—Z:(;Aj pl~ A,—Z;%: Aexp{Z\/Ep} (5.27)

]

a funkce u( p) by tak v nekoneCnu divergovala. Musi tedy existovat néjaké j.. , kdy fada

konci, tedy kdy

1 .
Ajmax+1:0 = ﬁzn:Jmax_i_l_i_l (528)
Funkce f () je tedy polynom stupné
2(j+1+1-
io—n-l-1 (i+1+1-n) (5.29)

A, = A

on[j2(1+1)](j+1)
Objevilo se ndm tak dalsi kvantové Cislo (hlavni kvantové Cislo) n. Ze vztahu (5.29) plyne
omezeni na vedlejsi kvantové Cislo I. Pokud hlavni kvantové Cislo pevné zvolime, musi byt

1=0,1,...,n-1. Rovnice (5.24) v proménné 2:2\/2,0 ma po dosazeni \/E:J/n tvar
d*w

22

z +(2I+2—z)(;—w+(n—l—1)w:0 (5.30)

z
a jejim feSenim je hypergeometricka funkce

az a(a+l)z?
71t y(r+1) 2!

Pro atom vodiku jsou normovaneé vinové funkce w,,,, s nejnizsimi kvantovymi Cisly tedy

7% —#exp _r W00 = 1 1- ' exp| — '
P (an)"ad a, ) " 2(2x)7 a2 23 2a, )

i r
=————rexp| - cosé 5.32
Y10 4(27[)]/2 ag/z p( 2a, j (5.32)

w=F(-n+1+1,21+2,2) , F(a,y,2)=1+ (5.31)

Wy = Lrexp(— 2; Jsin&exp(ii(p)

8(r)" a¥? 5
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Fazové faktory jsou véci konvence, je dilezité si vSimnout, Ze pouze pro s — stavy (stavy s

1=0) je

y/noo(o)\;so. Proto napfiklad (Lamblv posuv) dochazi k rozstépeni hladin 2s,, a

2 Py, -

Atom vodiku je jedinym exaktné feSitelnym pripadem — uZ pro helium si zapocteni
interakce dvou elektron(i vyzaduje zvIastni metody poruchového poctu. Nicméné zavedeni
kvantovych Cisel (Ctvrté — spin — jsme zatim nepouZzili) je nesmirné dllezitym pFispévkem
k popisu atom{ obecné.

5.3 Elektron v homogennim magnetickém poli

Hamiltonian elektronu v magnetickém poli, které popisujeme vektorovym potencialem

A aindukci B=rot A je

~ (R VA
H =(—6—eAj - B (5.33)

= . (5.34)

V této definici vystupuje operator spinu. ProtoZe se spinu budeme vénovat pozdéji, vezmeme
jako skutecnost, Ze pro orientaci pole podél osyz bude mozné napsat vinovou funkci jako

dvouslozkovou veliCinu — spinor

- {W'/’((: ’;:_]ﬁz))j (5.35)

a plsobeni hamiltonianu na jednotlivé slozky bude

2 2 A2 2 A2
Hy/(F,J)—{i[hiJreByj e e eBO_}y/(F,U) . (5.36)

2ml i ox 2moy’ 2mozZ m

Ve vztahu (5.36) uz jsme zvolili konkrétni tvar vektorového potencialu Az—ByéX.
Zajimavé moznosti spojené srlznou volbou tohoto potencidlu nebudeme ale rozebirat.
Dosadime do stacionarni Schrodingerovy rovnice H y =Ey vinovou funkci ve tvaru, ktery

bere v Gvahu, Ze rovnice zavisi pouze na soufadnici y

= exp[%( P X+ D, Z)}z(y) : (5.37)

29



Pro funkci y(y) pak dostavame obycejnou diferencialni rovnici

d>y 2m p? m 2
kde
eB P
== =% 5.39
Wy m Yo B ( )

Rovnice (5.38) je rovnice harmonického oscilatoru, mizZzeme proto hned napsat vlastni
hodnoty energie

E=(n +%+Ujhw3 (5.40)
a také normované vlastni funkce

2
Zn(Y):;eXp —w Hn[mj , Qg = L . (5.41)
\/;aB 2"n! 23, ag M,

Pomérné snadno se presvéd¢ime, Ze kromé konstanty y, mlizeme vytvofit také veli¢inu

X, =P, /(€B)+x, jejiz operator komutuje s hamiltonianem

>20=iei86—6y+x - [%.A]=0

V klasickém popisu je bod (x,,y,) je stfedem kruznice poloméru p,/(eB), kde p, je
velikost primétu hybnosti p do roviny x—y. Ani pro velké hodnoty kvantového ¢isla

nedostavame |y, (y)‘2 jako rozlozeni hustoty pravdépodobnosti soustfedéné kolem klasické

trajektorie. Je tfeba si uveédomit znaCnou (nekonecnou) degeneraci pro danou energii —
z linearni kombinace stavd pFislusnych dané energii uz néco podobného vytvofit jde. Jaka je
vlastné néasobnost degenerace pro urcité Cislo n? Uzavieme-li elektron do krychle objemu
V=LL L

, L., je pocet stavli s rdznymi hodnotami (ted' uZ diskrétnimi) p, v intervalu Ap,

roven L,/(2zn)Ap, . Pocet stavli pro p, je obdobné L,/(277)Ap,, ale interval Ap,
nesmi vést k tomu, aby bylo y,>L, , musitedy byt Ap =eBL, . Celkem je tedy pocet stav

s danou hodnotou energie (jesté dvojnasobna degenerace dana rovnosti energie pro n+1/2 a

(n+1)-1/2)
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eBAp,

>V
(27zh)

6. Nékteré aproximace pro poruchy na ¢ase nezavislé

6.1 Rayleighova — Schrdodingerova metoda
6.1.1 Nedegenerované hladiny

Predpokladame, Ze hamiltonian je na Case explicitné nezavisly. Je sloZen ze dvou Casti
HAZHA0+O'\7, I—A|0 je zakladni Cast (neporuSeny hamiltonian), 0\7je interak¢éni  Cast
(porucha), o maly parametr. Reeni rovnice pro vlastni hodnoty a vlastni vektory

hamiltonianu H hledame pomoci rozkladu podle viastnich vektord hamiltonianu I—A|0

P) = EO|¥?)

n n

H|¥)=E|¥) , H,
#)=Y 0" el
k=0 m

Porovnanim &lend u stejné mocniny o* dostaneme

(6.1)

W) E =3 5 EW
k=0

K
k-1) (1 0) A(k k-1
SECI A _EO Sy, Y
1=0 p (6.2)

Voo = (P[P0, P =0
Cleny pro k =0, 1, 2 davaji
(E”-EY)c" =0 |
EW ¢l +(E(°) - Er(no))cﬁnl) =3V, e, (6.3)
p

D¢ 4 EW e + (E0 —EO)c? =TV, o
(€9 - E)et? =

Pogitame opravu ke stavu ‘lP(r,o)>. Stavovy vektor budeme pfi vypoétu normovat podminkou

(pfipadné normovani (¥|¥) =1 mdzeme provést aZ po ukongeni poruchové fady)®

<1P(0)

n n

¥)=1 = V=g, , V=0 (6.4)

8 Znamena to, Ze pFipadné zmény ve sméru plivodniho stavového vektoru neuvazujeme, pocitame jen se
vznikem opravy v ortogonalnim podprostoru k jednorozmérnému podprostoru natazeném na plivodni vektor

e )
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Regenim soustavy rovnic pro m=n mame

V-0 |, (6.5)

0 _ @) mn
G =0 G Erm o
(6.6)
C(z) — z Vmpvpn _ anVnn .
m 0 0 0 0
o (B -EY)(E-ED) (EP-EY)
6.1.2 Degenerované hladiny
Patfi-li stav n; s-krat degenerované energiové hlading (E” =E\” =...=E\"), je tFeba
vhodné vybrat pFislusné vinové funkce, tj. zvolit namisto plvodnich nové
) |w) = S, ) ©7)
j=1

tak, aby byl operator v pro nové vinové funkce patfici degenerované hladiné diagonalni. Ve

druhe z rovnic v (6.3) pro néktery stav m=n, z degenerované hladiny polozime c(po) =0 pro

p=n,,...,n,. Koeficienty d;; ziskame FeSenim soustavy rovnic

@
an no E MmN, M ng
s Y v —-E® ... v
EVd; =3V, by nznl " who =0 . (6.8)
k=1 e e e e
@
Vnsnl Vns n2 ' Vns ns o E

Pro nejnizsi opravné cCleny dostavame (indexy n. uz patfi novym funkcim “P’nfo)>a

A

predpokladame, 7e degenerace uZ byla sejmuta, ti. V je vnovych funkcich “P’(O)>
diagonalnia Vv, | =V 0 - Pokud by tomu tak nebylo, je tfeba postup opakovat az do Uplného

sejmuti degenerace.
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M = E(_ ) _gO
Vv
0 _ 1 _ ©  _ mn
Cn _§m”i v Gy =0 , Cminj —W . (6.9)
1 V.V

6.1.3 Pripad velmi blizkych hladin
Pro urcitost uvazujme o dvou blizkych hladinach, odpovidajicich stavim m a n. Z

poruchového €lenu isolujeme prislusné maticové elementy, tedy

A A A A A A

V=V,+V, , H=H,+V, , H=H,+V, , (6.10)
V=V [M)(M] 4V, ) (0] 4V, [m)(n] + Vi [) (]
Plati tedy
(V) = AV )= [V, ) = 0]V, ) =0 o1
V, \|k=m,n)=0
Potom bude
Hy|kzm,n)=E" [k=m,n) |
Hym)=EY[m)+V,, |m) , EV=EV +v, (6.12)
n , EW=E" 1v
H,[m)=E"[n) +V,,[n) . EY=E+V,
Rovnice pro vlastni hodnoty
H, [am)+ B|m) = e[ a[m)+ slm)] .
EYV—¢ V. \a EV—¢ VvV (6.13)
=0 = =0
v,, EY-¢ (ﬂ} v,, EW-¢
vede k vyslednému rozstépeni hladin
W, g0 W_g0Y v
EY 4+ E EY _E! 2
5 == {( - j+yv } . (6.14)

6.2 Potencidlni energie jako porucha
Jako neporuSenou Ulohu uvazujeme pohyb volné Castice, popsany Helmholtzovou

rovnici
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12
AP () + k2w (r)=0 k:£=@ : (6.15)

Pohyb v potencialovém poli, které povazujeme za poruchu je popsan Schrédingerovou
rovnici
_ s ey 2M -
AY(F)+k*¥(F)=—U(F)¥(F) . (6.16)
Regeni této rovnice mlizeme napsat ve tvaru

lP(F):\P(O)(r)—Z—r'”jG(r—rl)U(;)\P(rl)dsr1 , (6.17)

kde G je Greenova funkce Helmholtzovy rovnice

AG(F-1)+k*G(F-F)=—6"(F-F)

o 1 expiik|{r—r
G(r_rl)zﬂ—{ﬁjﬂ |} s=3
i (6.18)
G(F—Fl)_ZHgl){k|r—F|} s=2
G(F—Fl)—zi—kexp{ik|r—r|} s=1
Schrédingerovu rovnici pak feSime iteracemi
\P(””)(F)=\I'(°)(F)—2FI—T.[G(F—F1)U(])\P(”)(Fl)dsrl S n=01... (619

Z(staneme-li pouze u zakladni iterace (n=0), nazyva se toto priblizné Ffeseni pohybu v
potencidlovém poli Bornova aproximace. Pfedpokladame tedy ) (F) ve tvaru rovinné viny

a zajimame se o vinovou funkci daleko od oblasti plisobeni potencialu, tedy pro Greenovu

funkci klademe

L exp{ikr} .
G(r.p)= Aar p{_'krl'nf} =3
G(r,rl):(1+£'1)eka{'kr}exp{—ikﬁ-ﬁf} , s=2 (6.20)
zkr
G(r,;)zm)(g{—ik”exp{—lkﬁ-ﬁf} s=1

V exponentu jsme aproximovali
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Eor)
|r—r1|=r(1—2ﬁf-?1+%j ~r—n, % (6.21)

pFiemZ jsme oznaCili jako fi, =F/r jednotkovy vektor ve sméru pozorovani. Dopadajici
rovinna vina je pak
lP(O)(F):exp{ilz-r}:exp{ikrﬁi L (6.22)

s oznacenim jednotkového vektoru ve sméru dopadu fi, =k /k . VInova funkce je pak

(s-1)/2
- S 27z k L .
lP(r):exp{lkrni-nf}jLT(z—”rJ f (., )expfikr} (6.23)
kde f (ﬁi N, ) je amplituda rozptylu
f(f,f )= T exp ()7 exp{—ikE-A JU(F)P(F)d°r . (6.24)
27h 4
Amplituda rozptylu v Bornové aproximaci je
o m i(s+1)7 A, N e
fB(n"nf):zzzhz exp{ 2 }jexp{lkq-(ni—nf)}u(rl)d r (6.25)
V trojrozmérném pripadé dostavame pro amplitudu rozptylu dopfedu (h. =i, ) vyraz
m N\ 43
fo (0=0)=—— fu@)er (6.26)

To je realna veligina, coZ je v rozporu s optickym teorémem® a omezuje to platnost jinak

velmi uzite€né aproximace na pripad velmi slabého rozptylu. Podil pravdépodobnosti toho,
Ze rozptylena Gastice projde za jednotku Gasu plodnym elementem dS=r?dQ a hustoty toku

¢astic v dopadajicim svazku nazveme diferencialnim G¢innym prifezem do
o 2
do=|f(n,0, ) d@, . (6.27)

Jako priklad uvedeme vypocet amplitudy rozptylu v Bornové aproximaci pro Yukaviv

potencial ve tfech rozmérech

® Opticky teorém je pozoruhodny vztah, ktery spojuje celkovy G&inny prifez a imaginarni ¢ast amplitudy

k
rozptylu ve sméru dopadajici viny S{ f (0)} =27
7
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aexp(—Ar)

u(r) =222

Z (6.25) mame ve sférickych soufadnicich

f(f,f )= m UJeXp(;M)exp[ikr‘ﬁi—ﬁf‘cosg]sin3d¢dl9r2dr

i

Z obrazku vidime, Ze ‘ﬁi—ﬁf‘:2sin(e/2). Integral vzhledem k ¢ dava 27z, po substituci
C0s¥=X mame

_exp(2ikrsin(6)/2)) —exp(—2ikrsin(6/2))
B 2ikrsin(6/2)

]exp[Zikrsin(&/Z)x]dx

Zbyva dopocitat

f(f,f )=

B ma
2iksin(6/2

i I{exp[—(/l—Zi ksin(6/2)) r]—exp[—(/t+2i ksin(6/2)) r}}dr

Amplituda rozptylu je tedy

F( 907 L S— . (6.28)
217 (4/2) +k*sin*(6/2)

Pro rozptyl na coulombovském potencialu (A=0) dostavame Rutherfordliv U¢inny prifez

(oznalime ik=p=mv)

a ) dQ,
_ 2
dO—Ruth 2 mvz Sin4€ (6 9)
2
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6.3  Variacni princip

Uvazujme variacni tlohu
I=(y|A|w)-E((w|w)-1) , §1=0 . (6.30)
Variace vzhledem k energii, kterd zde vystupuje jako Lagrangellv multiplikator, dava

normovaci podminku. Variace vzhledem k <z//| dava Schrddingerovu rovnici

olJ
§_E_0 = <l//|l//>—1—0 y
olJ

ST

Striktné vzato variace bra vektoru a jemu prislusného ket vektoru nejsou nezavislé, ale ve

(6.31)
0 = (H-E)jy)=0

variacnim poctu s nimi budeme formalné pocitat jako s nezavislymi veli¢inami, nebot’ plati

(5w Dla)+(Al(slv))=0 = |a)=0 . (A=0 . (6:32)

6.4  Hartreeho - Fockova metoda selfkonzistentniho pole

Pro vypocet mnohaelektronovych systémi je vhodna metoda selfkonzistentniho pole.
Predpokladame, Ze spinové nezavisly Hamiltonlv operator soustavy s N elektrony je tvoren
Casti vyjadfujici interakci elektronu s vnéjSim polem a Clenem, popisujicim vzajemnou

interakci elektron( soustavy

) i (6.33)
~ . 2
H=Tavev(r) , Vy=—0 1
m Are, | -1
Pro vinovou funkci volime pak
lP(Flvslvr;z’SZ! ’FN!SNl):
v, (h.s) v, (0.s) v, (0.s)
i l//nl(l_z’sz) VIHZ(E’SZ) o l//nN (l_;ZlSZ) (634)
N! .. . . '
l//nl(rN’SN) l//nN (l_;N,SN) l//nN (rN’SN)

Jednocasticové vinové funkce miizeme psat jako souciny soufadnicovych a spinovych funkci.
Budeme poZadovat, aby jednocasticové funkce byly ortonormalni. Variacni funkcional ma v
takovém pripadé tvar
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> [[wi (F)w (R Nuewy (B () €°F 6°F, - (6.35)

-

{%Aﬁev(mf ijw;;(r') ! y/nk(r')dsr}y/n(r)

(6.36)

{47[8 ki jl//nk 1 ( )ds_”:|l//n ( ) E l//n (F)

Pro celkovou energii (neni prostym souctem energii E;, nebot’ tak by byla coulombovska
interakce zapoctena dvakrat) obdrzime vyraz

EZI i (1)

"l

hz 3 1 HAY B g
——A, +eV( z ——y, (F)d°F |y, (F) (6.37)
2m = |r (i '
k~i

N
1
=1 d3 I—;r I—;
87[8 Z jt//nk |r Tie (F)d°F |y, (T)
Pro atom se Z protony v jadfe a dvéma elektrony dostavame

h? Ze? 1 e’ N | I ~
|: Ar_ -+ jl//nz(r) ,|l//n2(r)d3r}l//nl(r)

2m dreyr Are,

4reg,

hZ ZeZ 1 ez X
Ar = - T’ ¥/ d3——r =
{ 2m " 4reg, r+47[6‘0jl//nl(r)||"'—|"”’|l//”l(r) I’}//nz(r)

ez * (¥ 1 =1 =1 = —
_{—55152 jl//nl(r )ml//n2 (l’ )dsr }//nl (I’): E, Vo, (I’)

4reg, r

(6.38)

{i% j y/;(r’)ﬁy/m(?)dsf}%z (F)=Ew, (F)
1

PFi konkrétnich vypoctech je vyhodné pouZzit rozkladu
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1 A § .
= < Y, ($,0)Y, (9, . 6.39
rl_F2| ,;2|+1r>'”m; |m(1¢1) Im( 2%) ( )

6.5 Ritzova variacni metoda

Je zfejmé, Ze pro nejmensi hodnotu energiového spektra plati nerovnost

e <3 =AY

(6.40)
{wlv)
Dikaz je jednoduchy. Zapisme
W)= Iminly) . Alm)=E ) (6.41)
Potom
> [nlw) & Xlnlw)l (B, -E)
J="2 . = . +E,>E, . (6.42)
S Sl

Budeme tedy minimalizovat hodnotu funkcionalu J na podprostoru zkusebnich vektord.
Tento podprostor parametrizujeme M parametry o, takZze redukujeme minimalizaci

funkcionéalu J na hledani minima funkce

(6.43)

Zvlastni pozornosti si zaslouzi pripad, kdy parametry «,, jsou koeficienty linearni kombinace

vektor(l baze M-rozmérného podprostoru prislusného Hilbertova prostoru
M
‘t//(al ..... a, )>=2aj‘¢j> : (6.44)
j=1

V tomto pripadé dostavame

I,y ) == (6.45)

Z podminky

=0 , i=1,...,M (6.46)

dostavame soustavu rovnic
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S Ala)e=da (6.47)

k=1
Muizeme si také predstavit, Ze Gloha je prevedena na nalezeni vlastnich hodnot a vlastnich

vektor(l projekce ﬁp hamiltonianu do tohoto podprostoru

A= 166 A1) (4 (649

s aproximaci Schrédingerovy rovnice

Hold)=E:|d) - (6.49)
Promitneme-li totiz (6.49) postupné do vektor( (6.44), dostaneme soustavu M homogennich

algebraickych rovnic (6.47), kterd ma feSeni pro

<¢1|(HA_EP)|¢1> <¢1|(HA_EP)|¢M>
-0 . (6.50)

<¢M |(HA _EP)|¢1> <¢M |(HA _EP)|¢M>

Vektory baze mohou byt parametrizovany s parametry Bs a vici témto parametrdim lze pak
minimalizovat prislusny funkcional.

Vyznamnou aplikaci je metoda LCAO pro vypocet elektronovych stavii v molekuléach.
Molekularni vinova funkce elektronu se konstruuje jako linearni kombinace vinovych funkci
elektronu jednotlivych atomd. Pro molekulu s M atomy hledame tedy jednoelektronové

vinové funkce ve tvaru

¥ (r)= (6.51)

=
N
3
S
33
—_
=l
|
pull
3
~—

m=1

a téchto vinovych funkci uzijeme pfi vytvareni mnohaelektronové vinové funkce.

7. Bornova — Oppenhaimerova aproximace

7.1 Obecna teorie

Pro vypocet stacionarnich stavi molekul je vhodnd Bornova-Oppenhaimerova
aproximace. Predpokladame, Ze spinové nezavisly Hamiltonliv operator soustavy s N
elektrony a M jadry je tvoren Casti vyjadrfujici kinetickou energii jader, dale pak elektronovou
¢asti obsahujici kinetickou energii a vzajemnou interakci elektrond, a nakonec interakéni

Casti, popisujici interakci elektron( s jadry a vzajemnou interakci jader
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H=H, +H,+H, HJ——thZ:;ZMrAr
- " e? & 1
Ho=——> A+ > (7.1)

{17} {8) (i3] X{(7) 02

" ¢ &1 e ¥ oz7
{2 zlA 87[6‘0i%1|r; o 87[6‘0”21 R -R

2 N M 7 - - - ) ~
GG IS ML TS

Variacni tloha pro funkci X({ﬁ}) ma pak v tomto pfipadé tvar

0J=0 ,

N R R TR

r=1 r

Z uvedeného funkcionalu mizeme pak odvodit pro pohyb jader "Schrédingerovu rovnici”

{—hziziﬂ Ar+U({§})—E}X({§}):O . (7.5)

r=1 r
Pro dvouatomovou molekulu (pfedpokladame, Ze tézisté je v klidu) oznaCime relativni

souradnici a redukovanou hmotnost jako

. M, M
R=R-R, , pu=—2—2 7.6
R 2 H M, +M, (7.6)
a rovnice (7.5) se zjednodusi na
h? ~
{—EAw(R)—E}X(R):o . (7.7)



Standardni substituce

X(ﬁ)=ZKF§R)YKM(®,cD) (7.8)
vede k rovnici
h? d?
{_Zd?Jrueﬁ(R,K)—E}zK(R):o , (7.9)

kde
n* K(K+1)

Uy (R, K)=U(R)+ 2R

(7.10)

v v ow

Blizko rovnovazného stavu pak ponechame jen nejnizsi ¢leny rozvoje efektivniho potenciélu
_1d°U (R, K)
- Y7 dR®

pQ?

Uy (R, K)=Ug (Ry, K)+ (R-R,)" , @ (7.11)

Dosazenim (7.11) do (7.9) dostavame rovnici harmonického oscilatoru. Struktura
energiovych hladin dvouatomové molekuly je tak tvofena tfemi Cleny — elektronovym,
rotacnim a vibracnim

E=E®+E"+EY |

1 (7.12)

E®)-U(R) , EP=BK(K+1) , EY=nQ|v+=
0 2

Ve vztahu (7.12) jsme zavedli konstantu B=h2/ (Zng), ktera uruje 8kalu rotacnich hladin

energie. Typické hodnoty pro zakladni molekuly jsou uvedeny v Tabulce 1.

Tabulka 1
molekula
H, N2 0,
eV
-U(Ro) 47 7,5 5,2
nQ 0,54 0,29 0,20
10°B 7.6 0,25 0,18
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7.2 Molekula vodiku
7.2.1 lont molekuly vodiku
Nejprve budeme studovat jednodusSi pfipad, a to iont molekuly vodiku. V tomto

pfipadé ma hamiltonidn v Bornové — Oppenhaimerové aproximaci tvar

2 2 2 2
G, e e e |
2m Areyr, Armer, 4rgR (7.13)

L=r-R , I_;2:|_;_F_é2 1 I:_é:F_él_F_éz

PFi malé vzdalenosti proton(l by se méla vinova funkce chovat podobné jako vinova funkce
elektrond v heliovém atomu, pfi velké vzdalenosti protonl by méla vinova funkce jen s
malou pravdépodobnosti obsahovat stav, kdy oba elektrony jsou lokalizovany kolem jednoho
protonu. VInové funkce budeme tedy hledat ve tvaru

v(F)=ay.(6)+Bye(i) o [lwa (@] &7 =[lp(R) d°F =1,
lof +|A] +ap s(R)+a ,BS "(R)=1, (7.14)
s(ﬁ):j%(r—%ﬁjyxg(m%ﬁjdsr

Hledadme ted parametry a a B, které splfiiuji normovaci podminku a realizuji minimum funkce

J=lof H,, +|A[ Hp +a B H,, +a” fH,,
T AGLIAL L bb—jwb YRy (B)dF (7.15)
Hoo = (w3 (B)Hyw, (R)&T . Hy=[wi () Hy, (7)d°r
Situaci podstatné zjednoduSime, hledame-li vinovou funkci zakladniho stavu. Za vinové

funkce vezmeme

=l

va()=4(r) » w(%)=4(r)

3 \V2 (7.16)
¢<r)=(jagj exp{—yé} .

a vzhledem k symetrii budeme uvaZovat jen symetrické a antisymetrické kombinace

12
%(F){Z(llis)} [#(r)£a(r)] + S=[4(r)s(r)dF . (7.17)

Pro maticové elementy hamiltonianu dostavame
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|1
Haa:be: 2|:_572+7(7_1)+1_7C}
M r (7.18)

o1 ¥S
Hba :Hab = maz |:_E7/ZS +7(7_2)E+7}
B

Zde jsme oznatili p=yR/a, a zavedli integraly pFekryvovyS(p), CoulomblvC(p)a

vyménny E(p)

S(0)=[H(0)9(R)ET (14 7 Jexni-)

C(p) ij¢(n)¢(n)d3f21(1—(1+p)exp{—2p}) (7.19)
¥ 2 p

El )_a_;V(rlr¢(r2)d3*=(1+p)exp{—p}

Minimalizujeme tedy vyrazy

) oLy 1) rClp)+r(7-2)E(p)|

T omai| 2 0 1+S(p)
- - (7.20)

g1y () -rC(p)—r(r=2)E(p)

o= yi+—+

mag| 2 0 1-S(p) |

Pro J. nenajdeme minimum, pro J. mame jedno minimum. V okoli vyznamnych bodl lIze

psat

2
ma;
hZ

7.2.2 Molekula vodiku

2 R—>0
Y= 1.2380—0.2026(R —2.0033) R— R,
1 R—>
YR R =50 (7.22)

J, ~{-0.5865+0.0468(R—-2.0033)° R >R,
~1/2

R—>w

Opét v Bornové — Oppenhaimerové aproximaci vezmeme za elektronovy hamiltonian

vyraz
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2 2 2
oA e B e

2m ° 47zgo‘f1—§a 47[6‘0‘I_’i—§b
2 2 2
L NS (7.22)
2m * 4zg|n-R,| 4rgln-R,
e’ e’
+

+
47[80|F1—f2| dre,

a vinovou funkci budeme hledat ve tvaru

m,m:Wwﬁ(w(cwmm(m]
v (8) =— w0 (B) - v (D)wa (B)] (7.23)

[2(1-57)]
va(N)=g(F-R|) .+ w()=g(F-R)) -

PFipomerime, Ze spinova ¢ast vinove funkce ma tvar

rtss-l3) (0 0)]
ztl<s1,sz>=[$}l@z ’ Nsl’sz):@@z | -
7(505:) %w@ - @@” |

Podobné jako u iontu, dostavame pro energiovy funkcional molekuly vyjadreni

(ab|H|ab)x (ba|H |ab)
1+ 8?2

(ab|H|ab)=(ba|H|ba)= [y (B )yi (B)Hy. (B)y, (R)dRd, ,  (7:25)
(ba|H|ab)=(ab|H|ba)=[[v:()y; (B)H . (F)y, (%)d R o,

Ke tfem integraldm zndmym z feSeni pro iont pfibydou dva dal$i (¢ je redlna funkce!)

Cz(p):a_;ﬂlﬁfnlf(‘ﬁ_ﬁa
=)= || 2RIl -Rl)o(l - ®

Minimalizujeme pak vyraz

-

)9 (- Rl
(7.26)

)dsﬁdsrz
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Y= alale)r+ Ale)r]
2|1+C 4S E -C -E
o(p) = L CR]+4S(PIE(P)-Ci(P)-Er(p) 1 7.27)
1+8%(p) ye,
1-8°2 +2S E
o) (fl)) : (P)E(p)
+S%(p)
8. Kvasiklasicka aproximace
8.1 Zakladni vztahy
Reseni Schrodingerovy rovnice
2
ihﬁ\l’:[—h—A+Uj\P (8.1)
ot 2m
hledame ve tvaru
‘P(F,t)=A(F,t)exp{%s(r,t)} . (8.2)
Dosazenim (8.2) do (8.1) dostavame
; ; 2
Aﬁ—iha—MiA(ﬁs)z—ﬂAAS—ﬂﬁsﬁmu A~ Anz0 . (83)
ot ot 2m 2m m 2m
Oddéleni €lenl u sudych a lichych mocnin 7 dava
(vs) , _w
§+—+U —M:O ,
ot 2m 2ZmA (84)
OA L ABS  1%s.5a-0
ot 2m m

Zanedbame-li ¢len s #*(,kvantovy potencial“) a oznatime p= A%, mlizeme rovnice pfepsat

na Hamiltonovu - Jacobiho rovnici a rovnici kontinuity

aS N op = VS
—E:H(Vs,r) , ——pzv-[p—j . (8.5)

Ve stacionarnim jednorozmérném pripadé je feSenim
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y/(x)z%exp{%ipdx}+%exp{—%ipdx} . p=2m(EU)
v(0)=-Pooloos| + Premol Lot . [pl= 200 €]

Podminka platnosti aproximace je, aby pfispévek ,kvantového potencialu® byl maly, v tomto

(8.6)

pfipadé ji lze vyjadrit jako
di

dx

B 27h

p(x)

<27 , A(x)

(8.7)

8.2 Okrajové podminky
At x=a a x=Db jsou body obratu, tedy

U(x)>E x<a
U(x)<E a<x<b : (8.8)
U(x)>E  x>b

Kvasiklasicka feSeni v jednotlivych oblastech jsou

o] vl o

(8.9)
D, i} D i} B 1%
=—=exps— pdx}+—2exp{—— pdx} . w(x :—exp{—— pdx}
ool fper)+ ool ] =2l
V okoli bod{ obratu je
2 2 2 2
E—U(x)zhzi (x-a) , E—U(x)z—hz’rﬁ (x=b) . (8.10)
V tomto okoli (ale stale dostate¢né daleko od bod( obratu) mizeme psat
A 2a 3/2}
X)= ex a—x , X)=
O e B AU S
2c . 3/2} C { 2c . 3/2}
—L —expi—i(x—a + Z ex i(x—a =
g MU R el e A 611

W(%—X)M exp{ Zfi(b_x)3/2}+\/ﬁz)2_x)ﬂ4 exp{zfi(b—x)s/z}
T )

PFi analytickém prodlouZeni odmocnin do komplexni roviny pouzijeme zapisu
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pe(0,7) = x-b=pexp{ip} , a—x=pexp{i((p—7z)} ,

. _ (8.12)
pe(n,27) = x-b= pexp{l(¢—27z)} , a—-X= pexp{|(¢—7z)}
Obchodem bod obratu v horni (spodni) poloroving dostavame podminky spojitosti
széexp izl DzzEexp 2L
2 4 2 4
(8.13)
C —éexp —iZ D —Eexp iZ
b2 4 " Th2 4
a nakonec tedy
ETpdx—f—nzz B=(-1)"A (8.14)
hy 2 ’ ' '
8.3 Bohrovo - Sommerfeldovo kvantovani
PFipomenme, Ze v klasické mechanice mame pro periodu vyraz
b b
T :lengtzzj—dx =2mj dx
@ v(x) P(x) (8.15)

v:a—E , T:jgﬁdx
op oE

Kvasiklasicka vinova funkce normovana na jednicku je z (8.6) a (8.13)

y/(x)z\/i—?cos{%jpdx—%} , (8.16)

podminku kvantovani (8.14) napiSeme jako
1

1
dx=n+= . 8.17
Zﬂhcﬁp 2 ( )

Déle pak S :95 pdx je plocha uvnitf uzaviené trajektorie ve fazovém prostoru. Podélime-li

tuto plochu vyrazem 27, dostaneme pocet kvantovych stavli n s energiemi mensimi, nez je
energie na uvazované trajektorii. Mlzeme fFici, ze v kvasiklasické aproximaci odpovida
jednomu kvantovému stavu burka fazového prostoru velikosti 2z74. Pro pocet stavl v
elementarnim objemu fazového prostoru dostavame

AN:Aql...AqSApls.--Aps . (8.18)
(27zh)

Odectenim kvantovych podminek pro dvé sousedni energiové hladiny dostavame
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cﬁ p(E+AE)dx—<ﬁ p(E)dx:AE§2—de

AE2E —ozh = AE-ho |

(0

(8.19)

9. Poruchy na Case zavislé

9.1 Interakéni reprezentace
Budeme pocitat v interakeni reprezentaci. Pfedpokladame, Ze hamiltonian je sloZzen ze

dvou Casti H=H,+V : H, je na Case nezavisla zakladni ¢ast (neporuseny hamiltonian), V je
interakéni Cast, kterda mlze explicitné zaviset na Case (porucha). Plati

A

HimZGXD(%HAO'[)VGXD(—%HAO'[) ) |‘Pim>=exp(%lf|otj|lll>

5 9.1)
= iha‘lpint (t)>:Hint lPint(t)>
Odtud dale
¥, (1)) =5 (1,0)| ¥, (0))
ih§§(t,o):l:|int(t)§(t,0) . 8(0,0)=1 = 9.2)
t
- SO 1 (A b
S(t 0):1—E.[H,m(t1)dt1—?JHim(tl).[H,m(tz)dtz dt, +.......
0 0
0
Jako bazi zvolime vlastni vektory hamiltonianu H,,
Ho|®,)=E,|®@,) . [¥i ()= c,(t)|®,) . (9.3)

n

VInovou funkci ve Schrodingerové representaci zapiSeme dvéma zplsoby
|¥) = exp(—% H, tj‘\Pim (t)=>c, (t)exp(—% E, tj|CDn>
W) = exp(—é A, tjé (t,0)| 4 (0)) = (©0.4)
Y3, 0o -4 Bt @0, 51 0)fe,)

a promitnutim do |ch> dostavame pro c, (t) (vektor “Pim (t)> neni normovan na jednotku!)
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¢ (t)=> ¢, (0)(®,|S(t,0)|®,) . (9.5)

S oznagenim V,,, (t)=(®, V (t)|®,) mame pak

t

c, (t)—zn:cn(o){§kn —Hvkn(g)exp{%(ek_En)tl}dtl _hiz

0

t (9.6)

J'Vkm(tl)exp{%(EkEm)tl}tjvmn(tz)exp{%(EmEn)tz}dtz dt + ..

0

PFimym dosazenim za | ¥, (t)) z (9.3) do (9.1) a promitnutim do |®, ) dostavame
.. d A
Sin L, (0]0,)- o, 0 A ()0,

i<, (0= SV, (t)exp{%(En _ Em)t}cm (t)

9.2 Fermiho zlaté pravidlo

(9.7)

Predpokladejme, Ze v Case t=0 je soustava v uritém stavu (pocatecnim) |®,), takze
pro koeficienty cik(O)zb‘ik. Pocitejme pravdépodobnost prechodu do (kone¢ného) stavu
‘CDf> rizného od |®,), tedy koeficient Cepy (t). PFidany index i zvyraziiuje, Ze pocitame
prechod z tohoto pocCatecniho stavu. S oznaCenim 7%w,, =E, —E, pak mame v prvnim

priblizeni
-t

¢ (t) :_% [Vii(t)explioy t}dt, . (9.8)

0
9.2.1 Harmonicky pribéh ¢asové zavislosti poruchy.
Pro harmonickou poruchu

~

V(t)= F exp{-iwt} + F exp{iwt}

dostavame

=t

Ciri (t):_%,[vfi(tl)eXp{iwfiH}dH =
'0 i (9.9)
1 E exp{l(wfi —a))t} —1_3 - exp{l(a)—a)If )t} -1
h Wy —@ h -,
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Zvlastni pozornost zasluhuje pfipad, kdy @=~w,, nebo @w=w,,. Pocitejme pravdépodobnost

prechodu za jednotku Casu, definovanou vztahem

2
Wiy =lim ‘Cf[i] (t)‘

tow t

(9.10)

Ze (9.9) dostavame
2 Sinz(a)fi —a))t/Z .\

(0n-0/2)

[F“ Fexp{-iot}+F/ R, exp{ia)t}]

2 Sinz(a)fi +a))t/2
((on )2 (9.12)
sinw;; t/2-sin“wt/2

(@,/2) ~(e/2)

=]

hZ

Fi]

fi‘

Cipi) (t)

S vyuZitim vztahu

_sin?(xt)
5()():!1}]’2 ”th (912)
dostavame
hZ
;Wf = ‘Ffi‘z 5((0)“ —a))/Z) + ‘F” ‘2 5((0)“ +a))/2) " (9.13)
[Ffi Fif + Ff*i Fi:]g(wfi/z)
To znamena

W, =27”\F“\25(Ef ~E+ho) | Wy, =27”\F”\25(Ei ~E,+ho)  (9.14)

f

pro absorpci (E; =E; + 7 a exp{-iwt}) nebo emisi (E, =E,— @ a exp{iwt}) fotonu a

“5(E,~E) (9.15)

Wf[i] :277[“:“ + Fi*f
pro stacionarni poruchu (@=0). Pfi pfechodech do finalniho stavu, ktery lezi ve spojitém
spektru s hustotou stavil dv, nebo i pro diskrétni spektrum s velmi blizkymi energiemi
pocitame

W= D Wn[i]:jdwf[i] : (9.16)

e

kde hustota pravdépodobnosti prechodu za jednotku Casu je dw;,
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dwfmz%\F“fa‘(Ef ~E,~ho)dv, =277[‘F“‘2§(Ef ~E,~ho)p(E, )dE, ,

(9.17)
dwfmz%\ﬁffa‘(a ~E, +ho)dv, =277[‘F”‘2§(Ef ~E +ho)p(E, )dE, .

Princip detailni rovnovahy Fika, Ze vzhledem k

‘Ffi‘z =Fy; Ff*i :(Ff*i)* Ff*i :(Fi+f )* Rt =|F: 2 ' (9.18)
plati
Wi Wit
= : (9.19)
p(Ef ) p(Ei)

10. Vlastni hodnoty a vlastni funkce operatoru momentu hybnosti

V predchozich Castech jsme se s operatorem momentu hybnosti letmo setkali a také
jsme v nékterych pripadech brali v Gvahu spin elektronl. Ted Gvahy ponékud zpresnime.
Jednotkovy axialni tenzor e, nabyva hodnotu 1 pro indexy {ikl}, které vznikly sudym
poctem transpozici z {123}, hodnotu -1 pro indexy {ikl}, které vznikly lichym poctem
transpozici z {123} a hodnotu 0 v ostatnich pFfipadech. Plati

5, 5. 6 5
Enés =0 S G| v EmEw=|s o |
Ocr Ok (10.1)
S s Gy
i Era =20, 1 & &y =6

Poznamka: pouzivame zde Einsteinovu sumacni symboliku, tj. seCitdme pres indexy, které se

v daném clenu vyskytuji opakované. Pomoci tenzorue,, zapiSeme operator momentu

hybnosti a jeho komutacni relace jako
hl: =& 0. D [l:,@k}igik. q |:I:’ ﬁk:|:i8ikl b (10.2)

Snadno také ukazeme, ze
h|:|i ’Ij:| =& l; G By — €l q.p !, =& a.l b +i<9jk| Eikm O Py — (10.3)

A

Eikl a. b1, :igjkl Eim G Py +i8jk| Eiem O By :i(dj b -G ﬁj):ihgijkfk
Definujeme

A A

2o iz ez |+=%(fx+ify) , f=i2(|;—ify) . (10.4)

A

52



Pro tyto operatory plati komutacni relace

Bi|eo L]l [RE]-D L [RE]- L o9

Operator ¢tverce momentu hybnosti miizeme psat jako

N
A

=20 [ +12—L =201 +12+1 . (10.6)
V soufadnicové reprezentaci (ve sférickych souradnicich) je

~ 1 i o . 0

|, =—=expii —+icotd—| ,

=7 m[ag a¢j

A 1 . o . 0

| =——exp{-i —+icotd—| , 10.7

s 07
i

-~ .0 1 of(. ,0 1 &
IZ =—]— f o e Sln19— +—2—2
op sing 04 04 ) sin“3op

Vlastni hodnoty a vlastni funkce operétoru z-ové slozZky momentu hybnosti fz najdeme

snadno vyuZzitim metody separace proménnych

.0 4,
—IM=|ZW(I’,3,¢) . v(rde)=1(r.9 (o) .
¢ (10.8)
l,=m=0,41,+2,... , CDm(¢):\/;_exp{im(p}
T

Osa z neni nijak preferovana, takze priimét momentu hybnosti do libovolného sméru miize
nabyvat pouze celoCiselnych hodnot. Tento vysledek neni rozporny, nebot’ vlastni funkce
jsou pro rdizné sméry riizné.

Ozna€me ted jako | nejvétsi moZnou hodnotu m pro danou vlastni hodnotu A operétoru
I’2. Bud |2m) vlastni vektor operatoru I, s vlastni hodnotou m a soucasné vlastni vektor I’

s vlastni hodnotou A. Potom

1| Am)= ( )|/‘Lm (m+1)l |Am)
L jam) =0, (I, -1)[2m)=(m-2)i, |4m) (10.9)
|Am+D)=C 1.[Am) , [Am-2)=C I [im)

Pro m = | musi tedy vzhledem k tomu, Ze | je nejvy$§i mozna hodnota m byt
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[|a1)=0 2ff|,1|>=(|:2—ff—|z)|,1|>:

-+

. (10.10)
F2laly=a|21) , 12a)=1a1) , Ljal)=1]41)

A

Dostavame tedy pro vlastni hodnoty operatoru 12 hodnoty A = I(I+1), vlastni hodnoty 2

nezavisi na m.

Vlastni vektory operatoru 12 v soufadnicové reprezentaci dostaneme nejsnadngji
pfimym feSenim rovnice

Vo (8.0) =0, (9)0,,(9) . | [Mn(8.0) singdpds
0" (10.11)

de,, (9 2
1 d G g80m (), 1(1+1) - -2 |®,, (4)=0
singd g d$ sin“ 4

Redenim jsou pfidruzené Legandreovy polynomyPR™(cosd). S uvazenim normovaci

m+m I
Yin (4,0)=( ! 21+1 | " (cos9)exp{imp} . (10.12)
\/ \/ +|m

Jiny zplsob dava maticovd formulace. Soufadnicova reprezentace vznikla projekci

podminky

Yin (9,9)=(%¢|Im). Potitejme maticovy element I* podle (10.6). Mame

1(1+1)= <|m||[z||ﬂ><|ﬂ|j| m) -+ m? —m =

2(m|l, [Im-D)(Im-1|i |Im)+m?—m , (Im-1|i_[Im)=(Im|l,[Im-1)" ,(10.13)
(1+m)(1-m+1)

<Im||1||m—1>=<|m—1|r||m>:J !

Déle pak
« de, (I
L[I=0 , A;;)—lcow@,,(g):o

0, (9)=(~i) (Z'T”)'% , (10.14)

(i=m)

[ ime) =i Im)fim) | f'm|ll>=\/(22||2!\/(|;m)i|lm>
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Véechny Gvahy provadéné pro moment hybnosti jedné castice I plati samoziejmé i pro

celkovy moment soustavy L

o>

, (10.15)

)

11. Maticové elementy skalaru a vektoru, parita stavu

UvaZzujme opét uzavienou soustavu Castic bez vnéjSiho pole nebo Castici ve vngjsSim
centralnim poli. Hamiltonian takové Ulohy se nezméni pfi otoCeni soufadnicové soustavy o
libovolny Uhel kolem libovolné osy (prochazejici stfedem), a v dlsledku této izotropie
prostoru komutuje s hamiltonianem H operator momentu hybnosti L. PFi otogeni se v3ak
obecné nezméni skalarni veliCina f, a také jeji operator f bude tedy komutovat s operatorem

momentu hybnosti
[f,f}:o . (11.1)

Matice operéatoru f je vzhledem k L a M diagonélni a na M nezavisla. Diagonalita plyne z

A

komutativnosti f a L. Nezavislost na M snadno ukazeme: oznaéme N soubor zbyvajicich

A

maticovych indexd (kvantovych ¢&isel), charakterizujicich stav soustavy. Z komutativnosti f
a L, anezévislosti maticovych element(i L, na N dostavame
(N'LM +1| f[NLM +2)(NLM +1|L [NLM)=

. . (11.2)
(N'LM +1|L [N'LM)(N'LM|f[NLM)

A

tedy maticové elementy operatoru f nezavisi na M. Pro hamiltonian to znamena 2L+1

nasobnou degeneraci energiovych hladin.
Uvazujme ted o vektorové fyzikalni velic¢ing, které pfislusi operator V. Komutadni

relace s operatorem momentu hybnosti L budou stejné, jako komuta¢ni relace operatoru

vektoru souradnic, tedy

(L ]=iauV (11.3)

Maticové elementy vektoru mohou byt odlisné od nuly jen pro hodnoty L a M liSici se
nejvyse o jednotku (vybérova pravidla). Mame napfiklad
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(M, |5, Y MMMV, M) = (M, |V, L, [M,)+(M, V.| M,) (11.4)
M
= M,{M,V,|M,)=(M,+1){M,V,|M,)
(M |L, 2[M)YMIV_[My) = (M, [V_ L, [M,) ~ (M, |V_[M,)
< (

(FI(Plw))=(-rlw) - (115)
Jeho vlastni hodnoty jsou P=1 a P=-1, jak snadno vidime z |52|1//>:|1//>. Parita stavi
gastice charakterizovanych | a m je (-1)', protoZe pfi prostorové inverzi se sférické soufadnice
a vlastni funkceY,, (4, ¢)=(9¢|I m) transformuji takto:
Fr>-f , ror , $9-57-9 , p—>p+z , B"(cosd)exp{imp}
— R"(cos(z~9))exp{im (p+7)}=(-1) B"(cosd)exp{im ¢} . (119)

Z hlediska parity rozliSujeme skalérni veli€iny na pravé skalary a pseudoskalary a vektorové
veli€iny na polarni vektory a axiélni vektory podle toho, jestli s operatorem parity komutuji

nebo antikomutuji. Stavy se sudou paritou oznatme |g), stavy s lichou paritou |u).

Vybérova pravidla pro libovolny operator O dostaneme ze vztah(

(pe[P{la)al+u) ul}Olpi) =(pel ) (0[Ol p)~(pofriulOl ) .
(p.|OP{|g){g]+u){ul}| p.)=(P.|O]g)(g|P,)~{P.[Ofu){u[ p,)
a relaci
PO, -O,P=0 , PQ,+0,P=0 (11.8)
12. Spin

12.1 Rotace a komutacni relace pro operator momentu hybnosti

Budeme si vSimat pouze infinitezimalnich rotaci o Uhel A#. Pro rotace kolem os

kartézské soustavy souradnic v trojrozmérném eukleidovském prostoru mame
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2
10 0 L GLO B
(A¢)Z 2
R, (Ag)=|0 1—T AV ., R, (Ag)= 0 1 0 (12.1)
Ag)
Ap) _ (&)
0 A l_(2¢) AP AP 1
a
A 2
CY
2
A 2
R (Ad)=| A 1_% ol . (12.2)
0 0 1
Tyto rotace mlZzeme zapsat pomoci operatoru momentu hybnosti jako
Ri(A¢):i—ijiA¢—%jf(A¢)z , (12.3)
kde
1 00 0 0 O 0 0 i 0 -i 0
1={0 1 0|, J,={0 0 -i|,J,=[0 0 0|,J,=[i 0 0. (124)
0 01 0 i O -i 00 0 0 O

Konecné rotace pak napiSeme jako

NN PR N ~ A
Ri(¢)_hlll_r>r;[l—|\]iﬁ = exp|-iJ, g} (12.5)
12.2 Spin
Komutacni relace pro slozky momentu hybnosti mizeme psét ve vektorové formé
I'xI =il (12.6)

Céstice mize mit kromé tohoto orbitalniho momentu jesté vnitini moment hybnosti. Pro jeho

operétor plati
SxS=is , [%,ﬂ:o , [%,6]:0 , [%,F}:o . (12.7)
Prvni vztah Fika, Ze spin ma charakter momentu impulsu, dalSi vztahy vyjadfuji to, Ze jde o

vnitfni moment impulzu, ktery nijak nesouvisi se soufadnici a impulzem ¢astice. Definujeme

dale operator celkového momentu hybnosti
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X

(12.8)

—>

(7211
—>
—>

=1+

—>

Obdobné jako pro orbitalni moment dostaneme pro spin

§|ss,)=s,[ss,) . §%|ss,)=s(s+1)[ss,) |
s, =-s,-s+1,...,s-1,s

(12.9)

Rozdil je ovSem v tom, Ze projekce orbitdlniho momentu m musela nabyvat celoCiselnych
hodnot. U spinu toto neplati. ProtoZe vSak projekce spinu tvori posloupnost Cisel liSicich se o
jedniCku, musi byt rozdil 2s mezi maximalni a minimalni hodnotou roven nule nebo celému
kladnému ¢islu. Jsou tedy mozné hodnoty spinu ¢astic s=0,1/2,1,... Napfiklad spin 1/2 maji
leptony (elektron a positron, p a T leptony a neutrina) a kvarky, spin 1 fotony, W a Z bosony a
gluony.

Operéator spinu mlZe byt reprezentovan maticemi. Pro s=0je moZny pouze jediny

spinovy stav s, =0, reprezentace je trivialni, tvofi ji nulovy vektor

w>

=[5,.5,.8,]=[0,0,0] . (12.10)

Pros=1/2jsou mozné pouze dva spinové stavy, s,=+1/2, a reprezentace je realizovana

Pauliho maticemi

§:[§x’§y’§z} , SXZEO'X , SyZEO'y , SZ:EO_Z , 11
0 1 0 —i 1 0 (12.11)
o, = , O, =|. , O0,= .
10 Y li o0 0 -1
Plati

1 0 JURE 10
ol=ol=ol= B | (12.12)

0 1 410 1

Také pro s=1, kdy jsou mozné tfi spinové stavys,=0,+1, mame jednoduchou maticovou

reprezentaci
s=[5.5,.5] . §=8 . §=8, . §=5 .
e ﬂ_i"léi} hfo 0o . @2
X\/5010 y\50—10 Z 0 01

Pro 3 matice plati
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Céstice se spinem, tj. Castice s vnitfnim momentem hybnosti, ma také vnitini magneticky

moment . Jeho operétor z je Gmérny operatoru spinu §

wl>

, (12.15)

hH
Il
» |

kde p je pro Castici charakteristicka konstanta. Pro elektron je u= =eh/(2 m). Hamiltonian

elektronu v elektromagnetickém poli (v soufadnicové representaci) tedy bude

~ A N2 -
H =%(*—eA(r)) —%§-B(F)+e¢(?) . (12.16)
12.3 Spin arotace
Pro Pauliho matice plati
(0.0, ]|=2ig,0, . {0.0/}=25,; . (12.17)
Déle pro matici
G-d=0 4, =[a1i‘3ia2 ai—;sazj (12.18)
plati
(6-a)(6-b)=ab+ic-(axb) , (12.19)
protoze
08,00, =5 ({0} + [0 ])= (0 +iep o )ab, (12.20)

Specialné pro jednotkovy vektor plati

10 . n n—in
(6-R)" = -1} ] B S (12.21)
01 n+in,  —n,
Méame pak
5 10 n n,—in
explig= it = cos? + | : M n? (12.22)
2 01 2 n+in,  —n, 2
Tento vyraz umoZzfiuje vyjadrit transformaci spinoru pfi rotaci soufadné soustavy. Jak bylo

ukazano, Pauliho matice délené dvéma spliuji komutacni relace stejné jako operéator

momentu impulsu, ktery je generatorem infiniteziméalnich rotaci. OznaCime-li ¢ a @ polarni
a azimutalni Ghly charakterizujici jednotkovy vektor, mdme pro spinor s primétem 1/2do

jednotkového vektoru
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cosgexp{ig}
( ¢ ¢j( 0 . .ejﬁ_ 2 2
COS— +io,Sin= || cos—+i0,Sin— =
2 2 2 2)\0 .0 /)
—smEexp{—lz}

Vzhledem k ,,neobvyklému“ vyskytu polovi¢nich ahli ukdzeme plsobeni rotaci na spinory

(12.23)

jesté jinym zplisobem. Operatory spinu zapi$eme nyni jako

A+ & =306

=—[| —|+1-)( (-]
. (12.24)
5, =21l
Transformace spinoru pfi rotaci kolem osy z o Ghel ¢
R,(4)=explis, g} . |o), =R, (¢)|o)=exp{i$, 4}|o)
B 4 B 4 (12.25)
14, = exp(is, g} +) =exp{|z}|+> ), =expfis, 4] ) = exp{—l E}H'
Pro operéatory spinu tak dostavame
1[4 / A vl
sxR—Z_exp{|2}| +)(- |exp{ }+exp{ 2}| ><+|exp{ |2}_
=CosgS§, —sings,
s Lol 2l 2l eolif Lo el i 21 ]
syR_Z_exp{ |2}| ><+|exp{ |2} exp{|2}|+>< |exp{|2}_ (12.26)
=sings, +cosgs,
¢ _ooli? 21 el il texol 121 ]2 6
sZR_Z_exp{ 2}| ><+|exp{ |2} exp{ |2}| ) |exp{ 2}_ §

13. Princip nerozliSitelnosti ¢astic

Pro kvantovou teorii soustav tvorenych vice stejnymi ¢asticemi je zékladnim tvrzenim
princip nerozliSitelnosti. UvaZzujme soustavu tvorenou dvéma Casticemi. Podle principu

nerozliSitelnosti musi byt stavy, které se lisi pouze poradim Castic, identické. Jejich stavove
vektory se tedy mohou liSit pouze fazi exp{i«} . Pro vinovou funkci dvougésticové soustavy

musi tedy platit

|§1,§2>=9Xp{ia’}|§2 ,§1>=9Xp{2ia’}|é’l,é’2> =

13.1
|6811682>=i|§21681> ( )
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Castice s exp{ia}=1, popisované symetrickymi vinovymi funkcemi nazyvame bosony,
Castice s exp{ia}=-1, popisované antisymetrickymi vinovymi funkcemi nazyvame

fermiony. V relativistické kvantové teorii lze ukazat, Ze Castice s poloCiselnym spinem jsou

fermiony, Castice s celo¢iselnym spinem bosony. Pro soustavu N bosonli mame

(6o B Prve ) =
NN M5 | o) (5, )

N!
Sumace se provadi pfes permutace {i,i,,...,iy} mnoziny {1,2,...N},N, je poCet stejnych

(13.2)

stavll p, . Pro dvé ¢astice mame

<6811682| Prs p2>:<981| p1><é:2| p2>§p1pz +

1 (13.3)
ﬁ«éﬂ P& | Po) + (& P (& p1>)(1— O )
Pro soustavu N fermion( pak
<6811682 L | PrsPyseess pN>:
<981| p1> <§1| p1> <§1| p1>
i <§1| p2> <ng| p2> <§N | p2> (13.4)
<981| pN> <ng| pN> <§N | pN>
tj. Slater(v determinant. Pro dvé Castice
<6811§2| Prs p2>:
(13.5)

%(<§1| p1><é’2| p2> —<681| p2><682| p1>)

Proménné & zahrnuji jak soufadnice Gastice, tak jeji spinovy stav. Casto pocitdme s vinovou

funkci, kterd je souCinem soufadnicové a spinové funkce a je symetrickd pFi zdméné
soufadnic a antisymetrickd pfi zaméné spinovych proménnych nebo naopak. Pro dva

elektrony napfiklad symetrickou souradnicovou funkci

,I’z)=%[l//a(r1)‘//b(rz)+‘//b(r1)l//a(r2)]

w) (

=

nasobime antisymetrickou spinovou funkci

= (euso)=5(o) (1] (o)

nebo antisymetrickou souradnicovou funkci
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(@) (

=

nasobime nékterou ze tfi moznych symetrickych spinovych funkci

1
0/,

ol

1

V2

29 (5,0,8,,) =

(o))

1

151

,rz)=%[l//3(r1)‘//b(rz)_‘//b(rl)l//a(rZ)]

2)ld)

Funkce vzniklé nédsobenim soufadnicové a spinové Casti jsou linedrnimi kombinacemi

Slaterovych determinant(l. Tak napriklad

)@1 vy (
(5] we

PFipomeneme si také, Ze operator slozky z spinu je

o o 1) 3o oJfo

Plisobenim na jednotlivé spinové funkce zjistujeme, Ze jsou to vlastni funkce tohoto

=

1

S

= O
N\_/

1

‘2

1

2

A

(13.6)

operatoru a vlastnimi hodnotami 0 (pro =®) a 1, 0 a —1(pro tfi rtizné =).

14. Cesta k Bellovym nerovnostem

14.1 EPR paradox

V roce 1935 uvefejnili Einstein, Podolsky a Rosen — odtud zkratka EPR — &lanek™,
ktery (spolu s nésledujici Bohrovou odpovédi*!) ovlivnil na vice jak pdl stoleti Gvahy o tom,
jak Uplny je kvantové mechanicky popis fyzikalni reality (tj. vyvoje zkoumané

soustavy). EPR navrhli mysleny experiment (skuteCny experiment dovolil pokrok

v experimentalnich moznostech az v roce 1982), ktery se tykal méfeni na dvou identickych

volnych ¢asticich ve stavu, popsaném vinovou funkci

19 A. Einstein, B. Podolsky and N. Rosen: Can Quantum-Mechanical Description of Physical Reality Be
Considered Complete?, Physical Review 47 (1935), 777-780.

1 'N. Bohr: Can Quantum-Mechanical Description of Physical Reality Be Considered Complete?,
Physical Review 48 (1935), 696-702.
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12
\P(xi,x2|t):{#} exp{i{%m(xl—xzjtxo)z—%}} . (14.1)

Lepsi predstavu dava rozklad této funkce do rovinnych vin

[°e]

lP(xi,x2|t):2—71[hJexp{%{p(xi—x#xo)—%t}}dp . (14.2)

—00

Einstein, Podolsky a Rosen uvazuji v ¢lanku o stavu v t=0, kdy

[°e]

lP(xi,xz):z—/lmjexp{% p(xl—x2+xo)}dp =5(X% =X +X) . (14.3)

Budeme méfit hybnost prvni Castice. Méfeni samoziejmé povede ke zméné vinové

funkce®. Vsimnéme si, Ze vinovou funkci (14.3) miizeme chapat jako

['e]

§(x1—x2+x0):.[,(p(xl),gfp(xz—xo)dp , (14.4)

—0

kde y, jsou vlastni funkce operatoru hybnosti

>
_|3|.

Plp(x)z-%lp(x):pl’p(x) ’ Zp(x)zﬁexp{%px} - (14.5)

ZméFime-li tedy hybnost prvni Castice a ziskame hodnotu P, mé s jistotou druhd Castice
hodnotu —P

[e]
[e]

J 7 () ¥ (%) d% =jw#h)mexp{—%%}5(x1—xz+xo)dxl =
N L (14.6)

Wexp{—% P(x, —xo)}

Pro néazornost rozepiSeme postup podrobngji. VInovou funkci zapisujeme v soufadnicove

representaci, takZe pro stavovy vektor mame

(W) =[[|&)]&) ¥ (4.4 )dg dg,

12 Obecny predpis je nasledujici: nam&¥ime-li pro operétor (3 vlastni hodnotu @, zméni se plvodni stav
(,,kolaps vinové funkce®) |l//> na (<w|l//>)|w> kde |a)> je prislusny vlastni vektor: é|w>=w|w> Zménu
stavu danou mérenim tedy popisujeme nikoliv Schrédingerovou rovnici, ale jako plisobeni projekéniho operatoru
|a)><a)| na stavovy vektor |l//> .
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Namérili jsme na prvni Castici vlastni hodnotu operéatoru hybnosti P , na druhé €éstici jsme

nemé¥ili. Projekéni operéator popisujici méfeni, kterym plsobime na stavovy vektor je tedy

(IP)PI),L -
Nakonec vytvofime v soufadnicove representaci vinovou funkci z vysledného (tj. po méreni)

stavového vektoru promitnutim do vlastnich vektord operator(i souradnic

¥ ()= (6P || P10 816 ¥ (6,600 86 - 0 ()] £ 6) (6 s

\_ﬁﬁ_J
e (%) w(@) d(e-&)
tedy po dosazeni z (14.3) a (14.5) pro druhou ¢astici skutecné vysledek (14.6).
Nyni zménime umysl a budeme méFit polohu prvni ¢astice. Postup pocitani bude pIné

analogicky tomu pFi méfeni hybnosti. VInovou funkci (14.3) mizeme také chapat jako

['e]

§(x1—x2+x0):'[¢X(x1)¢x(x2—xo)dx , (14.7)

—0

kde funkce ¢, jsou vlastni funkce operatoru soufadnice

Q. () =x¢:(x)=¢4.(x) . ¢(x)=56(x-¢) . (14.8)
ZméFime-li tedy polohu prvni Céstice a ziskdme hodnotu X , nachazi se s jistotou druhd
Castice v X +X,
£¢;(&)W(&,Xz)d&=Lﬁ(xi—x)ﬁ(xi—xzﬂo)dxf (149)
S(X =% +X%,)
Vzdalenost ¢astic v dobé méreni mlze byt takova, Ze druha Castice lezi v prostorupodobné
oblasti v soustavé prvni Castice — Ize tedy vyloucit jakykoliv pfenos informace o tom, kterou
ze sdruzenych veli€in (hybnost nebo soufadnici) budeme u prvni Céastice méfit. Pfesto je
potom pro druhou Castici pfesné dana hodnota jeji hybnosti nebo soufadnice. EPR dochazeji
k zavéru, ze proto nemiZe byt kvantové mechanicky popis Uplny — popis Castice obsahuje
néjake skryté parametry (hidden variables), které v kvantovém popisu chybéji.
14.2 Bohmova modifikace EPR pokusu
Pripravit experimentdlné stavy popsané vinovou funkci (1.1) neni mozné. Velmi
dllezity krok u€inil proto Bohm®®, kdyZ navrhl modifikovanou, ale v principu identickou

verzi pokusu. Predpokladejme, Ze mdme molekulu se dvéma atomy, z nichz kazdy ma spin

3 David Bohm: Quantum Theory (prvni vydani Prentice-Hall 1951, nov&jsi vydani Dover Publications),
§22.16.
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/2, pfitom celkovy spin molekuly je nulovy. Molekulu rozstépime zp(isobem, ktery neméni
celkovy moment hybnosti. Atomy se zacnou vzdalovat a jejich vzajemnd interakce se stava
zanedbatelnou - celkovy spin je vSak stdle nulovy. AZ budou atomy vzdaleny
prostorupodobnym intervalem, provedeme na prvnim z nich méfeni projekce spinu do osy z .
Je-li zjisténa orientace kladnda, vime s jistotou, Ze orientace spinu druhé Castice je z&porna.
Mlzeme se vSak také rozhodnout, Ze budeme méfit projekci spinu do osy x a opét,
nameérime-li urCitou orientaci, vime s jistotou, Ze druha ¢astice ma orientaci zapornou. To ale
podle EPR znamena, Ze Castice nese skrytou informaci o spinu, kterou kvantovad mechanika
neobsahuje.

Nejprve uvedeme nékolik pFipomenuti popisu spinu. Spinovy stav Castice se spinem

h/2 miZeme popsat pomoci vlastnich hodnot operatoru priimétu spinu do osy z

tor-ge 33 L)
tor-e 4 404

Vlastni vektory primétu spinu do libovolného sméru dostaneme otocenim vektoru priimétu

(14.10)

spinu do osy z v roviné x—z o polarni Ghel 6 a pak oto¢enim o azimutalni thel @ v roviné

X=y

cosgexp[—if} 14.11
> 5 (14.11)

[+11)
0 [ (p}

sin—exp| i—
2 2

cosZ -isinZ 5, cosg—ising&y |+2)=
2 2 2 2

—singexp[—iﬂ} 14.12
> 5 (14.12)

cosg exp[i 2}
2 2

Spinovy stav dvou Céastic charakterizujeme stavy dvéma kvantovymi Cisly, dané vlastnimi

|—ﬁ> = [cos%—isin%&z}[cosg—ising&yﬁ—z> =

hodnotami dvou komutujicich operatord — druhé mocniny operatoru celkového spinu

N

S?=S2+S2+2S,-S, ajeho primétudoosy z S,=S,, +S,,

z

N
— ~ ~ A
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§2|s,m>:s(s+1)h2|s,m> . S,|s,m)=mnls,m) . (14.13)
Tripletovy stavs s=1a m=-1,0,1 mizeme zapsat jako

|11—1>=|—Z>1|—Z>21|110>=%{I+Z>1I—Z>z+|—Z>1|+Z>z}7|111>=|+Z>1|+Z>2 (14.14)

a pro nas duleZity singletovy stavs s=0, m=0 jako

|0,0>=%{|+z>1|—z>2—|—z>1|+z>2} . (14.15)

Vzhledem k transforma¢nim vztahim plynoucim z (14.11) a (14.12)

|+2)= exp[i%} {cos§|+ﬁ> —sin§|—ﬁ>} :

(14.16)
|-2)= exp[—if} {sin€|+ )+ cos€|—ﬁ>}
2 2 2
mliZeme singletovy vztah zapsat také jako
1 _ _ _ ~
|l//>:${|+n>1|_n>2_|_n>1|+n>2} : (14.17)

14.3 Bellovy nerovnosti

V roce 1964 se podafilo Bellovi** ukézat, 7e pokud by existovaly skryté parametry,
musely by vysledky vhodné zvolené kombinace méreni splfiovat jisté nerovnosti (nyni obecné
nazyvané Bellovy nerovnosti). PFi méfeni orientace spinu je dokonce mozné navrhnout takové
méreni, kde vypocCet nerovnosti pro pravdépodobnosti naméreni rliznych orientaci je mozné
provadét na elementérni drovni. Potom Ize opét jednoduSe provést vypocty pravdépodobnosti
podle kvantové mechaniky a ukéaZe se, Ze pro jisté situace kvantové mechanické
pravdépodobnosti Bellovy nerovnosti narusuji. Pokud by se experimentalné zjistilo, Ze jsou i
vtéchto pripadech Bellovy nerovnosti splnény, byl by to dllkaz neuplnosti kvantové
mechanického popisu. V opatném pfFipadé by oviem vysledky vyloucily existenci skrytych
parametrd.

Moderni (mddni?) popis vyZaduje misto méfeni na prvni a druhé Castici mluvit o
pozorovatelich Alici a Bobovi. Jejich jednotlivda méfeni jsou od sebe vzdalena
prostorupodobnym intervalem, aby se vyloucila jakakoliv mozZnost interakce mérenych Castic.

Meéreni spinové orientace se provadi ve tfech rliznych (ne nutné kolmych) smérech.

14J.'S. Bell: On the Einstein Podolsky Rosen paradox, Physics 1 (1964), 195-200.
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(@)

Po

(@8

et Casticel(Alice) astice 2 (Bob)

~

N, (+d+b,+c) < (-d,-b,-c
N, (+d+b,-¢) < (-a,-b,+c)
N, (+d,-b,+¢) < (-a,+b,-C)
N, (+d,-b,-¢) < (-d+b,+c)
N, ( a,+5,+6) o (+é,—5,—6)
N, ( a,+b,- 6) o (+é,—5,+6)
N ( a,- 5+6) =N (+é,+5,—6)
N o (vasBag

( a,—b,—C)

[ec]

Vysledek méfeni Boba zavisi na tom, jaké méfeni zvoli Alice. Jak ale bylo FeCeno,
rozhodnuti provadi Alice aZ pote, co jsou Castice oddéleny prostorupodobnym intervalem.
Pokud si Castice nese ve skrytych parametrech informaci o spinové orientaci, mizZeme

uvazovat o osmi skupinach €astic uvedenych v tabulce. Jednoduchym sectenim poctu Castic

v odpovidajicich skupinach dojdeme k tomu, jaka je pravdépodobnost P(+é|+5) toho, Ze

Alice naméfi pro prvni &astici orientaci +a a Bob naméFi pro druhou &éstici orientaci +b .

Vybereme tfi vhodné kombinace

N38-i-N4 ’ P(+§|+6)= 4 p(+(‘:’|+6): 38 . (14.18)

Zi=1Ni ZilNi Zi=1Ni

P(+§|+5):
Je zfejmé, Ze
P(+é|+5)§ P(+é|+6)+P(+6|+5) , (14.19)

PFitom rovnost by nastala pouze v pfipadé N,=N,=0. Pfi kvantové mechanickém vypoctu

pravdépodobnosti zvolime pro jednoduchost tfi vektory lezici v roviné x—y (podle obrézku).

Q
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Ukazeme podrobnéji vypocet pravdépodobnostiP(+é|+5). Za vektor n ve vyrazu pro

stavovy vektor singletu (14.17) zvolime vektor a , takZze mame

v)=5ll+a)-a), -|-a)|+a),}

2
Podle vztah( (14.11) a (14.12) mame

9 Thiei) + P )
- 5(hnl) . e-{ o)

Pro amplitudu pravdépodobnosti dostavame

a dale

Al+ §|+5) = %(exp[i ?,/2] exp[-i ¢b/2])[_exlo[_—i %/2]} _ 1 Ginfa®

exp[ip, /2] 2 2
Nakonec
= 1) — —’2_1 D, — @_1 Pac T Py
P(+a|+b)_‘A(+a|+b) _Esm2 5 b_Essz : (14.20)

Podobné postupujeme pfi vypoctu dalSich dvou pravdépodobnosti (pFi vypoctu P(+ 6|+5) je
pfirozené vyhodné zvolit za n vektor ¢ ). Mame tak

(+a|+b) sin2Zac TP

(14.21)

2 ¢ac 2 ¢cb

P(+a+¢)

Lin P(+6|+5) ~Lin
2 2
Zjevné naruseni Bellovy nerovnosti (14.19) dostavame napfiklad pro ¢, =@, =p<xz/4, kdy
by mélo platit

NG

2

2 @

sin®g < 2sin , = co% (14.22)
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14.4 Experimenty s fotony

Je mnohem jednodussi pFipravit singletovy stav dvou fotond neZz napfiklad dvou
protonll. Proto vSechny presné experimenty byly provadény s fotony. V experimentech se
ovéruji slozitgjSi varianty Bellovy nerovnosti, které jsou napfiklad méné citlivé na
nedokonalosti detektor(l. Uvedeme dilkaz"® jednoho z mnoha vysledkd. S oznagenim
pravdépodobnosti koincidenci pFi detekci obou fotond po prichodu polarizatory

orientovanymi ve sméru a (Alice) a b (Bob) — oba PH(é,B), 7adny Pﬁ(é,B), pouze Alice

P_ (5,5) a pouze Bob P, (5,5) — vytvofime veliginu

Pro Ctyfi orientace se pocita

s(a.a ,5,5’)=‘E(§,5)i E(a.b') +‘E(é’ b)FE(a b') (14.23)
Bellova nerovnost je v tomto pFipadé
s(a.ab,b')<2 . (14.24)
Uvedme pfedem, Ze kvantové mechanicky vypocet dava
SAM = M (0°,45°,22,5°,67,5°) = 2+/2 (14.25)

a je experimentalné potvrzen.

Predpokladejme tedy existenci skrytého parametru A s rozloZzenim pravdépodobnosti

vyskytu f (1), jd/l f (1)=1. Vyraz pro E(é,B) mliZeme piepsat na

E(a, ”)—J'd/l f(2){P.(a,4)-P.(a,2)}{P.(5,2)-P (b, 2)}

A4, 2) ;

Veliciny P jako pravdépodobnosti nabyvaji hodnot mezi nulou a jednickou, takze pro veliiny
A a B plati nerovnosti

A<t [B(B.4) <1
Vytvoiime absolutni hodnotu ze souttu &i rozdilu funkce E se stejnym 4, ale riznym b a b’

E(a.6)+E(ab") =Ud/l f(2)A(a,4)B(b,2) £ B(E’,/l)}‘

Protoze pro libovolnou funkci UF (x)dx‘gﬂF (x)|dx, miiZzeme psat

15J.'S. Bell: Bertlmann’s socks and the nature of reality, Journal de Physique 42 (1981), C2, 41-61.
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‘E(é,ﬁ)iE(é,B’)

<[dat(2)|A(a,2)[B(6.2)£B(6",2) .
ProtoZe viak |A(d, 1)|<1, miizeme dale psat

‘E(é,ﬁ)iE(é,B’)

<[dat(2)B(5.4)£B(8'4) -
Podobné dostaneme nerovnost

‘E(é’,5)$ E(a’,b')

<[d2t(2)B(6.4)%B(8'4) -

Oba vztahy seCteme

Opét plati ‘B(B,z)‘gl a ‘B(B’,z)‘gl, takze vyraz ve slozenych zavorkach bude nejvyse
roven dvéma. Dostdvame tak zobecnénou Bellovu nerovnost (14.24)

‘E(é,ﬁ)iE(é,B’) <2 . (14.26)

+‘E(é’,5)$ E(a’,b')

Tim je dlikaz ukoncen.
Zaména spinovych stavil ¢astic se spinem 1/2 polarizaénimi stavy fotonl je umoznéna

identickymi maticemi hustoty. Ekvivalentni stavy jsou uvedeny v tabulce.

Spin Polarizace
|+2) < £=8,
|-2) SN E=§,
S
|+X) =N g:—z( ,+6,)
.1, .
|- x) = g:—z(—ex+ey)
LT I .
exp[lz}|+y> = 6‘:—2(ex+l y)
exp[—is—”ﬁ—y} & et
4 7

Nésledujici obrazek ukazuje, Ze experimenty dokazujici naruseni Bellovych nerovnosti nejsou

omezeny na fyzikalni laboratofe. V uvedeném pripadé®® se fotony vydaly po kabelech

16 W. Tittel, J. Brendel, H. Zbinden, and N. Gisin: Violation of Bell Inequalities by Photons More Than
10
km Apart, Phys. Rev. Letters 81 (1998), 3563-3566.
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Svycarské posty ze Zenevy do dvou blizkych vesnic, kde byly na postovnich GFadech

umistény interferometry s potfebnymi detektory.

10.9 km

15. Jakou drahu prosla ¢astice?

15.1 Elementarni popis interference dvou svazkd

UvaZzujme dva zcela koherentni zdroje kulovych vin (pro jednoduchost budeme pocitat

jen v rovinném fezu, tj. v roviné z=0) v roviné y=0 vzdalené 2d
J

hk?
w(x,y,t)= Lo L |gon'
r I,

a

kde

R=y(x+d) +y? , B=y(x=d) +y* .

PFi pfechodu k eliptickym soufadnicim

I’:ra+rb | S:ra_rb . O<d<r , —-d<s<d
2 2

mame

[//:
r r’-s

i[kr—%t] 5
e 2r .S .
5 {cosks —|—smks}
r

DalSim vypoctem dostdvame pro hustotu

2 2
P=V/V/*=( erzj {coszks+(§j sinzks}
r’—s r

Pro velké hodnoty y a malé hodnoty x muzeme psat priblizné

(15.1)

(15.2)

(15.3)

(15.4)

(15.5)



takZe dostavame obvykly interferenéni vztah
pélcosz(@sinej : (15.6)
y A

15.2 Which-path (Welcher-Weg)?

Pfredstavme si, Ze za dvojStérbinou umistime detektor (nebudeme zatim uvazovat o jeho
provedeni, jen musime predpokladat, Ze pfi jeho ,,vypnuti“ nic nebrani volnému pohybu
interferujici castice). Schematicky je usporadani na obrazku'’. Po prlchodu Stérbinami
budeme mit provazany stav Castice a detektoru

)=o) +lw)l2,)] - 5.7)

,which-way* detektor

A Y A Y
|Dy) = [D,)

i
I_ nebo ---4:-—

§==9/2 |p)>|.)

dvojstérbina stinitko

Jednodus8si postup pFi popisu experimentu je ten, Ze pro volnou ¢astici zvolime soufadnicovou

representaci, takze mame

(x| ) =%[<X|‘/’1>|©1> +(X|y2)|D,) ] =%[‘/’1(X)|©1> +y(X)[D,)] . (158)

Potom pro hustotu pravdépodobnosti nalezeni ¢astice v okoli bodu o soufadnici x (o stavy

detektoru se nezajimame) dostavame
2
p(x) = (x| )W) =[x ¥)[ =

2 2 L (15.9)
2l 0+ (0 2R (2, 220 ()0 )

7'S.M. Tan and D.F. Walls: Loss of coherence in interferometry, Physical Review A 47 (1993), 4663-
4676.
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Jsou-li vektory stavu detektoru ortogonalni (tj. pokud bychom stav detektoru zjistovali,

budeme s jistotou védét, kterou ze Stérbin Castice prosla) zmizi interference a dostavame
1
(9,9,)=0 = p(x)=E(‘y/1(x)‘2+‘y/2(x)‘2) : (15.10)

Jestlize detektor ,vypneme*, je detektor v zékladnim stavu, tj. |D,)=|D,)=|D,) a dostaneme

pfirozené interferencni obrazec s maximalni viditelnosti
l —_—
(9,9,)=1 = p(x):EDy/l(x)‘2+‘y/z(x)‘2+2Re{y/z(x)y/1(x)” . (15.12)
Viditelnost spocteme tak, Ze zapiseme (D,|D,)=|(D,|D,)|exp[-i 5], w, (x)=|w, (x)|exp[id]

a v, (X)=|w, (x)|explig,], takze z (15.9) mame

p(x) :%U% (O (0 + 2@, 2w lwa)cos( -4 -8) | (25.12)
a odsud vyraz pro viditelnost

P (X) = Poin (X) _ 2, |D,)|(va|v2)
P (X)+ P (X) [y, (X)) +[w (x)]]

Obecnéjsi pfistup vyzaduje uZziti pojmu matice hustoty. Kvantové mechanickou soustavu

B(x)=

(15.13)

mizeme popsat vinovou funkci pouze tehdy, je-li izolovand — neinteraguje s okolim.
V opacném pripadé je moZné soustavu popsat pouze méné ur¢itym zplsobem, a tento popis je
pravé vyjadren operatorem matice hustoty p . Bez dalSiho rozboru a dilkaz{l uvedeme jen dvé
pro ndS experiment podstatnd tvrzeni: Stfedni hodnota vysledku méreni fyzikalni veliCiny

s operatorem F je dan stopou'®
<|f>=Tr{[)|f} (15.14)
a v pfipadé, Ze je soustava popsana stavovym vektorem |CD>, je matice hustoty dana vyrazem
=|d) (@] . (15.15)
To je pravé nas pfipad. Bude nas tedy zajimat pravdépodobnost nalezeni ¢astice v bodé x a

detektoru ve stavu |D,), ¢emuz odpovida operator |x)|D,)(D,|(x|. Za bazi Hilbertova

'8 Stopa operatoru O je definovéna takto: Mé&me v Hilbertové prostoru néjakou ortonormalni bazi

{| a>} . Pomoci této baze vytvofime maticové elementy < |O|b> Potom stejné jako v algebre stopa je soucet

diagonalnich elementti Tr{é}:za<a|é| > v bazi mohutnosti kontinua pak Tr{ } jdX |O| >
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prostoru bude vyhodné zvolit {|§>‘Dﬂ>}, tedy bazi tvofenou vlastnimi vektory operatoru
soufadnice Castice a operétoru stavu detektoru. (Stavy |D,) a |D,) jsou superpozici rliznych

stavﬁ|Da>.>Mamepoenat p(a, ) =Tr{[¥)(¥ (x|, )(D, |} tecy
p(a =5 3[40, (im0, ) ) (0. )|,

—ZI d2(D, (£ )| D.) (2w X2}, 1 €)|D,) +

23 [42(0, el )22) (0.l 01220 ], ) +

N LECHE A ESEN AR A LA

S vyuZitim ortonormality

(x|g)=6(x=¢) <Da Dﬂ>:§aﬂ
mliZzeme predchozi vyraz zredukovat na pfehledny tvar
p(a,x) U% )DL 1D +|w, (x) (D, |2,) +

(15.16)

w2 (X)w (X)(D, D), |D,) + v (X (x)(2,]D,)(D, |9,) | -
Je hned vidét (v kazdém ¢&lenu vznika jednotkovy operétorza|Da><Da|:f), Ze seftenim

pravdépodobnosti (15.16) pres stavy detektoru dostaneme vyraz (15.9)
)=2p(x) D% X+ (O +2Ref(D,2)w (pa (¥} | -+ (1547)

Naopak pravdépodobnost nalezeni detektoru ve stavu |Da> ziskame integraci pres vsechny

moZné polohy Castice

= Idx p(a,x)=
1 ) ) _ (15.18)
SLIPLI.) KD [0 + 2Ref(y v (0, [2,)(D,]2;))
kde jsme polozili
<‘/’2|‘/’1 jdX‘//z )‘//1( ) ' <V/1|V/1>=<V/2|V/2>=1 - (15.19)
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15.3 Interference fulleren(

V roce 1999 uvefejnila skupina prof. Zeilingera z Videfiské university ¢lanek™ o
interferenci molekul C,,. Na spodnim obrazku je profil svazku dopadajiciho na difrak¢ni
mrizku, horni obrazek ukazuje profil svazku po difrakci. Jak ale mohou molekuly interferovat,

kdyz vysilaji fotony, které mohou byt v principu pouZzity pro detekci trajektorie?

1200 a 1

1,000

800

600

Countsin50 s

400

200
200

150

100

Countsinis

Q'Kr #|} (15.20)
o expliK|F—r
®,(F)=(F|D,)=C For] =
L
funkce odpovidaji emitovanému fotonu. Potom je
Id) d r
(15.21)

O e e T

Zavedenim eliptickych soufadnic

9'M. Arndt, O. Nairz, J. Vos-Andreae, C. Keller, G. Van der Zouw, and A. Zeilinger: Wave-particle
duality of Cgo molecules, Nature 401 (1999), 680-682.
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(&+m) If—E|=%(§—f7) , (15.22)

dostavame

jjexp{i Kdnidpds

. -1 sinK d
(Dy[D,) = lim +— ) == (15.23)
Jgg_ﬂd”df
S+
-1
1
Pro v priiméru N vyzarenych foton( je pak
N
sinK d
D, D,)= . 15.24
(00 S (1520

Vzdalenost stérbin je d =1um, vinova délka foton( je fadové 10um, a odhadovany primérny

pocet fotonll emitovanych béhem letu fulerenové molekuly je jeden az dva. Je tedy

2

: Nl sin
sinK d 10
<D1|D2>=( <4 j S| 5| <090 . (15.25)
10

Je tedy vtomto pripadé emise dlouhovinnych foton( $patnou ,znackou“ pro nalezeni

»Skute€né* trajektorie a viditelnost interferencniho obrazce je jen velmi mélo sniZena.
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