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1. Funkcionély

PFi odvozeni Lagrangeovych budeme vychazet z principu nejmensSiho Gcinku.
Zékladnim pojmem je GCinek (akce), coz je integral na urCitém Casovém intervalu z tzv.
Lagrangeovy funkce, ktera je opét funkci popisujicich ¢asovou zavislost trajektorii a rychlosti
(skutecnych nebo virtualnich). Pro Gcely mechaniky budeme nazyvat funkciondlem zobrazeni

jisté mnoziny funkci (v mechanice funkci jedné proménné) do mnoZiny reélnych Cisel.

Trivialnim pFikladem je délka kFivky, charakterizované v roviné x -y funkci y=y(x) mezi

body A=(a,y(a)) a B=(b,y(b))

dy(x)
dx

ézfdéz]é\/dxzvtdyz:'b[\/l+y’2dx , Y =
A A a

Pokud je funkce y=y(x)déna, jde pak uz jen o vypocet uritého integralu. Zajimavéjsi je

loha, jak najit kFivku spojujici zminéné body, ktera ma nejkratsi vzdalenost. Fyzikalné velmi
zajimavy je Fermatliv princip. Predpokladejme, Ze svételny paprsek vychazi z bodu A a
sméfuje do bodu B. Fermatdv princip fika, Ze vysledna trajektorie je takova, aby potiebna
doba Sifeni byla minimalni. Prostfedi, ve kterém se paprsek Sifi, je charakterizovano indexem

lomu, ktery udava pomér rychlosti svétla ve vakuu k rychlosti v daném prostfedi n=c/v.

Podle Fermatova principu hledame tedy minimum funkcionalu

ta B b
At=jdt=f%=%jn(x,y) 1+ y'?dx
ta A

a

Zakladem Newtonovy mechaniky je HamiltonGv princip, ktery vychazi z G¢inku
b
S=[(K-U)dt , (1.2)

kde pro jednu Castici hmotnosti m zavisi kinetick& energie K a potencialni energie U na
zobecnénych soufadnicich g (t) a jejich derivacich §“=dg” /dt vztahy
N it v
K=K(q,q)=5mgw(q)q”q , U=U(q,t) . (1.2)

Uzivame Einsteinova sumacniho pravidla, kdy se s¢ita pres dany interval indexd, pokud se ve

vyrazu vyskytne stejné oznaCeni v dolnim i hornim indexu. ZjednoduSené také piSeme
f=f(q) nebo f=f(g*) misto f=f ({q"}) Recké indexy budou oznagovat prostorové
souradnice, je tedy v trojrozmérném pripadé «=1,2,3. Latinské indexy budou oznaCovat

Gasoprostorové soufadnice, ve ¢&tyfrozmérném pripadé (x°=ct) tedy i=0,1,2,3.
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Jednoduchym pfikladem pro (1.1) je Ccastice v homogennim gravitatnim poli (volba

i

kartézskych soufadnic na obrazku):

z

S:j[%(xﬁyzﬂ'z)—mgy}dt . (1.3)

a
V obecné teorii relativity je zakladnim funkcionalem pro popis pohybu ¢éstice hmotnosti m

v gravitacnim poli
b _ 12
S=-mc|[(g,dx'dx")" (1.4)

kde g,, jsou slozky metrického tensoru.
Pro jednorozmérny pfipad (zobecnéni na vicerozmérny pfipad je zfejme) je
matematicky presna definice funkcionalu nasledujici:
Necht' D, je mnozina vSech funkci y= y(x) definovanych na intervalu [a,b] , Jejichz grafem
je po Castech hladky rektifikovatelny oblouk. Funkcionalem rozumime zobrazeni
S: Dgay(x) - S[y]eR . (1.5)

Necht' dale L:L(x,y,y’) je funkce na oteviené podmnoZziné prostoru RxR* obsahujici

mnozinu [a,b]sz, se spojitymi parcialnimi derivacemi do fadu 2 vCetné. Pak funkcional

S: Dyay(x) — S[y]= L(x,y(x),y’(x))dXGR (1.6)

D ey T

se nazyva variacni integral.

2. Eulerovy — Lagrangeovy rovnice

2.1 Snelldv zakon z Fermatova principu

ZnacCeni zvolime podle obrazku. Predpokladejme, Ze uZ vime, Ze v homogennim

prostfedi nejkratSi vzdalenosti mezi dvéma body je pfimka. PFi cesté z bodu (a,b)v prvnim



prostfedi do bodu (A,B) v druhém prostfedi prochazi paprsek bodem (&,0) na rozhrani —

souradnice € tohoto bodu je jedinym volnym parametrem tlohy. Mame tedy

1 1
At(g):g(nlsl+n232):E(n1\/(g—a)2+b2 +n2\/(A—g)2+Bz) . 2.1)
Dale
dAt(g):o - nl(g—a)_nz(A—g):o |
de S, S,
Y
F 3
(a,b) :
|
|
6 |
C
(e, 0} n,
’X
i n,
[
P
[
|
i (AB)
|
odkud uz plyne Snell(iv zakon
n,sing, =n,sing, . (2.2)

Jde opravdu 0 minimum, nebot’

d®At(e) 1(n1 cos’d,  n, c03292j>0

1=
de C S S,

2.2 Eulerovy - Lagrangeovy rovnice
Nejprve dilezité Lemma: Jestlize

a jestlize jsou na intervalu [a,b] obé funkce F(t) i #(t) dvakrét diferencovatelné, potom
F(t)=0na [a,b]. Dilkaz vedeme sporem. Pfedpokladejme, Zze F(c)=0 (pro uritost
F(c)>0) pro néjaké a<c<b . Za danych predpoklad(i pak existuje interval (t,,t,)e[a,b]

obsahujici bod c, kde F(t)>0. Zkonstruujeme funkci (pokud spliiuje poZadavky, je jinak

libovolna)



ﬂ(t):{(t—tl)s(tz—t)s te(t,t,)

0 te(t,t,)
Pak ovéem integral z lemmatu neni nulovy, coZ je spor. Nyni mlZzeme pristoupit k dikazu
nasledujici véty:

Uvazujme funkciondl S, jehoZ Lagrangeova funkce L zavisi na n funkcich x“ jedné

proménné t, na prvnich derivacich téchto funkci a na samotné proménné t

S=|L(t,x*,x“)dt . (2.3)

D ey T

Soubor n funkci {x“ (t)} pro které nabyva funkcional S extrému je feSenim n Eulerovych —

Lagrangeovych rovnic

doL oL
dtox”  ox“

(2.4)

Dikaz: At x” (t) oznaCuje pravé tu (skuteCnou) trajektorii, pro kterou nastane extrém

funkcionélu S. Kolem této trajektorie vytvofime mnoZinu (virtualnich) trajektorii
X[“g] =X“ (t,5)=xa (t)+577“ (t) , n“(a)=77“(b)=0 . (2.5)
Definujme funkcional

S(g)zZ[L(g)dt CL(e)=L(tx %) (2.6)

Ma-li funkcional (2.6) dosahnout extrému (2.3), musi byt

S(£)-S _ ds (e)|

li =0 . 2.7
al £ de | @7)
Potfebna derivace je
b
ox” oxX”
dS(e) _ || 0L(e) Mg | OL(e) PN |y (2.8)
de ax[j] o€ ax[j] o€
Mame
ox X" oL(s) oL aL(e) oL
i: “(t [g]z 2% (t = , = s 2.9
o T T oxsy | Coxt ok | o 29)
takze



b b

b
oL, oL oL oL d oL
- “y O g ldt=2"pe 4 SO gt . (210
J{ax“” oxe } ox | J{ax“ dtaxa}” (2.10)

a a

dS(¢)

&=0
Podminky 7” (a)=7,"(b)=0 a pouZiti Lemmatu uzaviraji dikaz.
Poznamka. Ve vztahu (2.8) je dobfe ilustrovano sumaéni pravidlo. Clen aL/ ax[‘;] ma index o

,dole®, €len ax[‘;] /ag ,nahofe” — index je scitaci. Aby nedoSlo k zdméné, je skute€nost, Ze €

je proménnd a nikoliv index, zvyraznéna uzavienim [€] do z&vorky.
2.3 Poznadmky k Lagrangeovym rovnicim
1. Provedeme explicitné totalni derivaci podle proménné t. Dostavame tak
O’L o’L ., 0L oL
— X+ — X" + — — =
ox” ox“ ox” ox“ otox“  ox*

(2.11)

Lagrangeovy rovnice tvofi soustavu n obycejnych diferencialnich rovnic druhého
fadu.

2. Definujeme zobecnénou hybnost kanonicky sdruzenou se zobecnénou soufadnici x“
jako

p =k (2.12)
ox“

Potom maji Lagrangeovy rovnice tvar

dp, _ oL

2.13
dt ox“ ( )

Z rovnice (2.13) vidime okamzité zakon zachovani: Zobecnéna hybnost se zachovava,
jestlize Lagrangeova funkce nezavisi na kanonicky sdruzené souradnici.

3. Definujeme Hamiltonovu funkci jako
H=H(t,x,p)=p, x“(t,x, p) - L(t,x",x“(t,x, p)) . (2.14)

Timto zéapisem je zd(raznéna skutecnost, Ze na pravé strangé vystupujici rychlosti x“

jsou vyjadreny pomoci souradnic a hybnosti pomoci vztahu (2.12). Neni vSak jisté, Ze je

vzdy mozné vyresit soustavu tuto rovnic vzhledem k rychlostem. Podminkou je, aby
o°L

#0 . 2.15
OxX* ox” (215

det

Této podminky si vSimneme bliZe v souvislosti s Legendrovou transformaci.
4. Provedme totalni derivaci Lagrangeovy funkce podle ¢asu a dosadme ze vztah(
(2.13)a (2.12)



d. o oL _, oL, OL . _, -
—=—x X“ + X=—+p, X +p, X
dt ot ox” ox“ ot

Po malé Upravé pak

AL _ O e 1)-oH

=— — 2.16
ot dt dt (210

Opét je okamzité vidét zdkon zachovani: jestlize Lagrangeova funkce nezavisi
explicitné na Case, je Hamiltonova funkce konstantni — energie se zachovava.

2.4 Legendrova transformace
Uvazujme hladkou realnou funkci f (u) jedné proménné ueRR, které je konvexni (tj.
f/(u)>0 . Legendrovou transformaci dvojice (u, f (u)) je zobrazeni na dvojici (p,F (p)),
kde
F(p):mfx[pu— f(u)] . (2.17)
Nutnou podminkou maxima je p= f’(u) (maxima — predpokladame konvexni pribéh funkce
f), takZze mlzeme také definovat funkci F pomoci dvou vztahi
F(p)=pu—f(u) ., p="f'(u) . (2.18)
PFitom do prvniho vztahu dosazujeme u=u( p), hodnotu, kterou ziskdme z druhého vztahu.

Ten chapeme jako rovnici s hledanou neznamou u.

fu)

pu

F(p)

Existence inverzni funkce k f'(u) atedy k nalezeni jednozna&né hodnoty u k dané hodnoté p

je zaruceno monotonnim chovanim funkce, vyplyvajicim z podminky f”(u)>0 . Ve

vicerozmérném pfipadé je tato podminka nahrazena poZadavkem na kladnou hodnotu

determinantu hessianu.



V mechanice hraje tlohu proménné u rychlost, proménna p je hybnost. Funkce mohou
ovsem zaviset i na dalSich parametrech (konkrétné v mechanice na soufadnicich), ty ale
v Legendrové transformaci vystupuji pravé jen jako parametry. Podivejme se opét, jak to
v takovém pfipadé vypada v jednom rozmeéru, kdy parametr oznaCime jako x: Legendrova
transformace je
_0f(u,x)

- (2.19)

F(p,x)=pu—-f(u,x) , p

Diferencial funkce F muZeme zapsat dvojim zplsobem — bud obecné, nebo konkrétné z
(2.19)

dF :a—F dp+a—F dx
op|, OX )
dF = pdu+udp—ﬂ du—ﬂ dx:udp—ﬂ dx
ou |, OX|, OX|,
Porovnanim obou vyraz( dostavame
oF _,  oF __of (2.20)
op|, OX ) OX|,
Legendrova transformace je involuci. ZapiSeme-li totiz (2.18) s pomoci (2.20), mame
f(u)=up-F(p)=F'(p)p-F(p) .
mame analogicky k (2.17)
f(u)zmgx[u p-F(p)] - (2.21)

Mame tedy zobrazeni f (u)—>F(p)— f(u).
Ti kratké priklady:
Youngova nerovnost: Pro libovolné hodnoty u a p bude z definice Legendrovy transformace
funkce F(u,p)=up-f(u) menSi nez F(p). Jsou-li tedy f(u) a F(p) spojeny
Legendrovou transformaci, plati pro libovolna Cislau a p

pu<f(u)+F(p) . (2.22)

Napfiklad pro a>1

takze
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a i
ou<d Pt 1y (2.23)
a f a pf
pro x,p>0 a a,f>1.

Pfechod od entropie k teploté: Zakladni termodynamickd rovnice (U je vnitfni energie,
S entropie, T teplota, P tlak, V objem p chemicky potencial a N pocet ¢astic) je
dU=TdS-PdV + xdN

Prechod k zaporné vzaté volné energii —F=TS—U(S,V,N) je prikladem Legendrovy

transformace (u=S, p=T,x =V, x, =N ). Podminkou feSitelnosti je 6*°U/6S?>0, musi byt

-1
_| & >0
T,

Rlst entropie s teplotou, pokud se neméni nic jiného nez wvnitini energie, je fyzikalné

tedy

o°U
0S?

_u
0S

_ar
oS

vV, N

T

’

V,N

vV, N

pfijatelny predpoklad. Pak je tedy mozné spoCitat S =S(T) a zapsat vztah po transformaci
jako
d(-F)=SdT +PdV — xdN . (2.24)

Hamiltonova formulace nerelativistické mechaniky jedné Castice. Zvolime tvar Lagrangeovy
funkce v obecnych souradnicich

L(@.d)=T(q.4)-u(a) . T(q.d)=7a"A,(@)a" . (2.25)

kde A(q) je positivné definitni symetricka regularni matice, coZ plyne z jeji konstrukce

or_or

A, ,(d)= P (2.26)
Pro Legendrovu transformaci spocCteme rychlosti z definice hybnosti
p, = ;qb -mA,, ¢’ = ¢ =%(A1)“ﬂ D, (2.27)
Hamiltonova funkce (jizs q* z predchoziho vztahu) je
H=p, q“-L:i pa(A’l)aﬂ p, +U(G) . (2.28)

2m

Hamiltonovy rovnice. Porovname diferencial Hamiltonovy funkce vyjadfené Legendrovou

transformaci
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dH :d[pa q” — L(t,q“,q“)]z

o ea oL . . oL ., JL oL (2.29)
dg”“ +q“dp, - dg” =q“dp, — p, dq“ ——
p,dq  +q dap, Phe 29" at =q“dp, — p,dq” ot
— —

p(l p(l
s diferencidlem Hamiltonovy funkce vyjadrené jiz pomoci souradnic a hybnosti
oH , ., OH aH

dH = +—d : 2.30
0q” op, Pe at (2:30)

Dostavame tak vztah pro parciélni derivace vzhledem k ¢asu
oH__oL (2.31)

ot ot
a predevsim Hamiltonovy rovnice

. OH : oH

=, p,=——" (2.32)
ap, aq

2.5 Tvar Lagrangeovy funkce

Samoziejmym pozadavkem je, aby Lagrangeova funkce dvou soustav A a B dostatec¢né
od sebe vzdalenych tak, aby bylo mozné zanedbat interakci, byla sou¢tem Lagrangeovych
funkci obou soustav. Také je potfeba si uvédomit, Ze ke stejnym pohybovym rovnicim povede
celd tfida Lagrangeovych funkci, kde se jednotlive lagrangiany lisi o tzv. trivialni lagrangian.
Méame-li totiz

. o d
L’(q,q,t)=L(q,q,t)+af(q,t) , (2.33)

li8i se ucinky

S’=tJ%L’(q,q,t)dt— L(g,q.t)d de
41 (alt) ) - Fla(u) )

jen o €leny, jejichZ variace je vzhledem k podmince 5q(t,)=5q(t,)=0 nulova.

(2.34)

Pro popis jevl musime zvolit néjakou urcitou soufadnou soustavu. Nevhodna volba
soufadné soustavy mlZe vést k tomu, Ze popis jednoduchého déje je velmi komplikovany.
Ukazuje se, Ze pro volny hmotny bod je vZdy mozno najit takovou soufadnou soustavu, v niz
se jevi prostor jako homogenni a izotropni a ¢as je homogenni. V takovém pfipadé musi

Lagrangeova funkce zaviset pouze na v> =V -V

L=L(v*) . (2.35)

12



Lagrangeovy rovnice jsou pak

dor_ 0 = %S _konst = v =konst. (2.36)

dt ov o
Budeme Casto pouZzivat znaceni vektoru

of of_. of . of _
—=—@8 +—8,+—8& ,
ov oy, ov, 0V,

v

naopak nad ,,konst.“ Sipku vynechame, pokud nem0Zze dojit k nejasnosti.
Z (2.36) vidime, Ze v inercialni soustavé se volny pohyb déje s rychlosti konstantni co do
velikosti i sméru. Tomuto zavéru fikame zadkon setrvaénosti.

Jestlize prejdeme k jiné inercialni soustavé, ktera se viici plivodni pohybuje konstantni
rychlosti, bude situace stejnd. Ekvivalence vSech inercialni soustav pfi popisu mechanickych
déji se nazyva Galileliv princip relativity. Transformace mezi soufadnymi soustavami K a
K', kde druha se v(i&i prvni pohybuje rychlosti V je zapsana jako Galileova transformace

Fr=r +Vt , t=t' . (2.37)
Pro volnou ¢&astici budeme mit pro Lagrangeovu funkci v inercialni soustavé, ktera se vici
plvodni pohybuje s infinitesimalné malou rychlosti

U=L(V?)=L(V?+2V-2+&")=L(V*)+ 2%\7-5 +...

Ma-li byt druhy €len derivaci podle ¢asu, musi byt

L=av® , a=Kkonst.
Abychom dostali levou stranu Newtonovych rovnic ve standardnim tvaru, je tfeba zvolit
konstantu jako a=m/2 .

Porovnani s druhym Newtonovym zékonem je jednim z voditek k tomu, pro¢ obvykle
plati ,,Lagrangian rovna se kineticka minus potenciélni energie*. Pro soustavu Castic (index a
oznaCuje urCitou Castici), jejichZz interakci popisujeme pomoci potencialni energie, je

Lagrangeova funkce

L=T—U=z%—u(q,@,...) . (2.38)
Z Lagrangeovych rovnic
dot ot (239)
dtov, or,

dostavame
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v, U

= =F . 2.40
& dt 6r 2 (2.40)

DalSi potvrzeni tvaru Lagrangeovy funkce pochazi z obecné teorie relativity. Tam nachazime

trajektorii ¢astice z varianiho principu

b
S=—ch‘ds , ds’ =g, dx'dx* (2.41)

kde g,, jsou slozky metrickeho tensoru. Ve slabém gravitacnim poli popsaném Newtonovym

potencidlem @ je prFiblizné

ds? (1+2—q)jc dt? —(1—2—j(dx +dy® +dt? ):
c c
2
¢ dt’ {1 2_@_(1_2_21)jv_2}
¢’ c” Jc

t t

d VP mv?
S=—-mc® | |1+ —+— |dt= dt—mc?(t -t ) . 2.43

ta ta

(2.42)

takZe mame pro @/c? <la v?/c? <1

2.6 Zobecnéné souradnice
PFi vhodné volbé zobecnénych soufadnic miZzeme dosahnout toho, Ze Lagrangeova
funkce obsahuje jen tolik souradnic, kolik je stupril volnosti. UvaZzujme soustavu N &astic,

kterd ma s stupiidl volnosti. Pak volime (a=1,2,...,N)

oq"
_ 12 s . 99, «
V=0 (0, 0%00%) o Ya= 2okl (2.44)
k 0Q
oh
:h 1’ 2’ ., S ’ — a Ak
z,=h(0"0"....0°) . 2, Zk:aqkq
Lagrangeova funkce
Zm (C+Y2+22)=U (X, Y1, 2o Xy s Y 1 20) (2.45)
al
prejde na
Z q)d'dq“-U(a) , (2.46)
i k=1
kde
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N
=3m, of, of, , 99, agi . oh, ahi _ (2.47)
oq' 09" o9’ aq*  oq' oq

a=1
Jednoduchym prikladem je dvojité rovinné kyvadlo v homogennim gravitanim poli (znaceni
je patrné z obrazku). UvaZovana soustava ma jen dva stupné volnosti. Transformace od

soufadnic {x.,y,,X,,Y,} k zobecnénym soufadnicim {¢,¢,} je

X,=lsing, ,y,=lcosp, , Xx,=Issing +1,sing, ,y,=I cosg, +1,cose,
Dosazenim do obecného vztahu dostavame

M +M 2 2
2

L= 5 Iz(Pz +m, |1, ¢ @, cos(p —, ) +

(2.48)
(m,+m,) gl cosp, +m, gl, cosp,

2.7  Casova zavislost potencialni energie
Budeme popisovat chovani soustavy A, ktera neni isolovand, ale interaguje se soustavou

B, jejiZz pohyb je dan. Do Lagrangeovy funkce
_TA(qA’qA)+TB(qB’qB)_UAB(qA’qB) (2-49)
dosadime zadany pohyb soustavy B, tj. g = f (t),d, = f (t). Dostavame tak Lagrangeovu

funkci soustavy A

d
:TA(qA!qA)_UA(qA!t)+ Zt(t) ; (2.50)
kde jsme oznacili
(in ) AB (inf( IT ( )dt . (2.51)

Vime jiz, Ze totalni derivaci podle Casu v Lagrangeové funkci nemusime uvazovat. Je tedy
vidét, Ze pohyb soustavy ve vngjSim poli je vtomto pfipadé dan standardnim tvarem
Lagrangeovy funkce, pouze v potencialni energii se objevila explicitni zavislost na Case.
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3. Zakony zachovani

3.1 Zakladni zakony zachovani

Stav uzaviené soustavy, ktera ma s stupiili volnosti, je popsan 2s veli¢inami q',q', kde
i=1,2,...,s. Existuje 2s-1 veli¢in — integral(i pohybu — jejichZ hodnota se s asem neméni a
je déna pocatecnimi podminkami. PocCatecnich podminek je sice 2s, ale protoZe pohybové
rovnice uzaviené soustavy neobsahuji Cas explicitné, je jedna z konstant — volba pocatku

odecitani Casy — jiz dana. Vyloucime-li tedy t+t, z 2s funkci

q =q‘(t+t0,C1,C2 ,...,CZH) ,
' =¢'(t+,C,.C,,....Copy)

dostaneme vyjadieni konstant C,,C,,...,C,. , jako funkci g'ad’. Mezi integraly pohybu se
vyskytuji néktere, které maji hluboky fyzikalni vyznam. VétSinou jsou spojeny s existenci
néjaké symetrie prostoru a Gasu. Takové integraly pohybu maji jednu ddleZitou vlastnost:
pokud lze interakci podsoustav celé soustavy zanedbat, je integral soustavy roven souctu
integrald podsoustav. Obecny pohled na spojeni symetrie se zakony zachovani uvidime v Gasti
o teorému Noetherové. Ted zatim probereme nékteré dllezité integraly jednotliveé.

Homogenita ¢asu — zachovani energie. Vezméme malé posunuti v ase t — t+¢&. PoZadujeme

§L:86—L:0
ot

Vzhledem k libovolnosti & musi byt

takZe (pfipomindme sumacni pravidlo)

dL oL ., oL, dfoL)., oLdg" dfoL
prraiaivenlt B bl by oy T = 7.4
dt oq aq dt{ o9 oq dt dtl oq
Mame tak
d( .., oL
—4d—=—-L|=0 3.1
dt[q aq j 1)

a dostavame zachovavajici se veli¢inu — energii

E =qia—'_‘.— . (3.2)
oq'

Pokud je Lagrangeova funkce dana jako
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dostavame z
oL oT

— =4 =—=2T
g oq q oq

(Eulerova véta o homogennich funkcich?)

E=T(q.9)+U(q) . (3.3)
V kartézskych sourfadnicich pak

N m v2 _

E=) —== 2 Bl ) (3.4)
a=1

Homogenita prostoru — zachovani hybnosti. Vezméme malé posunuti v prostoru ¥ ->r+¢ .

Pozadujeme
oL oL
ZT . Peake
= Or, = Or,
Vzhledem k libovolnosti & musi byt
> <o
= Or,
Sectenim Lagrangeovych rovnic pro jednotlivé Castice dostavame pak
doL _dg oL
dt av dt ov,
Méame tak zachovavajici se veliinu — hybnost
= . . oL
=2pa v Pa=—7 - (3.5)
a 6Va

Podminku zachovani hybnosti mizeme také zapsat jako podminku, aby soucet sil plsobicich

na jednotlivé Castice byl roven nule

QD

Derivaci Lagrangeovy funkce podle zobecnéné rychlosti nazveme zobecnénou hybnosti,
derivaci podle zobecnéné soufadnice zobecnénou silou. M{Zeme proto Lagrangeovy rovnice
interpretovat takto: ¢asova zména slozky zobecnéné hybnosti je rovna odpovidajici sloZce

zobecnéné sily

f
! f(txl,txz,...)=tm f(Xl,XZ,...) = X 2—=mf . Diikaz: parcialné derivovat obé
, X

strany rovnice podle t a pak polozit t=1.
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dp' i
d—Ft’ _F (3.6)
Izotropie prostoru — zachovani momentu hybnosti. Vezméme malé pootoCeni v prostoru
F > F+0pxF (vyznam symbold je vidét z obrazku), s timto pootocenim je spojena i zména
rychlosti V — V + g xV . PoZzadujeme tedy (pFi prepisu vyuZivame moznosti cyklické zamény

d¢
o¢ or

vektor( ve smiseném soucinu)

oL /— R oL — _ —_— . oL _ oL
§L=§|:a—l_;a'(§¢xra)+a_\_/.'(§¢xva)}:§¢'Z|:raxa_l—;+vaxa_\—/—}:0

a a

Vzhledem k libovolnosti 5 musi byt

_ oL oL L dp, df, | dw. -
_ _— = a a = — :0
E |:ra><8|_’; +Vax8\_/’a} E |:I’a>< at + at Xpa} at Ea I’a><pa

a a

Méame tak dalSi zachovavajici se veli¢inu — moment hybnosti

L=>L ., L=fxp, . (3.7)

3.2 Popis soustavy ¢astic ve dvou riznych inercialnich soustavach

Inercialni soustava K’ se pohybuje vig&i soustavé K rychlosti V . Soufadnice a rychlosti
jednotlivych €astic jsou tedy

|

o I \T 5 ol \T
r=r,+Vt , vV, =V, +V

-

Pro celkovou hybnost plati
P=>mv,=>mv,+Vym, |,
m m a
tedy (s oznatenim celkové hmotnosti M =>" m,)

P=P' +MV . (3.8)
VZdy tedy najdeme klidovou (,,Carkovanou®) soustavu, ve které je celkova hybnost nulova.

Rychlost takové soustavy vici laboratorni (,,ne¢arkované*) soustavé spocteme z predchoziho
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vztahu dosazenim P’=0. Vidime, Ze tuto rychlost miizeme chépat jako €asovou zménu

polohového vektoru jistého bodu — stfedu hmotnosti

> m, T,
v-9%

dt >'m,

a

Energii soustavy castic v laboratorni soustavé pak mlzeme rozdélit na soucet kinetické

energie soustavy, pohybuijici se jako celek rychlostiV a vnitfni energie U. Mame
1 2 1 —/ —\2 1 2 7 =/ 1 /12
E :EZmava +U :EZma(va +V) +U =EMV +V->'m, v, WLEZmava ,

tedy

MV?

E +V-P +E' . (3.9)
2

V klidové soustavé je P'=0 a E'=U . Pro moment hybnosti nejprve spo&teme jeho chovani
v samotné soustavé K, pokud zménime polohu poCatku soufadné soustavy, tj. pfi zaméné

F=f +d
L= fxP, =) I xp, +dx> p,=L +dxP
PFi prechodu od soustavy K k soustavé K’ mame

E=Zmara><va =Zma r/ xv! +\7tx2ma\7; —\7><Z:ma F/=U +tVxP' '+ MR xV
a a a a

Pokud je soustava K’ klidova a jeji pocatek je volen ve hmotném stfedu, bude platit C=L"".
3.3 Mechanicka podobnost
Predpokladejme, Ze potencialni energie je homogenni funkci soufadnic stupné k, tj. Ze
plati
U(af,ab,...afy)=a"U(F,T,,....T) . (3.10)
Provedme v Lagrangeové funkci transformaci proménnych
r,>af, , t—pt

Kineticka a potencialni energie se zméni v poméru

a2
T—)FT , Usdu

Pokud jsou oba nasobici faktory stejné, tj. pokud plati

L=a"""? | (3.11)
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K2+ ale rovnice trajektorie se nezméni. Zménime-li

Ucinek se pouze vynasobi faktorem o
rozméry trajektorie k — kréat, bude doba strAvend mezi odpovidajicimi si body (1-k/2)

nasobkem plivodni doby a podobné u dalsich veli¢in

. 1K . N . ok . TS
T_:H . P—:[sz | E_:H | L:H a1
T L P L E L L L
NejznameéjsSimi priklady jsou malé kmity (k=2), kdy perioda nezavisi na amplitudé, podil
kvadratl doby padu v homogennim poli je dan pomérem pocatecnich vysek (k=1) a treti
KeplerQv zékon (k=-1).
3.4 Viriélovy teorem
Stfedni hodnotu funkce Casu f (t) definujeme jako
1T
)= lim = = ! (3.13)
Pokud je funkce f derivaci néjaké ohranic¢ené funkce F, je jeji stfedni hodnota rovna nule
i [y FOFO) 611

0

Pocitejme ted (kineticka energie je homogenni funkci rychlosti stupné 2, potenciélni energie
homogenni funkci soufadnic stupné k)

tedy
2T=%[§ ﬁa@j+ku . (3.15)
S vyuzitim (3.14) dostavame pro stfedni hodnoty vztah
2T)=k(U) . (E)=2(T) (3.16)

Ze vztahu (3.16) vidime napriklad stejny pFispévek Kinetické i potencidlni energie u
harmonického oscilatoru nebo to, Ze pro Newton(v potencial musi byt celkova energie
zaporna, ma-li se pohyb odehravat v uzaviené oblasti prostoru.

20



4. Invariance
4.1 Uvodni poznamky
VSimnéme si nejprve trividlniho pFikladu. UvaZujme néjakou rovinu, na ni zvolme

kartézskou soustavu soufadnic. Ctverec vzdalenosti dvou bodd o soufadnicich (x.,y;)a

(%,,Y,) je dan vztahem d?=(x,-x )" +(y,~V,)’. Jestlize soustavu soufadnic otoime (se
stfedem otaceni v pocatku) o néjaky uhel €, zméni se souradnice bodl na

X, =X, COS& + y,sing , Yy, =—Xsine+y,coss ,

X, = X,C0S& + Y, Sing , Y, =—X,SiNg + Y, C0Se

Co se vSak nezméni, je vzdalenost (resp. ¢tverec vzdalenosti) téchto dvou bodd, protoze

A2 =(x—x ) +(vi-¥!) = (%) +(y,~y,)" =d
Rikame, Ze vzdalenost bodl je invariantni vi&i rotaci soufadné soustavy. Podobng
definujeme-li ve speciélni teorii relativity (uvaZzujeme jen jeden prostorovy rozmér) interval
mezi dvéma udalostmi (ct,,x)a (ct,,x,)jako s?=c?(t,~t,)"—(x,~x)’, je tento interval

invariantni vzhledem k Lorentzové transformaci (pfechodu od jedné inercialni soustavy K

k soustavé K’, ktera se viici K pohybuje rychlosti V)

CtI/:Cti_VXMC X' = X -V
J1-v?/c? J1-V?2/c?
, ct,=V x,/c A

Pfredchozi transformace je lIépe zapsat zavedenim ,,uhlu rotace 8“ jako

tanh¢9=\i , (4.1)
c

takZe transformacni vztahy maji tvar
ct] =ct coshd—x sinh@ , x =x coshd—ct sinhg (42)
ct, =ct,cosh@—x,sinh@ , x} = x, coshd—ct,sinh@
Neni obtizné pfesvédCit se, Ze plati
s =c?(t—t) (X —x ) =c? (t, 1) ~(x,—x) =5 . (4.3)
Velmi ¢asto zjistujeme invarianci vici infinitesimalné malym zménam. V pfipadé Lorentzovy

transformace by to bylo
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d(ct’)
do

ct’ =ctcoshd - xsinhg — ct’éct"g=0+ O=ct-x0 ,
=0 (4.4)

fd=ct—x 6 |,

6=0

/

x' = xcosh@ —ctsinhd — x’ﬁx" +d—X
0" de

4.2 Rundova - Trautmanova identita
K Lorentzové transformaci se jeSté vratime v Casti o specialni teorii relativity. Ted

uvazujme obecné transformace v klasické mechanice, kdy

dt’

t » t'=t'(t.q",¢) , t/:HEEFOJFO(gz) ,
(4.5)
u ul ,u/(t v ) W gh s dq*’ +O( 2)
g — g =q q.,¢) , Q=0 Edggzo £

Koeficienty u prvni mocniny parametru transformace v Taylorové rozvoji se nazyvaji

generatory transformace, budeme je znacit

_ dt’

dg”
_EF =

de

=T(ta) . Q

0

=Q“(t.a") (4.6)

=0

takze
t'=t+eT +O(52) , q”’:q”+gQ"+O(82) . 4.7)
Budeme studovat invarianci funkciondlu akce vzhledem k transformacim €asu a soufadnic

typu (4.7) a jeji disledky. Je-li plivodni funkcional

t

S:jL(t,q”,d(?tﬂjdt , (4.8)

ta

bude funkciondl po transformaci

Y t

dg*’ dg \dt’
S'=|L|t,g¢, = |dt'=| L|t,g",—— |—dt . 4.9
j[q dt’j j[q dt’ ) dt (+9)

ta t
Rekneme, Ze funkcional je invariantni viici dané transformaci, pokud
s'-s=0(¢) ., s>1 (4.10)
nebo vhodnéji vyjadreno

ds’

=0 -0 . 4.11
i (4.11)

=0

S ohledem na (4.9) mame
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aa

“Lta ) g

=0

de " dt

ul /
al. t/,qm,dQ_/ at
de dt” ) dt

ul
+iL[t’,q”’ a9 j

=0

dT oL. oL aLi[dq”’j

=0

(4.12)
=0

&=

L—+—T+ QY +— ;
dt ot oq” og” de dt

Zatimco vypocet prvnich dvou ¢lenl u totalni derivace Lagrangeovy funkce podle parametru

& byl trividlni, u posledniho Clene je potfeba pocitat peclivé

. dQ”
/ q +é& /
dg*’  dg” +edQ* dt d [dq” j _dQ“ ., dT
I - v / - M
dt dt+&dT 1+8(£ de{ dt’ )|~ dt dt

Muizeme tedy (4.12) zapsat jako (Rundova — Trautmanova identita)

—T+ Q" +— - —=0 . (4.13)
ot oq” oqg” dt og” dt

oL oL oL dQ”_(.ﬂ oL _Lde_
Videéli jsme, Ze pokud se Lagrangeovy funkce liSi o ¢asovou totalni derivaci libovolné funkce
souradnic a Casu, dostavame stejné Lagrangeovy rovnice. M(zZeme proto pfipustit, Ze se po

transformaci invariance budou Lagrangiény lisit o tuto derivaci, tj.

;. dg# )t/ dg“) d
o G Gt R

ZapiSeme-li
df (t.q”.¢) df (t.q”,¢)
f(t,g",e)]=————~ &+0(&?) , F(t,0)=——= , 4.14
(ta ) =——F (&) Flhor)=—y (4.14)
&=0 =0
dostaneme zobecnénou Rundovu — Trautmanovu identitu
u
Obp, b qu,0Ld¥ g, 0k 14T _dF (4.15)
ot oq” og” dt og” dt dt
4.3 Teorém Emmy Noetherove
S oznaCenim
oL oL
_ . H=g" -L 4.16
P =57 4 (4.16)
mizeme malou Upravou piepsat identitu (4.15) na
. . oL d
(Q”—q”T)(pﬂ—aqﬂJ:a(pﬂQ”—HT—F) . (4.17)
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Dostavame se tak k teorému Noetherové. Jsou-li kromé pfedpokladané symetrie funkcionélu
acinku pfi transformaci s parametrem & charakterizované generatory transformace casu,
souradnic a lagrangianu T,Q“, F splnény také pohybové rovnice

. oL
e

, (4.18)

potom plati zakon zachovani veli€iny
p,Q“-HT —F =konst. (4.19)
Noetherova formulovala teorém matematicky precizné a ponékud obecnéji. Na pFikladech

uvidime, Ze pro klasickou mechaniku je naSe znéni postacujici.

Z&akon zachovani energie. Pokud Lagrangeova funkce nezavisi explicitné na Case, je uCinek
invariantni k transformaci t' =t + & , takze mame
T=1, Q=0 , F=0 = H =konst. (4.20)
Z&akon zachovani slozky zobecnéné hybnosti. Pokud Lagrangeova funkce nezavisi explicitné
na nékteré zobecnéné soufadnici q“, je Gginek invariantni k transformaci q* =q“ +¢, takze
mame
T=0, Q“=0"" , F=0 = p, =konst. (4.21)
Zakon zachovani momentu hybnosti. Pro Castici ve sféricky symetrickém poli je Lagrangeova

funkce invariantni viii rotaci ¥ — F/ =F +dpxF . Misto jednoho parametru & tady mame tfi

parametry udévajici smér osy a velikost thlu rotace 5¢. MiiZzeme v jednom zéapisu psat

T=0, Q“=¢",q" , F=0 = &, p,q’ =(konst)" (4.22)
Tlumeny harmonicky oscilator. Lagrangeova funkce
2
L=| Dy D@ exp(ﬁtj (4.23)
2 2 m

vede k rovnici
., A
K+2X+w*x=0
m

Transformace

t'=t+e , x’=xexp(—£j = T=1, Q=—ix
m m

neméni Lagrangeovu funkci L(t’ X! ,dx’/dt’) =L(t,x,dx/dt), je tedy F=0 azachovava se
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2
H - pQ:(%xz + mao X’ +ﬁxxjexp(%tj:kon5t. (4.24)
) spravnosti vysledku se mizeme presvédcit dosazenim feSeni
x=aexp(—/1t/m)cos(«/a)2 — A2/ m? t+a) do (4.24) - konstanta vyjde rovna

(m/2)(o” - 2%/m?)a*.

Dvourozmérny harmonicky oscilator. Zacnéme nejprve se standardni Lagrangeovou funkci

mg ., . m @*
L:E(x2+y2)— @

(¥ +y?) . (4.25)

Lagrangeovy rovnice jsou

EG_L “ o o e x=0 :
dt\ ox ) o0x

(4.26)
a4 % —ﬁzo = J+a’y=0
dt\ oy ) oy
Pro hybnosti a hamiltonidn mame
p=2—mx , p,=o-my
X Y oy ’
(4.27)

2
H=p, X+ pyy'—L=%(pf+p§)+mTw(xz+y2)

Lagrangeova funkce (4.25) je invariantni vzhledem k transformaci (homogenita ¢asu), kdy
t'=t+e, xX'=x a y'=y, takze T=1, Q*=Q'=F =0 a podle (4.19) se zachovava energie,
tj. plati

H = (2 )+ () = D 0 y7)+

(x*+y?)=konst.  (4.28)

Lagrangeova funkce je také invariantni vzhledem k transformaci (isotropie v roving)

t'=t , x =xcose+ysine , y =-xsing+ycose =

T=0, Q“=y , Q"=-x , F=0 (429
a podle (4.19) se zachovava veli¢ina (slozka momentu hybnosti kolméa k roviné oscilatoru)
p,Q +p,Q =yp, —xp, =m(yx—xy)=konst. (4.30)
Dvourozmérny harmonicky oscilator vSak miizeme také popsat Lagrangeovou funkci
L=mxy-mao’Xy . (4.31)

Lagrangeovy rovnice budou pfirozené stejné, pouze vzniknou variaci jiné proménné
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E(G—Lj—ﬁzo = J+0’y=0 |,

dt{ ox ) ox
(4.32)
a a—L “h o o e x=0
dt\ oy ) oy
Pro hybnosti a hamiltonidn mame

p_aL_m. p—aL—mx
X~ A~A. 1 y__._ 1

ox oy (4.33)

H= px)'(+py)7—L:%pX p, +Mma’ xy

Lagrangeova funkce (4.25) je invariantni vzhledem k transformaci (homogenita ¢asu), kdy
t'=t+e, xX'=x a y'=y, takze T=1, Q*=Q'=F =0 a podle (4.19) se zachovava energie,

tj. plati
H=ipx py+mw2xy=m>'<y+ma)2xy:konst. (4.34)
m

Lagrangeova funkce je také invariantni vzhledem k transformaci (elipticka deformace)

t'=t , x'=xexp(-x) , Yy =yexp(x) =

(4.35)
T=0 , Q'=-x , Y=y , F=0
a podle (4.19) se zachovava veli¢ina
p,Q +p,Q =—xp, +yp, =m(yXx-xy)=konst. (4.36)

Elektron v homogennim magnetickém poli. Pfedpokladejme, Ze osa z je orientovana podle
siloCar pole a elektron se bude pohybovat v roviné x — y. Vektorovy potencial v Lagrangeové

funkci zvolime tak, aby souradnice x byla cyklicka, tj.
m
L=—(X*+y*)-eByx . 4.37
5 (X +y?)-eBy (4.37)

Lagrangeovy rovnice jsou

E(E}—I'j—a—l':o = mX-eBy=0 ,

dt\ ox ) Ox

(4.38)
a4 a—L —a—L:O = my+eBx=0
dt\ oy ) oy

UZ v této chvili vidime dvé zachovavajici se veliCiny, ale budeme postupovat standardnim

zplsobem. Pro hybnost a Hamiltonovu funkci mame

26



oL oL

=—=mX-¢eB , =—=my ,
Py ox y P, oy y

1 2 . (4.39)
H = p, X+p, y—L:ﬁ[( p,+eBy) + pj] p =E(x2+y2)
Invariance Vv0Ci translaci Gasu nebo soufadnice x vede podle (4.19) k zékonu zachovani
energie H (pouze T =1 je riizné od nuly) a slozky zobecnéné hybnosti p,

p, =mX—eBy=Kkonst. (4.40)

(pouzeQ* =1 bylo rlizné od nuly). PFi translaci soufadnice y (y' =y +¢) mame

L’=%(>‘<’2+y’2)—eBy’x’=%(>‘<2+Y2)—95yf<—595’<=L_E%(GBX) . (4.41)

Jsou tedy od nuly rdizné generatory Q¥ =1 a F=—eB x. Podle (4.19) se zachovava
p, +eBx=my+eBx=konst. (4.42)

Jak jsme jiz uvedli, zachovavajici se veliCiny (4.40) a (4.42) bychom v tomto pfipadé ziskali
snadnéji, kdyZz v Lagrangeovych rovnicich (4.38) napiSeme derivaci podle Casu pred cely
vyraz.

Caéstice v homogennim gravitacnim poli. Pfi translaci x' =x+& mame

L’=%>‘<’2+mgx’=%X2+mgx+mgg=L+gi(mgt) . (4.43)

Mame tak Q* =1, F =mgt , takZe podle (4.19) je

p, —mgt=m(Xx—gt)=konst. (4.44)

5. Pohyb v centralnim poli — Keplerova uloha

Tuto neobycejné vyznamnou Ulohu probereme pomérné podrobné a na elementarni
arovni.
5.1 Newtonovy rovnice

Ve zvolené inercialni soustavé uvazujeme dvé télesa (jako hmotné body), které na sebe

plisobi gravita¢ni silou. Privodi¢ prvniho bodu hmotnosti m, ozna¢me F, , obdobné privodic¢
druheho bodu hmotnosti m, oznaCime T, . Vektor spojnice od prvniho ke druhému bodu bude
F=F,—F, . Podle Newtonova gravita¢niho zakona plsobi na prvni bod druhy bod silou
Gm,m, F/r®a na druhy bod prvni bod silou —Gm,m, F/r®. (Velikost sily je Gmérna soucinu
hmotnosti a nepfimo Umeérna Ctverci vzdalenosti, sila je pritazlivd. Také je pfirozené splnén

tfeti Newton(v zakon.) Druhy Newton(v zékon tak dava pohybové rovnice
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d’t,  _mm
=G—L-2f 5.1
dt? r® 1)
a
d’r, mm,
m, dt; =-G 1r3 2y (5.2)
Odectenim rovnice (5.1) vydélené m, od rovnice (5.2) vydélené m, dostavame
d’r r
F:—G(ml-i‘mz)F y (53)
seCtenim obou rovnic méme pak
d’r, d’r;
mldel-i-mszzz:O . (54)

Oznatime celkovou hmotnost M, redukovanou hmotnost 4 a priivodi¢ hmotného stfedu R

m, m, mrn+m,r,

M=m+m, , u=—22 | R= (5.5)
m, +m, m, +m,
Potom miiZzeme (5.3) a (5.4) psat jako
d’r r
yF:—G mlsz (56)
a
d’R
M =0 . 5.7
dt’ St
Rovnice pro pohyb hmotného stfedu je jednoduSe integrovatelna na
‘jj_'j:vo . R=V,t+R, . (5.8)

kde pocatecni hodnoty souradnic ﬁo a rychlosti \7O hmotného stfedu predstavuji celkem Sest

integral(l pohybu. Vynasobenim rovnice (5.6) vektorové vektorem F dostavame

d°F d dr
r =— xu—|=0 |, 5.9
e dt[ Xﬂdtj -9
odkud integraci
ar -
Fxu—="L |, 5.10
XM (5.10)
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kde L je konstantni vektor. SloZky tohoto vektoru tvofi dali tfi integraly pohybu. Vektor L
ma charakter momentu hybnosti, ukdZzeme tedy, jak souvisi s celkovym momentem hybnosti
soustavy
L, =ExmV, +xmV, . (5.11)
Budeme v dalSim uzivat obvyklého znaceni rychlosti, takze
c_dn o dp dr dR

Vy=—7, =—2  jy=— |, V=—
ot 2 dt dt t

Vektory T ,V, a T, ,V, ve vyrazu (5.11) nahradime vektory F,v a R,V , tj.

F=R-T2p  p-R4+Dup
M M
a dostdvame
L,=L +L , L,=RxMV , L=Fxuv . (5.12)

Je tedy celkovy moment hybnosti roven soutu momentu hybnosti hmotného stfedu Ecm a
momentu hybnosti L relativniho pohybu. Dosazenim z (5.8) do vyrazu pro Ecm vidime, Ze se

tento moment také zachovava, zachovava se tedy i celkovy moment hybnosti soustavy I:m.
To bychom zjistili i pfimo, seCtenim rovnice (5.1) vektorové vynasobené r, s rovnici (5.2)
vektorové vynasobenou T, .

Pfed odvozenim zékona zachovani energie z Newtonovych rovnic si pfipomeneme, Ze

plati
ﬁf(r)zaf(r)ﬁr:af(r)i
or or r
a
df (F) dr - ..
=—-V, f
d  dt " (")

Gravitacni silu v Newtonovych rovnicich mdzeme proto psat jako zaporné vzaty gradient

gravitacni potencialni energie, takZze mame

ml_dv1 =Gmm,V, — L (5.13)
dt H|E -
a
m da'v, _Gmm, v, (5.14)
274t 1 Vi |F2—I‘1| . :
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SeCtenim rovnice (5.13) skalarné vynasobené Vv, s rovnici (5.14) skalarné vynasobenou Vv,
dostavame zdkon zachovani celkové energie

dEtOt — 0 , E
dt

Mo, Mmoo, Gmm,
tot 2 1 2 2 | _I—,:.L|

(5.15)

N

Podobné jako u momentu hybnosti nahradime vektory 1;,v, a T,,V, ve vyrazu (5.15) vektory

F.V aR,V ,takZe dostavame

M

_E_+E , E -My2 | p_#p CmM
o ’ 2 ’ 2

r

E (5.16)

tot cm

Protoze se E,, a E_, zachovavaji, zachovava se i energie relativniho pohybu E, coz bychom

tot
primo zjistili skalarnim vyndsobenim rovnice (5.6) vektorem v .

5.2 Relativni pohyb (pohyb v tézistové soustave)
V dalSim se soustfedime pouze na popis relativniho pohybu. Z pohybové rovnice

d’r r
yﬁz—G mlsz (517)

jsme odvodili, Ze se zachovava energie
sz_Gmlm2 dE_0

== , —— = 5.18
2 r dt (5.18)
a vektor momentu hybnosti

L=Fxuv |, QE=0. (5.19)

Uvidime v dalSim, Ze se tyto veli€iny zachovavaji pfi pohybu popsaném libovolnym sféricky
symetrickym potencialem. Zakon zachovani vektoru momentu hybnosti fika, Ze pohyb se déje
vrovingé. Pro Keplerovu Ulohu je typick& existence dalSiho zachovavajiciho se vektoru,

definovaného obvykle vztahem
A:y@NE—GWUQLj, A o | (5.20)
r

Vektoru A se obvykle Fikd LRL (Laplaceliv — Rungeho — Lenzdv) vektor. Zachovéani LRL
vektoru ovéfime primo derivovanim, pfitom kromé dosazeni z pohybove rovnice (5.17) a uZiti

zakona zachovani (5.19) pouZijeme pfi Upravach rovnost

(. dr) _(_dr) dr,. .. . dr dr ,
Fx| Fx— |=F| F-— | ——(F-F)=Fr———r
dt dt dt dt dt

Jiné normovani ma tzv. vektor excentricity €
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et R G- T (5.21)
Gumm, Gmm, r
pomoci jehoZ projekce dostaneme rovnici trajektorie. Mame
= 2
§Fo— F-(VxL)-F-—= L C(rxi)r=e " ¢
Gmm, rémm, Gumm,
takZe s oznaCenim €-r=ercose je rovnici trajektorie rovnice kuzeloseCky
1 Gumm
Fz#(n ecosyp) . (5.22)
Ctverec velikosti &€ spotteme upravou (5.21)
(VXE)Z Z(VXE)'F V2 L2 2L2
€-€= > = +1= > = +1 ,
(Gmm,)” Gmm,r (Gmm,)” Gumm,r
takze s dosazenim za energii z (5.18) mizeme psat
2
1= 2LE_ (5.23)
(G m mz) H

Ze vztahu (5.23) vidime, Ze pro z&porné hodnoty energie je trajektorii elipsa. VSimnéme si
také invariance vici Skalovani — leva strana je Cisté geometricky vyraz. Pfi transformaci
t—> A%t , T > A7 se transformuje kineticka energie jako T Ny Rl potencialni
energie jako U —> 177 a velikost momentu hybnosti jako L — A%”"“ . Musi byt tedy
E->AZE a P’E—>L’E , coz vede na vztah (napfiklad projeveny ve tietim Keplerové
zéakonu) 34=2a .
5.3 Keplerovy zakony
Dnesni formulace Keplerovych zékonl se v nepodstatnych detailech mirné odlisuji.
MZzeme zvolit napfiklad tu z ceského prekladu Feynmanovych prednasek:
(1) Kazda planeta se pohybuje kolem Slunce po elipse, pficemz Slunce je v jednom
z ohnisek.
(2) Priivodi¢ spojujici Slunce s planetou opisuje stejné plochy za stejné Casové
intervaly.
(3) Druhé mocniny period libovolnych dvou planet jsou Umérné tfetim mocninam
velkych poloos jejich drah: T ~ a*? .
Jak uvidime v historické poznamce, Kepler nikdy Zadné ,,zakony“ neformuloval a v jeho
rozsahlém dile Ize obsah ,Keplerovych zakon(“ jen obtizné nalézat. Také v ndmi prejaté
formulaci je nékolik mist, zasluhujicich si dalSiho komentére. V dalSim vykladu bude postup
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stru¢nou kopii vykladu v Sommerfeldové Mechanice. Nékteré postupy budou jen opakovanim
jiz uvedenych. Na Sommerfeldové vykladu je poucné, Ze se Keplerovy zakony objevuji v tom
poradi, jak jejich obsah Kepler postupné nalézal.

PovaZzujeme Slunce za nehybné (i hmotnost Jupitera je pFiblizné tisicinou hmotnosti
Slunce), pocatek soufadné soustavy poloZzime do jeho stfedu. Podle Newtonova gravitacniho
zékona plsobi na planetu sila (G je Newtonova gravitacni konstanta, M je hmotnost Slunce, m
hmotnost planety a ¥ prlivodic, tj. polohovy vektor planety)

mM r

— (5.24)
r r

F-—G

Plati tedy FxF=0. Z druhého Newtonova zakona pak Fxp=0 a druhy Keplerilv zakon
mame zatim vyjadfen jako zédkon zachovani momentu hybnosti
QE=0 , L=Fxmv . (5.25)
dt
Ve valcovych soufadnicich (p,@,z) mame F=p&, a V=p& +p@pE, a L=mp’pE, .

Muizeme tedy (5.25) zapsat jako (dA je element plochy)

de dA 1,
mop>—+=2m—=konst. , dA==p’dep . 5.26
P g it Y4 (5.26)

Volime konst.=2mC, C je pak konstantni plosna rychlost, obvykle je volena orientace os
vroving x — y tak, ze ¢=0 je vapheliu, tj. ¢ je pravd anomalie. Pro ¢asovou zménu
anomalie mame

_2¢

p=— . (5.27)
Y2

Zavedeme ted plochu opsanou prdvodic¢em za Gasovy interval At jako

t+At/2
A
A@%:Jhg—m (5.28)
dt
t—-At/2
a konecné dostavame matematicky zapis standardniho tvaru druhého Keplerova zakona

Alt) _
—-=C . (5.29)

Pro odvozeni prvniho Keplerova zakona zapiSeme pohybovou rovnici ve sloZzkach

dx GM dy GM
—=-——-C0Sp , —>=——
dt yo, dt Yo,

sing . (5.30)

Prejdeme k nové parametrizaci pomoci anomalie a s vyuZitim (5.27) dostaneme
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d—xz—ﬂcow , d—y:—ﬂsin(p . (5.31)
de 2C de 2C
Integrace je snadna
GM . GM
X=———Sinp+A , y=——cosp+B . 5.32
o e y=—g 005 (5.32)

VsSimnéme si, Ze hodografem planetarniho pohybu je kruznice

2
GM
x—A) +(y-B) =| — 5.33
(=) +(y-2)' = S | 539
Rovnice (5.32) prepiSeme zcela v polarnich souradnicich
. - GM .
pwm¢—p¢ﬂn¢:—364m¢+A :
(5.34)

s . GM
;ﬁm¢+p¢am¢=36m%¢+8

Vynasobime druhou rovnici v (5.34) cos¢ a odeCteme od ni prvni rovnici vyndsobenou

sin ¢, dostavame tak

p¢=ﬂ—Asin¢+ Bcosg (5.35)
2C
a po dosazeni z (5.27)
1.6 M2 —Asin¢+£003¢ . (5.36)
p (2Cc) 2C 2C

To je rovnice elipsy s pocatkem v jednom z ohnisek. UZ z rovnic (5.32) mlzeme vidét, Ze
pokud mé byt ¢ pravou anomalii, musime zvolit A=0 . Dostdvame tak (a je hlavni poloosa a
e excentricita elipsy) v periheliu (¢=7) a apheliu (¢=0)

1 GM B 1 GM

B
a(l-e) (2cy C ' a(1+e)_(zc)2+6

Odtud vypocCteme

oM __1 s_._& (5.37)

(2C)2_a(1—e2) L 2C  a(1-¢%)

PFipomeneme-Ili jeSté vyraz pro parametr elipsy
b? )
=—=a(l-e") ,
p=—=a(1-¢’)

mizeme rovnici planetarni trajektorie (5.36) zapsat jako
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S (5.38)
1-ecosg

To je matematicky zapis prvniho Keplerova zakona.

Odvozeni tretiho zékona je uz jednoduché. Z druhého zékona (5.29) vzatého pro
At=T (t]. pro celou periodu) mame

S 12
C== , S=rzab=rza?(1-¢e? . 5.39
T T T ( ) (5.39)

Vezmeme &tverec C? a dosadime za néj z prvniho vztahu v (5.37). Dostavame tak

2
matematické vyjadreni tfetiho Keplerova zakona.
5.4 Lagrangeovy rovnice
Lagrangeova funkce je
L=Tupz Mogo, g M (5.41)
2 2 r, -1

Prejdeme k nové soustavé, kdy zavedeme proménnou r=r,—T, a poCatek soufadné soustavy

umistime do stfedu hmotnosti, tj. bude v ni platit m, ; +m, r,=0. Potom

F=-—% f , p=—m (5.42)
m, +m, m, +m,
a Lagrangeova funkce je
L=Dpr gMM o MM, (5.43)
2 r m,+m,
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V tuto chvili je dobré si uvédomit, Ze trajektorie bude rovinna — sila je radialni, zachovava se
moment hybnosti, ktery je kolmy k priivodi¢i. Budeme proto mit v polarnich soufadnicich

Vv roviné trajektorie

L=D(p+ pt )+ S (5.44)
Lagrangeovy rovnice jsou
d, . . Gmm, d ) .
—(mp)—-m +—L12=0 , —(m =0 . 5.45
gtMA) T medt = (Mo’ 0) (5.45)

Souradnice ¢ je cyklicka, zachovava se proto s ni sdruzena zobecnéna hybnost p,=m oo
Tato zobecnéna hybnost je z — tovou (a pFi naSi volbé roviny trajektorie z=0také jedinou)
slozkou L, =L =konst. zachovavajiciho se momentu hybnosti, mame tedy
m p* ¢ = L = konst. (5.46)
Obecny vyraz pro moment hybnosti ve valcovych soufadnicich je
L=-mzp@p€, +m(zp-p2)E, +mp’ @§,
Vhodna volba souradné soustavy je velice dllezitd. Rozepsanim derivace a dosazenim

z Lagrangeovych rovnic (5.45) se presvédcime, Ze se energie zachovava (to samoziejmé

plyne z uz toho, Ze Lagrangeova funkce explicitné nezavisi na ¢ase)
Gmm, m., L* Gmm,

dE m, ., 2 .2
—=0 , E=— + - =—p + . 5.47
o 2(p P o) = T, (5.47)

Z rovnice (5.47) dostavame

2 Y2
dp_J2(g Gmm,) L (5.48)
dt m Yo, m? p°

a po integraci implicitni zavislost p=p(t)

77+ konst. (5.49)

Zmeénime-li parametrizaci podle
L
m p°

do = dt

dostavame rovnici trajektorie, tj. vztah mezi souradnicemi p a ¢
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L dp

2 , Y2
p {Zm(HGmlmzj_L

¢:

Yo
Je vidét, Ze pro charakter FeSeni ma velky vyznam tzv. efektivni potencialni energie

Gmm L2
_ 172

Ueff =

p 2mp’
Jeji pribéh vystihuje nasledujici tabulka:
p—0 Uy o
L2 m(Gmm,)’
sz (Ueﬁ)min - ( 12 2)
mm, m, 2L
P —>© Uy > -0

(5.50)

(5.51)

Z tabulky i obrazku je jasné vidét zasadni rozdil pro kladné a zaporné hodnoty celkové

energie (nulova hladina je dana volbou nulove hodnoty potenciélni energie v nekonecnu): pro

E >0 je pohyb prostorové nekonecny, pro E <0 se pohyb odehrava v omezené oblasti.

U, eff

P
Integral v (5.50) miZeme analyticky vyjadFit, takze mame
L Gmmm,
@ = arccos L L 7t konst.
ame . (Smmm: )
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Pokud bychom chtéli zachovat ¢ jako pravou anomalii, zvolili bychom konstantu rovnu = .

Ve vétsiné fyzikalnich textu je ale konstanta pokladana rovna nule, ¢ehoz se v této chvili

pridrzime i my. Zavedeme-li znaceni

2 2 y2
pz; , e= 1+2E—L2 , (5.53)
Gmmm, m(Gm,m,)
je rovnici trajektorie rovnice kuZelosecky s ohniskem v pocatku soufadnic
P_qy ecosg (5.54)
Y2

s parametrem p a excentricitou e. Z (5.53) vidime, Ze pro E<0 je e<1 , jedna se tedy o

elipsu.
Y
A
p
2b 1 T
=1
y 7
B 2a

PFi nejmensi moZné energii, kterd je rovna minimalni efektivni potenciélni energii je e=0 a
elipsa prechazi na kruznici. Ze znamych vztahl pro elipsu mame

p Gm m, P L
1-¢* 2[E] (1—e2)]/2 (2m|E|)J/2 (5:59)

K minimalni a maximalni hodnoté p dospéjeme bud uvaZenim vlastnosti elipsy, nebo
feSenim rovnice (body, kde vyraz pod odmocninou v integrélu (5.50) nabyva nulovych

hodnot) U, (p)=E:

p p
=—" _—a(1- , =—=a(l . 5.56
Prin Tio a( e) Prax 1-o a( +e) ( )

PrepiSeme-li si (5.46) na 2mdA=Ldt (dA je ploSny element) a integrujeme pres celou
periodu T, dostdvame 2m A=LT aprotoze A=rab , dostavame teti Kepler(v zakon

2
Teoaz M g 27 g1 (5.57)
Gm,m, G(m,+m,)

Pfi E>0 je e>1 atrajektorii je vétev hyperboly.
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0 T

/%o;(e —1)

Kone¢né pro E=0 je e=1 a trajektorii je parabola. Odpovida to zvlaStnimu pFipadu, kdy

v nekonecnu je rychlost nulova (je-li v nekonecnu celkova i potencialni energie rovna nule,

musi byt nulova i kineticka energie).

6. Pohyb v centralnim poli — rozptyl dvou ¢astic
6.1 Rozptyl na sféricky symetrickém potenciélu

Hned od zacatku budeme predpokladat, Ze pocitame v téZiStové soustavé a reSime tedy
ekvivalentni Glohu — odchyleni jedné Castice s hmotnosti m=m, m, /(m,+m,)v poli U (p)
nepohybujiciho se stfedu silového plsobeni (umisténého ve stfedu hmotnosti). U potenciélu
pfedpokladame dostatecné rychly (co je dostatecné ukéaze az konkrétni vypocet) pokles k nule

v nekone¢nu. Také hned od pocatku pocitdme s pohybem vrovingé x — y, osu z valcové

soustavy soufadnic volime tedy ve sméru zachovavajiciho se momentu hybnosti. Geometrie

Glohy je znazornéna na obrazku, b je srazkovy parametr, y=|z—2¢,| je Ghel rozptylu. Jak

38



uvidime, trajektorie je vzdy symetricka kolem pFimky spojujici pocatek O a bod A, kde se

Castice prestane pfibliZzovat a zaCne vzdalovat od poCatku. Proto se Castice nerozptyluje ( =0
) pfi @, =7/2 a obraci smér pohybu ( y =) pfi €elni sraZce pro odpudivou silu (¢,=0) nebo
pri tésném obéhu pro pfitazlivou silu (@, =7).

Lagrangeova funkce ve valcovych soufadnicich je

L=%([)2+p2¢2)—U(p) . (6.1)
Zachovava se energie
E=g(p2+p2¢2)+U(p) (6.2)
a moment hybnosti
L=mp’p8, . (6.3)

Konstanty ur€ime z pocatecnich hodnot pfi t ——oo, kdy predpokladame

tlirp X=00 , tlirp y=b tlirp X=-v_, , tlirp y=0
Méame tak
Mmoo MV . e
E_—tllrﬂo(x +y°)= > L=m lim (xy-%y)=mbv, . (6.4)
Z vyraz( pro energii a velikost momentu hybnosti mame
do__L 6.5)
dt mp
a
12
dp 2 L’
——=5<—(E-U -—— , 6.6
i +{m( () mzpz} (6.6)

horni znamenko plati pro prvni Cast trajektorie (priblizovani «— p, .. ), spodni znaménko pro
druhou Cast trajektorie (vzdalovani p,,, —®), kde p,. je kofenem rovnice

B2 6.7)

Pl mv;

Hodnotu ¢, ziskame ze vztah( (6.4) — (6.6) jako

[e]

@, =b dp , 6.8)

2 2
P {1—b— 2V (p)}
Pnmin
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Zakladni charakteristiku rozptylu — diferencialni G¢inny prifez — ziskame nasledujici
Uvahou. V experimentu zjiStujeme zavislost poctu rozptylenych €astic na Ghlu rozptylu.
Predpokladame tedy rozptyl na po¢atku homogenniho svazku €astic, n bude pocet Castic ve

svazku prochazejicich jednotkovou ploskou za jednotku Casu, a zjiStujeme pocet Castic dN
rozptylenych za jednotku ¢asu do dhlového intervalu (y,y+dy). Diferencidlni Gginny

prifez (méa skutecné rozmér plochy) je definovan jako podil

_dn
n

do (6.9)

Rozptyleny uhel zavisi (pfi pevné energii) na hodnoté srdZkového parametru. Je tedy poCet
Castic rozptylenych do daného U(hlového intervalu dan pocétem castic se srazkovym

parametrem Vv intervalu (b(,g),b(,g)+db(,g)), tj. poltem Castic, které za jednotku cGasu
mezikruZim omezenym timto intervalem

dN=n2zbdb = do=2rbdb
Prejdeme ted k vyjadfeni do pomoci Ghlu rozptylu suvazenim vyrazu pro element

prostorového Ghlu. Mame

db
dbz‘ﬂdz , 2zsinydy=dQ (6.10)

dy

takze dostavame vyraz pro diferencialni G¢inny prirez v zavislosti na Ghlu rozptylu

b(x)(db(x)

do=—22|—4)

=— dQ . (6.11)
siny| dy

Absolutni hodnota je ve vyjadfeni proto, Ze (a byva to obvyklé) funkce b( ,1/) je klesajici.

Také mlzZe nastat situace, Ze do jednoho intervalu Ghld rozptylu prispiva vice intervall

srazkového parametru — potom je potfeba seCist odpovidajici vyrazy.
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Skutecnost, Ze ,ucinny prirez*“ dobfe vystihuje charakter pocitané veliiny je
ilustrovana na jednoduchém prikladu z obrazku. Castice se odraZi na absolutné tuhé kouli

poloméru R (tj. potencial ma tvar U (r<R)=c0 a U (r>R)=0). Z geometrie Glohy mame

b =Rsing, = RsinZ—4 = RcosZ
2 2
Dosazeni do (6.11) dava

X
Rcos 2
do=— 2 —EsinlszR—dQ
siny | 2 2 4

Integraci pres cely prostorovy uhel ( j dQ=4r) dostavame celkovy uginny prifez
o= j do=7R* — tedy skute¢né prdfez neprostupné koule, ktery ,vidi“ dopadajici svazek
castic.

6.2 Rutherforddv Gcinny priivez

Popisujeme rozptyl dvou nabitych Castic, které na sebe plsobi silou danou

Coulombovym potencidlem

U(r)=23% (6.12)

Arre,r
kde Q a Q, jsou elektrické naboje Castic. Z pfedchozich ¢asti mlzeme vyuZit vétSinu

vysledk(, protoZe pohyb (v roviné z=0) je popsan Lagrangeovou funkci

m, . ) QQ
L= p2 4 p22)— a2 6.13
> (7 P o) tre s (6.13)

Pro strucnost budeme znadit «=Q,Q,/(47¢,), konstanta & ma rozmér energie krat délka.

Dosazenim Coulombova potencialu do (6.8) dostavame

a
bmv2

Integrél je elementarni
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@, = arccos

a po substituci g, =(7—y)/2

2
bzz( azj cotg?4 . (6.14)
mv? 2
Derivujeme (6.14) vzhledem k »
X
RTINS E
2 2
2 2
a po dosazeni do (6.11) dostavame Rutherfordlv vztah pro diferencialni G¢inny prirez
2
do=| % | 92 (6.15)
2mv; sin* %
2

6.3 Popis v laboratorni soustavé a soustavé stfredu hmotnosti

Vypocty provadéne v soustavé stfedu hmotnosti (zkracené cms) jsou vétSinou podstatné
jednodussi. Potfebujeme-li v3ak srovnani s experimentem, je tfeba prevést ziskané vysledky
do soustavy laboratorni. Tento prevod neni trividlni zaleZitosti. Mame-li v laboratorni

soustavé pocatecni rychlosti (,,v nekoneCnech®) Castic v, a V,, jsou jejich rychlosti v cms
(oznaCme V=V, -V,)

TA——
i0) =
m, +m,

\7 1 \72(0) == ml \7 1
m, +m,

takze P, o + By =M Yy +M, V, = 0. Po rozptylu se velikosti vyslednych rychlosti (opét
»hekone¢né vzdalenych €astic*) v cms co do velikosti nezméni, jenom zamifi jinymi — stale
vSak opanymi — sméry

_ m . _ m .
V/ 2 / — 1
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ﬁ(o) je jednotkovy vektor ve sméru rychlosti prvni ¢astice. Rychlosti v laboratorni soustavé

ziskame prictenim rychlosti stfedu hmotnosti (m,V,+m,V,)/(m, +m,). Zobrazeni hybnosti

po rozptylu v laboratorni soustavé je na obrdzku, kde jednotlivé zadavané vektory jsou

—C.: m, ﬁl_ L ﬁzzmv )
m1+m2 m1+m2

o ~— m

AO = 1 D,+D , B= 2 D, +p
m1+m2(p1 p,) m1+m2(p1 p,)

Prakticky dllezity je pfipad, kdy jedna Castice je (napriklad m,) je v laboratorni soustavé
v klidu. Potom uhly rozptylu jednotlivych ¢astic souvisi s ihlem rozptylu v cms pomeérné
jednoduchym vztahem. Tento vztah dostaneme z prekresleného obecného obrazku na pFipad

s jednou Castici v klidu. Levy obrazek odpovida m, <m,, pravy obrazek opacnému pfipadu.

Z geometrie trojuhelnik( dostaneme

_MsSiny g X (6.16)

tgb, = '
9 m, +m, oS y 22
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Druhy vztah plyne okamzité z AOBC, prvni vztah je dan tangentovou vétou (obrazek), kdyz

uvazime AO/OC=m,/m, .

Z prvni rovnice v (6.16) dostaneme
2 y2
m . m | .
Cos y = ——Lsin’ @, + cosé, {1(—0 smzel} ,

mZ mZ
pfitom pro m <m, je vztah y <> 6 jednoznany (odpovidajici znaménko je plus) — pfimka
vedena pod Uhlem & z bodu A protina kruznici v jediném bodé C, pro m, >m, jsou mozné
dva prise¢iky C a C'. Derivovanim ziskame

2
mlj cos(24,)

l+[
m
2™ cosg, + 2 7
m 2
2 m s
{1[0 sin (91}
mZ

V pfipadé, Ze jedné hodnoté &, odpovidaji dvé hodnoty uhlu y, je tfeba klesajici vétev

sinydy= sing, dég,

odecitat od rostouci. Konecné se tedy dostavame k vysledku

2
1{:‘1} cos(24,)
2%cos€1+ 2 - 7 dQ, m<m, 0<g<z
2 {1[“} sinzel}
dQ, = zmz . (6.17)
1{:‘1} cos(26,)
2 2 dQ m>m, 0<6 <6,

” 7z =%
{1(”‘0 sinzel}
mZ
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kde &

m

 =arcsin(m,/m,). Jak jsme jiz uvedli, pfevod vysledki do laboratorni soustavy je

nutny pro pripadné porovnani s experimenty. Tento jednoduchy pfiklad ukazuje, jak vyhodné

je pocitani v soustavé stfedu hmotnosti.

7. Pohyb v centralnim poli — harmonicky oscilator
Potencial mé tvar U (r)=(k/2)r?. Jak jiz vime, je vyhodné zvolit osu z kartézskych

nebo valcovych soufadnic ve sméru zachovavajiciho se wvektoru momentu hybnosti.

Lagrangeova funkce je pak

L=%(x2+y2)—m"’ (¢ +y?) (7.1)
nebo
2
L=2(0+ 0 97) -0 (72

Zvolili jsme standardni oznaceni w=(k/ m)]/2 . Lagrangeovy rovnice jsou

dfoL _8_L:0 = mX+mao’x=0 |,
dtl 0x ) o0Ox
(7.3)
ia_l‘ kg o my+mae’y=0
dtl oy ) oy
nebo
ia_l- _ﬁzo = mp-mpp*+ma’p=0 ,
dtlép) 0Jp
(7.4)

d(oL oL
= |-===0 = mp*p+2mpep=0
dt(a(pj » P P+2mpg

Rovnice (7.3) dokazeme snadno integrovat (homogenni linearni diferenciélni rovnice druhého
fadu s konstantnimi koeficienty)
x(t)=Asin(ot+a) , y(t)=Bsin(ot+p) . (7.5)
Trochu prekvapivé je integrace rovnic v polarnich soufadnicich, které odrazeji symetrii
problému obtiZznéjsi. Rovnici pro dhel jsme nemuseli rozepisovat, i tak je vidét, ze prvni
integral je m p® =L =konst. Dosazeni do rovnice pro radialni soufadnici dava
L2

prao’p-——=0 . (7.6)
m* p
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NeZ budeme hledat feSeni této rovnice, vSimnéme si, Ze velikost momentu hybnosti pro feSeni
(7.5) je L=mw ABsin(a—/). Pro a=/ se oscilator pohybuje po pfimce, L=0 a rovnice
pro radialni soufadnici prejde pochopitelné na rovnici linedrniho oscilatoru. Energie pro

fedeni (7.5) je E=(m/2) &’ (A2 + Bz). Rozdil E*—a” * je pro tato feSeni vzdy nezaporny
m2 0)4 2 2\2 2 p2 2
E2 _ o2 |_2=T[(A -B ) +4 A° B cos (a—ﬂ)} :

Nulové hodnoty nabyva pfi pohybu po kruznici (B=A, f=a—x/2).
Jednou z moZnosti FeSeni rovnice (7.6) je vynasobit rovnici 2, vyslednou rovnici

pak mizeme zapsat jako

2
i['2+a)2,02+ i_zj 0
dt m<° p

Je to rovnice zachovani energie, kterou jsme jiz studovali, takze mame

t= dp . (7.7)

2 TH2
o= EZ 1+|:1—(L—ij:l cos(2mt) . (7.8)

Pro L=L__ =E/w dostavame pohyb po kruZnici poloméru p:(E/ma)z)M. Integral pro

hlovou soufadnici dostaneme dosazenim (7.8) do m p* ¢=L, takze

Integral spoCteme a dostavame

2 V2
@ = warctg Li{l—(l'—é)j:l tg(wt); . (7.9)
w

Samozrejmé pro L=L,, =E/w dostavame ¢p=wt
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8. Pohyb v neinercialni souradné soustavé
8.1 Transformace z inercialni do neinercialni soustavy
Inercialni soustavu oznaCime K,. V této soustavé bude Lagrangeova funkce jedné

Castice ve vnéjSim poli

L=—V:-U . (8.1)

Soustava K’ se bude pohybovat vii¢i K, rychlosti \7(t) a soustava K bude kolem pocatku
soufadnic soustavy K' rotovat s Ghlovou rychlosti Q(t) . Oznaime-li privodi¢ spole¢ného

pocétku soustav K’ a K jako ﬁ(t) a soufadnice bodu v soustavé K jako x* (t) mame
i (t)=R(t)+x“(t)€, (1) , (8.2)

kde {€, (t)} je rotujici baze soustavy K . Je tedy

(24

Vy=—L+ X8 +Xx76 =V +V+QxF . (8.3)
0 dt a a

Znaceni je zfejmé z definice neinercialni soustavy

V=R , §=Q0x8 , F=x"6, , V=X"€, , X“8 =Qxr

Dosazenim z (8.3) do (8.1) dostavame

~m_, = oy M= 2 - dr m, .
L_EV +mv-(er)+E(er) +mV-E+EV -u(r) . (8.4)
Oznacili jsme
LISV
dt

Odectenim totalni derivace libovolné funkce F soufadnic a ¢asu od lagrangianu dostavame

ekvivalentni lagrangian, ktery dava stejné Lagrangeovy rovnice. Zvolime
t
_ m 72 7 =
F _EIV (t)dt+mV -F

a vysledna Lagrangeova funkce bude

m
4+ —

Z(er)z—mA-F—U(F) . (8.5)

L =%\72 +my-(Qxr)

Oznatili jsme zrychleni K’ vigi K, jako Azd\7/dt. Parcialni derivace potfebné pro
Lagrangeovy rovnice ziskame nejlépe z diferencialu Lagrangeovy funkce

dL:mv-dV+m(§zxr)-d\7+ mv-(fzxdr)+ m(fzxr)-(fzxdr)—mA-dr—ﬁu dF
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a po Upravach? a soustfedéni vyrazdi u dva dr tak mame

a—l::mVer(fsz) :
ov
(8.6)
Z—Ir_zm(foZ)Jrm[(ﬁxf)xﬁ}—mﬂ—ﬁU
Lagrangeova rovnice je tedy
m%:—ﬁu—mA+m[sz—?jJer(wﬁ)Jrm[(()xr)xgﬂ . (8.7)

Predposledni ¢len na praveé strané je Coriolisova sila, posledni Clen sila odstfediva. Odstfediva

sila leZ{ v roving natazené na Q a F, pritom je kolméa na Q a mifi smérem od osy rotace.
8.2 Rovnomérné rotujici souradna soustava

V tomto pripadé bude Lagrangeova funkce
m_, o a o My 2 .
L_EV +mv-(er)+E(er) -u(r) , (8.8)
Coz povede k Lagrangeove rovnici
dv - o= =
ma_—VU +2m(v><Q)+m[(Q><r)><Q} . (8.9)
Zobecnéna hybnost je
ﬁ:mV+m(§z><r) (8.10)
a energie (pocitana jako Hamiltonova funkce, ale vyjadfena pomoci souradnic a rychlosti)
E:p.\?—L:—\?Z—%(QxF)ZJrU . (8.12)
Rychlosti v inercialni soustavé a v rovnomérné rotujici soustavé jsou spojeny vztahem (8.3) s
V =0, je tedy moZno psat (8.10) jako p=mv,=p,. Jsou tedy hybnosti vsoustaveé Ki K,

stejné. Plati to i pro moment hybnosti

M =fxﬁ=mfx[\7+(ﬁxfﬂszx\70=I’><r)0=M0

Pro porovnani energii dosadim za v do (8.11) a mame
_m ., = — 2 my/ = — 2 _m_.g N g . =q —
E_E(vo—er) _E(er) +U = 2v0 +U —my, (er)

Zaménou poradi vektor(l ve smiseném soucinu dostaneme kone¢né




E=E,-M,-Q . (8.12)
Tento nendpadny vztah je zakladem pro zobrazovani pomoci jaderné magnetické resonance.
8.3 Pohyby v gravitacnim poli Zemé ovlivnéné jeji rotaci
Odchylka od vertikdly pfi volném pédu. V prvnim pfiblizeni je moZno uvaZovat jen

Potencialni energie je U=—m{-F. Reeni budeme hledat poruchovou metodou. Abychom

vyznagili opravy rizného fadu malosti, nahradime nejprve v Lagrangeové rovnici Q—>A1Q ,

takZze mame

%=g+u(wﬁ)+f(ﬁxr)xﬁ . (8.13)

Regeni budeme hledat ve tvaru F=F @ +A1tY +227@ . a v=v2+4v¥ + 12?9 +.... Po

dosazeni a porovnani ¢lenll u stejnych mocnin A dostavame soustavu rovnic

i(0) (D) _
dv _q dv _ 2794 O ’
dt dt
. (8.14)
dv =2\7(n71)xﬁ+(ﬁxl7(”72))xﬁ , n=2,3,...
dt
Nenf obtizné spogitat prvni ¢leny, takze pro ¥ = 7' + F* dostavame
PR 40+ 2 Gt + 2 gxOt + 7, x Ot 8.15
= ) Eg +§ X +V, x , (8.15)

pocateéni poloha a rychlost jsou h a V,. Zvolime-li smér osy z po kolmici k zemskemu
povrchu vzhiru, smér osy x (na severni polokouli) po poledniku k rovniku a smér osy y po

rovnobézce na vychod, mame G=-g&,, Q=—Qcosi1& +Qsin1E, (A je zemépisna itka).

Dostavame tak vtomto pfiblizeni pro nulovou pocétecni rychlost odchylku od vertikdly

vychodnim smérem
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3 3/2
x=0 , vy i%chos/l :%(@j gQcosi . (8.16)
g

Foucaultovo kyvadlo. Usporadani je na obrazku. Zvolime sférickou soufadnou soustavu
s poCatkem v bodé zavésu O. Oproti standardni volbé je azimutélni Ghel odpocitavan od
zaporného sméru osy z a polarni thel od osy y k ose x. Soustava s jednotkovymi vektory

{€.6,,6,} tak zlistava pravotoCiva. Podstatné vektory pro popis jsou

r=1g , T=-T¢

r 1

g=-0g€, =gCosdE —gsindg, (8.17)

Q=0Q[-cosAE, +sinig,]= ©.18)
—Q[(cos/isin¢9sin(p+cos&sin/i)ér +(cosAcosdsing—singdsini)g, —COS¢COS/1§¢} '

Pro uplnost uvadime pfevodni vztah od standardni kartézské soustavy k nasi sférické

€ = singdsing€ + sindcosp€, — COSHE,
€,= COosOsinp€ + CcosfcospE + sinde, (8.19)
€,=  COSpE, - singeg,

a vyrazy pro ¢asovou derivaci vektor( sférické baze

dé, =08, + ¢singe, ,%:—éér + ¢ COSYE, ddir = —sin@€ — pcosde, . (8.20)

Rychlost a zrychleni jsou pak

F=1[ 08, + psinge, |
. (8.21)
r

I [—(92 +¢ sin’ 0)€, +(0— ¢ sindcost e, + (20 pcosd + sing) é«)]
Pohyboveé rovnice jsou
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0+ %sin& =singcosd ¢’ — 2Qgsind(cosAsindsinp+cosgsind)
. (8.22)
6cosd(p — QsinA) = Qsingsingcosi o —Esine(p

Predpokladame, 7e <1 a @< (tedy jedna se o kmity s malou amplitudou a perioda
staceni roviny kmitd je velkd ve srovnani s periodou kyvadla). Potom se rovnice (8.22)
v prvnim pfibliZzeni zjednodusi na

é+%e=o . 9=Qsind . (8.23)

Na rovniku ke stageni roviny kmitl nedochazi, na pélu je periodou jeden den.

9. Hamiltonova formulace mechaniky

9.1 Hamiltonovy rovnice
Uplny diferencial Lagrangeovy funkce (tedy funkce soufadnic a rychlosti) je
oL oL oL oL

dg® + —dt=p dqg* + p_dqg® + —dt 9.1
aq o0 q o p, dq p,dq ot 9.1)

dL

kde jsme dosadili p, z definice zobecnéné hybnosti a p, z Lagrangeovych rovnic. Dale
napiseme

p, dg* =d(p, d“)-q“dp,
a po dosazeni do (9.1) a vhodném usporadani dostavame

a oL
d(p, ¢“-L)=-p,dg* +q“dp, —a—dt . (9.2)

Vyraz v zavorce na levé strané je Hamiltonova funkce (podle diferencial(l na pravé strané

chapéna jako funkce soufadnic a hybnosti)

H(a,p,t)=p,4" - L(q,q.t) . (9.3)
Diferencial této je
dH __OH oH oH 9.4)
- ag” op, ot

Porovnanim (9.2) a (9.4) dostavame jednak

oH

oH oL
ot
a.p

ot

(9.5)

a.q

a predevsim Hamiltonovy rovnice
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dg® oH dpa__aH
dt op, = dt oq”

(9.6)

Pokud Lagrangeova funkce zavisi na néjakém parametru A, ktery napfiklad charakterizuje
vneéjsi pole, pfiddme na pravé strané prislusny diferencial. Obdobné jako v pFipadé Casu v
(9.5) je potom

oH
o4

oL
o2
a.q

(9.7)

q,p
Lagrangeovy a Hamiltonovy funkce Castice v potencidlovém poli maji ve tfech nejcastéji

uzivanych soufadnych soustavach tvar
my. . . 1
LZE(XZ-H’Z-I-ZZ)—U (x,y,2) H :ﬁ(pf+p§+pf)+u (x,y,2)

2
LZEO¥+ﬁ¢“Jﬁ—UQLQﬂ H= ﬁ+£§+ﬁ_HMpwl)

2 2m

L R N R BN I 1 2 p; p2
L_E(r +r2 6> +r%sin*0¢ )—U(r,9,¢) H_ﬁ[pr -|——2-l—

+U(r9¢ﬁ

r n2e

9.2 Poissonovy zavorky

Pogitejme Gplnou €asovou derivaci néjaké funkce f (t,q, p)

df of of ., Of
— =" -

= 9.8
dt ot 8q“q 8pap“ (9:8)

Dosadime-li do (9.8) z Hamiltonovych rovnic (9.6), dostavame

df _of o9f OH of oH

=4 — 9.9
dt ot o0q“9p, aJp,o0q” 3:9)

Jako Poissonovu zavorku dvou funkci f a g definujeme vyraz

of ag  of ag

— 9.10
ttal dp, 99 0q“ ap, (.10

MiZzeme tedy (9.9) pomoci Poissonovy zévorky zapsat jako

daf _

e at +{H T} . (9.12)

Snadno ovéfime platnost Fady vztahi (c je konstanta)

0 of a9
fgl=—{gfl , {fc}=0 , ={fgl={"— f2=2
(ra}=—a1} . {1e}=0 . 2{ra}={90a|+|r %]
{f1+fzg}:{flg}+{fzg} ) {(flfz)g}:fl{fzg}+f2{flg}

(9.12)
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a_ ot __of
{fq }_8p . {fp,} , (9.13)

zejména
{a“a’}=0 . {p,p,}=0 . {p,d’}=0 . (9.14)
Relace (9.14) velmi pripominaji kvantové mechanické vztahy pro komutatory operatord

soufadnic a hybnosti, neni to ndhodna shoda. Relativné nejpracnéjsi na pocitani je ovéreni
Jacobiho identity

{t{gh}}+{a{hf}}+{n{fa}}=0 . (9.15)
Této velmi ddlezité vlastnosti Poissonovych zavorek vyuzijeme pfi dikazu nasledujiciho
tvrzeni: Jsou-li f a g integraly pohybu, je integralem pohybu i jejich Poissonova zavorka

{f g} . PoCitejme

%{f g}=§{f g} +{H{f 9}}={%—Ig}+{fa@—?}—{f{9 Hij-{g{H f}}=

(Getrnfo o (Rema |-} 2}

a skutecCné tedy

df dg d
& 0 = ity (9.16)

9.3 Hamiltonova — Jacobiho rovnice
Lagrangeovy rovnice jsme odvozovali tak, ze jsme hledali trajektorii mezi dvéma

pevnymi body, pro kterou nabyva Gc¢inek

t
S= j Ldt (9.17)
fo
minimalni hodnoty. Variace ucinku je
t
t
oS = aF‘ oq°| + oL —ia_l' oqrdt . (9.18)
oq” .\ 0q* dtog”

fo
Podivejme se ted na vztah (9.18) jinak. Pfedpokladejme, Ze vychazime z pevného bodu (tj.
59” (t,)=0 a Ze se pohyb déje po skutecné trajektorii (tj. jsou spInény Lagrangeovy rovnice),
pritom kongi v rliznych bodech q“. U€inek se pro koncové body lisici se o 5q“ (t) bude lisit

o hodnotu
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0S=—>0q"=p,oq* . (9.19)
aq
Proto tedy, chapeme-li Gc¢inek jako funkci souradnic koncového bodu, miizeme psat
6Sa =p, . (9.20)
a9
Z definice Gc€inku (9.17) mame pfimo
ds
—=L . 9.21
m (9.21)

Uplnou ¢asovou derivaci mdzeme v3ak také zapsat jako

dS oS oS 0S
gt ot agr o Ped (9:22)

Porovnanim (9.21) a (9.22) dostavame

0S
——=p, 4" -L 9.23
o Ped (9.23)
nebo se zavedenim Hamiltonovy funkce
oS a
-5 H(t.q".p,) - (9.24)

Do tohoto vztahu mlzeme dosadit za p, ze (9.20) a dostdvame tak nelinearni parcialni

diferencialni rovnici — (Hamiltonovu — Jacobiho)

0S 0S
—4+H|t,q%, =0 . 9.25
s [q aqaj (9.25)

Elementarnim prikladem je rovnice pro volnou Castici zapsana v kartézskych souradnicich

s 1 |(asY (esY (asY
—+—| = +|=—| +|—| |=0 ,
ot 2m|{ ox oy 0z

jejimz  feSenim je napfiklad S=p,x+p, y+p, z—( Py + P, + pf)t/(z m)  nebo

S=pyx’+y’+22 - p’t/(2m).

9.4  Maupertuistv princip

NapiSeme diferencial funkce S=S(q,t) a dosadime z (9.20) a (9.24), takze

_05 dg” +§dt =p,dq* - Hdt (9.26)

ds =
0q” ot

a po integraci
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S=j(mdq“—HdQ . (9.27)

V pfipadé, Ze se energie zachovava (H =E =konst.)
S=S,(a)-Et , S,(q)=]p,dq" . (9.28)
Uvazujme Lagrangeovu funkci
1 o
- :Eaaﬂ(q)q 0’ -U(a) . a,,=a,

potom budou hybnosti

a zachovavajici se energie

1 dq” dg”
E== -
2 0 (9) dt dt (a)
Odsud
dg dg’ 1"
dt = 2,99 997 (9.29)
2(E-U)
Dale

dg” dgq” dg”
“_g 1 dg%*=a — dt=2(E-U)dt . 9.30
aff dt q o f dt dt ( ) ( )

p, dq

Nakonec tedy dosazenim (9.30) a (9.29) do vyrazu pro So(q) dostavame vyjadreni

»zkraceneho* (mysleno odectenim Clenu Et) Gcinku

s,=[[2(E-V)a,,dq"dg’]" . (9.31)

2
rom(d
2\ dt

kde dl je element délky trajektorie. Obecny vyraz (9.31) se zjednodusi na

Pro jednu Castici je Kineticka energie

So=[[2m(E-U)T"dl . (9.32)
Kdybychom chtéli podobnost s Fermatovym principem zesilit, podélime obé strany
konstantnim ¢lenem /2mE a mlZeme psat

50 =5[ndi=0 | (9.33)

J2mE
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kde ,,index lomu* je definovan jako
1/2
U
n=1-— . 9.34
-3 (0.34)

V optice nabitych Castic ma tento vyraz (alespon pro elektrostatickd pole) presné vyznam
indexu lomu prostfedi. Z Maupertuisova variacniho principu (9.33) dostaneme rovnici

trajektorie. Pri variaci

oU 1 dr
S[JE-Udl=|{-—=.6F———+.[E-U —-doF } =
J J{ r o 2JE-U dl }
dr oU 1 d dr
JE-U —.6F|- [{ = 6F——+— JE-U — .67} =0
dl ‘ Har 2\ /E-U dl( dlj }
jsme pouzili uzite€ného obratu
dI> =dr-df = dlgdl=dr-odr

Rovnice trajektorie tedy je

d dr)_ au
2JE—Lra{JE—UEﬁJ_—5F

Ozna¢ime silu F=—-8U /oF a jednotkovy tecny vektor ke trajektorii 7=dr/dl . Provedeme
naznacenou derivaci a dostavame

@or F-(F-7)7
di>  2(E-U)

(9.35)

Vyraz v Citateli na pravé strané rovnice (9.35) je normélové slozka sily Ifnzlf—(lf-f)f .

Musi tedy i vektor na levé strané mit tuto orientaci. Skutecné také

d’r d7 n

fr.xz_n 9.36
di> dl R (9:36)

kde R je polomér kfivosti trajektorie a i je jednotkovy vektor hlavni normaly. ZapiSeme-li
jesté dvojnasobek kinetické energie jako T=2(E-U)=mv?, dostdvdme znamy vztah

Newtonovy mechaniky

_mv?
fi

=F . 9.37
A : (9.37)

OznaCme podle obrazku o; | rovinu uréenou koncovym bodem B(t)polohového

t,t+At

vektoru F(t) a jednotkovymi vektory 7 (t)a 7(t+At). Tato rovina se pfimyka ke kfivce C v

okoli bodu B(t)tl'm Iépe, Cim je At mensi. Limitnim pFipadem rovin o; ]proAt—>0je tzv.

tt+At
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oskulagni rovina o (t). Vzhledem k tomu, Ze pfi At—0vektory 7(t)a 7 (t+At)splynou, je
tfeba najit jiny vhodny vektor, ktery spolu s bodem B(t)a vektorem 7 (t) urCuje rovinu o (t).
Tuto vlastnost ma vektor 7 (t). Jednotkovy vektor je pak ﬁ:?/ ‘f‘ Zopakujme jesté vztahy
pro jednotkové vektory — te€ny, norméaly a binormaly

dz _dzdl _v

=Vv7 |, —i

dt  dldt R

ar _drdl
dt  dl dt

(9.38)

I
|
X
i

o :
[tt+Af]

10.Pohyb tuhého télesa

10.1 Tuhé téleso
Tuhé téleso definujeme jako soustavu hmotnych €astic, jejichz vzdalenosti se neméni.
Vztahy budeme pocitat pro diskrétni soustavy, ale prechod ke spojitému rozloZeni je snadny

za:ma{...} > [p{.jav . (10.1)

VétSinou mlzeme uvaZovat o soustavé sloZené z identickych ¢&astic, potom v sumaci
nepiSeme index Céstice. Zakladni popis se déje v kartézské inercialni (laboratorni) souradné

soustavé XYZ pomoci kartézské soufadné soustavy X, X, X, pevné spojené s télesem — jeji

pocatek O umistime do hmotného stfedu télesa.® Soufadnice bodu O jsou v inercialni

¥ Z praktického hlediska budeme v této kapitole uzivat znateni X=X, y=X,,Z=X, a pozménime
sCitaci pravidlo — se€ita se vzdy, kdyzZ Clen obsahuje veliCiny se stejnymi indexy (nemusi byt tedy jeden ,,nahore*
a druhy ,dole“. Mame tak pro skalarni soucin vektor( é-Bzai b. a pro slozky vektorového soucinu

(éx 5) =&, &, b, . Také se se&it4, je-li veli¢ina ve druhé mocning, protoze X =X, X; .
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soustavé zadany priivodicem R, orientace soustavy x, X, X, VGG inercidlni soustavé pomoci

tfi 0hld. Predstavuje tedy tuhé téleso mechanickou soustavu se Sesti stupni volnosti.

Souradnice obecného bodu télesa P v inercialni soustavé jsou zadany priivodicem ¥,

v soustavé spojené stélesem prdvodiem . Malé posunuti bodu P o dY je slozeno
z posunuti celého t&lesa spole€né s pocatkem O, tj. dR a rotace télesa kolem pocatku o maly

thel 59, tj. SpxF

dt =dR + SoxF
\Z
T3
T2
T
0]
1Y
R
T1
0 Y
X
Zavedenim prislusnych rychlosti
e _; dR_;  d9_g4 (10.2)
dt t t
dostavame z pfedchoziho vztahu
V=V +Qxr . (10.3)

Vektor V' udava rychlost translaéniho pohybu télesa jako celku, Q je thlova rychlost rotace

tuhého télesa. Pokud umistime poCatek soufadné soustavy spojené stélesem misto do

hmotného stfedu do jiného bodu O’ (OQ’=a), zlstane pochopitelné © stejné a bude

R'=R+4d a r'=r—a. Dosazeni do (10.3) dava V=V +Qxa+Qxr’, coz ale mame zapsat
v nové soustavé také jako sloZeni translatniho a rotatniho pohybu, tedy V=V’ +Q'xr’.
Porovnanim obou vyrazd dostaneme transformacni vztah

rr=r-a , V' =V+Qxa , Q'=Q . (10.4)
Tento vztah popisuje dvé dilleZité skute€nosti: Predevsim Q je stejné pro viechny soustavy

s rovnobéznymi souradnymi osami, mzeme proto dobie mluvit o Ghlové rychlosti télesa jako
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takové. Dale je vidét, Ze pokud v nékterém okamziku V-Q=0, plati to i pro libovoln&

zvoleny bod O’ .*
10.2 Tensor setrvacnosti

Dosadime-li ve vyrazu pro kinetickou energii (V je rychlost v inercialni soustave)

mv?
T=) >

ze vztahu (10.3), dostavame
=2 (V+@xr) =X 2V FmV - (Gxr) + 3 7 xr)

V prvnim Clenu je V pro vSechny Castice stejné, takZe soznaCenim celkové hmotnosti

pomoci M bude tento ¢len

m,._ MV?
Z2\/ 2

Upravou druhého &lenu dostavame
Y mV(QxF)=Y> mr(VxQ)=(VxQ)R, , R,=y.mf
Umistime-li poCatek soufadné soustavy do stfedu hmotnosti, je vySe uvedeny ¢len nulovy. Ve

tfetim Clenu rozepiSeme druhou mocninu
(Qxr)-(€2xr) = r-[(ﬁxr)xﬁ] _ r-[m? —Q(F-Q)] —Q*r? —(()-r)2

Kineticka energie tuhého télesa bude tedy

2

PFi zapisu v kartézskych sloZzkach dostaneme pro rotacni ¢ast energie postupné

%Zm[ﬂz 2 —(Q-F)z}:%Zm[Qi QX - xQ % |=

%zm[gi Qk §ik Xl2 _Qi Qk X Xk]:%Qi Qk zm[xlzé}k —X Xk]

T:'\"V2+%zm[gzr2_(@.r)z] . (10.5)

Definujeme tensor momentd setrvacnosti (kratce tensor setrvacnosti)
Iik:zm(xlzé}k_xi Xk) : (10.6)

Tensor setrvacnosti je z definice symetricky tensor druhého fadu

4/ piipadg, ze V - Q=0 , miizeme Fesenim rovnice f)x(\7 +Qx é) =0 (nezndamou je vektor &) najit

takové polohy bodu O’ ze v/ ||f2 , 1j. translacni pohyb se déje podél osy otacent.
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=1, (10.7)

Iik

a jako takovy mize byt vhodnou volbou orientace soufadnych os priveden k diagonalnimu

tvaru
I, 0 0)(Q
L Q. =(Q Q )0 1, 0(Q, =, +1,02+1,Q7 .  (108)
0 0 ILjlo,

Hlavni momenty setrvaCnosti maji tu vlastnost, Ze soucet libovolnych dvou z nich je vétsi
nebo nejméné roven zbyvajicimu — napfiklad

L+l =Y m(y +22+2°+x°) 2y m(x*+y*) =1,
Pokud pocCatek soufadné soustavy spojené stélesem nelezi ve hmotném stfedu, je tensor

setrvacnosti po dosazeni 7’

Ii/k :Zm(x{zé‘ik _Xi/ Xli)zzm(xlzé}k —X Xk)+zm(alz§ik - & ak)_
25,8, ). MX +a Yy mx +a, »y mx

=r-a

aprotoze » mr=0, dostavame
o=l +y.m(a’ s, -aa) . (10.9)
PFi 1,=1, =1, mluvime o symetrickém setrvacniku, jsou-li si vSechny hlavni momenty rovny,

jde o sféricky setrvacnik.
Zé&vérem napiSeme Lagrangeovu funkci tuhého télesa jako

2
:M: +%hﬁ}Qk—U . (10.10)

L

Potencialni energie je funkci t¥i sloZek vektoru R a tfi Ghl{, které charakterizuji orientaci

soustavy x, X, X, VUCi soustavé XYZ.

10.3 Moment hybnosti tuhého télesa
Moment hybnosti pocitdme v soustavé, kde pocatek je spojen s hmotnym stfedem

tuhého télesa. Je tedy
M = mrx(Gxr)=>"m[r’Q—(r-Q)r|
nebo ve slozkach
== mX 0 —x%0Q, xi]:Zm[xf 5, Q — % Q xi]:Qk Zm[xfa‘ik —X xk]
Srovnanim posledniho vyrazu s definici tensoru setrvacnosti (10.6) vidime, Ze
M =1,0Q . (10.11)
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Pokud budou osy X, x, x, orientovany podél hlavnich os setrvanosti télesa, je pak

M,) (I, 0 0)(
M,|=[0 1, 0]Q,| . (10.12)
M, (0 0 1],

Pokud na tuhé téleso neplsobi vnéjsi sily, moment setrvacnosti se zachovava. VSimnéme si

pripadu symetrického setrvacniku z obrazku. Osax, je osou symetrie. Osu X, zvolime tak, Ze

je kolmé k roving vytvorené vektorem M a okamZitou polohou osy X, . Potomje M,=0 a
podle (10.12) musi byt Q,=0. To oviem znamena, Ze vektory M, Q a & leZi v jedné
roving, takZe rychlosti bodd na ose x, V~Qx&, jsou kolmé k této roving. Osa symetrického

setrvaéniku rotuje kolem sméru M po plasti kuZelu (regularni precese), zaroven setrvacnik
rotuje kolem osy symetrie. Uhlova rychlost této rotace je jednoduse
M, M
Q,=—2=—cosf . (10.13)
|3 |3
Uhlovou rychlost precese ziskdme rozkladem Q do smérd € a M . Prvni projekce nevede
k zadnemu posunu osy X, , takZe rychlost precese je urena druhou projekci. Z obrazku

sinHZ&: M, :MSInH
Qp Ilgp Ilgp

’

odkud

0 =— . (10.14)
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10.4 Pohybové rovnice tuhého télesa

Jiz jsme zminovali, Ze tuhé téleso ma Sest stupiill volnosti. Obecny popis musi tedy byt
vyjadfen pomoci Sesti nezavislych rovnic. Budou to rovnice urcujici ¢asovou derivaci dvou
vektor(l — hybnosti a momentu hybnosti (v Geské literatufe Casto nazyvané prvni a druha

impulzova véta). Prvni rovnici dostaneme snadno se€tenim pohybovych rovnic jednotlivych

astic p=Tf , kde P je hybnost astice a f na ni plisobici sila. Zavedenim celkové hybnosti
P=>"p=> mi=MV acelkovésily F=>"f miizeme psat

P e (10.15)

dt
Ve vyrazu pro silu mizZzeme secitat pouze vnéjsi sily, vzajemné silové plisobeni ¢astic télesa se
vyrusi. Je-li U potencialni energie télesa ve vnéjSim poli, mizeme silu ziskat derivovanim
potencialni energie podle soufadnic hmotného stfedu. Pfi translatnim pohybu se méni

priivodice ¥ vsech &astic o stejnou hodnotu SR, takZe

sU = Z— &_(Zaatij =—(Xf)-oR=-F-sR

Kinetickou energii translacniho pohybu mlzeme pséat obvyklym zplsobem jako T =M V2/2,
takze rovnice (10.15) jsou Lagrangeovy rovnice pro Lagrangeovu funkci souradnic a rychlosti
hmotného stfedu tuhého télesa

dot ok 4 (10.16)

dtov  6R

PFi odvozeni vyrazu pro Casovou derivaci momentu hybnosti budeme predpokladat, ze
soustavu XYZ jsme zvolili tak (vzhledem ke Galileiho principu relativity to neomezi obecnou
platnost vysledku), aby v ni byl v daném okamZiku hmotny stfed tuhého télesa v klidu, tj. aby

V =0 atedy V=t =F . Mame pak
dM -
e dt xP=YTxp+Y Fxp= va><v+2r f

S oznaCenim momentu sil (opét staCi uvazovat vnéjsi sily)
K=>"Fxf (10.17)
dostavame rovnice

dM

— K . 10.18
m ( )
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Oba momenty zavisi na volbé pocatku soufadnic, vici kterému jsou pocitany. Ve vztazich
(10.17) a (10.18) je timto pocatkem hmotny stied télesa. Také rovnice (10.18) mlizeme chapat

jako Lagrangeovy rovnice

= _Y=_0 . (10.19)

Kinetickou energii jsme jiz pomoci Ghlove rychlosti vyjadFili. Pro zménu potencialni energie

pri otoéent télesa o hel S mame

SU ==Y T.6i=-) f(5px)=6p-Y FxT=-K-5p |

takze skuteCné

g _oL
op 09
PFi posunuti pocatku soufadné soustavy o vektor & budeme mit po dosazeni F=r'+ad do
(10.17)

K=YTrxf=Yrxf+Yaxf ,

takze

K=K’ +axF . (10.20)
Ze vztahu (10.20) vyplyva napiiklad, Ze pokud je F=0 (,.dvojice sil“), nezavisi moment sily

na vztazném bodé. Déle je z tohoto vztahu vidét, Zze pokud jsou vektory K a F navzajem

kolmé, je mozné vzdy najit takovy vektor a, Ze bude K'nulovym vektorem a K=axF .
Plsobeni vsech sil je tedy moZno nahradit plsobenim jediné sily. Najdeme-li néjaky urcity

vektor &, pak prirozené mlzeme plsobisté posouvat podél pfimky dané smérem sily (

(é+a F )x F =axF . Typickym prikladem je tuhé t&leso v homogennim poli.
10.5 Eulerovy uhly a Eulerovy rovnice

PFi konkrétnim vypocCtu predstavuje problém to, Ze mame rotacni Cast kinetickeé energie
vyjadrfenu pomoci thlovych rychlosti rotace kolem soufadnych os soustavy spojené s tuhym

télesem (x; X,X;), zatimco pohybové rovnice (10.19) jsou zapsany v pevné soustavé XYZ a
také potencialni energie bude spiSe vyjadfovana v této pevné soustavé. Jednou z moznosti je

vyjadfit ahlové rychlosti Q pomoci €asovych derivaci ahlél, charakterizujicich nato&enf

X, X, X, VOCi XYZ, tj. zavedeni Eulerovych Ghld. Druhou moznosti je pak zapsat pohybové

rovnice v rotujici soufadné soustavé — Eulerovy rovnice.
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Nejprve zavedeme Eulerovy uhly. Podle obrazku ztotoznime pocCatky obou soufadnych
soustav. Rovina X, X, protina rovinu XY v pfimce ON, kterou budeme nazyvat uzlovou
primkou. Tato primka je zfejmé kolma jak k ose Z , tak k ose x,. Kladnou orientaci zvolime
ve sméru vektorového soucinu €&, x&,. Pro popis natoceni x X,x, VO¢i XYZ zvolime tfi Ghly:
uhel ¢ od Z k X,, Uhel @ mezi X a Nauhel ¥ mezi Na x;, pfitom kladna orientace ¢ a
w je dana pravotogivosti rotace kole Z a x,. Uhel & se méni od nuly do m, zbyvajici dva
dhly od nuly do 2m. Je zajimavé povSimnout si, Ze & a ¢—/2 predstavuji polarni a
azimutélni Ghel x, vsoustavé XYZ, zatimco & a z/2—y predstavuji polarni a azimutalni

uhel Z v soustavé x, x,X,.

Nyni je mozné vyjadrit priméty uhlovych rychlosti @, ¢,y do 0s soustavy X, X, X, .

\ 7
(b o

Uhlova rychlost & mifi podél uzlové piimky a jeji slozky jsou tedy
6, =0cosy , 6,=—6siny , 6,=0
Uhlova rychlost ¢ mifi podél osy Z a ma slozky
@ =@singsingy |, @, =@sindcosy , @, =@pCcosd
Kone¢né y mifi podél osy x,, takZze y, =y, =0, v, =y . MUZeme tak zapsat vysledné vyrazy
pro slozky vektoru Q
Q, = ¢sindsiny + Hcosy

Q, = gsindcosy — Gsiny (10.21)
Q, =¢pcosd +y

Dosadime-li do vyrazu pro rotaéni ¢ast kineticke energie symetrického setrvaéniku
| |
T, =51(Qf +Q3) +§Q§ ,

dostavame
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T, =|—21((p2 sin29+92)+|§(¢cos€+y))2 . (10.22)

Znamou ulohou je rotacni pohyb v homogennim gravitanim poli symetrického setrvacniku
s pevnym spodnim bodem (,,vicek*), ktery u€inime spole€nym pocatkem obou soufadnych
soustav. Stfed hmotnosti leZzi na ose setrvacniku ve vzdalenosti | od pocatku, jak je

zndzornéno na obrazku. Lagrangeova funkce je

LM I?
2

L (¢2 sin?@ + 92) +|—23(¢cos€+ ) ~Mglcosd . (10.23)

Souradnice i a ¢ jsou cyklické, mame tak hned dvé zachovavajici se veliCiny

VA
x3
Z2
L0
0)
/ Y
Hg "
U 71
N
p, :%: I;( +¢cos@)=konst.=M,
alf (10.24)
D, :a_¢:(|1’sin29+|3cosz¢9)(p+ I, 17 cosd = konst.= M,

Oznaili jsme 1/=1,+M I>. PonévadZz Lagrangeova funkce nezavisi explicitné na Case,

zachovava se také energie

/
E =|?1(¢2 sin*@ + 92) +|—23(¢cos€+ w)" + M glcosd = konst. . (10.25)
Z rovnic (10.24) vypoCteme yr a ¢
o M, 7M32C059 o =%_C059—MZ 7M32C059 (10.26)
I, sin“@ I, I, sin“@

Tyto hodnoty pak dosadime do (10.25). Dostavame tak obycejnou diferencialni rovnici
prvniho Fadu pro uhel @

/
Il

E.q =?9'2 +Uy (6) (10.27)
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kde

M? (M, -M cos&)2
E,=E-—2-Mgl , U, (0)=—"2—-
o 21, :  (9) 21/sin?@

-Mgl(1-cosf) . (10.28)

MozZné jsou takové hodnoty Ghlu &, kdy E. >U (&). ProtoZe vSak (s vyjimkou zvlastniho
pfipadu M, =M, funkce U (@) jde do nekonetna jak pfi 6—0, tak pfi 60— za nékde
vintervalu [0,7]nabyvad minima, bude se pohyb odehrdvat v omezeném intervalu Ghld
6,<0<40,. Charakter trajektorie jeSté zavisi na tom, zda ¢ méni znaménko, coz je podle
(10.26) dano vyrazem M, —M,cos@. Je-li tento vyraz kladny v celém dovoleném intervalu

ahli @, vypada trajektorie podobné obrazku a). Méni-li znaménko pro néjaké & z dovoleného
intervalu, ma trajektorie podobu obrazku b). Nabyva-li vyraz nulové hodnoty v krajnim bodé

intervalu, napf. 6,, vypada trajektorie jako na obrazku c).

92 92 92
91 e1 91

a b €

Nyni prejdeme k drunému zplsobu popisu — k Eulerovym rovnicim. Oznacime
gasovou zménu vektoru S vzhledem k pevné soustavé XYZ jako dS/dt. Pokud se vektor
v rotujici souradné soustavé x, x,X, nemeéni, je celd zména v soustavé XYZ zplsobena pouze
rotaci, tj.

95 5.5
dt

Obecné musime pfidat na pravou stranu moznou zménu vektoru S vzhledem k rotujici

soustave
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95 _95 5.5 (10.29)
dt dt

Pohybove rovnice (10.15) a (10.18) prepiSeme takto na

d'P d’'M

~—— +QxP=F , +OxM =K . (10.30)
dt dt

NapiSeme-li rovnice ve slozkach — primétech do os soustavy x, X, X, , je pro derivace vzhledem

k této soustavé samoziejmé

a podobné pro dalsi dvé slozky. Mame tak z (10.30) dvé soustavy rovnic (piseme P=M V)

M %+QZV3_QSVZJZF1 1
dt
av,
M| E+ Q- Vs |=F, (10.31)
M %+le2—92vlj=|:3
dt
a
|1ﬁ+(|3—|2)9293=|<1 ,
Q
|2OI t2+(|1—|3)9391=|<2 , (10.32)
dQ,

|3

t +(|2 _|1)ngz =K,

Jako priklad uvazme volny pohyb (K =0) symetrického (1,=1,) setrvagniku. Ze tFeti rovnice

(10.32) mame Q,=konst. Prvni dvé rovnice davaji

. . l,—1
Q=-0Q, , Q=00 , a)=%93:konst.

1

Tuto soustavu snadno vyreSime

Q, =Acos(wt+a) , Q,=Asin(owt+a)
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11.Mechanika pruznych téles

11.1 Tensor deformace

PFi definici tuhého télesa se predpokladalo, Ze vzdalenosti mezi Casticemi tvoficimi
téleso se neméni. PFipustime ted malé zmény téchto vzdalenosti zplisobené vnéjSimi silami
(deformace télesa). Uvazujme dvé Castice télesa v blizkych polohach A a B, tj. vzdalené o

AF,=F, —T,. Po deformaci zaujmou &astice dvé nové, ale stale blizké polohy A’ a B/, tj.
AF=F, +U, —(F,+U,)=AF +Al. Posunuti jednotlivych bodl mize byt kone¢né, ale
vzdalenosti jednotlivych bodu se méni jen malo, miZzeme tedy v rozvoji Al ponechat jen

prvni ¢len

ou.
AX, = AX, +—LA
i 0i (9X XOk

k

Pro kvadrat délkového elementu pak mame
AI? = Ax AX, = Ay AX,, + zaaiAxOi Axg, + 20 Ay Ax
Xk k |
Tento vyraz mizZeme zapsat jako
AP = AlZ +2u, AXy AXy, (11.1)

kde u,, =u,; je symetricky tensor druhého fadu — tensor deformace

uik:1 %4_%4_%% . (112)
2\ 0%, 0% 0% OX,

Jako u kazdého symetrického tensoru mlzeme zvolit takovou soufadnou soustavu, Ze je

tensor diagonalni

u 0 0
u,=| 0 u? o0
o o u®



V takové soustavé pak
AX. + AXS + AXS :(1+2u(1))Ax§1 +(1+2u(2))Ax§2 +(1+2u(3))Ax§3

Relativni prodlouzeni (zkréceni) v jednotlivych hlavnich smérech je
AX; — AX;

12 :
=(1—2u('>) PTIU (11.3)
AXOi

Priblizny vztah plati tehdy, jsou-li deformace malé — to znamend prakticky ve viech
pfipadech. (Vidime také, pro¢ ve vyrazech (11.1) a (11.2) vystupuje dvojka.) Pro malé
deformace je mozné zanedbat kvadraticky ¢len v (11.2), takZe tensor malé deformace je

uik:1 %4_% . (114)
2\ 0%, OX

Pro zménu objemu pfi deformaci mame
V = AX AX, AX, = (1+ 2u® )M (1+2u(2) )M (1+2u(3) )M AXgy AXgy AXys =
(1+u(1) +u®? +u(3))v0
Stopa (soucet diagonalnich element() je ale invariantem, takze plati
u +u® U =y Uy, +ug =Tr(uy, )
Méame tedy (v libovolné soustavé) vyjadienu relativni zménu objemu pruzného télesa jako
V-V AV

v V—0=Tr(uik) . (11.5)

11.2 Tensor napéti

PFi deformacich se objevuji sily, které plsobi proti deformaci — snazi se vrétit téleso do
plvodniho stavu. Témto silam Fikdme vnitfni napéti. Jsou to molekularni sily, které plsobi jen
v bezprostfednim okoli. Z hlediska makroskopické teorie mizeme uvazovat jen o plsobeni
sousednich ¢astic — na vybrany objemovy element pruzného télesa plsobi okolni Casti télesa

pouze povrchem vybrané ¢asti. Sila plsobici na objem je souctem sil plisobicich na elementy
daného objemu jlfdv . Sily vzajemného plsobeni jednotlivych elementl uvnitf zvoleného
objemu se diky zakonu akce a reakce rusi, vysledné sila je tedy dana jen pdsobeni okoli
objemu. ProtoZe vSak toto plsobeni se déje jen styénym povrchem, musime byt schopni
pfevést uvedeny objemovy integral na ploSny. Bude to zobecnéni zndmé Gaussovy véty, kdy

objemovy integral skaldru, vyjadfeného jako divergence néjakého vektoru F=0do;/dx,
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pfevedeme na plosny integrdl | FdV=| 0o, /ox.dV = o, n dS, kde n je jednotkovy
Vv Vi 1 1 S 1 1

vektor vnéjsi normaly. Budeme tedy predpokladat

d 0y
F = (11.6)
0%,
a je pak
90y
[ fiav = av =4 o, n.ds . (11.7)
v v 0%, s

Ze vztahu (11.7) vidime, Ze o;, n dS je i — ta slozka sily, plsobici na plo3ny element AdS .
Napriklad na jednotkovou plosku kolmou k ose x pdsobi k ni kolma (ve sméru osy x) sila o,
a tecné (ve sméru osy y resp. z) sily o, resp. o,, . Pokud jde o znaménko o;, n, dS, je to
sila, kterou plsobi okoli na uvaZzovany objem (i kdyZ je fi vnéjsi normala). TakZe sila, kterou
pdsobi vnitini napéti na povrch celého pruzného télesa je
—(j)aik n, dsS

Tensor o;, se nazyva tensor napéti. Je stejné jako tensor deformace symetricky, ale to je tfeba
jesté dokazat (u tensoru deformace plynula symetrie pfimo z definice). Dlkaz vychazi

z pozadavku, aby také moment hybnosti sil plisobicich na vybrany objem byl vyjadren jako

integrél po povrchu. Mame

doy doy _

Mik_fv(l:i Xk_Fk Xi)dV_JV 3_X| kK (9X, i]dv—
0 OX 0%

fva_xl(o_il Xy — Oy Xi)dv _JV Oi 3XT — Oy a_XIJdV =

ggs (03 X — 0 % )y dS —fv(o'ik —o, )V

Pouzili jsme jednak zobecnénou Gaussovu Vétu vprvnim clenu a pak dosazeni
X%, /0% =6, a 0% /0% =4, ve druhém €Elenu. Vynulovani pfispévku objemového integralu
vyZzaduje symetrii tensoru napéti

Oix = Oki - (11.8)

Symetrii tensoru napéti mizeme ukazat ndzorné na prikladu krychli¢ky hrany a. Podivame-li

se na ni vroviné x, x,, vidime dvojice sil, které by mohly krychli roztacet: na pravé sténé
(prvni index je slozka sily, druhy slozka normaly) je sila o, a*, na horni sténé o,,a’. Pro

kompensaci musi byt o,, =0, .
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Tensor napéti ma velmi jednoduchy tvar v pfipadé, kdyzZ je téleso ze vSech stran rovnomeérné
stlatovano (hydrostaticka komprese). Na plosny element pdsobi sila (tlak mifi ve sméru

vnitini normaly) — pn, dS. Tuto silu viak mame pomoci tensoru napéti vyjadienu jako
o, N, dS . ZapiSeme tedy uméle n, =g, n, a porovnanim dostaneme
c,=—Ppd, . (11.9)
PFi rovnovaze musi byt soucet sily vnitfnich napéti (11.6) a hustoty vngjSich
objemovych sil roven nule f.

0o,

OX,

+f=0 . (11.10)

V homogennim gravitacnim poli je f,=pg;, kde hustota p je zadana funkce, zanedbavaji se
tedy jeji zmény zplisobené vnitfnimi napétimi. VVnéjsi sily plisobici na element povrchu télesa
P dS musi byt vykompensovany silou vnitfnich napéti, kterymi pdisobi element povrchu télesa
na okoli. Plati tak na povrchu télesa P, dS—o;, n,dS=0. MuiZeme tedy tuto rovnost
povazovat za okrajovou podminku pro rovnice rovnovahy

ol =R . (11.11)

Pomoci vnéjsich povrchovych sil mdZeme spocitat stfedni hodnotu tensoru napéti, aniz

musime feSit rovnice rovnovahy. Mame

doy, doy f 0 X OX:
— |V = —(o, X X, )dV — | — |V =
J\/ ox, X+ ox, X.J L 0% (O_n k0 |) , Oii o +0oy ax,

96‘5(0“ %, —ay, Ny X, )dS —fv(aik +0y)aV :98‘5(3 X, + P, % )dS —2fv o, v

Pro stfedni hodnotu tensoru napéti pak
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__f o, d ?5 (P +PR x)dS . (11.12)

11.3 Hookdyv zakon
Pro odvozeni zobecnéné formy Hookova zékona bude vhodné vyjit

z termodynamického popisu pruzného télesa. Druha véta termodynamicka Fika, Ze zména
vnitfni energie télesa je rovna télesem prijatému teplu zmenSenému o télesem vykonanou
praci

dU =TdS —dR
Vztahujeme-li veliiny dU , dS a dR na jednotkovy objem, budeme pséat

dU=Td&—-dR . (11.13)
UvaZzujme préci, kterou vykonaji vnitfni napéti, zméni-li se vektor posunuti uvnitf télesa o

malou hodnotu u; —u;+d6u; , oSul,=0. Prace konand velementu objemu dV je

oRdV =F ou, dV , celkova prace tedy bude integralem

9o, |
[ onav = T su. dv :f i(aik ou,)dv —f o, 20U gy —
v 0X, v 0%, X

\ \ k
9§ o, ou,n dS —f O'ik%dv
s v o 9%

Podle predpokladu je prvni integral po povrchu roven nule, druhy integral upravime

s vyuZzitim symetrie tensoru deformace

fv&)ﬁ{dv:_f o, %d\,:_ij Uik[a§u‘+a§udevz
\

v o, 2 %, O
_%J . & g)‘:k 38“? e
Dostali jsme tak
OR=—0,0U, . (11.14)
Dosazenim (11.14) do (11.13) dostavame
dd=TdS + g, du,, . (11.15)

PFi hydrostatickém stlaceni je dostavame po dosazeni ze vztahu (11.9) do (11.15) vyraz
dU=Td& — pdu,

Po vynasobeni objemem V, a dosazenim za du,; z (11.5) dostane predesly tvar znamou tvar

dU =TdS - pdv . (11.16)
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PokraCujeme vSak sveliCinami vztazenymi na jednotkovy objem. Volnd energie je
F=U-TG, takze

_98
aT

03

dg§ =—-6dT + o, du, , 6= Oy = ou

(11.17)

Uik T

Volna energie (pfi konstantni teploté) nedeformovaného télesa nemlize mit ¢leny, které by

vedly k pfitomnosti vnitfnich napéti, musi byt tedy az druhého fadu v u., . Tvar kvadratického

Clenu je velmi zavisly na symetrii télesa. Obecny tvar (provedeme pfifazeni ik < «, tj.
11-1,22+-2,33+-3,23-—4,31-5,12-6)

1

1
Eciklmuikulmzzi u,u A

aﬁ:ﬂ’

aff Ta T p ! La

~ v

pripousti 21 koeficientl (krystal s triklinickou mrizkou) — symetrickd matice 6x6 ma 21

nezavislych prvkd. Krystal s kubickou mrizkou je charakterizovan tfemi koeficienty

1
S - SO + _Cxxxx (ufx +u32/y +u32/y) +C

u,u. +u, u._ +u u, |+
> )

xxyy( XX Cyy XX “zz yy Y2z

2C

2 2 2
Xyxy (uxy +uxz +uyz)

Nas zajima nejvice pfFipad izotropniho pruzného télesa. Tam mame dva nezavislé koeficienty,

coZ souvisi se dvéma moznostmi, jak napsat pomoci tensoru deformace skalarni veli¢inu
, Ny , - « - Lt o 2 « - -
druhého fadu v u;, : druhd mocnina sougtu diagondlnich prvki (u, ) a soucet druhych mocnin

viech prvkd u,, u,, .°> Pro volnou energii tedy

1
§=3 +E’1u|2| + gy (11.18)

A a u jsou tzv. Laméovy koeficienty. ZapiSeme tensor deformace tak, Ze vydélime

bezestopou Cast

1 1
Ui :[uik — =0 ull]+_§ik Uy (11.19)
3 3
a vyraz pro volnou energii se zméni na
2
1 1.,
S:So +;u uik_gé}k lJ|| +EKU|| . (1120)

5 Pro matici ortogonalni transformace mémeO’ O=1 =-0] O,, =0,, 0, =J;, . Pro stopu matice
tedyui/i:OiTjuj,OIi =U;,0;;0,=u; 5, =u;; a prirozen¢ i druhd mocnina je skalar. Dale

Iy T T
uikuik:OijujIOIkO' u Onk:Ojiomiolkonkujlumn:§jmé]nujlumn:ujlujl'

m = mn
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Srovnani (11.18) a (11.20) dava K=A1+2x/3. Kvadraticka forma (11.20) musi byt kladna,

aby mél volna energie pfi nulové deformaci minimum. Je-li tedy tenzor deformace s nulovou

stopou, musi byt x>0, méa-li diagonalni tvar, musi byt K >0. Diferencial volné energie je
1 1
d@z KU" duu + 2# Uik _gé}k Uy d Ui _gé}k Uy
Uvazime, Ze

1 1
5ik [uik _gé}k uu]: Ui _gé}k 5ik U, = 0
3

a zapiSeme du, =9, du,, , tim ziskame pro diferencial vyraz v potfebnem tvaru

dg =

1
Ku;, + Zﬂ[uik _éé}k uu]

du,
ktery srovnanim s (11.17) umozni vyjadFit tensor napéti pomoci tensoru deformace
1
oy = Ky +2;u[uik_§§ik uu] : (11.21)

Spocteme-li stopy obou stran (11.21), madme o;, =3Ku, a pak jiz midZeme vyjadfit tensor
deformace pomoci tensoru napéti
1 1

1
:9_K§ik0_|| +E[O_ik _gé}ko_ll] - (11.22)

uik
Tensor deformace je pro malé deformace linearni funkci tensoru napéti — to je slovni
vyjadfeni Hookova z&kona.

Pro hydrostatické stlaceni je o, =—po, . Je tedy relativni zména objemu
u, =—p/K . Pro malé hodnoty u, a p miizeme psat

1 1AV 1w

K p V p V ap|,

Vyjadreni volné energie mizeme rychle najit nasledujici Gvahou: je to kvadraticka funkce
slozek tensoru deformace, podle Eulerovy véty o homogennich funkcich musi byt

U, 0F/0u, =2 a protoZe tensor napéti je o;, =9 /Ou;, , mame

1
5 =135 +Eo_ik Ui (11.23)

11.4 Homogenni deformace
Aproximace, kdy predpokldddme, Ze tensor napéti je konstantni v celém objemu
pruzného télesa umozni vyresit analyticky fadu i prakticky uZziteCnych Gloh. Nejcastéji
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zminovanou Ulohou je prosté natazeni (stlaceni) tyCe (orientované pro ur€itost podle osy z)

silou plsobici na obou koncich. Okrajové podminky na téchto koncich davaji o, n,=p
neboli o,,=p. ProtoZe na bocich je o, n,=0 pro i kolmé na n,, jsou vsechny ostatni

sloZky tensoru napéti nulové. Z Hookova zékona dostavame

TUPETR| NSRE T) FTR{ N SE P (11.24)
32 3K 33K  u
Objevuji se tak znamé veli¢iny — Youngtv modul E, charakterizujici relativni prodlouzeni
U,=2p , E=—RH (11.25)
E 3K+ u
a Poissonllv pomér g, udavajici pomér relativniho zizeni k relativnimu prodlouzeni tyce
Uy =U,, =—0oU,, |, o—13K=2u (11.26)
2 3K+ u
Vztahy (11.18), (11.21) a (11.22) vyjadreny pomoci novych koeficient( jsou
E 2 o 2
=%, +———| u, +———u ,
=% 2(1+0')( “ 120 "j
E o
L =——| U, +—03 U : 11.27
Oik 1+0_( ik T o5 Cik ||J ( )
1
Uiy :E[(1+0_)O_ik — 00y O_u]
11.5 Rovnice rovnovahy pro izotropni télesa
Dosadime do rovnice (11.10) z (11.27)
Eo au,,+ E auik+fi=0
(1+0)(1-20) 0%,  1+0 0%,
Pro malé deformace
1( ou, ou,
Uy =% = t— )
2\ 0%, OX
TakZe rovnice rovnovahy ziska tvar
2 2
E__Ju, Eo UL t-g (11.28)
2(1+0) ox;  2(1+0)(1-20) 0x 0x,
Ve vektorovém znaCeni bude mit rovnice tvar
- 2(1+0) -
Al + — V(V-0)=- A+o)¢ (11.29)
1-20 E
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S vyuzitim identity®
AU = ﬁ(ﬁﬁ) - ﬁx(ﬁxﬁ)
mizeme rovnici (11.29) zapsat jako

1-20 -

2(1—0‘)VX(§XU) =—(1+0_)(1_20_) f

E(1-0)

(11.30)

V(V-b)-

Predpokladejme, Ze vnéjsi objemové sily tvofeny homogennim polem nebo nejsou viibec

pFitomny. Potom aplikace operatoru divergence (skalarni vynasobeni V- zleva) na rovnici
(11.29) dava (divergence a laplacian komutuiji)

A(V-d)=0 , (11.31)

to znamend, Ze divd udavajici zménu objemu pfi deformaci je harmonickou funkci.
S vyuZitim (11.31) dava aplikace laplacianu na (11.29) (gradient a laplacidn komutuji)
AAG=0 (11.32)
to znamend, Ze vektor deformace splfiuje biharmonickou rovnici.
11.6 Tensor deformace ve sférickych soufadnicich
Ve vétsiné predchozich vztahl jsme pracovali s kartézskymi soufadnicemi. Pro Fadu
uloh je v8ak s ohledem na symetrii vhodngjsi uziti jinych souradnych soustav — vétSinou vSak
ortogonalnich. Mdzeme bud prepsat vztahy do kovariatniho tvaru, to vSak vyzaduje zavedeni
pojmd z tensorového poctu, nebo prepocitat vztahy z kartézské soustavy do konkrétni
soustavy s kfivocarymi soufadnicemi. Tento postup si ukdZzeme pro sférické souradnice, které
s kartézskymi souvisi vztahy
X=rsindcosyp , y=rsindsing , z=rcosd ,
Pfitom 0<r<oo, 0<@O<z a 0<p<2x. Napiseme diferencial prlvodice v kartézskych i
sférickych soufadnicich
dr = dxg, +dye, +dz€, = dr[sinH(COS¢§x +sin(péy)+coseéz] +
I’dH[COSH(COS¢§X +sin(p§y)—sin€éz] +rsin@d p[ —singg, +cospg, |

Ziskali jsme tak vyjadreni jednotkovych vektorli ve sférické soufadné soustavé pomoci

vektor( kartézské soustavy

¢ Vjiném znateni V-G =divd , VxG=rotd, ﬁ(?-u)zgrad divd , ﬁx(ﬁxﬁ)zrot rotl a

AG=(V-V)i .
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§ =sind(cospe, +singe, )+cosde, |

§, = C0s0(cosp8, +singe, )-singe (11.33)
€, =—SINYE, +CoSPE,

a zapis pro dr

dr =dré +rdgg, + rsindde€, . (11.34)
Snadno se presvédcime, Ze vektory {é, €, ,é{p} tvori pravotoCivou ortonormalni bazi. Vyraz
pro vzdalenost dvou infinitesimalné blizkych bodl v kartézské a sférické soustavé je
dI> =dx® +dy® +dz® , dI*=dr® +r>dé& +r’sin*0de’
Pro diferencial obecného vektoru (v naSem pfipadé posunuti) ve sférické soustavé
U=u, € +U,€, +U, €, potfebujeme znat, jak se meni vektory baze. Z (11.33) dostavame

d€, =dOg, +sinddpE, dg, =—do¢€, +cosddpE,

I ﬁ (11.35)
dg, =—sinddg€, —cosddyE,
Je tedy
dF +du = (dr+du, —sindu, dp)&, +(rdo+du,+u, dd—cosdu, dp)&, + (11.36)
(rsin@de+du, +singu, dp+cosdu,dy)E, '
Zavedeme znaceni dl, =dr , dl,=rdé, dl,=rsindde . Potom bude
(dF +da)* =dl, dI, + 2u, dl dI, (11.37)

kde u,=u,,,u,=U_,=U, =U, ... Pro vypoCet musime nejprve vyjadfit diferencialy slozek

vektoru posunuti

du, =N gr 4 Mgy MegyMrgy (10U g 1 U g,
or 06 op or r oo rsind op

a podobné pro dalsi dvé slozky. Budeme-li pak zanedbavat Cleny (dU)z, dostavame pro

slozky tensoru deformace ve sférickych souradnicich

ou
Urr :aur , ugg:l%_{_u_r , u — 1 ‘ﬂ_i_cotggu_g_i_& ’
or roe r ??rsing@ op rr
ou u
T a3 T [ e S (11.38)
2| or r r o0 o 2|rsin@ dp or r
ou u
Uy T 1 auH—cotgH—“’
7 2|r 00 rsind op r
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Jako priklad uvedme vypocet napéti v kulové skofepiné (s vnitfnim polomérem R, a vnéjsim
polomérem R,), na kterou plsobi zevnitf tlak p, a zvn&jsku tlak p,. Symetrie Glohy vede
k tomu, Ze vektor posunuti mé pouze radidlni slozku a ta zavisi jen na radialni souradnici — je

proto rotace vektoru posunuti rovna nule Vxi=0 a jak plyne z rovnice (11.30), divergence

musf byt konstantni V-t =konst. Tedy

d(r’u,
iz—( )=konst.:3a = ur:ar+£2
r dr r

Z rovnic (11.38) mame pro diagonalni (jediné nenuloveé) sloZzky tensoru deformace

b
u,=a-— , U,=U, =a+—
r

Z Hookova zakona (11.27) pak

o, = E [(l—a)u +ou,,+ou }: Ea 2Eb1
" (1+o)(1-20) oo el 120 1401

a
E Ea Eb 1
_ 1— _ £b -
Go0 (1+0')(1—20')[( 0')ugg+0'urr+0'uw] ZI.—20'+1+0'I’3
E Ea Eb 1
v e L A T e womre

Konstanty a a b spocitdme z okrajovych podminek

o ==—0P

r=R1 - pl ’ O_H‘

r=R,
takze

Ea :lef_szg 2Eb:R13R23(p1_p2)
1-20 R -R} " lto R} -R}

12.Mechanika tekutin

12.1 Rovnice kontinuity

Povazujeme kapalinu (pro struc¢nost bude mluvit o kapaling, velka vétsina vysledk( se
tykd i plynd) za spojité prostfedi. ,,Maly objemovy element“ je dostatecné velky, aby
obsahoval znacny pocet molekul — vtomto smyslu je tfeba chapat pojmy jako ,,Castice
kapaliny“. Pohyb Céstice kapaliny je pohyb malého objemového elementu, chdpany jako

pohyb bodové Castice kapaliny. Matematicky popis pohybového stavu kapaliny je dan
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funkcemi, které ur€uji rozlozeni rychlosti v=\7(x,y, z,t) kapaliny a dvé termodynamické
veli¢inu — mohou jimi byt napfiklad hustota p=p(x,y,z,t) atlak p=p(x,y,z,t). Dalsi
termodynamické veliiny lze ur€it pomoci stavové rovnice. Veli€iny V,p,p nepopisuji
pohybovy stav néjaké Castice kapaliny, ale stav kapaliny v ur¢itém bodé prostoru v urCitém

case.

Vezméme néjaky objem V, prostoru. MnozZstvi kapaliny v tomto objemu (tj. hmotnost

objemu) je IV pdV , kde p je hustota kapaliny. Objem V, je ohraniCen uzavienou plochou

(povrchem) S,. Elementem povrchu df (absolutni hodnota vektoru df je plocha elementu
povrchu a smér je tohoto vektoru je smérem vngjSi normaly), proteCe za jednotku cCasu
mnoZstvi kapaliny rovné pvdf (tedy tato veligina je kladna, kdyZ kapaliny v objemu
ubyva). Celkové mnozstvi kapaliny vytékajici za jednotku €asu z objemu V, je 955 pvdf .
Porovnani tohoto vyrazu s Gbytkem celkoveho mnoZstvi v objemu dava

—%jpdeCﬁdef . (12.1)
v, So

Povrchovy integral pfevedeme na objemovy a ¢asovou derivaci miZzeme vnést do integralu
(integracni oblast je pevné dand), musime vSak vyznaCit znaménkem parcialni derivace, Ze

ted’ derivujeme pouze podle Casu, nikoliv podle prostorovych proménnych
J(§£+deVJ¢/=0
ot
Vo
Tato rovnost musi platit pro libovolné zvoleny objem V,, musi byt roven nule integrand.

Dostavame tak rovnici kontinuity

a—p+din\7:0 : (12.2)
ot
Vektor
j=pV (12.3)
se nazyvéa vektorem hustoty toku kapaliny. Rovnici (12.2) Ize rozepsat na
Z—f+pdiV\7+\7-gradp=0 . (12.4)
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12.2 Eulerova rovnice

Na vybrany objem kapaliny pUsobi sila —<ﬁs pdf. Prejdeme k vyjadfeni této sily

pomoci objemového integralu

—95 pdfz—jgradpdv
So vy

Znamena to, Ze na kazdy objemovy element kapaliny pUlsobi okolni kapalina silou

—grad pdV , na jednotkovy objem tedy pdsobi sila —grad p. Hmotnost jednotkového objemu

je hustota, zapiseme tedy druhy Newtondv zakon pro tento jednotkovy objem jako

| =

d'v
—— =—(grad ) 12.5
P gt gradp (12.5)

Carkou u znaménka derivace zdlrazfiujeme, Ze se nejedna o asovou zménu rychlosti
v pevném bodé prostoru, ale zménu rychlosti pohybujiciho se daného jednotkového objemu
kapaliny (zde by se dalo uz uzit zkratky — pohybujici se ¢astice kapaliny). Prirdstek rychlosti
takové Castice dv se sklada ze dvou Casti: zmény rychlosti v daném bodé za ¢as dt a z rozdilu
rychlosti (v jednom a tomtéz Casovém okamziku) v sousednich bodech vzdalenych o dr.
Prvni zména je jednoduse

ov

div=—dt |,
ot
druhd pak
oV oV ov
d'V=-—dx+-—dy+-—dz=(dr -grad)v
20 ox oy Y5 (dr-grad)

Secétenim obou ¢asti
d'v =2—\;dt +(dF -grad)Vv

a dosazenim do (12.5) dostavame Eulerovu rovnici

ov 1
—+(V-grad)vV =——grad . 12.6
& (V-grad) pg p (12.6)

Nachézi-li se kapalina v poli objemovych sil, objevi se tato sila na pravé strané Newtonova
zakona a také v Eulerové rovnici. Jde-li o homogenni gravitacni pole, dostavame rozsirenim
rovnice (12.6)

ov 1
— 4+ (V-grad)V=——qgradp+gd . 12.7
& (V-grad) pg p+d (12.7)
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PFi odvozeni Eulerovy rovnice se neuvaZzuje ani o vnitfnim tfeni (viskozité), ani o tepelné
vymeéné mezi Casticemi kapaliny — pojedndvame tak zatim jen o idealni kapaling.

UvaZované proudéni bez tepelné vymény zachovava coby adiabaticky déj entropii
pohybujiciho se elementu (s je entropie vztaZzena k jednotce hmotnosti kapaliny)

/
%:0 . (12.8)

Obdobnym postupem jako u rychlosti dojdeme k

%+\7-grads:0 (12.9)

a spojenim s rovnici kontinuity (12.2) pak
s
a(aLt)+ div(psv)=0 . (12.10)

Pokud je podle castého predpokladu v néjakém pocatecnim okamziku entropie v celém
objemu kapaliny konstantni, zlstava podle (12.8) konstantni i pFi dal$im pohybu. Takovy
pohyb se nazyva isoentropicky. Eulerovu rovnici miizeme potom upravit. V termodynamice
mame pro entalpii (W =U + pV ) vztah (upravena druhd véta)

dw=Tds+ .dp ,

kde w je entalpie jednotkové hmotnosti a v=1/ p specificky objem. Pro s=konst. mame
1 1
dw=—dp = —gradp=gradw
p p

a Eulerovu rovnici (12.6) zapiSeme jako
ov _
Ejt(v -grad)V = —gradw . (12.11)
Vyuziti identity
%gradv2 =V xrotV + (V-grad)v
umozni zapsat (12.11) ve tvaru

vi 2
a—V—\7><rot\7:—grad W+V— . (12.12)
ot 2

Aplikaci operatoru rotace na pFedchozi vztah dostavame tvar Eulerovy rovnice. Ktery

obsahuje pouze rychlost (rotgrad f =0)

%rotv =rot(Vxrotv) . (12.13)
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Jako vZzdy u feSeni diferencilnich rovnic v konkrétnich pfipadech potfebujeme znat okrajové
podminky. Napfiklad na nepropustnych pevnych sténach musi byt normalova slozka rychlosti
kapaliny rovna nule v, =0.

PonévadZ pohyb kapaliny je popsan péti veliCinami (tfi sloZzky vektoru rychlosti a
napfiklad hustota a tlak), potfebujeme pét rovnic. Ty pro ideélni kapalinu skute¢né mame: tfi
z Eulerovy rovnice, rovnici kontinuity a rovnici, vyjadfujici skuteCnost, Ze pohyb je
adiabaticky dgj.

12.3 Bernoulliho rovnice

PFi ustaleném proudéni je 0V/ot=0, takzZe rovnici (12.12) m{izeme pséat jako
V2
grad[? + wj =Vxrotv . (12.14)

Zavedeme pojem proudové linie (kratce proudnice) jako kfivky, jejiz teCnou v kazdém
bodé je rychlost kapaliny. Pokud rychlost kapaliny zname, je proudnice definovana soustavou

diferencialnich rovnic

dx_dy_gdz (12.15)
Vv Vv

Jednotkovy vektor te¢ny k proudnici ozna&ime 7. Podle definice je rovnobézny s vektorem
rychlosti, takZze wvynasobime-li skalarné timto vektorem obé strany rovnice (12.14),

dostaneme’

Podél proudnice tedy plati
5 + w = konst. (12.16)

Konstanta je obecné pro rlizné proudnice rlizna. Pokud vSak je proudéni nevirové, tj. plati

rotv=0, je prava strana (12.14) rovna nule a mame jedinou konstantu pro vSechny
proudnice.®
Za pritomnosti homogenniho gravitaéniho pole § mizeme s uvazenim gzgrad(g-r)

zobecnit (12.16) na Bernoulliho rovnici

" Derivace ve sméru je priimétem gradientu do tohoto sméru: O f /Gész-grad f.
® Pripomefime, Ze pro nestlacitelnou kapalinu méizeme psat entalpii jako W= p/p.
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V2 -

5 +w—§-T =konst. (12.17)
Jednoduchou aplikaci rovnice je urCit vytokovou rychlost a nejvy3ssi mozné prevyseni u sifonu
z obrazku. Hustota kapaliny je p a osu soufadnic z orientujeme vzhiru, takze —§-F=gz.

Predpokladame nevirové proudéni, takze miizeme psat

D v
d
Al v
\\ 1// /I'a
c
1/2
2 2 —
pD+gz =—C+&+gz = V.= M+Zg(zD—zC)+v§
2 p P
Dosadime-lited” p,=p; =P,y @ Zp —Z. =d +h, , dostdvame

A :\/Zg(d +h,)+Vv5
Je-li plocha dna valcové nadoby S, a plocha trubice sifonu S., mame z rovnice kontinuity
S, Vp =S V. a za obvyklych podminek, kdy S,>S. mizeme ve vyrazu pro vytokovou
rychlost zanedbat rychlost poklesu hladiny, takze je
2g(d+h,)
Déle porovnejme hodnoty v bodech B a C, tedy
2+%+gz —Eé ';C 9zc = Pg= pc+p22Vz—pg( Zc )
Musi byt p, >0a protoze vy =V, a P. = P,y J€ Maximalni mozna hodnota h,

(R =22 (d+h,)
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12.4 Malé odboceni k termodynamice

U Fady rovnic vyuZzivdme toho, Ze popisuji adiabatické (pfi konstantni entropii) nebo
isotermické (pfi konstantni teploté) déje. PFipomeneme proto, jak spolu prostfednictvim
Legendrovych transformaci souvisi rlizné termodynamické potencidly — jmenovité vnitini
energie U, volnd (Helmholtzova) energie F, entalpie W a volna (Gibbsova) energie .
Proménnymi jsou teplota T, entropie S, tlak p a objem V.

dU=TdS — pdV

[dF =—S8dT — pdv| dW =TdS +Vdp|

O=F+ pV

[dO=—85dT +Vdp|

Obdobné mlizeme postupovat i s potencialy, vztazenymi na jednotku hmotnosti kapaliny.
Pouze je tfeba vzit v Uvahu vztah mezi specifickym objemem v a hustotou o
1 d
b=" = do=-—-£ ,
p p
takZe dostavame néasledujici diagram:

dp
du=Tds+ p—5
P |

(If:—Ade-{—pd/,J dw:Tds+dp
P P

b=71+2 p=w—Ts

p
(I¢:—sdT+d—p
P
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12.5 Tok energie a hybnosti
Energie a hybnost jednotkového objemu kapaliny jsou

2
e:pV?-i-pu L B=pv (12.18)
kde u je vnitfni energie jednotkové hmotnosti. Budeme pocCitat Casové zmény de/dt a
dp/ot tak, abychom je mohli zapsat jako divergenci néjakého vektoru toku energie resp.
divergenci néjakého (symetrického) tensoru toku hybnosti. PFi Gpravach vyuzijeme fadu dfive

odvozenych vztah(. S vyuZzitim rovnice kontinuity (12.2) a Eulerovy rovnice (12.6) mame

a[pvzj_ﬁa_p+ oV

e V-— =——div(pV)-V-gradp—pV-(V-grad)v

2 )2 P 2
Posledni Elen prepiSemeV-(V-grad)v=(1/2)V-gradv®a podle termodynamického vztahu pro

entalpii dw=T ds+dp/p napiSeme misto gradientu tlaku grad p=pgradw— 0T grads, takzZe

2 2 2
ﬁ(&j = —VEdiv(p\? )—p\?-grad[WJrV?jerT V-grads

ot\ 2
Déle
d(pu) o(pw-p) ap ow ap P s
ot ot WP s Wav(eY) AT

Pfi posledni Gpravé jsme z vyrazu dw=T ds+ p/p dosadili pow/ot=pT ds/ot+dp/ot. S
vyuZzitim rovnice (12.9) je pak

opu)

o —wdiv(pV)-pT V-grads

SloZenim vyraz(l pro oba ¢leny v hustoté energie dostavame

2 2 2
%(p;/ +puj = —(W—F\%jdiv(/)\_/ )—p\?-grad[WJrV?j

nebo konecné

e . — V2 - v?

—+divi=0 , e=p|—+U| , j=p|—+W||V . 12.19

p» j p[ > j j p( > j (12.19)
Integrujeme-li rovnice pres urcity objem kapaliny a uZijeme Gaussovu vétu, dostdvame

0 -
——|edV =@ ;j-ndS . 12.20
~ j ¢ 355’ (12.20)

Vektorj je tedy vektorem hustoty toku energie. Na prvni pohled prekvapivé entalpie misto

vnitfni energie méa snadné vysvétleni. Rozepsani vyrazu pw=pu+ p dava
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gﬁj-ﬁds :cﬁev-ﬁds +<ﬁ pv-ids |
S S S

kde prvni Clen representuje energii (kinetickou a vnitfni) bezprostfedné nesenou kapalinou
prochézejici hranici z objemu. Druhy &len vyjadfuje préci kapaliny uvnitf objemu pfi
pfekonavani tlakovych sil. Oba ¢leny se samoziejmé na Ubytku energie v objemu projevuiji.
Pro zménu hybnosti (budeme pocitat ve sloZzkéach)
B _ v, 0p

ot pat ot '

dostaneme po dosazeni z rovnice kontinuity a Eulerovy rovnice

op__dpw) oM __, ov _10p
ot ox, ot “ox, pox
vyraz
W, v op Apu)_ ap dpviv)
ot “ox, % | 0% OX, OX,

ZapiSeme-li v prvnim €lenu o p/dx =4, dp/ox, , mizeme zapsat vysledek jako

8ﬁi aHik
- = v I =Tl =po+poVviV, . (12.21)
ot 0X,

Tensor IT;, se nazyva tensorem hustoty toku hybnosti. V integralnim tvaru je
0 (-
—Ein dv =<£Snik n.ds . (12.22)

ZapiSeme-li si IT;, n, ve vektorovém tvaru, dostdvame ph+ pv(V-f), vidime, Ze IT,, je i -
ta slozka hybnosti nesend kapalinou prochazejici za jednotku Casu jednotkovou ploSkou

kolmou k ose x, . Hustota toku ploskou kolmou k rychlosti je p+,v?*, hustota toku ve sméru

kolmém k rychlosti je pouze tlak, tedy p.
12.6 Navierova — Stokesova rovnice
V pfedchozim odstavci jsme spojenim rovnice kontinuity a Eulerovy rovnice zapsali
rovnici (12.21) pro tok hybnosti
dpv,) O,

ot 0%

Pro tensor hustoty toku hybnosti jsme odvodili vyraz I1,, =—o,, + oV, Vv, , kde tensor napéti

byl dan tlakem o, =—pd,, a obsahoval tu Cast toku hybnosti, ktera nesouvisela s pfimym
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prenosem hybnosti spolecné s pohybujici se kapalinou. Tensor napéti ale mize mit obecngjsi

tvar
c,=—pd, +o, , (12.23)
kde pomoci o, budeme popisovat nevratnou &ast prenosu hybnosti — tfeni mezi jednotlivymi

pohybujicimi se vrstvami kapaliny. Tvar tohoto tensoru mizeme urdit z nasledujicich Gvah:
v kapaliné pohybujici se jako celek je tensor nulovy — musi tedy zaviset na jen na derivacich
sloZzek rychlosti podle soufadnic a to linedrné, nebot’ tyto derivace nejsou pfili§ velké. PFi
rotaci jsou sice derivace nenulové, ale kapalina se pohybuje jako celek — musi tedy tensor
obsahovat jen kombinace, které pro rotaci vymizi. TakZze obecny tvar visk6zniho tensoru
napéti je

/ ov, ov, 2. oy ov,
- — 4 X 5 —\+C5, — , 12.24
O_Ik ”[axk 8X. 3 ik 8X, é, ik 8X, ( )

kde » a ¢ jsou na rychlosti nezavislé koeficienty viskozity (z vypoctu zmén kinetické
energie vyplyva, Ze aby tato vlivem tfeni pouze ubyvala, musi byt oba koeficienty kladné).
Koeficienty ovSem zavisi napfiklad na teploté, obvykle vSak pfedpokladame, Ze jsou v celém
objemu kapaliny konstantni. Dostadvame potom zobecnéni Eulerovy rovnice, tj. Navierovu —

Stokesovu rovnici
ov _ _ n -
e, E+(v-grad)v =—grad p+7AvV + §+§ grad(divv) . (12.25)

Pro nestlaCitelnou tekutinu se rovnice vyrazné zjednodu$i (je nejenom p=Kkonst., ale z

rovnice kontinuity také divv=0) na

6—V+(\7-grad)\7=—lgrad P+VAV (12.26)
ot o,
kde jsme oznacili kinematickou viskozitu v=7/p. Pokud se kapalina pohybuje mezi

statickymi pevnymi povrchy, je rychlost viskdzni kapaliny na povrchu rovna nule. Pokud se
povrch pohybuje néjakou rychlosti, ma tuto rychlost i kapalina. Ukazme na feSeni trivialnim

pfikladu: stacionarni proudéni mezi dvéma rovinnymi deskami y=0 a y=h, horni deska se

pohybuje ve sméru x rychlosti u, vtomto sméru plisobi i gradient tlaku & p/ox. Rychlost ma
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jedinou slozku v, =v(y). Z (12.26) dostavame

2
op, v o b

+ =
oX ﬂayz oy

Z druhé rovnice plyne, Ze tlak zavisi pouze na soufadnici x. V' prvni rovnici odecitame funkci

pouze x od funkce pouze y — to Ize splnit jen tehdy, jsou-li oba vyrazy stejné konstanty

dp d*v
—=a , n—=a
dx dy
a je tak
1dp , dp y
=——y°+by+c , v(0)=0 , v(h)=u = v=—— -h)+u=
2ra ) Y (0) (h) ”dxy(y Jrus
Treci sila na sténach je
ov hd u ov hd u
G i s MUt B P s
y=0 y=h
13. Viny

13.1 Gravitacni viny

Volny povrch kapaliny (tj. neomezovany sténou nebo stykem s jinou kapalinou)
v homogennim gravitacnim poli je v rovnovaze rovinny. Pokud v néjakém misté vyvedeme
povrch z rovnovahy, vznikne v kapaliné pohyb, ktery se bude po povrchu Sifit jako vina.
ProtoZe je tento pohyb ovliviiovan pfitomnosti gravitacniho pole, mluvime o gravitacnich
vinach. V zésadé jde o povrchové viny, spodni vrstvy jsou ovliviiovany tim méné, ¢im jsou

hloubgji pod povrchem. Budeme predpokladat, Ze rychlost pohybu ¢astic kapaliny zplsobena

vinénim je natolik mala, Ze je mozné v Eulerové rovnici zanedbat clen (\7-grad\7)\7 ve

srovnani s ¢lenem 9V/ot. Co tento predpoklad znamena? Béhem periody kmitl 7 urazi

Castice drahu radu amplitudy viny «, je tedy jejich rychlost v~a/z. Samotna rychlost
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znatelné zméni ve vzdalenosti fadu vinové délky a po ubéhnuti ¢asu fadu periody, je tedy
Ov/Ox~v/A~al(Ar) a Ov/ot~v/r~a/r’a

_ . OV a o a
Vgadi<— = ——<—= = a<i
ot TAt T

Predpokladame tedy, Ze amplituda vin je mnohem mensi nez jejich vinova dalka, cozZ je velmi

pfijatelny pfedpoklad. Nas predpoklad umoziuje povaZzovat proudéni za potencialni

V=grady . (13.1)
Déle budeme povaZovat kapalinu za nestlaCitelnou, takZe Eulerova rovnice vede k
oy
=—pgz—p— . 13.2
P=—pa9z—p— (13.2)

Jako obvykle jsme zvolili osu z kolmo vzhdru a rovinu x — y za rovnovazny povrch kapaliny.

VertikéaIni vychylku (tj. odecCitanou podél osy z) povrchu kapaliny budeme znacit ¢,
vrovnovaze je tedy ¢ =0. Pdsobi-li na povrch konstantni tlak p=p,, miizeme potencial

posunout o na soufadnicich nezavislou hodnotu y —w —p,t/p a(13.2) pfejde na

gc+ Y

=0 . 13.3
ot (13:3)

2=¢

Predpoklad malé vychylky nam umoZfiuje poloZit vertikalni sloZzku rychlosti rovnu Casove

zmeéneé soufadnice ¢, tj. zanedbat ve vyrazu

dz
v, = - X
ot oOx oy "’

a e,
dt

z=¢(x,y,t)

posledni dva ¢leny na pravé strané. Mame tak

v

2
. v _ 1oy (13.4)
0z

V z - )
ot g ot _

2=¢ ¢
kde posledni rovnost vznikla parcidlni derivaci podle ¢asu vztahu (13.3). Posledni aproximaci,
kterou nam umozni malé vychylky je, Ze derivace nebudeme pocitat na deformovaném

povrchu z=¢, ale na rovnovazném povrchu z=0 (provedeme Taylor(iv rozvoj a ponechame
jen prvni, tj. linearni €leny). Rovnice kontinuity divv=0 a rovnost obou vyrazli pro v, v

(13.4) davaji tedy konecnou dvojici rovnic pro potenciél

Ay =0 , (13.5)
2
v 1wl o (13.6)
oz g ot )
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Kapalina bude napliiovat bazén nekonecné rozlehly v roviné x —y, dno bazénu bude v roviné

z=—h. Budeme hledat FeSeni homogenni v soufadniciy (,,rovinna vina®)
w(x,z)=cos(kx-at)f(z) ,

kde @ je kruhova frekvence, k=27/A4 vinovy vektor a 4 je vinova délka. Po substituci do

(13.5) dostaneme rovnici

d? f
dz®

—k*f =0

a vybereme FeSeni, které na dné bazénu spliuje podminku nulovosti norméalové slozky
rychlosti. Z obecného FeSeni
w = Aexp(k z)+Bexp(—k z) ]cos(k x— wt)

vybere podminka

vl
oz| .
konkrétni FeSeni ulohy
w = Acosh[ k(z+h)]cos(kx-emt) . (13.7)

Dosazenim tohoto vyrazu do rovnice (13.6) dostavame vztah mezi frekvenci a vinovym
vektorem (dispersni relaci)

o=[gktanh(hk)]" . (13.8)

Z dispersni relace mame pro fazovou a grupovou rychlost

12 12
cf=%=(%tanh(hk)j : Cg=3—f=%[%tanh(hk)} {“Sinf,(%} - (13.9)

V limitnich pFipadech, kdy hloubka je mnohem vétsi (hk>>1) nebo mnohem mensi (hk «<1)
neZ vinové délka dostavame®

g /%]M

2 ’

h<i : ¢ =c, —(gh)"?

h>A1 : ¢ =2¢c,=

V pevném bodé (x, z) se vektor rychlosti rovnomérné otaci s uhlovou rychlosti @

. . . _tanhx . X
°Plati limtanhx =1, lim— =0alim =1, lim—
X—00 x—oosinh X x=0 X x=0sinh x

=1.
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X

v =(2—V;=—k Acosh| k(z+h) |sin(kx-amt)
v =a—‘/’=kAsinh[k(z+h)]cos(k X—wt) o
‘oz
13.2 Zvukové viny
Zvukové viny jsou jednoduchym prikladem pohybu s malymi amplitudami ve
stlaCitelné kapaliné — plynu. Malé amplitudy znamenaji zaroven malé rychlosti pohybu ¢éstice

plynu (znovu pfipominame, Ze ,,Castice” zde znamena mnozstvi plynu vypliujiciho néjaky
velmi maly objem), takZe v Eulerové rovnici miZzeme zanedbat ¢len (\7-%)\7. Také zmény
hustoty a tlaku budou malé, takZze budeme psat proménné p a o jako

P=p+P . p=p+p (13.11)
Kde p,,p, jsou konstantni rovnovazné hodnoty tlaku a hustoty kapaliny a p’, o’ jejich malé
zmény (p’' < p, ., o' < p,). Budeme tedy povazovat v, p’,p’ za veli¢iny malé prvniho fadu

Cleny vys8iho fadu v rovnici kontinuity a Eulerové rovnici zanedbame. Z Uplnych rovnic

P3(pi)=0 , Li(79)7=-Y2 (13.12)
ot ot Yol
tak dostavame
/
9P\ 50 =0 (13.13)
ot
a
= O
NVP g (13.14)
ot py

Jak uvidime po vypoltu, podminkou pro to, aby linearizované rovnice byly dobrou
aproximaci je, aby rychlost pohybu ¢astic kapaliny v byla mald ve srovnani s rychlosti
zvukové viny c.

Zvukova vina, tak jako kazdy déj v idealni kapaling, je déj adiabaticky. M(iZeme proto
zmeénu tlaku spojit se zménou hustoty

1~ 0P

p' =
0Py

oo (13.15)

S

V rovnici kontinuity (13.13) pak o’ vyjadiime pomoci p’ a takto vznikly vztah

op’ O P,

V.V=0 13.16
ot o 2, ( )

S
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spoledné s (13.14) tvori Ctyfi rovnice pro &tyfi nezndmé v, p’. Protoze uz nemiize dojit
k zaméné, vynechame v dalSim psani index(i 0 u rovnovaznych hodnot tlaku a hustoty.

NapiSeme-li ted' rychlost jako gradient potenciélové funkce

=Vy | (13.17)

<l

dostavame z (13.14)

/ oy
=—p—X . 13.18
Pr=—p— ( )

Dosazeni (13.18) do (13.16) pak vede k vIinové rovnici

2
0 V/—CzAt//:O

; 13.19
ot? ( )
kde rychlost zvukové viny je dana vztahem
op| )
c=| 2P . (13.20)
op|,
Z termodynamiky vime, Ze plati vztah mezi adiabatickym a isotermickym dgjem™
C
opl _%op| _, 0P (13.21)
opls G Opl,  Ipf

takze (13.20) mdzeme zapsat jako (Poissonova konstanta « udava pomér mérnych tepelnych
kapacit pri stalém tlaku a stalém objemu)

12
C:{K—p j . (13.22)
op|;
Ze stavoveé rovnice ideélniho plynu
P_RT
p K

(R je universalni plynova konstanta a # molekularni hmotnost) pak dostavame pro rychlost

zvuku vyraz

)
c= [Kﬂj . (13.23)

10'\/ztah ziskdme postupnymi Gpravami

a(p,S) 0S
o(p,T) T
ap :a(p,S)za(p,T)( ): oTl, ap| _¢c op
opl, d(p.9S) a(p,S)a(p’T) T@ opl, ¢ 0p|
p.T) aT|,
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VInovou rovnici (13.19) pro rovinnou vinu

Oy 10y
o ot =0 (13.24)

pfevedeme substituci £=x—ct, n=x+ct na

2
oy 0
onog

Provedeme-li nejprve integraci vzhledem ke &, dostavame oy /on=G(7), provedeme-li

nejprve integraci vzhledem k 7, dostdvame oy /05=F (&), F a G jsou libovolné funkce.
Druhou integraci pak dostavame FeSeni, jejichz souCet (rovnice je linearni) je obecnym
feSenim vinové rovnice s rovinnou symetrii

w(x,t)=f(x-ct)+g(x+ct) , (13.25)
fa g jsou libovolné funkce se spojitou prvni derivaci.**

UvaZujme feSeni = f (x—ct). Podle (13.17) a (13.18) dostavame

0 df 0 df
V=_l//=_ , p/=_p_l//=pc_
ox d¢& P ot d& P

Podélenim obou vyraz(i dostavame v = p’ / (pc). Dosazenim za p’ z (13.15) dostavame pak

/
v=c? (13.26)
Yol

Je tedy skutecné rychlost Castice tekutiny mnohem mensi neZ rychlost zvuku.
13.3 VIny v pruzném prostredi

Pohybovou rovnici ziskame pfedpokladem, Ze zrychleni bodu pruzného télesa nasobené
hustotou polozZime rovno sile dané vnitfnimi napétimi
. 0oy
pU = %,

(13.27)

Neni to samozfejmé — takovou rovnosti totiz predpokladame, Ze rychlost bodu vV pruzného

télesa je rovna U, tedy parcialni derivaci posunuti tohoto bodu podle Easu. Zejména u
krystalickych latek se sloZitéj$i strukturou elementarni buriky nebo s vétsim poctem defektd je
to rovnost jen pfibliznd. Dosadime do pravé strany (13.27) z rovnice rovnovahy (11.29) a

dostavame

1 podobné miZzeme postupovat u Feseni vinové rovnice se sféricky symetrickym FeSenim, kdy dostavame

w(r,t)=f(r—ct)/r+g(r+ct)/r.
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20ro) AU+ 2(H_U)(l_za)grad(divu) : (13.28)

pl=

Budeme-li nejprve uvaZzovat o pohybu, kde posunuti zavisi pouze na jediné souradnici

(zvolime x) a Case. Potom z rovnice (13.28) dostavame

o', 10, _ E(l—o) |

oxt ¢t otz T p(l+o)(1-20) ’

. N B (13.29)
Uy _i Uy =0 C = L

oxz ¢ o’ " |2p(1+0)

Zavedeni rychlosti podélného c, a pricného c, vinéni dovoluje prepsat obecnou rovnici

(13.28) na

2 —
gt‘j =cZ AT+ (c,2 — cf)grad(divu) : (13.30)
RozloZime vychylku do dvou ¢asti, odpovidajicich pficnému a podélnému vinéni

=0, +0 , divi,=0 , rotd, =0 (13.31)

Dosazenim do (13.30) a pdsobenim operatoru div dostavame

2 —

o —cfAu,]:o

div °

a podobné plisobenim operatoru rot
0% i
I’Ot[a—tzt — Ct2 Aut] =0
Je-li divergence i rotace vektoru rovna nule, musi byt tento vektor nulovym vektorem*?, proto

mliZeme pfedchozi vztahy napsat jako vinové rovnice

2 =
a@tlil — 2 Al =0 (13.32)
a
0%, , .
i AL =0 . (13.33)

12 Kazdy vektor Ize rozlozit na souget nevirového a nezfidlového vektoru.
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