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1. Uvod

1.1 Maxwellovy rovnice
Z&klad teorie elektromagnetického pole tvofi Maxwellovy rovnice a pohybové rovnice
naboje v elektromagnetickém poli. Maxwellovy rovnice popisujici elektromagnetické pole

vytvarené ve vakuu volnymi naboji hustoty o a proudy hustoty j jsou

V.E=L | yxE=-2B
& ot
B} (1.1)
L19xB-52E] , ¥B-0
Ho ot
Druhy Newton(v zékon pro ¢astici s ndbojem e je
dp = =
E:e[EJrva] . (1.2)

Konstanty v (1.1) jsou dany volbou soustavy jednotek Sl. Intenzita elektrického pole je
udévana ve Vm™, indukce magnetického pole méa jednotku T. Plati
1 2

=C" , ly= 47100"Hm™ |, ¢=299792458ms™ . (1.3)
€y Ho

Zavéadime také indukci elektrického D=, E a intenzitu magnetického pole H=B/z, .

Pomoci téchto veli¢in mizeme Maxwellovy rovnice prepsat do tvaru

V.B-0  vxE-_28
ot
_ (1.4)
. _ - oD -
V-D= , VxH=—+
£ X ot J

Prvni fadek rovnic v (1.4) urCuje charakter pole, druhy fadek rovnic spojuje pole se zdroji. Ve
tvaru (1.4) plati rovnice i v latkovéem prostfedi, na rozdil od vakua jsou vSak v latkovém
prostfedi vztahy mezi vektory indukce a intenzity netrividlni a ¢asto velmi komplikované. To,
Ze za z&kladni vektory pole povazujeme pravé elektrickou intenzitu a magnetickou indukci, je

dano charakterem Lorentzovy sily v (1.2) a prvnim rfadkem rovnic v (1.4).



1.2 Energie a hybnost elektromagnetického pole

Méjme testovaci Castici s energii & a hybnosti p . Pfi pfechodu ke spojitému rozloZeni
naboje a proudu je

LEjat . FopEavijxBav = LA_jE . (15
Yol AV At

Ae=F AT =

Energie ziskané &astici za jednotku €asu je tedy j-E AV, je tedy prace vykonana polem za
jednotku asu vztazena ne jednotku objemu — j-E . S vyuzitim vztahu

E(ﬁxﬁ)—ﬁ(%xﬁ)z%(ﬁxﬁ) (1.6)
odvodime z Maxwellovych rovnic vyraz

q.9B,g.2D
ot ot

m

=] —6-(E><I:I) : (1.7)

Na pravé strané vystupuje hustota vykonané prace a néjaky tok, vyraz na levé strané mizeme
tedy interpretovat jako ¢asovou zménu hustoty energie. Po zavedeni veli¢in hustoty energie W

a Poyntingova vektoru S
1,2 o - - .
W:E(E-D+B-H) , S=ExH (1.8)

mliZzeme (1.7) psat v integralnim tvaru jako
ideV+j]-Eo|V+j§-ﬁo|2=o . (1.9)
atV \Y z

Obdobnou Gvahu mdZeme provést pro hybnost. PFi prechodu ke spojitému rozlozeni naboje je
1 A p = =

APp=FAt , F=pEAV +jxBAV = ——L—-pE+jxB . 1.10
p P J AL + ] x (1.10)

Z Maxwellovych rovnic odvodime vyraz

ot ot (1.11)
E(ﬁ D) Bx(VxH)+H(ﬁ-é)—ﬁx(ﬁxﬁ)—ixg—pﬁ
Posledni dva ¢leny na pravé strané popisuji Lorentzovu silu, miizeme tedy vyraz na levé

strané interpretovat jako ¢asovou zmeénu hustoty hybnosti pole

G=

xB . (1.12)

o

Provedeme Upravu vyrazl v (1.11)



; B} B}
[£(7-5)-Bx(¥xE)] -3 2-(£.0,-34,E5)-3 -2 22
i 4H0x 2 2 OX; X;
3 ! o (113)
cle S\ & (e o 1. -5) 1(50H 5 0B
[H(V-B)—Bx(VxH)l:;a—xj(HiBj—E@jH BJ—E(B a_xi_H —Xj
a z&kon zachovani mé pak tvar
3
ﬁjeidV+jedV+ > T,n,d==0 . (1.14)
atv % j=1
z
Definovali jsme Maxwell(lv tensor napéti T, i jako®
1 Lo
T, =-(E Dj+HiBj)+E§ij(E-D+H-B) (1.15)

a hustotu hybnosti prostfedi

1508 g0 goH ;98 (1.16)
2 OX. OX. OX: OX

R:pEi+<]X§)i+

Takto definovany Maxwelldv tensor urcuje tok hybnosti z uvaZzovaného objemu. Jeho stopa je

rovna hustoté energie

w —ZS:T“ =0 . (1.17)
i=1
1.3 Elektrina a magnetismus
Pro statické (na Gase nezavislé) jevy mlzeme zvlast studovat elektrostatiku a zvIast
magnetostatiku, jak je vidét z Maxwellovych rovnic (1.4). Pro elektrostatiku je
V-D=p , VxE=0 (1.18)
a pro magnetostatiku
VxH=] , V-B=0 . (1.19)
Resime-li tlohu pro homogenni prostiedi s trivialnimi vztahy mezi indukci a intenzitou, tj.
D=¢&E , B=p uyH , (1.20)
Vede substituce
E=-Vg (1.21)
k tomu, Ze rovnice s rotaci v (1.18) je spInéna identicky a rovnice s divergenci dava

Poissonovu rovnici

! Jsou mozné i jiné definice, které se vzdy shoduji pro vakuum. Vzhledem k obtiZznosti experimentélniho

ovérovani v jiném prostfedi neni otazka spravného rozdéleni hybnosti mezi ,,pole* a ,,hmotu* rozfesena.



Ap=—L (1.22)

Naopak substituce
B=VxA (1.23)
vede k tomu, Ze rovnice s divergenci v (1.19) je spInéna identicky a rovnice s rotaci vede na

rovnici’

AA’—%(%-A/):—M;JOJ (1.24)

Vektorovy potencial nezméni hodnotu magnetické indukce, pFicteme-li k plivodnimu vektoru

gradient libovolné skalarni funkce (rotgrad f =0). Toho miZeme vyuZit k volbé takového
potencidlu A=A’ +V f , jehoZ divergence je nulova® a misto (1.24) mame opét (vektorovou)

Poissonovu rovnici

-

AA= —H My J
1.4 Podminky na rozhrani
Mame-li dvé homogenni prostfedi se spolenym rozhranim, feSime rovnice pole zvIast

v kazdém z nich. Potom musime zajistit, aby byly na spole¢ném rozhrani spInény podminky

plynouci z Maxwellovych rovnic. Na obrazku® je popis viech potfebnych veligin: i normala

v
7

7

a t te€na k rozhrani, rovnobézné s rozhranim jsou i podstavy valce o plose AS a delsi hrany

obdélniku délky A¢. Kratsi hrany obdélnika i stény vélce maji zanedbatelné deélky.

2 rotrotV :?x(? ><\7)=?(V\7)—(?-?)\7:grad(divV)—AV .

3 divA=0 znamen4, Ze funkci f volime jako Feeni rovnice A f =—divA’.

#J. D. Jackson: Classical Electrodynamics (John Wiley@Sons, 1999), Figure 1.4.



Povrchova hustota naboje je oznadena o, povrchova hustota proudu K (ma slozky pouze

podél rozhrani). Integralni tvar Maxwellovych rovnic s divergencemi je

9€Sf>-ﬁdszfvpdv = (D,~D,)AAS =cAS

3§S§-ﬁds =0 = (B,~B)nAs=0

Integralni tvar rovnic s rotacemi je

$ H-(Exn)de= [ TEdS = (H,—H,)(fxn)Ar=K-T A/
Cleny fsaé/atds a fsaﬁ/atds maji omezeny integrand a v limité malé plochy jdou
k nule, proto jsme je v poslednich dvou vztazich ani nepsali. Mame tak pro normalové slozky
(B,-D,)fi=c , (B,—B,)-fi=0 (1.25)
a pro te¢né slozky’
ix(E,~E)=0 , fix(H,—H,)=K . (1.26)
1.5 Elektromagnetické viny

Zavedeme-li pro popis Casové proménného elektromagnetického pole vektorovy a
skalarni potenciél vztahy

B=VxA , E=-Vg-—— , (1.27)

mame po dosazeni do Maxwellovych rovnic

(1.28)

S vyuzitim kalibragni transformace (tj. transformace, ktera nevede ke zménam vektori E a

B)

5Plati X -(fx ﬁ):f-(ﬁx )Z) a vektor t je libovolny tegny vektor k rozhrani.



AoheVy | pog-¥ (1.29)

mliZzeme dosahnout, aby platilo

v/hgoyo%:o (1.30)

a dostavame tak pro potencialy nehomogenni vinovou rovnici

1 p
Ap————=-1
4 ¢’ ot? &
R (1.31)
e 1 82 A d
Ao T
2. Elektrostatika
2.1 Coulomb(v zakon
Sila, kterou pdsobi ndboj g, (nachézejici se v misté 2) na naboj g, v misté 1 je
= 1 g0, e _o = o
F1:47Z80ﬁr12 y fp=h—-0 I’12=|I’1—I’2| (2.1)
a sila, kterou pdsobici naboj g, (nachazejici se v misté 1) na naboj g, v misté 2 je
= 1 g0, v _o o o
F2:47Z80ﬁr21 y Iy =hL-h I’21=|I’2—I’1| ) (2.2)
je tedy
- =-F, . (2.3)

2.2 NewtonuUv zakon

Newton(v gravitaéni zakon zde uvadime pro porovnani. Sila, kterou plsobi hmotnost

m, (nachazejici se v misté 2) na hmotnost m, v misté 1 je

= m, m,
F=G—

I’2 1

fh » =6L-1 I’21=|I_’;—I_’i| (2.4)




a sila, kterou pdsobi hmotnost m, (nachazejici se v misté 1) na hmotnost m,
=~ mm, o L
F2:G 3 h, » hL=hHL—-L I’12=|I’1—I’2| )
12

je tedy samoziejmé opét F, =—F,.
2.3 Poissonova rovnice

2.3.1 Greenova funkce®
Poissonovu rovnici pro elektrostatické pole

~Ag= ya
&
i rovnici pro gravitacni pole
Ap=4rGpu
budeme psat jednotnym zplisobem jako
Hly)=[3) .

v misté 2 je

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

kde H=-A a [J)=p/e, nebo |J)=—47G u. Predpoklédejme, Ze znéme vlastni funkce a

vlastni hodnoty operéatoru H

(A )= (0 Sl

X’>=;/tm (X )y (%)

(2.9)

Predpokladejme déle, Ze Zadnd z vlastnich hodnot neni rovna nule. PoloZime pak

Greenovu funkci rovnu

(61 = ([ 3 v

m m

Potom dostavame

(XGAI) = (x| Tl | )]
o Shoablonl )=t

Regeni Poissonovy rovnice tak zapieme ve tvaru

(X|w)=(x|6|3)=[{x|G

X)

x’>:§(x—x’) :

x’><x"J>dx’

nebo

® Tento odstavec mozno vynechat.

(2.10)

(2.11)

(2.12)



l//(x)=zn:%ny/n(x)jy/;(x’)J(x’)dx’ . (2.13)

2.3.2 Greenova véta

VSimnéme si nejprve plsobeni laplacianu na funkci 1/r . Mame

gio_ T v(vlj ~0 (2.14)
r r r
vude, kde je tato funkce dobfe definovana, tedy s vyjimkou bodu r=0. PouZitim Gaussovy

véty na kouli se stfedem v poCatku mame

l[ﬁ{ﬁljm/=—4ﬂ . (2.15)

r
K

Pokud povazujeme A(]/r)za funkci, je jeji chovani neobvyklé. Zapisujeme ji pomoci

Diracovy delta funkce jako

A%=—4z$@ﬁ). (2.16)

Z Gaussovy veéty plyne Greenova véta. Méjme identity
V(u ?v) = u?-(?v) + (?u)-(?v) :
V(v?u) :vﬁ-(ﬁu) + (?v)-(?u)

Po odecCteni rovnic a uziti Gaussovy véty dostdvame Greenovu vétu

I(uAv—vAu)dV = I(u?v—v?u)ﬁds . (2.17)

\

Mame ted pro u=¢ a v=1/r
Ag=-L | A1=—4ﬂ$$ﬁ). (2.18)

RozSifime-li integracni oblast na cely prostor a predpokladame-li dostatecné rychly pokles

funkci v nekonecnu, dostavame

#(F)= 1 J’%r)&ﬂ : (2.19)

4re, | -7

Ve dvourozmérném pripadé je postup podobny. VSimnéme si nejprve plsobeni laplacianu na
funkci Inr. Mame
= r

Vinr=—, V(?Inr):o (2.20)

-_

10



vSude, kde je dobfe definovana, tedy s vyjimkou bodu r=0. PouZitim Gaussovy Vvéty na

Kruznici se stfedem v poCatku mame

V(Vinr)ds=2~ , (2.21)
J¥(vinr)

je tedy chovani funkce A(Inr) neobvyklé. Zapisujeme je pomoci Diracovy delta funkce jako
Alnr=2z6%(F) . (2.22)

Z Greenovy véty potom dostadvdme (pozor na podminky v nekone¢nu a “rozmér” Inr)

¢(r)=—2;(9 ja(r’)ln\r—r’\dzr’ . (2.23)

2.4  Elektrostaticka energie naboju.
Elektrostatickou energii spojitého rozloZeni naboje

1
U =Ejp¢dv (2.24)

mlZeme pro soustavu bodovych naboij ,o(F)zzaea ¥ (F—T,) zdanlivé snadno napsat jako

disledek prostého dosazeni
1 -
—Yed . A-d(r) - 2.25)

Z Coulombova zdkona mame

zr—b = |f-5| . (2.26)
b

47z &

Musime tedy vyloucit pdsobeni pole vytvoreného danym bodovym nabojem sama na sebe,

abychom mohli psat kone€ny vyraz pro energii

U= 8”180 b% (2.27)
2.5 Multipolovy rozklad pole.
2.5.1 Laplaceova rovnice ve sférickych souradnicich
Laplacelv operator ve sférickych soufadnicich je
ad :r%%[rz aa_l/r/j s ;ne aae[smg ?gj r? silnze Z;V; ' (2.29)
Separaci proménnych
l//(r,9,¢)=R(l’)®(9)Cb(¢) (2.29)

dojdeme ke tfem obycejnym diferencialnim rovnicim

11



M+m2®(¢):0 , i[rzdR—(r)j—;tzR(l’)zo :

do? dr dr

2
—_1 a sinH—dG)(H) + /”tz——_mz ©(0)=0
sin@d d@ do sin“@

Jednoduse odvodime, Ze (poZadavek periodicity v proménné ¢) m musi byt celé Cislo a

(2.30)

®n(@)=C,cosmg+S, sinmg . (2.31)
Dale pak zjistime, Ze Fedenim radialnf rovnice je (piseme A°=1(1+1))

R(r)=Ar"+ r||3+'1 . (2.32)

Nejobtiznéjsi je rovnice pro polarni thel. Substituce cosé = x vede k Legendreové rovnici

dx® dx —x?

d*R" dp" 2
(1-x)— (), dR (X){l(l +1)- }p,m(x):o , (2.33)
ktera ma jako regularni feSeni polynomy v proménnych cosé a siné.
2.5.2 Legendreovy polynomy

Snadno vidime, Ze pro m=0 mlZeme rovnici (2.33) prepsat na

%{(1—%)(1%—5:()}“(“1)3(@:0 . (2.34)

Integraci rozdilu rovnic pro |=m a I=n na intervalu (—1,1) dostaneme vztah

1

(m—n)(m+n+l)jP (x)P,(x)dx=0 (2.35)

m
-1

odkud plyne ortogonalita Legendreovych polynomd P,(x) na tomto intervalu. Z mnoha

dalezitych vlastnosti Legendreovych polynoml uvedme dvé: vyjadieni polynomu pomoci

Rodriguesova vzorce

0=l =

a vyraz pro vytvarejici funkci

(2.37)

Pouzitim Leibnizova pravidla

d"[f(x)g(¥)]_&  mr  d"*f(x)dg(x)
dx™ kz_:jk!(m—k)! dx™*  dx* (2.38)




dostaneme m — ndsobnym derivovanim rovnice (2.34) rovnici
(1=x) 7 (x) = 2x(m+1) £/ (x) + (n=m)(n+m+1) f (x)=0 , (2.39)
kde f(x)=d"R (x)/dx" . Substituce f(x)=(1-x?)"" g(x) vede k tomu, Ze funkce g(x)

musi splfiovat rovnici (2.33), je tedy kone¢né

SRR

Vyuzijeme-li jesté (2.36), mizeme (2.40) rozsifit i na oblast zapornych m, tedy

R™ () =%(1— xz)m/2 ddxm;l, (1-x}) , -lsmsl . (2.41)

Polynomy (2.41) se nazyvaji pridruzene Legendreovy polynomy. Nami definované
polynomy B™(x) nebo B (x)nejsou na intervalu (-1,1) normované na jednicku. Ostatné
rlizné drobné i vétsi odchylky v definicich specialnich funkci jsou diky historickému vyvoji
bohuzel zcela bézné.
2.5.3 Kulové funkce

Pomoci pfidruZzenych Legendreovych polynom definujeme Gplny ortonormalni soubor
kulovych funkci (tj. kazdou funkci Ghlovych proménnych ve sférickych souradnicich mizeme
napsat pomoci (nekone¢né) fady téchto funkci)

i 21+2) (I-m)! __ _
Y, (€,¢):\/( pp )El+m;!P' (cos@)exp(imep) . (2.42)
Plati tedy
2z V1
[ do [dosineY,™ (0,0)Y™ (0,9)=6,, 6,n, (2.43)
0 0
a

T

2
Y (0,0) . "= [dp[dosing f(0,0)Y" (0.0) . (244)
0 0

Nékolik prvnich kulovych funkci je

13



Y°: /i
Y, = / 3 sindexp(— / cosH Y =- /—sm&exp (i)
8
Y2 = |2 i 20exp(—2ip) Y, = |—=—sin’Gexp(2ip)
2 327 32
15 . . 5 15 . .
Y= /—sm&cos&ex —i Y = /— 3cos?d-1) Y} =- /—sm&cos&ex i
2 87 p( ¢) 2 167z( ) 2 87 p( ¢)

Velmi dllezitym specialnim pFipadem rozkladu (2.44) je vztah pro Legendrelv polynom

(2.45)

obecného dhlu mezi dvéma jednotkovymi vektory ﬁ:(sin9c03¢,sin95in¢,c039) a

i’ =(sinacos #,sinasin ,cosa), tedy

cosy=H- —cos&c05a+sm¢95macos(¢ B) .

4r ™ (2.46)
P(cosy)=——> Y\" («,8)Y," (€,0) .
|( 7) 21 +1 4" ( )l ( )

2.6 Pole bodovych nabojl ve vakuu
Vime, Ze pole bodového naboje ve vakuu je dano Coulombovym potencialem. Je-li
naboj g umistén mimo pocatek soufadné soustavy, napf. na ose z (v bodé z=R), je tento

potencial dan vztahem

p=—3 1 - ! L @47

47 &, [xz +y +(z- R)ZT/2 47 &, [rz +R*-2r Rcos&]]/2

Vztah (2.37) ndm umozni zapsat potencial (2.47) ve tvaru multip6lového rozkladu

i cose( jl , T<R ,

47[6‘0 -0

- [
Z cosH(Rj . r>R

47[6‘0 =0

(2.48)

Pro r>R prevaZuje rotacné soumérna (vzhledem k poCatku souradnic, nikoliv poloze
naboje) slozka 1=0. Umistime-li viak na ose z jesté ndboj opalné velikosti do z=-—
vyrusi se identické prispévky €lenli s 1=0a pro r>R prevaZzuje pak dipélova slozka (1=1)

2qR R(cos#) D cosd

dre, r2 dre rP

Boip (2.49)

kde D=2qR oznacCuje dipdlovy moment. Podobné, umistime-li v roviné z=0 naboje g ve

vzdalenosti R od pocéatku na osu x a naboje —q ve vzdalenosti R od pocCéatku na osu vy,
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vyrusi se identické prispévky ¢lenli s 1=0a =1 (pfi vypoctu vyuzivame (2.46)) a pro r>R
pfevaZzuje pak kvadrupolova slozka (1=2)

y __2qR®Py(cosd)  Q 1-3cos’d
quad 4r g, ré 4r g, r ’

(2.50)

kde Q=qR? je kvadrup6lovy moment.
2.7 Dielektricka koule v homogennim poli

Plvodné nekonetné homogenni prostredi s dielektrickou konstantou ¢, s intenzitou
elektrického pole E=—E&, je poruseno umisténim koule se stfedem v pocatku a polomérem
R . Koule mé dielektrickou konstantu &, . Pro popis vysledného pole bude stacit dipolovy Clen

elektrostatického potencialu

CD:[Ar +r—Bz]cose . (2.51)

Podminky spojitosti na povrchu koule te¢né slozky intenzity E,=E, a normalové slozky
indukce D, =¢E, vedou pro

100 oD
t Dn
r 06 or
k rovnicim
[A1 4—%]sin¢9:[AZ —i—%]sine ,
(2.52)

2B
A — R;]cose

A —%]cosez—gz

Pole v nekone¢nu musi nabyvat plvodni hodnoty, je tedy A =E . Pole v poc¢atku musi byt

konecné, a to vyzaduje B,=0. Zbyvajici rovnice pro B, a A, snadno vyreSime, takze mame

1+-27% |Ercosd 0<r<R
2¢ +¢,
@ = 3 . (2.53)
1-|-ﬂR—3 Ercosd R<r<oo
2g +¢&, 1

3. Magnetostatika

3.1 Analogie mezi elektrostatikou a magnetostatikou
Vidéli jsme, Ze FeSenim Poissonovy rovnice (2.6) v elektrostatice je potencial (2.19)
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(3.1)

=

1 [el)
#(F)= Are, J'\r— r’\d '

a tedy intensita
_ 1 r—r
E(F)= P d’r’ 3.2
( ) 47[80‘[p( )‘F_F/‘S ( )
Resenim zakladni rovnice magnetostatiky (volime kalibraci V-A=0)
AA=—14 ] (3.3)
je analogicky
2
N(w Ho j(l’ ) 3=/
A(r)=— da’r . 3.4
(") 4zJ\r—r’\ (34)
Pro magnetickou indukci pak je
=/
(3.5

(o
B’(l—;)_f_j[‘[ J(r )X(r r )d?:l—;/
)d°r’ a z obecného vztahu (3.2)

Pro bodovy naboj napiseme p(')d’r’=es' (¥

dostavame Coulombovo pole
(3.6)

ﬁl ﬁl

= e T-
E(r — 0

()= 4me, |t — |3
r/ -7, )d’f,, df, a z obecného

Obdobné pro lineami vodi¢ napideme j(i')d’r’'=J5"(r/-

vztahu (3.5) dostavame Biotovo — Savartovo pole
-,
( ) (3.7)

Q (3.8)

Gaussova véta

(3.9)

~

S
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3.2 Magnetické pole kruhové smycky
Do vztahu pro vektorovy potencial (3.4) dosadime za proudovou hustotu

](F’)d?’F’:J §(p’—a)§(2’)§(p, pldp'dz’ dg’ | kde €, :—sin(¢)’—@)ép+cos(¢)’—¢))éw, a

dostaneme

T

~ ~ J acosed
A(p.2)=A(p.2)8, . Al(p.2)=2 J ik 7
7 J(a*+p*+ 2" —2apcosg)”
0

Ao =22( 2] [1-5 Jkw-ego] L - tee

7k (a+p) +1

(3.10)

a K (k) resp. E(k) jsou eliptické integraly

/2

K(k)z d—gg
J1-k?sin® &

PFi vypoctu indukce potfebujeme derivace eliptickych integralli (vyrazy ziskame vhodnymi

/2

j«h k?sin?&de . (3.11)

Upravy integrand( derivovanych vyraz{)

OE(k) E(k)-K(k) oK (k)  E(k) K (k)

- , = - . 3.12
ok k ok k(1-K*) Kk (3.12)
Potom mame pro slozky indukce (azimutalni slozka je B, =0)
2 2 2
Bp(p,z)z—aAp:%J z : l:—K(k)JraLerzzE(k):l . (3.13)
oz 27 p\/(a+p) + 2 (a-p) +z
1 OpA, ,UoJ 1

B,(p.2)=

p O0p 2rx \/(a+p)2+22

4. Kvasistacionarni pole.

4.1 Skin-efekt.

Maxwellovy rovnice v priblizeni kvasistacionarniho pole’

" Nasledujici vztah mdzeme chapat jako definici priblizeni kvasistacionarniho pole: u proudd uvaZujeme pouze

proud dany Ohmovym zékonem.
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ot (4.1)

vedou na
AE=uyyo0 — , ———=VxE . (4.2)

Uvazujme nekonecny pfimy drat kruhového prifezu. V disledku symetrie ma elektrické i
magnetické pole jedinou sloZku

E=E(r)exp{-iwt}e, , B=B(r)exp{-int}§, (4.3)
a mame tedy
1d rd—E +k’E=0 in:—d—E : (4.4)
rdri{ dr dr
kde jsme oznacili
kzﬂzﬂ 5= 2 (4.5)
o o y7NoXex

Regenimi rovnic (4.4) konenymi na ose jsou
E(r)=KJ,(kr) , B(r)=—iKJ(kr) . (4.6)
w
Konstantu umérnosti K ziskdme pomoci jedné nebo druhé nasledujici podminky (proud
protékajici dratem ma danou hodnotu resp. tok magnetického pole plochou protinanou dratem

musi mit danou hodnotu)

R
270 [E(r)rdr=1 , 27RB(R)=p,! . (4.7)
0
Méame tedy uvnitf vodice
E(r) = [ 2kRJo(kr) CB(1)- | Ji(kr) | 4.8)
orR* 2J,(kR) 27RJ,(kR)
Pro malé hodnoty frekvence je
I Ml r
E =~ , B ~=0 49
(I’) o R? (r) 27RR (4.9)

zatimco pro velké hodnoty méme v blizkosti r~R
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Q

E ;(Ejyzexp{_ﬂ}exp I(E_E_Wtj é’
V2zoRs\r ) 5 4 2
12
41 (R R—r} .(R—r jﬂ
— — expys—— ex | ——wt e
ZﬂR(rj p{ s | TP\ s )%

Vztahy (4.10) ziskdvame z asymptotického rozvoje Besselovych funkci

2
J(z)z[%j cos{z—(vjté)%} : (4.11)

(4.10)

sl
Q

50 MHz

, 50 Hz

0 02 04 06 038 1

Pribéh relativni hodnoty hustoty proudu pro médény drat poloméru 1 mm se specifickym
odporem 1/a=1, 555-10° Qm pfi dvou rlznycn rekvencich ( f =50Hz a f =50MHz) je

ukézan na obrazku. Je vidét, Ze pfi sitové frekvenci je skin-efekt zanedbatelny.
4.2 Vzajemnd indukénost a vlastni indukénost.
UvaZzujme dvé geometricky pevné civky s proménnym proudem v civce 2. Indukované

napéti v civce 1 vyvolané zménou pole buzeného civkou 2 je®

u1=—3 B,-mds, , [B,-nds=¢Ad7, , A2=”°—'2§dﬁ . (412
oty @ i e

Po dosazeni dostavame

dIZ M =_;u0
! 12

U=M, —2
Rt 47

(4.13)

8 . . « . . . , . o
Poznadmka: normala k plo3e je dana pravidlem pravé ruky, tedy ve sméru vektorového soucinu teCny a

vnitfni normaly k orientované (proti sméru hodinovych rucicek) uzaviené krivce na ploSe.
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Pokud by tekl proménny proud civkou 1, bylo by indukované napéti v civce 2

dl
U2=M21d—t1 , My=M,=M . (4.14)

Ale také zména magnetického toku civkou 1 vytvofi indukované napéti v této civce, stejné

plati pro civku 2. Obecné tedy mizeme psat

dl, dI2 dl, dl,
— — , U,=M—-L,— . 4.15
Ll dt ? dt dt (4-15)
Casova zména energie magnetického pole je rovna zaporné vzaté préci
dw I dl dl
—=-U, I, -U, L =L1,— I—— L —2+1, -2 4.16
. =Ll L ( ot dtj (4.16)

takzZe pro energii magnetického pole je
W:%L1I12+%LZI§—MI1I2 L LL>M? (4.17)
Energii magnetického pole mame oviem také vyjadrenu jako

leo - 1~ -
W==|B-HdV ==| j-AdV . 4.18
ZJ ZJJ (4.18)

PFi odvozeni rovnosti obou vyrazll v (4.18) je postupné vyuzito vztah

B=VxA |, H-(VXA)—A-(ﬁxH)zv(AxH) . VxH=7 . (4.19)
Vztahu pro energii vyuZijeme pro vypocet vlastni indukénosti

L=

. Izj B2dV . (4.20)

Uvazujme dvé civky ve tvaru solenoidu kazdou o N zavitech tésné na sobé. Prirez civek je S
a jejich délka 7. Pole prvni a druhé civky jsou tedy pfiblizné B~z N 1,/¢,B,~ 4, N1,/( a
pro indukénosti mame L ~L,~—M ~ g, N? S/ﬁ. Pro energii magnetického pole pak
N%S 2
z—‘uozg (|1+|2) . (4.21)
4.3  Komplexni odpor

Pro obvod s odporem, kondenztorem a induk¢nosti v sériovém zapojeni mame

U=r1+24 4,99 (4.22)
C dt dt
tedy pro harmonicky priibéh
U=U,exp{-iot} , |=1exp{-imt} (4.23)

20



dostavame vztah

u=2Z1 |, Z:R—i(wL—iJ . (4.24)
wC
Vezmeme-li redlnou €ast (4.24), dostavame
U, cos(awt —
o Yocos(et-p) gp=2Lt__1 (4.25)

1 2 R wRC
w

Pro soustavu induktivné vazanych obvodd méa zobecnéni rovnice (4.22) tvar

Q dl, dQ
Uy =R I+ =2+ Ly =2 ===, 4.26
Rl e dt (4.20)
ktery pro periodicke déje dava
[ ,
Ua :;Zab Ib ) Zab :(Ra +Q)—Caj§ab — Ia)Lab . (427)

Vlastni frekvence dostaneme z podminky FeSitelnosti soustavy rovnic pro proudy pfi vSech
U,=0, tedy

det(Z,,)=0 . (4.28)

Rovnice (4.26) Ize formalné ziskat dosazenim lagrangianu £ a disipativni funkce R

2
1, dQ, dQ, 1Q? 1. (dQ
g=>|, —e b _Y-xa U, , |=>=-R|—= 4.29

aZb:z ®odt dt Za:zcjza“Qa : Za:z dt (4.29)

do obecného vztahu

d og 0L OR
all _ - . 4.30
@40, 00, Q. -

dt dt

Jde tedy o analogii k souboru tlumenych harmonickych oscilator(i buzenych vngjsi silou.

5. Maxwellovy rovnice v materialovém prostredi

5.1 Mikroskopicke Maxwellovy rovnice

Naboje a proudy rozdélime na ty, kterou jsou vazané na prostfedi a na vnéjsi naboje a
proudy. Mikroskopické Maxwellovy rovnice v materialovém prostredi tedy budou

V.6 = Pt Pt , V XE = _@

& ot

(5.1)

iﬁxﬁ:goa—e+p\7+ Jod V-h=0
Ho ot
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Vytvorime stfedni hodnoty® a dostaneme

g {0 P IxE=-28
1 - OE -2
_§XB’:6‘OE+<pV>+]’ext , 68’:0 ,
Ho
kde jsme oznacili
(e)=€ . (A)=B . (5.3)
Celkovy naboj vazany na prostfedi, pIné uzaviené uvnitf oblasti V je roven nule
jv<p>dvzo = (p)=-V-P , (5.4)

pficemz P=0 vné materidlu. Potom je totiz z Gaussovy véty nulovost celkového néboje

zarucena
jv<p>dv:—jvvﬁdvzjsﬁ-ﬁdszo . (5.5)
Uvazujme dipélovy moment
J’r(,o)dv =—jr(v5)dv =—I”(ﬁ-l5)d8 +j(f>-6)rdv =J.I5dV . (5.6)
\% \% S \% \%

Provedme nyni fez materialem tak, aby byl plné uzavien uvnitf néjaké plochy S. Celkovy
proud touto plochou vazany na prostfedi je dan celkovou hodnotou ¢asové zmény primétu

vektoru polarizace

j(,ov)-ﬁds:ja—P-ﬁds = (pV)=VxM +oP : (5.7)
. , ot ot
pficemZ M =0vné materialu. Potom je totiz
1 (" 0P

TIim—J Mﬁxm_)ﬁdsm:

SeT ) ot (5.8)

I N _ - _

Tlm?{jo [ Wi -dédt+L[P(T)—P(0)]-ndS}=0

UvaZzujme magneticky moment

® Je to obdoba situace v mechanice kontinuity: stfedujeme pres maly objem, ktery sice obsahuje dostatek atomdl
¢i molekul pro vyhlazeni mikroskopickych fluktuaci, ale stile jej miZeme z makroskopického hlediska

povazovat za ,,bod* prostfedi.
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Evl’x<pv>dV=Ev Fx(ﬁxM)de 9
%Irx(ﬁxl\z)ds —%I(M xﬁ)deV ='[M dv

Definice vektor( polarizace P a magnetizace M pomoci momentdl je dilezitd pro
jednoznaénost, jinak by vyhovovaly také P+Vxf a M +V f . Poviimnéme si, Ze spojeni
rovnic (5.4) a (5.7) dava rovnici kontinuity

U205 (pv)=0 (510)

v.6=0 , vxE--2B
ot
. (5.11)
$.6=p ,6XH=Q%+]
Materialové vztahy jsou pak
- o =01 -
D=g¢E+P |, H:—(B—M) . (5.12)
Ho
V kovovych materialech pokladame
j=0cE . (5.13)

5.2 Maxwellovy rovnice pro prostredi s trivialnimi materialovymi vztahy
V' homogennim izotropnim linedrnim prostfedi bez disperse mame jednoduché
materialové vztahy

! 5 (5.14)
,Ur,uo

D=86‘0E , H=

r

Zavedeme-li pro popis elektromagnetického pole vektorovy a skalarni potencial

B-VxA , E=—vg-22 (5.15)
ot
mame po dosazeni do Maxwellovych rovnic
A+ LV R L
ot & &
- 50 (5.16)
AA—8rﬂrEOﬂOW—V(V'A-FEr,UrEO,UOE :_;ur;uoj

S vyuZzitim kalibra¢ni transformace
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AoheVy | gog-¥ (5.17)
mizeme mit
vz&+gryrgoyo—¢=o (5.18)

a dostavame tak pro potencialy nehomogenni vinovou rovnici

2 A2
Ap- oL
c” ot & &
- (5.19)
~ n2 82A e d
e =—H )
Oznacili jsme rychlost svétla ve vakuu ¢ a index lomu n
1 2
C= , N=¢g u . (5.20)

\ €0 Ho

6. Casové proménné elektromagneticka pole ve vakuu

6.1 Rovinn4 a kulova vina
VInova rovnice v jednorozmérném pfipadé a vinova rovnice pro sféricky symetrické
feSeni v trojrozmérném pripadé jsou

621//(x,t)_i62y/(x,t)
NG c? ot?

-0

(6.1)
10 2 oy (r,t) _i@zl//(l’,t)_
r’ or or c?  ot?
Obecné feSeni téchto rovnic je
w(x,t)=f (t—ijjtg(twtij ,
C C
(6.2)

yx(r,t)=%f(t—£j+%g(t+£j

Na tato FeSeni se mizeme divat jako na rovinnou vinu jdouci ve sméru nebo proti sméru osy x
respektive na rozbihavou nebo shihavou kulovou vinu.
6.2 Obecné reSeni nehomogenni rovnice pro potencialy

Prvni feSeni z feSeni (6.2) se sférickou symetrii je velmi dlleZité, nebot’ nAm umozni
zapsat obecné zpozdéné potencialy, zplsobené zadanym rozloZzenim naboje a proudu.

PFripomerime si, Ze plati
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A%:—47z SI(F) . (6.3)

Obecné feSeni nehomogennich rovnic pro potencialy

ag-L0P__p
¢’ ot? &
L oA (6.4)
AA——ZW——!IOJ'
mizeme tedy ziskat jako
r
. p[fz,t—?j
r,t)= d’r 6.5
Hn) = - : (6.5)
a
- r,
j(@,t—jjj
NG Ho 3=
A(r,t)=—">| ———=d°r, , 6.6
(B.1)=7 - z (6.6)
kde r, _|r | Po derivovani a integraci da Citatel integrandu pravou stranu nehomogenni

rovnice, jmenovatel je funkce, kterd je FeSenim homogenni vinoveé rovnice.
6.3 Pole ¢asové proménného dipdlu
UvaZzujme vSechny naboje soustfedény kolem pocatku soufadnic. Pak mlizeme pro

vektorovy potencial psat

A(F,t)z%j](?’,t—gjdsf’ 4Mz“ea ( —j (6.7)

neboli
=~ My O r - =
A(r,t)= —p|t——1 , t)=> e (t) . 6.8
e o
Skalarni potencial spocteme integraci kalibra¢niho vztahu
99 __ VA (6.9)
ot

Jednoduchymi Gpravami dostaneme
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(6.10)
2
Ixh=-ex| pft- L) L2 p(1- 1)
Adrr ot c) cot c
Skalarni potencial je tedy
1 r r ro r
r,t)= — | p|t——|+——Pp|t—— . 6.11
#(F.0) dre, 1’ {p( cj catp( cﬂ (6.11)
Pro intenzity dostaneme
r
I plt——
E(F,t)= t 13 6(t—£j r F—ﬁ(t—£j+i p( jxf xT |
Are,r®|r’ c c) ¢ ot
(6.12)
L NP &)
EF,'[= 0 F y :t——z_.t—_-{-
(7.1) Arr® ot p( cj p( cj c ot
Dostate¢né daleko od dipdlu mame
E(F t)=— zlﬁ(t—ijxﬁ , E(r,t)zﬂlﬁ(t—ﬁj , (6.13)
Adre,cor C drcr C
kde jsme oznacili
azp(t—rj }
lt-fl-— %5 5=l (6.14)
C ot? ’ ro
Pro hustotu energie mame
w=1 & E? 4+ L p? :%%DZ (6.15)
2 yA 167°c g, r
a Poynting(iv vektor je
S=LExB-= 213 %DZ* (6.16)
A 167°c’ g, r
Plati pfirozené
S
—=cCcn . 6.17
W (6.17)
PFiklad: Vezméme rozloZeni proudu ve tvaru
](F,t):J§(x)§(y)sin(”szcos(a)t)éZ , 0<z<L . (6.18)
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Podle (6.7) a (6.8) spoCteme snadno

2LJ
p(t)=——sin(wt)E€ 6.19
p(t)=—"sin(wt)e, (6.19)
a podle (6.14)
5(t—£j=—2uwsin&sina)(t—ijéw . (6.20)
C Vs C

Priklad: V kvantové teorii vezmeme misto integralu z proudové hustoty maticovy element
operatoru proudu mezi pocatecnim a koncovym stavem elektronu v atomu. Ze

Schrddingerovy rovnice

ih%:[—%A +vjy/ , —ihaa'/’tf :[—%A +vjy/: (6.21)
dostaneme po Upravé
0 . h -
E(l/li l//f) mv (l// Vl//I l//iVl//f)=0 . (6.22)
Vztah (6.22) umoznuje zapsat ,,rovnici kontinuity*
8;” +V.j, =0 | (6.23)

kde hustota ndboje a hustota proudu odpovidajici pfechodu i — f jsou

* g eh * = — *
Pii =W ¥ inzml/lfv‘/li_l//iv‘//f - (6.24)

Vynésobeni (6.23) vektorem r a malou Upravou ziskame vztah

c’ft( vivi)+ aax[r(j”)x} aay[ (J“)y} ai[ (Jf')} i (6.25)

Dosadime j,, dané timto vztahem do (6.7). Integraly s derivacemi podle prostorovych

soufadnic daji nulu, takZe zbude jen prvni ¢len s derivaci podle ¢asu. Porovnani s (6.8) vede

k vyrazu pro dip6lovy moment. Vezmeme pfitom v Gvahu, Ze pro stacionarni stavy
v (F.t)=, (F)exp(—éEi tj v (Fb)=u) (F)exp(éEf tj . (6.26)
S oznaCenim w;, :(Ef —-E, )/h mlizeme psat pro dipélovy moment vyvolany elektronovym

prechodem i — f

Bri (t)=exp(io t)e[Tui (F)u (F)d°F (6.27)
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6.4 Lienardlv - Wiechert(v potencial

At se nabité Castice pohybuje po zadané trajektorii ¥ =T, (t) Hustota naboje je pak

p(f.t)=es?(F - () . (6.28)

Vzorec pro skalarni potencial prepiSeme jako

o (6.29)
L L §t’—t+r_r‘dt’
Ar g, R(t’) c
kde jsme oznagili R(t')=7 -7, ('), R(t')= F?(t’)‘ . S pomoci vztahu
R(t' St -t
ot —t+ ( ) = ﬁ( j) , tr=t—R(tf) (6.30)
c CR(t)v(t) c
cR(t,)
napiSeme vyraz pro skalarni potencial jako
_ e 1 R(t)
)= = , b=t —T 6.31
A1) Are, R(t)-Y(t) c (63D
R(t,) -
C
Vyraz pro vektorovy potenciél je pak obdobné
A(r,t)=i“° Vétft) el tr=t—R(tr) . (6.32)
4 R(tr) (r)v(r) c

Vezméme ted' jednoduchy pfipad pohybu s konstantni rychlosti podél osy x. Podminku pro

nalezeni ¢asového zpoZzdéni prepiSeme na
cz(t—tr)zz(x—vtr)2+y2+z2 : (6.33)
odkud

(1—\;—2} —t—\;—?—%{(x—vt) (1—\;:}@ vz )Tz . (6.34)

Jmenovatel vyrazli (6.31) a (6.32) pro potencialy mizeme psat jako

c(t—tr)—M {t_ﬂ{l_ij } . (6.35)

C C C

Po malé Upravé pak dostavame
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r.t)= - 6.36
¢(r 472'6‘0 (1_ﬂ2)1/2 r ( )
pro skalarni potencial a
= = = e 4, 1 v
A(r,t)= ,1),0,0) 1) = — 6.37
FO=(AC0.00) . A= 20 (6:37
pro vektorovy potenciél, kde jsme oznacili
2 Y2
r :{%+ y> + 22} : (6.38)
Vektor intenzity elektrického pole je
= e 1 1
E(F,t)= —(x-vt,y, 6.39
(M= (1- )" e xvty.2) (639
a vektor indukce magnetického pole je
= € L4, 1 Vv
1t = T xa 01_ y . 640
= ) (6:40)
Pro vektor hustoty impulsu pole G=¢, ExB dostavame
= e®u, 1 v
G(r,t):16”g 77 (y2 + 22,—y(x—vt),—z(x—vt)) (6.41)
a pro hustotu energie W = (&, E*+B%/4,) /2 vyraz
2 x—vt) +(1+ B%)(y? + 22
() P a— (x—vy) i+ )y +7) (6.42)

e ro
6.5 Ztrata energie zarenim
Pro Poyntinglv vektor dipélového elektromagnetického pole jsme méli vyrazy (6.14) a

(6.16). Pro jednu nerelativistickou €astici s ndbojem e, ktera se pohybuje se zrychlenim w je

pak
D =ewxH (6.43)
a intenzita zafeni vychazi jako
2
dl =§-Airfdo=——"_wsin’0dQ . (6.44)
1677 ¢,C

Po integraci pres cely prostorovy Uhel dostaneme pro vyzafovanou intenzitu (& je energie

Castice)
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de e’ )
|l =—= T W
dt 6rgcC

(6.45)

7. Rozptyl zareni volnymi naboji.
7.1 Thomsondv vzorec

Budeme popisovat rozptyl zarfeni, které dopada na soustavu nabitych Castic. Zavedeme

proto pojem G¢inného prdfezu. At dl znaCi intenzitu zéareni, tj. stfedni hodnotu energie

vyzafované soustavou za jednotku asu do elementu prostorového Ghlu dQ a S je stfedni

hodnota velikosti Poyntingova vektoru (stfedni hodnota toku energie) dopadajiciho zéreni.

Potom je definovan diferencidlni Gcinny prdrez (GCinny prirez rozptylu do elementu

prostorového Uhlu dQ) jako veli€ina rozméru elementu plochy
dl

"5

Uvazujme ted rozptyl elektromagnetické viny jednim volnym néabojem. Budeme

do (7.1)

pfedpokladat, Ze rychlost ziskana nadbojem bude malad a Ze vinova délka dopadajici viny je
mnohem Vétsi nez amplituda vyvolanych kmitl naboje okolo plivodni polohy (do této polohy

umistime pocatek souradnic), tedy mizeme psat

2=
m(;TZr:eEocos(IZ-F—a)t+a)zeE0cos(a)t—a) . (7.2)

Pro intenzitu dipolového zareni kmitajiciho naboje mame podle (6.45)

4 4

dl =%‘onﬁr COS2 (a)t—a)sz%Eg Sin2 adQ (73)
167°¢,m"cC 327 g,mC

a pro stfedni hodnotu Poyntingova vektoru dopadajici viny

S=cg, Eozcosz(a)t—a)zéc(eo E. (7.4)
takze diferencialni ucinny prirez je
e’ i
da=£—zj sin 6dQy . (7.5)
Adreyme
Celkovy Gcinny prifez je pak dan Thomsonovym vzorcem
2 2
a=8—ﬂ 9—2 =§7zr'e2 . (7.6)
3 \4rg,mc 3
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Velicina r,oznaCuje tzv. klasicky polomér elektronu. Vztah pro polomér ziskame tak, Ze

polozime elektrostatickou energii elektronu ,,poloméru® r, rovnu klidové energii

2
_me? . (7.7)

Adre,l,
7.2 Modifikace Thomsonova vzorce
Uvazujme nyni nikoliv volny ndboj, ale tlumeny oscilator, tedy

2= =
?jT!+7?j—:+w§F:%EOCOSa)t . (7.8)

Pro dipélovy moment p=er odsud dostdvame

2 (a)o2 —a)z)COSa)t +yosinot _

e
p=— E, . (7.9)
m (a)g—a)z)2+7/2w2 i
Celkovy ucinny prifez je v tomto pFipadé
4
o=3% @ (7.10)

3 (a)g —w2)2 + 7 0’
7.3 Index lomu

Definujeme polarizovatelnost a(a)) jako konstantu Umeérnosti ve vztahu mezi

(loké&lnim) elektrickym polem E,. a diplovym momentem p. Vyjdeme z komplexniho

loc

zapisu (7.8)
d’r  dr . €= -
d?ﬂ/aj%)ozr :EEIOC exp(—iwt) . (7.11)
Potom
— — ez 1
p 2800((0)) EIoc ! a(a))_ ) (712)

e Ml —iyo- o
Polarizace je pak P=N p. Musime oviem uvézit, jaké pole plisobi na naboj. Pfipomefime z

elektrostatiky, Ze je-li v dielektriku s homogennim polem dutina, je lokélni pole rovno

_E+1p , E_-E+1p | (7.13)
& 3&,

E.Ioc = E ' E.Ioc

podle toho, jde-li o Stérbinu podél nebo napfi¢ pole nebo o kulovou dutinu. Pro Gplnost

poznamenejme, Ze pro magnetické pole mame v podobné situaci

B.=B-M , B.=B , B.=B-=M . (7.14)

wlN

loc loc loc
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Pro dielektrika uvazujeme o vazanych nabojich uvnitf kulové dutiny, mizeme tedy psat

N o

1

Pp-—_— "~
1--"Na
3

&E (7.15)

a pro index lomu (za velmi €astého predpokladu u(@)= 1)

N o

n=1+ — (7.16)
l1--N«o
3
Obvykla forma tohoto vztahu je (Clausius - Mossotti)
n®-1
=N : 7.17
n®+2 “ (7.17)

Ve vodiCi uvazujeme o témér volnych elektronech (nevazanych k atomu, tedy @, =0) a dale

mame pro konstantu » (ze dvou riiznych vyjadfeni proudu a zapisu zmény hybnosti za dobu

mezi srazkami)

j=cE , j=Nev, , mvyyy=eE = y= (7.18)

mo

Také lokalni pole je rovno vnéjsimu, opét diky neustalému pohybu témér volnych elektrond.

Odtud méame pro index lomu v kovu

n=1-——2" | @& = . (7.19)
& mée,

8. Elektromagneticke pole v dispersnim prostredi.

8.1 Maxwellovy rovnice
Maxwellovy rovnice pro Fourierovy slozky (piSeme obecné bez vyznaleni prostorové

proménne) pocitané jako
1 .
f(t) =§j f (w)exp(-iwt)do (8.1)

jsou
V-B(w)=0 , VxH(w)=-iwD(w) , ©2)
Vﬁ(a))zo , %xE(a)):ia)é(a)) .

Predpoklad linearniho a pfi¢inného vztahu mezi intenzitou a indukci elektrického pole

pFipousti nasledujici vztah
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Ij(t):gOLE(t)+.[,(e(r)E(t—r)drj . (8.3)

é(t):ﬂ{ﬁ(t)+fzm(f)ﬁ(t_f)dfj . 8.4)
Fourierova transformace (8.3) a (8.4) vede k vyraziim
D(w)=¢¢(0)E(w) , B(w)=uu(o)H (o) , (8.5)
kde
s(0)=1+ [ 7 (F)exp(ior)dr , u(0)=1+ [z, (exp(ior)dr . (86)

Z tohoto vyjadreni mame hned

e(-o)=¢(0) , ul-0)=uy () (8.7)

Iimg(a))zl : Iimy(a))zl . (8.8)

Komplexni veli¢iny &(w)a u(w) je zvykem znagit pomoci realnych a imaginarnich Casti
jako

e(@)=¢(0)+ie"(0) , wlo)=4 (0)+iy" (o) . (8.9)
Pro dielektrika nabyva &(w) pfi @— 0 konenou hodnotu statické relativni permitivity. Pro

kovy je chovani zajimavéjsi. Z porovnani dvou tvar(i (?x H )(a) —0) dostavame

io

—iwe(w—>0)E(0—>0)>0E(0>0) = &(0—>0)>— . (8.10)
w
S vyuzitim vztah( (8.5) mizeme Maxwellovy rovnice (8.2) prepsat na
N S . n*(w) =
V-B(w)=0 , VxB(w)=-iw < E(w) (68.11)
V-E(w)=0 VxE(w)=iwB(o)
kde
1
Eoth =7 e(o)u(w)=n*(o) . (8.12)
Vhodnou volbou Kalibrace potenciald je ¢(»)=0,V-A(w)=0, takze
E(a))=|a),&(a)) , I§(a))=§x,&(a)) (8.13)
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a pro vektorovy potencial mame Helmholtzovu rovnici

- 2n? -
AA(0) +wc—2(w)A(a)) S (8.14)
8.2 Disipace energie
Vezméme nyni vyraz (1.7)
_v.s_f.98B g 9b (8.15)
ot ot

UvaZzujme monochromatickou elektromagnetickou vinu. PonévadZ prava strana (8.15)

obsahuje kvadraticke vyrazy, musime pracovat s redlnymi reprezentacemi pole, tj. dosazovat

3 :%[E(a))exp(—ia)t)+ E*(0)exp(iot)] |

L (8.16)
aa—'f:"”T‘%[—g(w)E(w)exp(—i ot)+ & () E (@)exp(iot)]
a
A :%[H (@)exp(-iot)+ H' (@)exp(iot)] |
3B (8.17)
E:"”Tﬂo[—y(w) H (w)exp(~iwt) + i (0) H (@) exp(iwt)]
Pro Casovou stfedni hodnotu Poyntingova vektoru
= 1 P
S(a))lel_rg?'([S(a),t)dt (8.18)
dostavame ze vztahu (8.15) dosazenim z (8.16) a (8.17)
- =, < — 2 — 2
_v.s(w)zg[go &'()|E(@)[ + 11 (@)|Fi (@) } . (8.19)

Energie pridavand do jednotky objemu prostfedi pfichazejici elektromagnetickou vinou je
proménovana na teplo. Podle druhé véty termodynamické musi byt toto teplo pfi disipaci
energie vytvareno, musi tedy byt

we"(0)>0 , oy (0)>0 . (8.20)

8.3 Féazova a grupova rychlost
Uvazujme Sifeni viny ve sméru osy z. Predpokladejme, Ze prostfedi ma jen slabou
dispersi, tedy kvadrat indexu lomu bude soucinem realnych Casti permitivity a permeability

(Carky vynechavame) a vinu napiseme jako
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e [ty 2102 62

Amplitudova funkce je soustfedéna kolem centralni frekvence ,, takze podstatnou roli bude

hrat jen mala ,,grupa®“ vin s blizkymi frekvencemi. Provedeme rozvoj faze kolem centralni
frekvence
 d[on(a)]

on(o)
7—owt= Z-wyt+<—
c c c do

oy N (@)

—tr(o—a,)+...

W=y

VInu (8.21) aproximujeme vyrazem

A=exp{ia)o [%tﬂja(f)exp{if[étﬂdé , (8.22)

kde jsme oznacili fazovou rychlost (index 0 u frekvenci uZ vynechavame)

= 8.23
Vf n(a)) ( )
a grupovou rychlost
c
V,=———= 8.24
= d[on(o)] @24
do

Pokud je index lomu mensi nez jedna, mlze nabyvat fazova rychlost hodnot vétSich jak
rychlost svétla ve vakuu. Fazova rychlost je vSak jen abstraktni veli€ina. Zato grupova
rychlost vystupuje napfiklad jako rychlost prenosu energie, méla by tedy podle Einsteinovy
teorie byt vZdy mensi nez c. Proto musi byt spInéna podminka

M>1 . (8.25)

dw

Neni trivialni to ukazat, ale podminka skutecné splnéna je.

9. Rovnice elektromagnetického pole ve ¢tyFrozmérném zapisu

9.1 CtyfFrozmérny vektor proudu, rovnice kontinuity

Hustotu naboje piSeme jako
dQ=pdv , p=>esY(r-1,) . (9.1)

Ze vztahu
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dQdx' = pdV dx =pdd—)idV dt (9.2)

porovnanim geometrickych vlastnosti (dva skalary dQ — element naboje a dV dt=dQ-

element &tyfobjemu a jeden &tyfvektor dx') vyplyvé, Ze musime definovat dal3i Gtyfvektor

(proudu)
dx' _ .
J _PEZ(CP,PV)Z(CP,J) : (9:3)

Ve vyrazu pro G¢inek mdzeme pak psat pfi pfechodu ke spojitému rozdéleni naboje
. . 1 §
e|lAdx' = dx'dv == dQ . 9.4
[Add=]pA ~[A] (9.4)
Naboj, ktery ubude v néjakém objemu, mizZeme zapsat dvojim zplsobem

0 -
—Ej'pdV=<]5]-ndS . (9.5)

S pomoci Gaussovy véty pak z (9.5) plyne

0p
Kv J+§jdv 0 , (9.6)

tedy (objem je libovolny) rovnice kontinuity

v.7+92_90 g (9.7)
ot ox'
Zé&kon zachovéni nédboje (rovnice kontinuity) zaruCuje, Ze pfi kalibraCni transformaci se

ucinek zmeéni pouze o divergenci

a g [Ajda - J[ deQ JAJdQ+Ja(;(jI)dQ . (9.8)

X'

9.2 Naboj v elektromagnetickém poli
Utinek pro nabitou &astici v elektromagnetickém poli, ktery je invariantni a ma

~minimalni interakci, mizeme zvolit jako
b b ) ) _
sz—mcjds—ejAdx' , A'=(—,Aj . (9.9)

Lagrangeova funkce a zobecnéna hybnost jsou

2 —
L=-mc* [1-L +eAv—eg , P-= %: T teA=pteA . (9.10)
c Vo 1-p5
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Je pak™®

Z—Ir':eﬁ(ﬂV)—e§¢:e(v-§)ﬂ+ev><(§xﬂ)—e§¢ ,
%(ﬁ+eﬂ)—d—?+e%—+e(\7 V)A
Lagrangeova rovnice je tedy
°P_e(E+vxE) .
kde jsme oznacili
E:_w_%f, _9xA

Ve Ctyfrozmeérné notaci

5S :5[—mc'b[ds—e'b[A dx‘j=

J(mcdx‘dui +e2:’k' Sx dx* —e%dxkdx‘j—(mcui +eA)§x‘E1

a

Pouzili jsme pfi odvozeni integraci per partes a vztahy
sds=udosx , SA :%Jxk
X

Obvyklym postupem dostavame vyraz pro zobecnénou hybnost
P'=mcu' +eA
a pohybovou rovnici

du oA OA

mc—=eF u* , F, =—X*_—
ds k *oaxt ax

9.3 Tenzor elektromagnetického pole
Ve vztahu (9.17) jsme zavedli tenzor elektromagnetického pole

10 PFi Gpravé pouZijeme identitu znémou z vektorové

6(55)2(56)5 +(5-§)§+BX(VX§)+ éx(VxB).
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0 E./Jc EJc EjJc 0 -E/c -E/c -EjJc

- -E/c 0 -B, B, ik E/c 0 - B, B, (0.18)
“|-E,/Jc B, 0 -B |’ |E,/Jc B, 0 -B, |
-E,/Jc -B, B, 0 E,/c -B, B, 0

PFi Lorentzoveé transformaci se tenzor elektromagnetického pole transformuje podle vztahu

F“=AL ASF™ | (9.19)

Oznacime-li 7/:]/ J1- 3%, dostavame pfi transformaci

X =p(X°+Bx") , K=p(xPpx0) =X =xP (9.20)
neboli v maticovém zapisu
y By 00
X =Ax* Al ﬂg g (1) 8 (9.21)
0 0 01
transformacni vztah pro tensor pole
0 F/o y(F+BF"™) y(F'®+BF™®)
cie_ F/ 0 y(F™+BF) y(F=+pF"%) 02
y(F2+BF™) y(F™+pF") 0 F/%
y(F*+BF™) y(F*+pF™) F /32 0
Prevedeno do vektorl intenzity a indukce
E,=E. ., E,=y(E,j+VB)) , E,=y(E.-VB,) ,
B =B | Byzy(B;—Z—ZEZ’J , BZ:;/(BZ’+Z/—2E;J . 629
V nerelativistickém pFiblizeni (V /c—0) pfechazi (9.23) na
E=zE' -VxB' , B=B . (9.24)

Invarianty pole mizeme zkonstruovat z tenzoru pole. Pongévadz je antisymetricky, zUzeni

nedavéa nic a mame az kvadratické vyrazy
9"g""F,F,, =F,F*=inv , £“"F F, =F, F*=inv . (9.25)
Dualni tenzor vyjadieny pomoci intenzity elektrického pole a indukce magnetického pole ma

tvar
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0o -B, -B, -B,

. B 0 -E,/c E /c
F.=| . : ’ (9.26)

“|B, E,J/c 0 -EJ/c

B, -E,/Jc EJc 0

Invarianty maji pak vyjadreni
. -

FikFik=_z('§—2—B2j e (9.27)

9.4  Prvni par Maxwellovych rovnic
Z vyjédreni tensoru elektromagnetického pole pomoci potencidlu snadno odvodime

platnost vztahu
oF. OF, OF;

] = 9.28
X' " oX' +E}xk (9.28)

Na levé strangé je Uplné antisymetricky tensor tfetiho radu, pfedstavuje pouze Ctyri rlizné
rovnice. Zretelngji je to vidét, uzijeme-li zapis pomoci duélniho (pseudo)vektoru

vaam OF i
'k'm—a):f:aa'xzk =0 . (9.29)

Nultd komponenta dava tvrzeni o nezfidlovém charakteru magnetického pole, dalsi tfi
komponenty Faradaydv indukéni zakon

o8
ot

V-B=0 , VxE=- (9.30)

9.5 Druhy par Maxwellovych rovnic
Druhy par Maxwellovych rovnic odvodime z variacniho principu. Za Lagrangeovu

funkci elektromagnetického pole zvolime pfirozené zndmy invariant s vhodnou konstantou

1 . 1 ;
S=-= '+ F F™* |dQ
CJ[AJ 4,[!0 ik j

(9.31)
& E2 1 5 %
= || &2 pp——— B2+ ]-AldVdt
2 2 pty
S uvazenim F'*§F, =F, SF' dostavame
55=—iﬂj‘5A +iF‘k5Fikde=
c 2 p1y
(9.32)

0
oA [dQ
6Xk Aj

_1 JI§A+ 1 Fikiié‘A(—iFik
C 2 1, o0 X 2 1,

Po integraci per partes ve (9.32)
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P iy OF" Mdg—ijFika‘Ads (9.33)
cpy, ik ox" C 4, “< '

Druhy par Maxwellovych rovnic je tedy

OF™ .i
8Xk =—t) . (934)

Nultd komponenta je rovnice pro divergenci indukce elektrického pole (zobecnéni Gaussovy
véty elektrostatiky), zbyvajici tfi pro rotaci intenzity magnetického pole (Ampériiv zékon

doplnény Maxwellovym posuvnym proudem)

= oD

ﬁD:p ) 6)(':'.:54-]. . (935)

9.6 Tensor energie — hybnosti
Tensor energie — hybnosti dostaneme zteorému Noetherové pfi transformaci,

odpovidajici translaci soufadnic

Xi=6 , Q'=0 , T/(x)=q" ,——-L&, . (9.36)

]

Tady je index j vlastné indexem “nahodné” tensorovym. Takto ziskany tensor energie —

hybnosti T neni obecné symetricky. Pro Lagrangeovu funkci elektromagnetického pole je
—all: _ ot =—iFij (9.37)
0q" 8Aj,i Hy

a tensor energie — hybnosti vychazi nesymetricky

i l ij aAI m l i m
Tk:_ﬂ_(gjgm ox] = —ngFmFl j : (9.38)
0

K vyrazu pro T'* mlizeme oviem pfidat ¢len, zaruCujici symetrii, ktery p¥itom neovlivni
celkovou hybnost

ikl
Tk, Tk Tk 887 I L (9.39)
X

Pozadavek symetrie se objevuje proto, aby byl splnén i zakon zachovani momentu hybnosti,
definovaného vztahemM ™ = x' T*' —x*T" | tedy

aMikl
ox'

=0 o ThH=TY . (9.40)

Pro elektromagnetické pole tensor z'*' snadno najdeme jako

7 =ﬂiA‘ Fe (9.41)
0

40



takZe vysledny tensor energie — hybnosti bude
ik 1 il km 1 ik Im
Th==—|-g, F'F""+=gF_F : (9.42)
Ho 4

Zapsano pomoci tfirozmérnych veli€in

w =S,
ik c
Tk = , (9.43)
lS -o
c a apf
kde
W:l[goéuiézj Cs-Lles (9.44)
2 Ho Ho
jsou hustota energie a Poyntingliv vektor a
o,,=&E, Eﬂ+iBa B,-W6,, (9.45)
Ho

je Maxwell(lv tensor napéti.
9.7 VInova rovnice a rovinné viny
Vezmeme druhy par Maxwellovych rovnic (ve vakuu) a dosadime vyjadfeni pole

pomoci potenciald

aFak:0 | Fik:gijgkl[a_pﬁ_%j ’

ox* oxl ox
X , (9.46)
gij 82 Ak _gk| 82 AI _0
oxIax ox ox'
Lorentzova kalibra¢ni podminka zjednodusi (9.46) na vinovou rovnici
o A“ a O°A
=0 , -¢g°——=0 . 9.47
o x" 9 axox (9.47)
Pomoci d’Alembertova operéatoru
1 ¢
=A-—>— 9.48
¢’ ot’ (9.48)
mame pak ve tfirozmérném zapisu
99 5. R=0 , Og=0 , OA=0 . (9.49)

ot

Hleddme-li FeSeni ve tvaru rovinné viny, jde vlastné o konstantni Ctyfvektor ndsobeny

komplexni jednotkou. Je pak
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k'=0 , ka'=0 . (9.50)

A‘:Re{a‘exp(iijj)} k
Posledni vztah ve (9.50) je dan Lorentzovou kalibraéni podminkou. Ctyfvektor hybnosti

zapisujeme jako
k‘{ﬁ,ﬁj C k=24 | f2=1 . (9.51)

Velmi jednoduse popiseme pomoci charakteristik rovinné monochromatické viny Doppleriv

jev. Méjme zdroj svétla, ktery je v klidu v soustavé K(O) . Soustava K(O) se pohybuje vzhledem

k laboratorni soustavé K rychlosti V. At je Ghel mezi smérem pohybu zdroje a smérem Sifeni
svétla « . Potom plati
o KB e P @
(0)_ l_ﬂz ! (0)_ Cc ! _C !
1 0 a,
IR oL S PN % o K = Zcosa

(0) ’l _ ,BZ ! (0) (o c

(9.52)

a odtud

O=® —“l_'gz . (9.53)

©1- Bcosa

Pro rychlosti malé ve srovnani s rychlosti svétla mame

2
a)za)(o)(l+\ic03a+lv—2c032aj . (9.54)
c 2¢C
Tensor energie — hybnosti je
2
ik _ C ik 1 - ; . j
T _w2Wk k" , w wy [a a +Re{a a, exp(2ik; x )}} . (9.55)

Ve stfedni hodnoté podle Casu je druhy ¢len ve vyrazu pro hustotu energie roven nule. Oba
invarianty (9.27) jsou rovny nule. Se specialni volbou kalibrace (spojené oviem s jednou

ur€itou inercialni soufadnou soustavou) mame
A'=(0,A) , A=a cos(wt-kx+a)g, +asin(ot-kx+a)E, |
E =wa,sin(ot-kx+a)g - wa,cos(ot—kx +a)§, | (9.56)
B=ka,cos(wt—kx+a)§, +ka,sin(ot—kx+a)g,

Eliptick& polarizace takové viny je vidét ze vztahu
2 2
Ey + Ez2 — l By Bz2

+
2 42 2 42 ! 2 42 2,42
w°a, o3, ka; k“a]

=1 . (9.57)
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