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Predmluva

Integralni pocet funkci vice proménnych je dilezZitou ¢asti matematické analyzy
a ma vyznamné aplikace ve fyzice a v technickych disciplindch. K vykladu pro-
blematiky lze pfistoupit riznym zptisobem: bud budovat teorii vicerozmérnych
integrali modernim zpisobem (Lebesguetiv integral, Henstocktiv-Kurzweilav in-
tegral), nebo vyklad pojmout klasicky, tj. studovat Riemanntv, popt. Darbouxiv
vicerozmérny integral. ProtoZe predklddany ucebni text je urcen pro pouZiti v za-
kladnim kurzu matematické analyzy, je zvolen klasicky pfistup, ktery navazuje
prirozenym zptisobem na Riemanntv integrdl funkce jedné proménné.

Text je rozdélen do péti kapitol. Ve snaze o maximdlni srozumitelnost budu-
jeme nejprve v kapitole 1 teorii dvojného Riemannova integralu a poté v nésle-
dujici kapitole se zabyvdme integrdlem trojnym, n-rozmérnym a jednoduchym.
Nezastupitelnou tlohu pfi vypoctu vicerozmérnych integrdld ma zdména pro-
ménnych nazyvand rovnéZ transformace integrdlu. Transformacim vicerozmér-
nych integrald je vénovéana kapitola 3. Vicerozmérné integraly nachazeji vyuziti
v rtiznych disciplindch, vyznamné jsou zejména geometrické a fyzikalni aplikace,
které jsou probirdny v kapitole 4. V zdvérecné paté kapitole je uvedena definice
a zékladni vlastnosti nevlastntho vicerozmérného integralu, ktery je dileZzity jak
z teoretického, tak z aplika¢niho hlediska.

Ucebni text je uréen pro posluchade bakalafského studia ucitelské a odborné
matematiky, fyziky a aplikované matematiky Pfirodovédecké fakulty Masary-
kovy univerzity. Svym rozsahem pokryva latku predndSenou v zdkladnim kurzu
matematické analyzy. Pro studium textu se pfedpokladd znalost diferencidlniho
poctu funkei vice proménnych a znalost Riemannova integrdlu v R. Véfime, Ze
vydani tohoto textu zaplni mezeru v pokryti problematiky vicerozmérného inte-
grilu uéebnimi texty na Pfirodovédecké fakulté¢ MU. Vzdyft od vydan{ posledniho
titulu s touto problematikou (skripta MiloSe Réba [24]) uplynulo jiZ 21 let. Au-

tofi vychdzeli z prednasek prvniho autora, které konal na Pfirodovédecké fakulté
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Masarykovy univerzity pro posluchace ucitelského studia, a z uc¢ebniho textu [14]
vydaného druhym autorem a jeho spolupracovniky na Fakulté vojenskych tech-
nologii Univerzity obrany. Zvoleny pfistup k vykladu latky byl ¢astecné ovlivnén
prednaskami prof. RNDr. Vitézslava Novaka, DrSc. konanymi na Pedagogické
fakulté MU a ucebnicemi [17] a [19].

Pro lepsi ndzornost a srozumitelnost je text doplnén fadou ilustracnich ob-
razkd a pomérné velkym poctem feSenych piikladd. Za kaZdou kapitolou jsou
zafazena cvieni k samostatnému feSeni. Ucebni text tak miZe slouZit rov-
néZ jako sbirka tloh, nicméné k procvicovani latky doporucujeme vyuZit také
specializovanych sbirek dloh uvedenych v seznamu literatury, napt. [1], [3],
[©], [18]. Cviceni obsaZend v textu maji rozdilnou obtiZnost, pro lepsi orien-
taci Ctenafti jsou obtiZnéjsi cviCeni oznaCena symbolem x. Z dtivodu dplnosti
jsou do textu zatazeny i obtiZné&jsi partie, popf. partie prekracujici rozsah latky
predndsené v zdkladnim kurzu matematické analyzy. Tyto partie jsou vysdzeny
mensSim typem pisma. Text byl pripraven sdzecim systémem TgX ve formdtu
pdf ISTEX 2¢, vétSina obrazkl byla vytvofena programem METAPOST s pouZi-
tim baliku TgXovskych maker mfpic, ¢4st obrazki byla pripravena programem
Maple.

Je nasi milou povinnosti podékovat vS§em, kdo prispéli v jakékoliv formé
pfi préci na rukopisu tohoto ucebniho textu. Obzvlasté dékujeme doc. RNDr.
Jaromiru SimSovi, CSc. za velice peclivé piecteni celého rukopisu a za fadu
cennych rad, ndméti a pripominek, které prispély ke zlepSeni textu. Zavazani
jsme i prof. RNDr. Ondfeji Doslému, DrSc., ktery rovnéZz pozorné prostudo-
val rukopis tohoto textu a pfispél k jeho konecné podobé mnoha uZiteCnymi
postiehy a vylepSenimi. Cést textu precetl Bc. Jaromir Kuben, kterému si touto
cestou rovnéz dovolujeme podekovat. V neposledni fadé dékujeme PhDr. Pavliné
Rackové, Ph.D. za piekontrolovani zadani i vysledkid vSech cviceni zafazenych
do ucebniho textu.

Brno, zafi 2009 Autori
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Kapitola 1
Dvojny integral

Zv.0

Vétsina Stendfd tohoto textu je jiz nepochybné sezndmena s teorii Riemannova'
urcitého integrdlu funkce jedné proménné, ktery se pfedndsi v rdmci pfedndsky
z matematické analyzy. Tento jednorozmérny integral se znaci f: f(x)dx aje
definovdn pro funkci f jedné proménné integrace schopnou, a tedy zejména
ohranicenou, na uzavieném intervalu (a, b). Tento integrdl pfifazuje funkci f
s vySe uvedenymi vlastnostmi jisté redlné Cislo. V zdkladnim kurzu matematické
analyzy se pfi ivodnim studiu Riemannova integralu obvykle nedefinuje integral
funkce jedné proménné na obecnéjsi mnozin€ (napt. M = {a, b) U (c, d), kde
(a, b) N (c,d) = 0), ani integral funkce vice proménnych.

Na$im cilem bude vybudovat teorii Riemannova integrdlu funkce n promén-
nych na dosti obecnych mnoZzindch M C R”". Tento integrdl bude zobecnénim
Riemannova urcitého integrdlu funkce jedné proménné. Pro jednoduchost a né-
zornost soustfedime pozornost zejména na piipady n = 1,2, 3. V pfipadé n = 1
mluvime o jednoduchém, v ptipadé n = 2 o dvojném a v ptipadé n = 3 o trojném
integrdlu. Nejprve se budeme zabyvat integrdlem dvojnym.

Teorie dvojného Riemannova integralu se obvykle buduje tim zptisobem, Ze
se nejdfive definuje tzv. Jordanova® mira mnoZziny a vydéli se tiida mnoZin, které
jsou jordanovsky méfitelné. Dvojny integrdl funkce f dvou proménnych ohra-
ni¢ené na jordanovsky méfitelné mnoZiné M se pak zavadi tak, Ze se definuje

1Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) (Cti riman) — némecky matematik. Za-
byval se teorii funkci, geometrii, matematickou a teoretickou fyzikou a diferencidlnimi rovnicemi.
Jeden z nejvyznamnéjsich matematiki vSech dob.

2Marie Edmond Camille Jordan (1832-1922) (¢ti Zordan) — francouzsky matematik. Za-
byval se matematickou analyzou, algebrou, teorii funkci, topologii, krystalografii, kinematikou,
stabilitou, geometrickou pravdépodobnosti, teorii ¢isel a diferencidlnimi rovnicemi. Jeden z tviirct
moderni matematiky.



2 Dvojny integral

vhodnym zpiisobem déleni D mnoZiny M na jisté specidlni méfitelné podmno-
Ziny (tzv. dilky dé€leni), sestavi se horni a dolni soucet S(D, f), s(D, f) a dile
se postupuje podobné jako v definici jednoduchého Riemannova integrélu.

V tomto textu vSak volime jiny pfistup: Dvojny integral definujeme nejprve
na dvojrozmérném intervalu, poté pomoci charakteristické funkce mnoZiny de-
finujeme méfitelnou mnoZinu a nasledné zavadime pojem dvojného integralu na
méfitelné mnoZiné M, a to pfevedenim na dvojny integrdl na dvojrozmérném
intervalu, ktery mnoZinu M obsahuje.

1.1. Dvojny integral na dvojrozmérném intervalu

Zavedme nejprve pojem intervalu v roviné.

Definice 1.1. Intervalem v roviné neboli dvojrozmérnym intervalem budeme
rozumét mnoZinu J, kterd je kartézskym soucinem dvou intervald Ji, J, € R.
Tedy J = J1 X J2.

Intervaly J; a J, mohou byt libovolného
typu — omezené, neomezené, uzaviené, ote-
d viené nebo polooteviené. Bude-li néktery z nich
degenerovany, tj. bude-li to bod, bude i dvoj-
rozmérny interval J tzv. degenerovany. Mlze to
byt bod, dsecka, polopiimka nebo pfimka.

Pro nés ale bude nejdilezitéjsi piipad, kdy
oba dva intervaly J; a J, budou omezené
a uzaviené. Odpovidajici dvojrozmérny interval
cl : M = J; x J, pak bude omezeny a uzavieny ob-
: . délnik, jehoZ strany jsou rovnobézné se soufad-
N nicovymi osami — viz obr. 1.1, kde J, = {(a, b)

a J, = (c, d). Lze ho zapsat také takto:

S M

Obr. 1.1: Interval v roviné )
M={[x,yleR°:a<x<b, c<y<d}

V dal8im, nebude-li feceno jinak, budeme obdélnikem rozumét vZdy nedege-
nerovany dvojrozmérny uzavieny a omezeny interval. Podobné dvojrozmérnym
intervalem budeme rozumét nedegenerovany interval, pokud nebude uvedeno
jinak.

Bud M = (a, b) x (c,d) obdélnik v R?>. Nechf Dy:a = xg < x| < --- <
< X, = b je déleni intervalu (a,b) anechf Dy:c=y) < y1 < -+ <y, =
= d je déleni intervalu (c,d). OznaCme M;; = {(xj_1, x;) X (Yk—1, V&), kde



1.1 Dvojny integral na dvojrozmérném intervalu 3

Y M

d — y3_ ..........

M3 | M3y | M3z | M3g | Mss
b7 X ST

y My | My | My | My | Mos
l_ ..........

My (M| Mz | Mg | Mis
C = yO' .......... ;

; i i i i i x
0| a= )C'() x'l )6'2 x'3 x'4 x'5 =b

Obr. 1.2: Déleni dvojrozmérného intervalu

ief{l,2,...,m}, ke {l,2,...,n}. Systétm obdélnikd {M;; : i = 1,2,...,m;
k=1,2,...,n} nazyvame délenim obdélniku M a zna¢ime D = D, x D,. Ob-
délniky M;; nazyvame dilky déleni D (viz obr. 1.2). Normou déleni D = D, x
x D, budeme rozumét &islo v(D) = max{\/(x,- — X2+ Ok — k)i =
=12,....mk = 1,2,...,n}, tj. délku nejdelsi z dhlopiicek vSech dilkt
déleni. V naSich tivahdch budeme pracovat také s posloupnostmi déleni. Posloup-
nost déleni {D,} nazveme nulovou posloupnosti déleni, plati-li nlingo v(D,) =0.

Symbolem 2(M) nebo & ozna-
¢ime mnoZinu vSech déleni obdél-
niku M. Déleni D; = D! x D; se na- Y My
29Vé zjemnéni d€leni D = Dy x D,, ST ]
je-li D! zjemnénim déleni D, a Dyl, | |
zjemnénim dé€leni D,. Je-li D; zjem- T I
néni déleni D, pak zfejmé kazdy di- | |
lek My, d&leni D je v D; rozd&len k[ : I I
na kone¢ny pocet dilkil déleni D, (viz i
obr. 1.3). Snadno se ovéfi, Ze ke kaz-
dym dvéma dé€lenim D; = D! x D)],,
D, = D} x D} € Z(M) existuje jejich

spole¢né zjemnéni. (Tim je napi. déleni D = D, x D,, kde D, je tvofeno vSemi

X

0] Xi Xi41

Obr. 1.3: Zjemnéni déleni

délicimi body déleni D! a déleni D? a l~)y je tvoreno vSemi délicimi body déleni
D; a déleni D% Toto déleni budeme nazyvat nejvétsim spolecnym zjemnénim
déleni Dl, Dz.)

Bud f ohranicend funkce dvou proménnych definovand na obdélniku M =
= (a, b) x (c,d) anechf D = D, x Dy je déleni obdélniku M o dilcich M;,
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i=1,2,....,mk=1,2,...,n. OznaCme

Vi = inf{f(x’ )’) . [X, y] € Mik}a
Viek = sup{f(x,y) : [x, y] € My}

a poloZme

s(D, f) = ZZ Uik (i — xi—1) (Y — Yk—=1)s

i=1 k=1

S(D, ) =Y Vil = xi) 0k — Ye1)-

i=1 k=1

Cislo s(D, f) nazyvame dolnim souctem, &islo S(D, f) hornim souctem funk-
ce f pti déleni D (viz obr. 1.4 a 1.5).
Nazveme-li ¢islo m(R) = (8 — «)(8 — y) mirou (obsahem) obdélniku R =

= (a, B) x (y,8), mizeme pfi oznaeni I = {(i,k) : i = 1,2,...,m; k =
=1,2,...,n} psat strucnéji

s(D, f) = Z vix m(Mjy),

(i,k)el
S(D, f) =Y Viem(My).

(i,k)el

Podobné jako v piipad€ jednorozmérného integrilu pro kazdou ohranic¢enou
funkci f plati:

Lemma 1.2.
a) s(D, f) < S(D, f) pro kazdé D € 2.
b) Jsou-li Dy, D, € 9 a D, je zjemnéni D, pak je s(Dy, f) < s(Dy, f),
S(Dy, ) 2 S(Da, f).
¢) Jsou-li Dy, D, € 9 libovolnd, pak s(Dy, ) < S(D», f).

Diikaz.
a) Pro kazdé (i, k) € I plati vy < Vi Odtud plyne

s(D, f)= > vumMy) £ Y Viem(My) = S(D, f).

(i.k)el (i,k)el
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b)

Obr. 1.4: Geometricky vyznam dolniho souctu

b)

Obr. 1.5: Geometricky vyznam horniho souctu
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b) Libovolny dilek M;; dé€leni D, pfispivé do dolniho souctu s(Dy, f) hodnotou
vix m(M;i). V dé€leni D, je pevné zvoleny dilek M;; rozdélen na dilky M,
(p,q) € J, kde J je vhodnd mnoZina usporadanych dvojic indexd, pficemz

> m(M,,) = m(M;;). Piispévek dilku M;; do souCtu s(D,, f) je tedy
(p.g)el

Y. Upgm(M,,), kde v,, = inf{f(x,y) : [x,y] € M,,}. Protoze zfejmé
(p.q)e]
plati vy < v,, pro libovolné (p, ¢) € J, mame

Vi m(Miy) = vig Z m(Mpq) = Z Vik m(Mpq) < Z {)pq m(Mpq)’
(p.g)eJ (p.g)eJ (p.g)e]

tj. prispévek dilku M;; do souctu s(D,, f) je vétsi nebo roven prispévku
tohoto dilku do s(Dy, f). Sectenim pro vSechna (i, k) € I vyjde tvrzeni pro
dolni soucty. Pro horni soucty se diikkaz provede analogicky.

¢) Bud Dj spolecné zjemnéni déleni Dy a D,. UZitim a) a b) dostdvdme

s(D1, f) = s(D3, ) = S(Ds3, f) = S(Da, ). O

Bud Dy € Z libovolné pevné zvolené déleni dvojrozmérného intervalu M =
= (a, b)x(c, d). Podle lemmatu 1.2 plati s(D, f) < S(Dy, f) prokazdé D € 2.
Mnozina {s(D, f) : D € Z} je tedy neprazdnd a shora omezend. Existuje proto
sup{s(D, f) : D € 2}, které znatime

/ f(x,y)dxdy.
M
Ziejmé plati
[ s axdy < 50 p.

M
Déleni D, viak bylo voleno libovolng, takze S(D, f) = [[ f(x,y)dxdy pro

M
kazdé D € 2 a mnozina vSech hornich soucti funkce f je zdola omezend
a neprazdnd. Existuje tudiZ inf{S(D, f) : D € &}, které zna¢ime

// f(x,y)dxdy.
M
// F(x, y)dxdy < // F(x, y) dxdy.
M

M

Pfitom plati
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Definice 1.3. Cisla [[ f(x,y)dxdy resp. [[ f(x,y)dxdy nazveme dolnim
W M

M
resp. hornim integrdlem ohranicené funkce f na mnoZiné (pres mnoZinu) M.

Plati-li rovnost
//f(x,y)dxdy=//f(x,y)dxdy,
o M

tikame, Ze f je integrovatelnd (integrace schopna) na mnoziné M a definu-
jeme dvojny integral f f f(x,y)dxdy funkce f na mnoZiné (pres mnoZinu) M
vztahem

// F(x, y) dxdy = // F(x, y) dxdy = // F(x, v) dxdy.
M W M

Funkce f se nazyvd integrand, mnoZina M integracni obor.

Poznémka 1.4. Je-li integrand f konstantni funkce rovna jedné pouil’véme

vev s

integraly. M

Pfiklad 1.5. Vypo&téte [[ f(x, y)dxdy, kde f(x,y) = c € R pro kazdy bod
M

[x, y] daného obdélniku M = (a, b) x {c, d).

ReSeni. Bud D = {M;; : (i, k) € I} libovolné déleni obdélniku M. Ziejmé plati

vir = ¢, Vix = c. Tedy

s(D. =) emMp) =c Y m(My) = cm(M),

(i,k)el (i,k)el
S(D. )= Y em(My)=c )  m(My)=cm(M).
@i,k)el (i,k)el
Odtud o
// f(x.y)dxdy = em(M) = / f(x. ) dxdy,
N M
a tedy

//f(x,y) dxdy = //cdxdy =cm(M) =c(b—a)ld—c).
M M
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Priklad 1.6. Bud f funkce definovand na obdélniku M = (0, 1) x (0, 1) takto:

f(x,y):{l jelixeQayeqQ,

0 v ostatnich ptipadech.

Rozhodnéte, zda funkce f je integrovatelnd na obdélniku M.

Reseni. Bud D = {Mj : (i, k) € I} libovolné déleni obdélniku M. Pak vy = 0,
Vir = 1, protoZze mezi kazdymi dvéma rtiznymi redlnymi Cisly leZi jak nekonecné
mnoho raciondlnich tak nekone¢né€ mnoho iraciondlnich ¢isel ([7, str.7]), a

s(D, f)= Y vamMy) = > 0-m(My) =0,

@i,k)el (i,k)el
SID, fy= > VamMy) = > 1-m(My)=1.
G.hel (,kyel
Odtud _
J[ remaxty =02 1= [[ reyasa.
7 M
Dand funkce nenf integrovatelnd na obdélniku M. A

Lemma 1.7. Bud’ f ohranicena funkce v obdélniku M = {a, b) x {c, d). Pak ke
kaZdému cislu ¢ > 0 existuje Cislo § > 0 tak, Ze pro kaZdé deleni D obdélniku M,
pro jehoZ normu plati v(D) < 4, je

//f(x,y)dxdygS(D,f)<//f(x,y)dxdy+8. (1.D)
M M

Diikaz. Necht K > 0 je konstanta takovd, Ze | f(x, y)| < K pro [x,y] € M.
Bud & > 0 libovolné. Podle definice horniho integrdlu (jako infima hornich
souctl) existuje déleni D' = D! x D)],, Dl:ia=x{<x] < <xl =b,

Dj:c=y; <y <--- <y, =d,obdélniku M s vlastnosti

&

5 (1.2)

S(Dl,f)<//f(x,y)dxdy+
M

Necht Milj i=1,2,...,m;j=1,2,...,n) jsou dilky tohoto déleni. Ozna¢me
I={G,j):i=1,2,....,m;j=1,2,...,n}. PoloZzme

I
0= 4[(d —)ym~+ (b —a)nlK
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Obr. 1.6: Déleni D' a D a jejich nejvétsi spole¢né zjemnéni D>
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Bud nyni D libovolné déleni obdélniku M o norm¢é mensi nez § s dilky M;;
i=12,...,p;j=1,2,...,q9). OznaCme J = {(i, j):i =1,2,...,p; j =
=1,2,...,q}. Uvazujme dile déleni D? obdélniku M, které je nejvétsim spo-
leénym zjemnénim dé&leni D, D' (viz obr. 1.6). Nechf dilky d&leni D? jsou Mizj
i=12,...,r;j=1,2,...,5). Ozna¢me L = {(i, j) : i = 1,2,...,r; ] =
=1,2,...,s}. PoloZzme J' = {(i, j) € J : existuje (k, ) € I s vlastnosti M;;
C ML), J' = J~ J. Ziejm& pro (i, j) € J' je M;; dilkem d&leni D2.
Pro (i, j) € J" existji (k,1) € I, (k,]) € I, (k,1) # (k,I) tak, zZe M;; N
N (M,:l ~ M]%l-) #=0, M;; N (MlEll’ ~ M,i,) # ). ProtoZe v(D) < 8, plati pro soucet
mér m(M;;) vSech obdélnikii M;;, kde (i, j) € J”, nerovnosti

> mMy) £ v(D)(d - cym + (b — a)n] <
@.pet” (1.3)

&

S[(d — b— = —.

<d[(d —c)ym + (b —a)n] 1K
Polozme L' = {(k,l) € L : existuje (i, j) € J s vlastnosti M7, = M}, L" =
= L~ L'. Nechf pro (i, j) € J, (k,1) € L je V;; =sup{f(x,y):[x,y] € M},

V2 =sup{f(x,y): [x,y] € M}}. Pak podle (1.3)

U M;; = U M3, U M;; = U M,

@i,j)ed’ (k,l)eL' @i,j)ed” (k,l)eL”

& &
‘ Z Vijm(Mij) §K Z m(Mij)<KR=Z’
G.))el” (i,j)ed"”
Z Vi m(M;;) = Z Vim(M}).
(i, )et’ (k,hyeL’

Podobné uzitim (1.3) dostavame

& &
VzmMz‘éK m(M?) = K mM;)) < K— =—.
‘Z (M) | = Z (M) Z (M) iy
(k,lyeL” (k,l)yeL” @i, jHet”
ProtozZe

S, =Sl =| 3 VymMip+ Y Viym(My) -
@i,))ed’ @, j)et”

- Z szlm(Mlgl)_ Z szzm(Mlgz)‘a

(k,l)eL’ (k,l)eL”
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mame

S, )= s Pl <] 30 VimMip|+| S vimR)| <

@i, j)et” (k,heL"” (14)
& I & &

< = - = —.
4 4 2

Uzitim (1.4) a (1.2) dostdvame odhad

// F(x, y)dxdy < S(D, ) < S(D?, f) +§ <
M
<SSO )+ < //f(x, ¥ dxdy + ¢,
M
¢imZ je vztah (1.1) dokazan. ]

Poznamka 1.8. Analogické tvrzeni plati i o dolnim souctu a dolnim integralu.

Lemma 1.9. Bud f funkce ohranicend na obdélniku M = (a, b) x (c,d). Pak
Je f integrovatelnd na M pravé tehdy, kdyzZ ke kazdému ¢ > 0 existuje takové
déleni D € (M), Ze plati S(D, f) —s(D, f) <e.

Diikaz. Nechf f je integrovatelnd na M. Bud ¢ > 0 libovolné. Pak existuje
takové D1 € (M), ze

S(Dl,f)<//f(x,y)dxdy+;://f(x,y)dxdy+;,
M M

a takové D, € P (M), ze

s0s 1= [[ emanty =5 = [[ reyaray -5
™ M

Bud D spolecné zjemnéni déleni D, a D,. Pak S(D, f) < S(Dy, f), s(D, f) =
> s(D», f), a tudiz

&

S(D,f)<//f(x,y)dxdy+;, s(D, f>>//f<x,y>dxdy—2
M M
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Odtud

S(D, f) - s(D. f) < // Fer vy dxdy + 5 - <//f<x,y>dxdy - ;) —e.
M M

Nechf naopak pro libovolné ¢ > 0 existuje D € (M) tak, ze S(D, f) —
—s(D, f) < ¢. ProtoZe

//f(x, y)dxdy = S(D, f), / f(x,y)dxdy 2 s(D, f),

M M

O§//f(x,y)dxdy—//f(x,y)dxdy<8.
% W

JelikoZ posledni vztah plati pfi libovolném ¢ > 0, je

//f(x, ¥) dxdy - //f(x, ¥) dxdy =0,
M

plati

M
takZe L

//f(x,y)dxdy=//f(x,y)dxdy

M M
a f je integrovatelnd na M. 0

Véta 1.10. Bud f ohranicend funkce na obdélniku M = (a, b) x {c, d).

a) Je-li {D,} libovolna nulova posloupnost déleni obdélniku M, pak pro n — oo
plati

s(Dn,fH//f(x,y)dxdy, S(Dn,fw//f(x,y)dxdy.
W M

b) Je-li funkce f integrovatelnd na obdélniku M, pak pro n — oo plati

s(Dn,f)—>//f(x,y)dxdy, S(Dn,fH//f(x,y)dxdy
M M

pro libovolnou nulovou posloupnost déleni {D,} obdélniku M.
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¢) JestliZe pro aspori jednu nulovou posloupnost {D,} déleni obdélniku M plati
lim s(D,, f) = lim S(D,, f), pak funkce f je integrovatelnd na obdél-
n—oo n—o0
niku M.

Diikaz.

a) Bud ¢ > 0 libovolné. Podle lemmatu 1.7 existuje § > 0 tak, Ze pro libovolné
déleni D o normé v(D) < ¢ plati

O§S(D,f)—//f(x,y)dxdy<8.
M

Protoze pro libovolnou nulovou posloupnost {D,} déleni obdélniku M plati
v(D,) — 0, existuje N € N tak, Ze v(D,) < § pro viechna n = N. Tedy

0= S(Dy, f)— //f(x,y)dxdy <e
M
pro kazdé n = N. Podle definice limity ¢iselné posloupnosti to znamend, Ze

S(Dy. f) — / / F(x. y) dxdy.
M

Podobné se dokaze, ze

$(Dy, f) — // f(x. y) dxdy.
M

b) Druhé tvrzeni véty plyne z tvrzeni a) a z toho, Ze funkce f je integrovatelna
na M pravé tehdy, kdyz

/ Fx, y)dxdy = / / F(x, y)dxdy = / Fx, v)dxdy.

W M M

c) Podle predpokladu existuje ¢islo L € R takové, Ze plati lim s(D,, f) =
n—oo
= lim S(D,, f) = L. Podle tvrzeni a) je
n—od

/ f(x,y)dxdy=L=//f(x,y)dxdy,
M

M

takZe f je na M integrovatelnd. O
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V diikazu nasledujici véty pouZijeme tvrzeni o stejnomerné spojitosti funkce
spojité na kompaktni mnoZing: Je-li funkce f spojitd na kompaktni mnoZiné
M C R", pak ke kaZdému ¢ > 0 existuje cislo § > 0 takové, Ze pro libovolna
XieM, X, e M, o(X1, X2) <86, plati | f(X) — f(X»)| < €. Pfitom @ znaci
eukleidovskou metriku v prostoru R".

Véta 1.11. Bud [ spojita funkce na obdélniku M = {(a, b) x (c,d). Pak je f
integrovatelnd na M.

Diikaz. Mnozina M je kompaktni, takZe podle Weierstrassovy véty ([5, str. 20])
je funkce f na mnozin€ M ohraniend, tudiZ md na M horni a dolni integral.
Bud ¢ > 0 libovolné. Z tvrzeni zminéného pied touto vétou plyne existence ¢isla
§ > 0 takového, Ze pro [x1, yi] € M, [xp, y2] € M, o([x1, »1], [x2, y21) < 6,
plati | f(x1, y1) — f(x2, y2)| < ¢/ m(M).

Bud nyni D = {My : (i,k) € I} déleni ob-

My 5 délnfku M o norm€ mensi neZ §, tj. takové dé-
leni, Ze dhlopficka kazdého jeho dilku M;; je kratsi

T nez §. ProtoZe mnoZiny M;; jsou kompaktni a f

/7( je spojitd, nabyvd funkce f na kazdém M;, své

nejvétsi a nejmensi hodnoty, to jest existuji body
[wik, zik] € Mix, [Wik, Zil € My takové, Ze pro
funkéni hodnoty f(wix, zik), f(Wik, Zix) plati

(Wi, zik) Wik, Zik)

fwik, zir) =min{ f(x, y) : [x, y] € My} = vy,
fWik, Ziw) = max{f(x,y) : [x, y] € My} = Vi.

Zaroven mame

0= f(wik, Zix) — f (Wik, zik) < ﬁ,

nebot o ((wik, zik), (Wik, Zix)) < 8. Odtud
S(D, f)—s(D, f)=>_ Vam(My) — > vm(My) =

(i.k)el (i,kyel
= Z (Vik — vir) m(Mjy),
(i,k)el
a tedy
S(D. f)=s(D. )= > (f @i Zi) — f (Wi i) m(Mr) <

(i.k)el
——m(My) = ——— m(M;;) = €.

(i,k)el m(M) m(M) (i,k)el
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Podle lemmatu 1.9 je funkce f na M integrovatelnd. O

Lemma 1.12. Necht funkce f je ohranicend na obdélniku M = {(a, b) x {c, d)
a plati f(x,y) = 0 pro kaZdy vnitini bod [x, y] obdélniku M. Pak je funkce f
na obdélniku M integrovatelnd a [[ f(x,y)dxdy = 0.

M

Diikaz. Podle predpokladu existuje konstanta K > 0 tak, Ze | f(x, y)| < K pro
kazdé [x,y] € M. Nechf D,: a = xp < x; < --- < x;, = b je d€len{ intervalu
(a,b) a Dy:c = yp < y1 < -+ < yp = d je déleni intervalu (c, d). Pak
D = D, x D, je déleni obdélniku M s dilky M;; = (x;_1, x;) X (yj—1, Yj)»
(i, j)el,kde I ={G, j):i=1,...m;j=1,...,n}. Ddle ozna¢me V;; =
=sup{f(x,y) : [x,y] € Mj;}, (i,j) € I.Nechf J ={(i,j) el :1<i <
<m, 1 < j <n}.Pro (i, j) € J je podle piedpokladu V;; = 0, pro (i, j) € I\J
plati |V;;| < K. Tedy

0L IS(D. Nl =| Y ViymMip| £ 3 Vil mMy) =
@i, j)el @i, j)el
= > VylmMy) £K > mM;) =
(i,j)el~J (i,j)el~J
S2K(b —a)v(D)+2K(d —c)v(D) =2K(b —a+d — c)v(D).

Bud {D,} nulovd posloupnost déleni obdélniku M. ProtoZe podle pfedchoziho
plati 0 < |S(D,, f)| £ 2K(b —a + d — c¢)v(D,), limitnim pfechodem pro
n — 400 dostaneme podle véty 1.10, Ze

0< '/ f(x,y)dxdy‘ <o,
M

tudiz [[ f(x,y)dxdy = 0.
M

Analogicky se ov&ii, Ze také [[ f(x,y)dxdy = 0. Odtud jiZ plyne integro-

M
vatelnost funkce f a zéroveil i rovnost [[ f(x,y)dxdy = 0. O
M

Pozniamka 1.13. Bud f funkce dvou proménnych x, y definovand na mno-
Ziné M. Pro x € R definujme M, = {y e R : [x, y] € M}. TudiZ M, je kolmym
primétem na osu y mnoZziny, kterd je prinikem M a rovnobéZzky s osou y, pro-
chéazejici bodem [x, 0]. Pak pro x € R, pro néz je M, # (J, budeme symbolem
f(x,-) znalit funkci jedné proménné y, kterd je definovand na mnoZiné M,
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a Cislu y pfifazuje hodnotu f(x, y). Tedy f(x,-)(y) = f(x,y) pro y € M,.
Vlastné x je ,,zafixovand“ hodnota a tecka zastupuje proménnou y. Obdobné se
zavede symbol f (-, y) pro funkci jedné proménné x. Analogické znaceni budeme
pouZivat pro funkce tfi a vice proménnych, napt. f(x, y,-), f(x, -, -) apod.

V dikazu nésledujici véty vyuzijeme dvé vlastnosti jednoduchého horniho

integrdlu, které se snadno ovéfi, ale obvykle se v zdkladnim kurzu neuvadi.

1) Necht funkce f je ohranifend na intervalu (a,b) a a < ¢ < b. Pak plati
f f(x)dx = f fx)dx + f f(x)dx.

2) Necht funkce f, g jsou ohranifené na intervalu {(a,b) a f(x) < g(x) pro
kazdé x € (a, b). Pak fa f(x)dx < fa g(x)dx.

Obdobna tvrzeni plati pro jednoduchy dolni integral.

Véta 1 14 (Fubiniova'véta). Bud f funkce integrovatelnd na obdélniku M =
X {c,d). Pak platl

fx,y)dxdy = /! flx,y)dy|dx = ' 7bf(x,y) dx|dy =
= ’ df(x,y)dy dx = ' bf(x,y)dx dy.

Diikaz. Dikaz provedeme podrobné pro prvni rovnost. Oznaéme pro libovolné
€ (a, b)

rd
F(x) = / f(x,y)dy.

ProtoZe f(x,-) je ohrani¢end funkce na intervalu (c, d), m4 na tomto intervalu
horni integrdl. Nechf D = D, x Dy je déleni M, kde Dy:a =xp < x; <--- <
<xpu=b,Dy:c=yy <y <--- <y, =d.Necht My = (xi—1, x;) X (Yk—1, Yx)
jsou dilky tohoto dé€leni. PoloZzme V;;, = sup{f(x,y) : [x, y] € M;;}. K pevné
zvolenému x € (a, b) najdéme takové i € {1,2,...,m}, Ze x € (x;_1, x;) (je-li
x = x; pro nékteré i, 0 < i < m, plati nésledujici tvaha jak pro interval
(xi—1, x;) tak pro interval (x;, x;+1)). Pak s vyuzitim tvrzeni 1) a 2) zminénych
pred touto vétou dostdvame

rd LV
F(x) = / f(x,y)dy=2/ flx,y)dy <
¢ k=1 Y Yk—1

'Guido Fubini (1879-1943) (&ti fubiny) — italsky matematik. Zabyval se projektivni diferen-
cidlni geometrii, diferencidlnimi rovnicemi, variaénim poctem a mnoha dal$imi matematickymi
disciplinami.
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n 7)’k n
< Z / VikdyZZVik()’k—)’k—l)-
k=1 Y Yk=1 k=1

ProtoZze odvozend nerovnost plati pro kazdé x € (a, b), z tvrzeni 1) a 2) ddle
plyne
b m X m X
/ F(x)dx:Z/ F(x)dfo/
a i=l1 i1 i=l1 i

Xi Xi—1

[Z Vik e — yk—l):| dx =
f=1

SO Vi = xi-) ke — Y1) = S(D f).

i=1 k=1

Pro kazdé D € (M) je tedy f;b F(x)dx £ S(D, f), a odtud

- _
/ F(x)dx £ //f(x, y) dxdy.
¢ M

Analogicky se dokdZe nerovnost mezi dolnimi integraly
b
/ F(x)dx = / f(x,y)dxdy.

Celkem tedy plati

N

a

b b s
/ f(x,y)dxdy < / F(x)dx < / F(x)dx < // f(x,y)dxdy. (1.5)
m ’ 7
Protoze funkce f je podle pfedpokladu na M integrovatelnd, plati v (1.5) vSude
rovnosti, takze funkce F je integrovatelnd na (a, b) a plati

b br 7d
// f(x,y)dxdy =/ F(x)dx z/ [/ flx,y) dy]dx.
gy a a c

S ohledem na symetrii proménnych plati zaroven

d b
/ f(x,y)dxdyz/ U f@ay)dx]dy.

M

Podobné se dokdze rovnéZ varianta s dolnimi vnitfnimi integrély. O

vvvvvv

véty, s niZ se nejcastéji setkdvame pii vypoctech dvojnych integralti na obdélniku.
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Disledek 1.15 (Fubiniova véta pro spojitou funkci). Bud f spojitd funkce na
obdélniku M = (a, b) x {(c,d). Pak plati

/ f(x,y)dxdy=/ab[/cdf<x,y>dy}dx=/Cd[/abf<x,y>dx]dy.

M

Diikaz. Funkce f je podle véty 1.11 integrovatelna na obdélniku M. ProtoZe
funkce f(x,-) proménné y je spojitd na intervalu (c, d), plati f( ,d fx,y)dy =
= fcd fx,y)dy = fcd f(x, y)dy pro libovolné x € (a, b). Prvni rovnost pak

plyne z Fubiniovy véty. Obdobné se dokdZe druhd rovnost. O

Poznamka 1.16.
1. Dvojny integrdl [[ f(x,y)dxdy se n€kdy oznatuje jako integrdl dvojroz-
M
mérny, zatimeo integraly [7[ [ £(x, y)dy]dx, [/[[” f(x, y) dx]dy a jejich
varianty s hornimi a dolnimi vnitfnimi integraly jako integrdly dvojndsobné.

2. V literatufe je mozno se setkat také s ndsledujicim oznacenim dvojndsobnych
integrald: fah dx fcd f(x,y)dy, resp. fcd dy fah f(x,y)dx.

Priklad 1.17. Necht M = (—1, 3) x (0, 2). Vypoctéte //(x + y?) dxdy.
M

Reseni. Funkce f(x,y) = x + y? je spojitd na obdélniku M. Podle Fubiniovy
véty plati:

3r 2 3 12
/ (x+y2)dxdy=/ [/ (X+y2)dy] dx:/ [xy—i—] dx =
-1LJo 1 31,

M
3 2 3
:/ [2x+§—(0+0)]dx:[2x+8x] -
_ —1

1 2 3
& 56
=94+8—-14-=—.
+ + 3 3 A
I kdyZ ve Fubiniové vété je mozné volit libovolné poradi integrace, nékdy je
v konkrétnim pfipadé€ jedna varianta vyrazné jednodussi, jak ukazuje nasledujici
priklad.

Priklad 1.18. Vypoctéte dvojny integral //xy dxdy, kde M = (0, 1) x (1, 2)
(pro y > 0 klademe 0¥ = 0). gy
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Reseni. Integrand je funkce spojitd na M. Pro x > 0 je to zfejmé. Pro 0 < x < 1
a1 <y <2 plati nerovnosti 2Inx < ylnx < Inx, a tedy x> < x¥ < x. Odtud
plyne spojitost integrandu v bodech [0, y], 1 < y < 2. PouZijeme Fubiniovu
vétu a za¢neme integrovat nejprve podle proménné y:

[ e [ ([0

Vnitini integral bude

2 2 2
/xydy=[] = prox #0ax #1,
1

1 Inx
2 2
/Oydy=0 prox =0 a /lydy=1 pro x = 1.
1 1

ProtoZe existence a hodnota jednoduchého urcitého integrdlu nezdvisi na hod-

noté integrandu ve dvou konkrétnich bodech, miZzeme hodnoty v nule a jed-

nicce ignorovat. Navic je snadné se presvédc¢it pomoci I’Hospitalova pravidla,

7¢ lim (x> — x)/Inx = 0 a lim (x> — x)/Inx = 1. Vnitfni integral proto
x—0t x—>1-

pfedstavuje spojitou funkci na intervalu (0, 1).

! x2 — X
dx (1.6)
0 Inx

se ndm elementdrnimi metodami nepodafi spocitat. Nenajdeme totiZ primitivni
funkci.

Zkusime tedy integrovat nejprve podle proménné x:

[ e [ ([ )

Vnitini integral bude

Celkoveé dostaneme

2 dy 2 2 3

Ydxdy = —— =1 11|, = |1 |, =In3—-—In2=In-.

J[wasay= [ = iyl = o+ D)} =3 -2 = 1n
M
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Je dobré si uvédomit, Ze toto ¢islo je soucasné hodnotou integrdlu (1.6), ktery
jsme nedokazali spocitat. To je ddsledkem toho, Ze oba dvojndsobné integraly
musi mit podle Fubiniovy véty stejnou hodnotu. A

Poznamka 1.19. Ve Fubiniové vété 1.14 nelze ve vnitinich integrdlech obecné
nahradit horni resp. dolni jednoduchy integrdl jednoduchym integrilem. Uva-
Zujme naprt. funkci f definovanou na obdélniku (a, b) x {c, d) vztahem

0 proa<x<b, c<yZ<=d,
fx,y) =
x(y) prox=b, cSy=d,

kde x je tzv. Dirichletova! funkce (x(y) = 1 pro raciondlni y a x(y) = 0 pro
iraciondlni y). Funkce f je na obdélniku integrovatelnd. To lze dokdzat pfimo
(viz cviCeni 1 k této kapitole) nebo to plyne z lemmatu 1.12. Ale fc ,d f(b,y)dy =

= de x (v) dy neexistuje, protoze fcd x(»)dy=0<d—c= fcd x(y)dy.

Véta 1.20. Budte f, g funkce integrovatelné na obdélniku M = {(a, b) x {c,d)
a necht C je konstanta. Pak

a) funkce Cf je integrovatelnd na M a

// Cf(x,y)dxdy = C// f(x, y)dxdy; (1.7)
M M

b) funkce | f| je integrovatelnda na M a

’/ f(x,y)dxdy‘ §//|f<x,y>|dxdy; (18)
M M

c) funkce f + g je integrovatelnd na M a

//[f(x,y)+g(x,y)] dxdy 2// f(x,y)dxdy+//g(x,y)dxdy-
M M M

(1.9)

! Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) (¢ti diriklé) — némecky matematik.
Zabyval se teorii ¢isel, matematickou analyzou a rovnicemi matematické fyziky.
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Diikaz.

a) Z prikladu 1.5 vime, Ze f [ 0dxdy = 0-m(M) = 0. Tvrzeni a) tedy plati pro
C=0.
Ptredpoklddejme nyni, Ze C > 0. Pro libovolné déleni D = {M;; : (i, k) € I}
obdélniku M ziejmé plati

inf{Cf(x,y):[x,y] € My} = Cinf{f(x, y) : [x, y] € Mix} = Cui,
kde vy = inf{f(x,y) : [x, y] € M;;}. Analogicky
sup{Cf(x,y) : [x,y] € M} = CVi,
kde Vix = sup{f(x, ) : [x, y] € My}. Odtud dostavime
s(D,Cf) =Cs(D, f), S(D,Cf)=CS(D, f)

pro libovolné déleni D obdélniku M. Tedy

//Cf(x y)dxdy = sup{s(D,Cf): D € ¥} =sup{Cs(D, f): D € 9} =

— Csup(s(D. f): D € 7} = / F(x, y) dxdy,

//Cf(x y)dxdy = inf{S(D,Cf): D e€ 2} =inf{CS(D, f): D e P} =

=Cinf{S(D, f): D e 9} = / f(x,y)dxdy.
ProtoZe jsme zjistili, Ze

//Cf(x,y)dxdy=//Cf(x,y)dxdy=c/ f(x,y)dxdy,
M M M

je funkce Cf na M integrovatelnd a plati

//Cf(x,y)dxdy:C/ f(x,y)dxdy.
M M

V pfipad€ C < 0 plati s(D, Cf) = CS(D, f), S(D,Cf) = Cs(D, f) a zby-
tek dtikazu se provede analogicky jako v pfipadé¢ C > 0.
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b) Bud' D libovolné déleni obdélniku M s dilky M;;, (i, j) € I. PoloZme
uij =inf{f(x,y) : [x,yl € M;;}, U =sup{f(x,y):[x,y] e M;},
v = inf{| f(x, y)| : [x, y] € M;;},  Vij = sup{|f(x, )| : [x,y] € M;;}
pro (i, j) € 1. Pro kazdé dva body [x, y], [X, y] € M;; plati
—(Uij —uij) = uij — Ui = f(x,y) — f(X, ) = Uij — uyj,
takze | f(x,y) — f(X, y)| £ U;j — u;;. Odtud plyne
+1fE DS Uij —uij + 1 (X, 9.

pro kazdé [x,y], [x,y] € M;;. Nechdme-li v poslednim vztahu probéh-
nout probéhnout bod [x, y] cely dilek M;;, zjistime, Ze pro libovolny bod
[)E, y] € Mij platl’

Vij S Uij —ui; + 1 f (X, )]

Odtud vyplyva nerovnost
Vii = Uij — wij + vij,

takZe
0= Vi —vj = Uy — uj,

a tudiZ po vyndsobeni Cisly m(M;;) a seCteni pfes vSechna (i, j) € I obdrzime
0= 8D, If1)—sD,1fD = SD, f)—s(D, ).

PoloZime-li v predchozich nerovnostech D = D,, kde {D,} je libovolna
nulovd posloupnost déleni obdélniku M, dostdvdme podle véty 1.10 limitnim
prechodem n — oo

0§//If(x,y)ldxdy—//If(x,y)ldxdy§
M M
< //f(x,y)dxdy—//f(x,y)dxdy=0-
M M

Je tedy | f| na M integrovatelnd. Nerovnost mezi integraly plyne z nerovnosti
—S(D,1fD =S, f) = S(D, IfD,

kterd snadno vyplyvd ze zfejmych nerovnosti —V;; < U;; < V;;.
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¢) Bud' D libovolné déleni obdélniku M s dilky M;;, (i, j) € I. Ozna¢me

wij =inf(f(x,y) [x,yl € My}, vy =inf{g(x, y) : [x, y] € My},
=inf{f(x,y) +g(x,y) : [x, y] € M;;}.

Pak f(x, y)+g(x,y) = u;;+v;; prokazdé [x, y] € M;;, atedy u;j+v;; < wy;.
Odtud

s(D, f+g) = Z w;j m(M;;) 2 Z(sz + vij) m(M;;) =

iel iel
= wiym(My) + Y viym(M;) =s(D, f) + (D, g).
iel iel

Podobné se dokdze
S(D, f+8) =S, f)+S(D, g).
Pro libovolné d€leni D obdélniku M tedy plati
s(D, f)+s(D,g) =s(D, f+8 =S(D, f+g =S, f)+S(D,g).
Pro libovolnou nulovou posloupnost {D,} déleni obdélniku M tudiZ mame
S(D, [)+5(Dy, 8) = 5Dy, f+8) < S(Dy, f+8) = S(Dn, [)+S(Dn, 8).

Limitnim pfechodem pro n — oo dostdvdme

//f(x y)dxdy+//g(x y)dxdy = / [f(x, ») +g(x, y)] dxdy =

// . y) + gx, )] dxdy < //f(x y)dxdy+//g<x ¥) dxdy.

Odtud vzhledem k rovnosti krajnich vyrazt plyne, Ze

// F,y) +gx, )] dxdy—/ [f(x,y) +g(x, )] dxdy =

//f(x y)dxdy+//g(x y)dxdy.

Je tedy funkce f + g integrovatelnd na M a plati

// [ (. y) + gr, )] dxdy = // Fx. y) dxdy + //g(x, ¥) dxdy.
M M M

O]
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Véta 1.21. Necht funkce f je ohranicend na obdélniku M. Bud D déleni ob-
délniku M s dilky déleni M;j, (i, j) € J, kde J ={(i,j):i=1,...,r;] =
=1,...,s}

Pak funkce f je integrovatelnd na obdélniku M pravé tehdy, kdyZ je integro-
vatelnd na vsech obdélnicich M;;, (i, j) € J. V tom pFipadé plati

//f(x maxdy= 3 [[ ey axay. (1.10)

(i,j)ed Mij

Diikaz. Predpoklddejme nejprve, Ze déleni D ma jen dva dilky, ozname je M|,
M, (obdélniky M, M, lezi bud vedle sebe, nebo nad sebou).

Bud {D,} libovolnd nulovd posloupnost déleni obdélniku M;, {D,} libo-
volnd nulovd posloupnost déleni obdélniku M,. Pak dilky déleni D), D, urcuji
d€leni D, obdélniku M takové, Ze dilky tohoto déleni lezici v obdélniku M,
jsou zjemnénim 5; déleni D) a dilky lezici v obdélniku M, jsou zjemnénim 5;[
déleni D). Zfejmé jsou posloupnosti {D,}, {5,’1} a {5,’1’ } nulové a pro kazdé n
plati

$(Dy, f) = (D), f) +s(D], f).

Odtud limitnim prechodem pro n — oo dostdvame, Ze

//f(x y)dxdy—//f(x y)dxdy+/ f(x,y)dxdy. (1.11)

M, M,

Podobné se ukaze, ze

//f(x,y) dxdy = //f(x,y) dxdy +/ f(x,y)dxdy. (1.12)
M M, M

Odectenim rovnosti (1.11) a (1.12) obdrZime

//f(x y)dxdy—//f(x y)dxdy+/ Fx. y) dxdy —

M,

/ / F(x,y) dxdy = / / Fx,y)dedy — / F(x, y) dxdy.

M,

(1.13)

Predpokladejme nejprve, Ze funkce f je integrovatelnd na obdélniku M, tedy

// F(x, y) dxdy = // F(x, y)dxdy = // F(x, y) dxdy,
B M M
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takZe prava strana rovnosti (1.13) je rovna nule. ProtoZe

//f(x, ¥) dxdy — //f(x, V) dxdy = 0,

M M,
/ Fx, y) dxdy — / / F(x, ) dxdy = 0,
M ﬁ]

dostdvdme z nulové levé strany rovnosti (1.13)

/ F(x, y) dxdy = / / F(x, y)dxdy = / / F(x, y) dxdy,

M M M
// F(x, y)dxdy = // £(x, y)dxdy = // F(x, y) dxdy.
M) My M

Proto je funkce f integrovatelnd na M, i M,. Ze vztahd (1.11) a (1.12) nyni

plyne
//f(x,y) dxdy = //f(x,y) dxdy +//f(x,y) dxdy. (1.14)
M M, M,

Analogicky se z rovnosti (1.13) dokdZe, Ze z integrovatelnosti funkce f na
M, M, plyne jeji integrovatelnost na M i rovnost (1.14).

Nynf se tvrzeni snadno rozsii{ indukef na pfipad r = 1 a s je libovolné (dilky
lezi nad sebou) nebo s = 1 a r je libovolné (dilky leZi vedle sebe). Obecny piipad
libovolnych r, s pak dostaneme spojenim téchto dvou specidlnich pripadt. [

Diusledek 1.22. Necht Ry C R, jsou obdélniky, funkce f je ohranicend na R,
a f(x,y) =0 pro kazdé [x, y] € Ry \ R;. Pak je funkce f integrovatelna na R,
pravé tehdy, kdy? je integrovatelnd na R,; pritom, nastane-li tento pripad, plati

// f(x,y)dxdy = // f(x,y)dxdy. (1.15)
R Ry

Diikaz. Bud D déleni obdélniku R, takové, Ze jeden z jeho dilki je obdélnik R;.
Tvrzeni plyne z véty 1.21 a lemmatu 1.12. O
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Véta 1.23. Budte f, g integrovatelné funkce na obdélniku M = (a, b) x (c, d).
Pak plati:

a) Je-li f(x,y) 2 g(x,y) pro kaZdé [x, y] € M, pak

// f(x,y)dxdy = / g(x,y)dxdy. (1.16)

M M

b) Funkce max{f, g} a min{f, g} jsou integrovatelné na M.

Diikaz.

a) Je-li f(x,y) = g(x,y) pro kazdé [x, y] € M, je
inf{f(x,y): [x, y] € My} = inf{g(x, y) : [x, yl€ Muc},
sup{f(x,y): [x,y] € My} 2 sup{g(x, y) : [x, y] € Mu].

Odtud s(D, f) = s(D, g), S(D, f) = S(D, g) pro libovolné D € Z(M).
Posledni nerovnosti implikuji

// Fx. y)dxdy > //g(x, ¥) dxdy.
M

M
// Fx. y)dxdy > //g(x, ¥) dxdy.
M M

takZe z integrovatelnosti funkci f, g na M plyne

//f(x, ¥ dxdy = //g(x, ¥) dxdy.
M M

b) Protoze

max {f(x,y), g, )} = = [f(x, y) + g0, y) + [ f(x. y) — g(x, Y]

—_ N =

min{f(x, ), g )} = S[£ 0, 9) + 806, 1) = 1f(x, 3) = g(x, )]

a funkce f, g jsou integrovatelné na M, jsou podle véty 1.20 na M inte-
grovatelné i funkce f+ g, f—ga|f —¢gl,atdiZzi f+g+1f — gl
f+re—If—zgl o
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1.2. Ekvivalentni definice dvojného integralu

Myslenka zavést integral pomoci hornich a dolnich souétdi pochdzi od Darbouxe!. Pii-

vodni Riemanniv pfistup byl jiny. Uvedeme si jeho definici a dokdZeme, Ze je ekvi-

valentni s definici integrdlu z pfedchoziho oddilu. Pro dcely tohoto oddilu oznacime

integrél ve smyslu definice 1.3 symbolem (2) [[ f (x, y) dxdy a nazveme (2)-integral.
M

Funkci majici (2)-integrdl nazveme (Z)-integrovatelnou.

Nechf{ M = (a, b) x (c, d) je dvojrozmérny interval a D jeho déleni s dilky My, kde
G, ke ld,J={Gk :i=1,...,m; k=1, ..., n}. Vyberme v kazdém dilku M;;
bod [&;, nx]. MnozZinu bodl & = {[&;, k] : (i, k) € J} nazyvame vybérem reprezentantii
dilkd déleni D.

Bud f funkce dvou proménnych definovand na obdélniku M. PoloZme

m n

o(D, 8, )= > fE m)mMy).

i=1 k=1

Cislo o (D, &, f) nazyvame integrdlnim souctem funkce f pti déleni D a vybéru re-
prezentantli = (viz obr. 1.7, kde za reprezentanty dilkt jsou zvoleny jejich stfedy).

Definice 1.24. Rekneme, 7e funkce f je (#)-integrovatelnd (ma (Z)-integrdl) na
obdélniku M, jestlize existuje konstanta I € R s ndsledujici vlastnosti:
K libovolnému ¢islu ¢ > 0 existuje ¢islo § > 0 takové, Ze pro kazdé dé€leni D € (M)

s normou v(D) < § a pro libovolny vybér = reprezentantd dilkd tohoto d€leni plati
I —o(D, E, f)| <e.

Cislo I nazyvame dvojnym (%)-integrdlem funkce f na mnoZziné M a piSeme
@) [[ reeyaxay=1.
M

Snadno se ovéfi, ze Cislo I z predchozi definice je urCeno jednoznacné.
Zatimco pro konstrukci z definice 1.3 bylo podstatné, aby funkce f byla ohranicena
na obdélniku M, v definici 1.24 tento pfedpoklad nepotiebujeme.

Véta 1.25. Necht funkce f je (2)-integrovatelnd na obdélniku M. Pak je funkce f
na M také (%)-integrovatelnd a plati

@) / / F(x.y)dxdy = (@) / / F(x, y) dxdy.
M M

! Jean Gaston Darboux (1842-1917) (¢ti darbu) — francouzsky matematik. Zabyval se dife-
rencidln{ geometrii a matematickou analyzou.
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b)

Obr. 1.7: Geometricky vyznam integrdlniho souctu
Diikaz. Pro libovolné déleni D obdélniku M s dilky M, (i, k) € J, a libovolny vybér
E = {[&, ] : (i, k) € J} reprezentantd dilkd tohoto délenti plati vy < f (&, nk) < Vik,

kde vix = inf{f(x,y) : [x,y] € Mix}, Vi = sup{f(x,y) : [x,y] € Mix}. Z definice
dolntho, horniho a integrdlniho souctu odtud dostdvame

s(D, /)= > vamMi) £ > fE m)mMy) =o(D, &, f) <

(i,ked (i,k)eJ
< > Vam(My) = S(D, f).
(i,k)eJ

Kromé toho z definice (2)-integrilu plyne nerovnost

s(D, ) < (2) / / F(x.y)dxdy < S(D, ).
M

Pro kazdé déleni D a libovolny vybér & reprezentantl jeho dilkd tedy plati

‘(%//f(x,y)dxdy—G(D, g, f)’ < S(D, f) =s(D, ).
M

Bud ¢ > 0 libovolné ¢islo. Podle lemmatu 1.7 a pozndmky 1.8 k ¢islu ¢/2 > 0
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existuje ¢islo § > 0 takové, Ze pro libovolné déleni D s normou v(D) < § plati

0< (@)//f(x,ymxdy—sw, ne<s.
M
0< SO, f) - @)//f(x,y)dxdy <
M

takze
08D, f)—s(D, f) <e.

Pro kazdé déleni D, které ma normu v(D) < §, a libovolny vybér = reprezentantti jeho
dilkt tudiz plati

‘(@) //f(x,wdxdy—a(D, & )| <e,
M

coz podle definice 1.24 znamend, Ze funkce f je na obdélniku M (£)-integrovatelna
a hodnota (Z)-integralu je rovna hodnoté (2)-integralu. ]

Lemma 1.26. Je-li funkce f (Z)-integrovatelnd na obdélniku M, je na M ohranicend.

Diikaz. K ¢islu ¢ = 1 existuje podle definice 1.24 ¢islo § > 0 takové, Ze pro kazdé
déleni D € (M) s normou v(D) < § a libovolny vybér & reprezentantd dilkt tohoto
déleni je

[ —o(D,E, il <1,

kde I = (%) [[ f(x,y)dxdy. Pak
M

lo(D,E, il =lo(D, &, f)—1+1|<1|o(D, &, )= I+l <1+|I|=K.

Absolutni hodnoty integrdlnich souctd pfislusnych vSem dé€lenim D € Z(M) s nor-
mou v(D) < § jsou tudiZ bez ohledu na vybér reprezentanti dilkd déleni ohranicené
konstantou K.

Zvolme pevné jedno takové déleni D obdélniku M s dilky M, (i, k) € J. Pfi-
pustme, Ze funkce f neni ohrani¢end na M. Pak existuje (ig, ko) € J tak, Ze na obdélniku
Mk, neni f ohraniend. Polozme Jo = J  {(ip, ko)}.

Pro kazdé (i, k) € Jy zvolme libovolny bod [&;, ni] € Mi;. Oznacme

L= fG.m)mMp).

(i,k)eJo

ProtoZe funkce f neni na dilku M, ohraniend, lze najit bod [&;,, ni,]1 € M, tak,
ze
K+I|LI+1

, >
|f(§§to’ nk0)| = m(Migk,)
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Polozme & = {[&;, nx] : (i, k) € J}. Pak

0D, 8, )] = | £ Eigs i) mMigtg) + >/ Eiomi) m(Mis)| 2

(i,k)edy
2 | £ G i) | mMiggy) = | - f & momMip)| 2
(i,k)eJy
2K+|LI+1—-|L|=K+1,

coz je spor. Funkce f je tedy na obdélniku M ohranicena. O

Lemma 1.27. Necht funkce f je ohraniéend na obdélniku M a D je déleni M. Pak
k libovolnému cislu e > 0 existuji vybéry & 2 reprezentantii dilkii déleni D takové,
Ze S(D, f) <a(D.E', f)+e s(D, f) >o(D E% f)—e

Diikaz. Necht D je déleni obdélniku M s dilky My, (i,k) € J. Oznaéme r celkovy
pocet dilkd M.

Bud ¢ > 0 libovolné ¢islo a (i, k) € J. Z definice suprema Vj; funkce f na M
vyplyva, Ze existuje bod [&;, nk] € Mix, pro néjz

&
0§%k—f($i,nk)<m'

Polozme = = {[&, nk] : (i, k) € J}. Potom

S(D. f)—oD.E = Vi — (& 0] m(My) <

(i,k)yeJ
&
<> - (M e R D
ioes (i.kyeJ

=2

coZ je prvni nerovnost. Obdobné se dokdZe existence =~ z nerovnosti pro dolni soucet.

O

Véta 1.28. Necht funkce f je (Z)-integrovatelnd na obdélniku M. Pak je funkce f
na M také (2)-integrovatelnd a plati

@) / / f(x.y)dxdy = (2) / / F(x. y) dxdy.
M M

Diikaz. Podle lemmatu 1.26 je (%)-integrovatelnd funkce f na obdélniku M ohranicen4,
miZeme tedy konstruovat jeji dolni a horni soucty.

Bud ¢ > 0 libovolné ¢islo. Podle definice 1.24 k ¢islu €/4 > 0 existuje ¢islo § > 0
takové, Ze pro kazdé déleni D € (M) s normou v(D) < § a pro libovolny vybér &
reprezentantli dilkt tohoto déleni plati

‘(%)//f(x,y)dxdy—ow, zn<t.
M
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Zvolme pevné jedno takové déleni D. Podle lemmatu 1.27 Ize k ¢&islu €/4 > 0 nalézt
takové vybéry E!, &2 reprezentantii dilké déleni D, Ze S(D, f) < o(D, E', f) +¢/4
as(D, f)>ao(D, kS f) — ¢/4. Z ptedchozich nerovnosti dostaneme

S(D,f)—S(D,f)<G(D,El,f)—G(D,52,f)+§=

:a(D,El,f)—(%’)//f(x,y)dxdy—i—
M
+ (%)//f(x,y)dxdy ~o(D, 5% )+ <
M

€+8+€
<-4+-+=-=s
47472

Podle lemmatu 1.9 je tudiz funkce f na obdélniku M (Z)-integrovatelnd. Rovnost

@) / / Fx. y)dxdy = (2) / / Fx. y) dxdy
M M

plyne z véty 1.25. O

1.3. Méritelné mnoZiny v R?

V tomto oddilu ptifadime nékterym omezenym mnoZindm v roviné nezdporné
¢islo, které bude zobecnénim pojmu obsah mnoZiny, zndmého z elementdrni
geometrie. Pri konstrukci pouzijeme dvojny integrdl funkce definované na ob-
délniku.

Definice 1.29. Bud M C R? mnoZina. Funkce x,,: R> — R dand pfedpisem

1 pro[x,yle M,

X (X, y) = {0 oro [, y] & M

se nazyva charakteristickd funkce mnoZiny M.

Poznamka 1.30. Je-li mnozina M C R? omezend, existuje zfejm& vhodny ob-
délnik R = (a, b) x (c,d) tak, Ze M < R. Funkce x,, je definovand v celé
roving R?, tedy i na obdélniku R — viz obr. 1.8, kde M je kruh.
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Definice 1.31. Rekneme, Ze omezena mnozina M C R? je (jordanovsky) mé-
Fitelnd, jestlize pro né&jaky obdélnik R © M je charakteristickd funkce x,,
mnoZiny M integrovatelnd na obdélniku R. Pfitom klademe

m(M) = / / Xar (6. ) dxdy
R

a ¢islo m(M) nazyvadme (Jordanovou) mirou mnoZiny M.

Obr. 1.8: Charakteristicka funkce kruhu

Pozniamka 1.32.

1. Misto m(M) budeme také psat m, (M), abychom zddraznili, Ze jde o miru ve
dvojrozmérném prostoru R

2. Definice miry je korektni. Nechf R;, R, jsou dva obdélniky takové, Ze plati
M C Ry, M C R», a nechf je funkce x,, integrovatelnd na R,. Bud' R takovy
obdélnik, Ze R; U R, C R. Podle disledku 1.22 je funkce yx,, integrovatelnd
na R, a tedy také na R,. Pfitom plati

// oy (2 ¥) dxdy = // Xur (. ¥) dxdy = // X (. ) dxdy.
R R R

Existence ani hodnota integralu z definice 1.31 tedy nezavisi na volbé obdél-
niku R, ktery zkoumanou mnoZinu M obsahuje.
3. Je-li M = (a, ) obdélnik, Ize zvolit R = M. Pak

m(M) = // Xy (x, y)dxdy = //ldxdy =®B—-a)d-oc).

Definice 1.31 tedy pro obsah obdélniku ddva stejnou hodnotu, jako se zavadi
v elementarni geometrii (a ve shodé€ s tim, jak byl symbol m(M) zaveden na
str. 4).
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Obr. 1.9: Geometrické zndzornéni horniho a dolniho souctu funkce yx,,

Poznamka 1.33. Vsimnéme si geometrického vyznamu horniho a dolniho souctu
integralu [ x,,(x, y) dxdy vystupujiciho v definici 1.31. Horni soucet S(D, x,,)
R

je soucet obsahti vSech dilkd, které obsahuji aspon jeden bod mnoZiny M, dolni
soucet s(D, x,,) je soucet obsahli v§ech dilkti, které jsou podmnoZinou mno-
ziny M (viz obr. 1.9). Soucet S(D, x,,) tedy aproximuje ,,obsah* mnoZiny M
shora, zatimco soucet s(D, yx,,) aproximuje ,,obsah* mnoZiny M zdola.

Jak jiz bylo zminéno v dvodu kapitoly, nékdy se Jordanova mira zavadi ,,pfimo*
bez pouZiti integrdlu. V rdznych pramenech — viz napi. [21, 23] — se konstrukce
v detailech lisi, nicméné vedou na tentyZ systém meéfitelnych mnoZin, jako jsme dostali
my. Naznacime si princip, jak lze Jordanovu miru alternativné zavést.

Necht M C R? je omezend mnoZzina a R = (a, b) x(c,d),a < b, ¢ < d, je obdélnik
obsahujici M, pti¢emZ a, b, ¢, d jsou celd &isla. Pro n € Ny ozname D,ll ekvidistantni
déleni intervalu (a, b) s normou v(D,i) =1/2", D,2l ekvidistantni déleni intervalu {c, d)
s normou v(D?2) = 1/2" a D, = D} x D? déleni obdélniku R. Dilky d&leni D, jsou
étverce o stranach 1/2".

Bud J, (M) sjednoceni vSech dilkid déleni D, které jsou podmnoZinou M, a O, (M)
sjednoceni vSech dilkt déleni D,,, které maji neprdzdny prinik s M. Definujme miry
téchto mnoZin m(J,(M)) resp. m(O, (M)) jako soucty obsahil dilkd d€leni D, které
tvofi tyto mnoZiny. Zfejmé plati m(J,(M)) = s(Dy, xp,) a m(O,(M)) = S(Dp, x)
— srovnejte obr. 1.9.

Snadno se ovéfi Ze pro kazdé m < n plati J,(M) C J,(M), O, (M) 2 0,(M),
m(J (M) = m(J,(M)), m(O0y, (M) = m(0,(M)) a pro libovolné m, n plati J,, (M)
C 0,(M), m(J,,(M)) £ m(0,(M)). Z t&chto nerovnosti vyplyva existence konecnych
limit nli)nolo m(J,(M)) = myu(M) a nli)ngom(On(M)) = m*(M). Plati m,(M) < m*(M).

vy

Tato Cisla nazyvame vnitini mira a vnéjsi mira mnoziny M. Definujeme, Ze mnozZina M
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je méfitelnd, kdyZ m, (M) = m*(M). Z véty 1.10 plyne, Ze [ x,,(x, y) dxdy = m.(M)
_ R

a f j Xy (x, y)dxdy = m*(M). TudiZ takto zavedeny pojem méfitelnosti splyva s po-
R

jmem zavedenym v definici 1.31.

Lemma 1.34. Je-li h(M) hranice omezené mnoziny M C R?> a je-li R O M
libovolny obdélnik, pak

//XM(x,y)dxdy—//XM(x,y)dxdy = //XMM)(x,y)dxdy-
R R R

Diikaz. Bud D libovolné déleni obdélniku R s dilky R, (i, k) € I. Oznacme

vik = inf {), (x, y) 2 [x, y1 € R}, Vie = sup{x (x, y) : [x, y] € Rt
Uik = sup{ X, (x, ¥) : [x, y] € Ri}.

Zieimé 0 S vy S Vi S 1 a0 S Uy, £ 1, pritom plati:

i) je-li h(M) N Ry #= B, pak Uy, = 1;

ii) je-li h(M) N Ry = @, pak Uy = 0 a vy = V.
Posledni rovnost zdtivodnime takto (1\3[ znaci vnitfek mnoziny M):
Je M = MU h(M)N M), takze MN Riz = (M N Ri) U (h(M)NM N Ry) =
—MN Rii, protoZze h(M) N Ry = @. Je-li MnN Ry =0, je vy = Vi =0,
je-li naopak MnN Rix # ¥, je nutné Ry C M. Pripusfme, Ze tomu tak
neni. Oznaéme ext M = R? ~ (M U h(M)) vn&jsek mnoZziny M. ProtoZe
R2 = M U (M) UextM, plati Rix = (M N Rix) U (A(M) N Rix) U (ext M N
N Ry = (AO/I N Rix) U (ext M N R;). Tedy oteviené a disjunktni mnoZiny
M aextM pokryvaji dilek R;, pricemz M N Rix = 0, extM N Ry, # 0.
To ale neni mozné, protoze dilek R;; je souvisld mnoZina. Tedy R;; C M
avy=Vy=1

Z vlastnosti i) a ii) plynou nerovnosti Vi — vx < Uy Odtud

S(D, Xp) = s(D, Xp) = D Vaem(Rir) — Y viem(Ryy) =

(i,k)el @i,k)el
= > Ve—vdmRi) £ Y Unm(Ri) = SD, xy1)-
(i,k)el (i,k)el

Tudiz o
// X (X, y)dxdy — // X (x, y)dxdy = S(D, X))
K *



1.3 Mgéfitelné mnoZiny v R? 35

pro libovolné D € Z(M), a tedy

//XM(x,y)dxdy—//XM(x,y)dxdy = //xh(M)(x,y)dxdy-
R R R L]

Véta 1.35. Je-li M C R? omezend mnoZina a m(h(M)) = 0, pak je M méFiteln.

Diikaz. Je-li R © M libovolny obdélnik, pak vyuZitim lemmatu 1.34 dostdvame

0 = m(h(M)) = / / Xocon (5 3) dxdy = / / Yocon (5. ) dxdy 2

R R
z//XM<x,y>dxdy—//xMoc,y)dxdy >0,
R R

Posledni nerovnost je tedy rovnosti, tudiz funkce x,, je integrovatelnd na R,
takZe mnozina M je méfitelna. O

Poznamka 1.36. Obracené tvrzeni k vété 1.35 dokdZeme pozdéji jako vétu 1.40.

Véta 1.37. Je-li My € M, C R? a je-li M> mé¥itelnd a m(M,) = 0, pak rovné?
M, je meritelna a m(M,) = 0.

Diikaz. Bud' R 2 M libovolny obdélnik. Pak z M; C M, plyne O = x,,, (x, y) =
< Xu,(x,y) pro kazdy bod [x,y] € R* Odtud vyplyva 0 < s(D, x,,),
S(D, xu,) < S(D, x M,) Pro libovolné d€leni D obdélniku R, a tudiz

0= // X, (6, y) dxdy = // Xy, (X, y)dxdy =
R R

< / / Yo, (. ) dxdy = / / Yo, (5. ) dxdy = 0,
R R
coz implikuje

R R

= // Xm, (x, y)dxdy = m(M,) = 0.
R
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Véta 1.38. Pro Jordanovu miru plati ndsledujici tvrzeni:

a) m(@) = 0.

b) Jsou-li My, M, méfitelné mnoziny, M, C M,, pak m(M;) < m(M,).
¢) m(M) = 0 pro libovolnou mé¥itelnou mnoZinu M.

d) Jsou-li mnoZiny My, M, méFitelné, pak také mnoZiny My U M, My N M,
M| . M, jsou mévitelné.

e) Je-li y = g(x), x € {a, B), spojitd funkce, pak graf funkce g, tj. mnoZina
G = {[x,g(x)] : x € {«, B)}, je méFitelnd mnoZina a ma miru rovnu nule.

f) Je-li x = h(y), y € (y,d), spojitd funkce, pak graf funkce h, tj. mnoZina
H ={[h(y),y]:y € (y,d)}, je méfitelnd mnoZina a ma miru rovau nule.
Diikaz.

a) Tvrzeni plyne z toho, Ze prdzdnd mnoZina je obsaZena v jakémkoliv obdélniku
a jeji charakteristickd funkce je nulova.

b) Necht R 2 M, je obdélnik. Diky inkluzi M; C M, plati x,, (x,y) =
< Xu, (x,y) pro kazdy bod [x, y]. Odtud podle véty 1.23 plyne

m(M,) = / / Yo, (5. ) dxdy < / / Xor, (. 3) dxdy = m(My).
R R

¢) PoloZime-li v b) M| =@, M, = M, dostavime
0 =m(M,) < m(M) = m(M).
d) Ztejmé pro kazdy bod [x, y] plati
Xog,um, (X5 ¥) = max{x,, (x, ¥), X, (x, ¥)},
Xyom, (X5 ) = min{x,, (x, y), Xy, (X, Y}

Podle véty 1.23 jsou funkce s uar,s Xarnm, integrovatelné na libovolném
obdélniku R © M, U M,, takZze mnoZiny M; U M,, M| N M, jsou méfitelné.
Meéritelnost mnoziny M; ~. M, plyne ze vztahu

Yot~ (X Y) = Xar, (X, ¥) — Xaryang, (X5 Y)

a z véty 1.20, nebot podle dokdzané ¢asti d) je M; N M, méfitelna.

e) Funkce g je spojitd na intervalu (o, B), existuje tedy na (c, 8) jeji maximum
a minimum. PoloZme a = o, b = B a zvolme ¢, d € R tak, aby platilo ¢ <
< min{g(x):x € {(«, B)}, d > max{g(x) : x € {(«, B)}. Pak graf G funkce g
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lezi v obdélniku R = (a, b) x (c, d). ProtoZe g je spojitd na («, B), existuje
podle tvrzeni pied vétou 1.11 k libovolnému ¢islu € > 0 ¢islo § > O takové,
7e x,x" € {a, B), |x — x| < & implikuje |g(x) — g(x")| < &. Zejména tedy
k libovolnému ¢&islu n € N existuje ¢islo m € N takové, Ze pro x, x” € {(a, B8),
|x —=x'| = (b —a)/m plati |g(x) — g(x")| < (d —c)/n.

d=yst- o y=g()
%)
»3 4

. 7 /.

Obr. 1.10

Zvolme déleni D = D, x D, obdélniku R s dilky R, (i, k) € I, takové, Ze
D,:a=xo<x1<---<xp,=b,Dy:c=yy<y <---<y,=d,kde
xi=a+b—-a)i/m(i=0,1,...,m),yy =c+d—c)k/n (k=0,1,...,n).
Polozme Vi = sup{x;(x, y) : [x, y] € Rit}. Pro x, x" € (x;_1, x;) je |g(x) —
—g(x")| < (d—c)/n. Graf G mlze tedy mit neprdzdny prinik maximdlné se
dvéma sousedicimi dilky d€leni D leZicimi nad (pod) sebou (viz obr. 1.10).
Celkovy pocet dilkli majicich neprazdny prinik s grafem G je tedy roven
maximdalné 2m. Pro tyto dilky plati V;;, = 1, pro ostatni V;; = 0, tudiz

b—a d—c_2(b—a)(d—c)
m B )

S(D, xg) = Y Vam(Ry) <2m . .

(i,k)el

Jelikoz
. 2(b—a)d—rc)
lim ——M~ =

n— 00 n

0,

plati inf {S(D, x;) : D € 2(R)} = 0. Odtud [[ x;(x, y)dxdy = 0. Protoze
R
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X je nezdpornd funkce, dostdvame

0 [[ xoteyraray < [ [ ot axdy <o,
R R

Tedy
m(G) = // X (x,y)dxdy = 0.
R
f) Dikaz se provede podobné jako v e) zdménou roli x a y. O

Véta 1.39. Jsou-li My, M, méFitelné mnoZiny, pak plati:
a) m(M; U M) = m(M;) + m(M;) — m(M; N M»).
b) m(M; U M) < m(M,) + m(M>).
c) m(M; ~ M) = m(M,) — m(M; N M»).
d) Je-li navic M| 2 M,, pak m(M| ~ M) = m(M;) — m(M>).
e) Plati-li navic m(M; N M) = 0, pak m(M; U M,) = m(M;) + m(M5).

Diikaz. Vzhledem k vét€ 1.38 plyne z méfitelnosti mnoZin M;, M, méfitelnost
mnoZzin M1 U Mz, M1 N M2 a M1 N Mz. Bud R ) M1 @) M2 obdélnik.

a) ProtoZe X opr, (65 ¥) = Xar, (X, ¥) + Xar, (X5 ¥) — Xagynm, (X5 ¥), mdme

m(M, U Ms) = / / Soroan, (6. ¥) ddy =

R
// Xor, (5. 3) dxdy + // Yo, (5. ) dxdy — // Xor e, (5. ) dxdy =
R R R

= m(M,) + m(Mz) — m(M; N M).
b) Plyne z a), nebof m(M; N M) = 0.
¢) ProtoZe xus, <, (5 ) = Xpr, (X, ¥) = Xagynm, (X5 ), plati

m(M; \ M) = // X, (X, ¥) dxdy =
R

=// le(x,y)dxdy—// Xmom, (X5 ¥) dxdy = m(My) — m(M; N My).
R R

d) Plyne z c).
e) Plyne z a). ]
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D4 se ukazat, Ze plati i obracené tvrzeni k vété 1.35:

Véta 1.40. Je-li mnozina M C R? mé¥itelnd, pak je i jeji hranice h(M) méFitelnd
a plati m(h(M)) = 0.

Diikaz. Bud & > 0 libovolné. Nechf R 2 M je libovolny obdélnik. Bez Gjmy na
obecnosti 1ze predpokladat, Ze R je tak velky, Ze existuje obdélnik R, s vlastnosti

M C R, C Icé kde R je vnitfek obdélniku R. ProtoZe mnoZina M je méfitelnd,
je funkce x,, integrovatelnd na R a podle lemmatu 1.9 existuje déleni D € Z(R)
s dilky R;j, (i, j) € I, takové, Ze S(D, x,,) — s(D, x,,) <e&. Necht I', 1" a 1"
jsou podmnoZziny I takové, Ze

(i, j) € I', prévé kdy? Rij € M,
(i, j) el”, pravé kdyz R;j " M # 0,
(i’ _]) € IW, prévé kdyi Rz] NM= @

Pak I = I\I", ' C 1", I =T'UI"~\THUI", I'nN(I"\1")=0,I'N1" =0
al”’NI” = (. Mnozina I je tak rozd€lena na tfi disjunktni (ne nutné neprdzdné)
tiidy I', 1"~ 1" a I". Pfitom plati |J R; S M S |J R;; € R. PoloZzme
i, ))el’ @i, j)el”
Vii = sup{xy(x,y) : [x,y] € Rij}, vij = inf{x,(x,y) : [x,y] € R;;} pro
kazdé (i, j) € I.
Je-li (i, j) € I, pak vzhledem k tomu, Ze R;; € M, plati V;; = v;; = 1. Je-li
(i, j) € I”\I’, pak R,‘j Z M, R,‘ij 75 #a Vij =1, Vij = 0. Je-li (l, j) € IW,
pak vzhledem k tomu, Ze R;; " M = ¢}, médme V;; = v;; = 0.
Ukazeme ve trech krocich, Zze h(M) C K, kde K = U & e
G, eI’
i) Protoze M C R, a obdélnik R, je uzavieny, je h(M) C R, C RC |J Rj;.
G, pel
ii) Necht A € h(M) a A € R;j, kde (i, j) € I"”. Pak A ¢ Ioi‘ij (jinak by A byl
vnéjsi bod mnoZiny M) a A ¢ M. Tedy A je hromadny bod M, ktery lezi
na nékteré strané obdélniku R;; a pfitom M N R;; = . Musi tedy existovat
dalsi dilky dé€leni D, na jejichZ nékteré strané leZ{ bod A, a alespoil jeden
z téchto dilkd, necht je to Ry, je takovy, Ze (k,l) € I”. Pfitom z A ¢ M
plyne, Ze (k,[) ¢ I'. To znamend, Ze A € K. A byl libovolny bod s danou
vlastnosti, tedy A(M) N ( U R,-j) CK.
G, el
iii) Nechf A € h(M) a A € Ryj, kde (i, j) € I'. Pak A ¢ R;; (jinak by A
byl vnitfni bod M) a A € M. Dilek R;; neni ,krajnim“ dilkem déleni D
(tj. Zadna jeho strana nenfi ¢asti nékteré strany obdélniku R — ,krajni* dilek

nemiZe byt podmnoZinou M, protoze M € R; a Ry C I%). Existuji tedy
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dalsi dilky R,s, (r,s) € I”, na jejichZ nékteré stran€ lezi bod A, a alespoil
jeden z téchto dilkd, nechf je to Ry, je takovy, Ze (k,[) € I” . I’ (jinak by
A byl vnitini bod M). To znamend, 7ze A € K. Bod A byl libovolny, tedy

hM)n( U Ryj) K.
@i, j)el’

Uzitim véty 1.39 e) dostdvame

e > S(D, xy) — (D, xp) = 2 Vi m(R;;) — Z vij m(R;;) =

(. )el (i, el

= > mR)- > mR)= Y mR; =mK).

i,j)el” (. jel G, yel"~I'

Z dokédzané inkluze K 2 h(M) plyne nerovnost . (x,y) = Xnny (X y) =20
pro kazdé [x, y] € R, takZe plati

e>m(K) = //XK(X y)dxdy _//XK(x y)dxdy =
// Xnan > y) dxdy = //xh(M)(x y)dxdy = 0.

ProtoZe ¢ > 0 bylo libovolné, je

// Xno (X, y) dxdy = // Xnoy (X, y) dxdy = // Xno (X, y)dxdy =0,
R R R

tj. mnoZina h(M) je méfitelnd a m(h(M)) = 0. ]

Disledek 1.41. Omezend mnozina M C R? je jordanovsky mé¥itelnd prave
tehdy, kdyz my(h(M)) = 0.

Definice 1.42. Nechf ¢, 1 jsou spojité funkce na intervalu (a, b) takové, Ze
@(x) < ¥ (x) pro x € (a,b). Oznatme A = {[x, y] € R? : x € (a, b), p(x) <
<y < ¥ (x)}. Rikdme, Ze A je elementdrni mnoZina vzhledem k ose x.
Podobné, jsou-li ¢, ¥ spojité funkce na intervalu (c, d) takové, Ze ¢ (y) < ¥ (y)
proy € (c,d), ajeli A = {[x,y] € R? : y € (c,d),p(y) < x < ¥y}
fekneme, Ze A je elementdrni mnoZina vzhledem k ose y.

Rikéme, Ze mnoZina A C R2 je elementarni, je-li elementdrni vzhledem k ose x
nebo vzhledem k ose y.
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y=v(x)

y = o(x)

a) b)

Obr. 1.11: Pfiklady elementdrnich mnoZin v roving

Véta 1.43. KaZda elementdrni mnoZina je méritelna.

Diikaz. Nechf A je pro urditost elementdrni mnoZina vzhledem k ose x. Pak
h(A) = U, UU,UGUG,, kde Uy, U, jsou tsecky (rovnobézné s osou y), které
Ize chapat jako grafy (konstantnich) funkci proménné y spojitych na kompaktnim
intervalu, a G, G, jsou grafy spojitych funkci proménné x na kompaktnim
intervalu. Podle véty1.38 je m(U;) = m(U;) = m(G) = m(G,) = 0. Abychom
dokdazali, Ze A je méfitelnd, staci podle véty 1.35 ukdzat, Ze m(h(A)) = 0. To
vsak plyne z véty 1.39, nebof

0 <m(h(A) =mU, UU, UG UG,) <
< m(Uy) + m(U>) + m(G) + m(G,) = 0. o

Poznamka 1.44.

a) Obrazce studované v elementarni geometrii (napf. trojihelnik, ctverec, obdél-
nik, mnohothelnik, kruh) jsou elementarni mnoZiny nebo sjednoceni konec-
ného poctu elementdrnich mnoZin. Jsou tedy méfitelné.

b) Z predchozich vysledkt vyplyva, Ze systém jordanovsky méfitelnych mnoZin
v roviné md ndsledujici vlastnosti:
1) S kazdymi dvéma mnozinami M, M, obsahuje i jejich rozdil M; ~\ M,.
2) S libovolnou konecnou posloupnosti mnoZin My, ..., M, obsahuje i jejich
k k
sjednoceni | J M; a prinik (| M;.

i=1 i=1
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Takovy systém mnoZin se nazyvd mnoZinovy okruh. Rikdme také, Ze systém
jordanovsky méfitelnych mnoZin je uzavieny vzhledem k rozdilu a kone¢nym
sjednocenim a priniktim.
V fadé aplikaci, zejména u limitnich pfechodt, je dileZité, aby systém meé-
fitelnych mnoZin byl uzavfeny i vzhledem ke spocetnym sjednocenim (tzv.
mnozinovy o-okruh) a spocetnym pranikim (tzv. mnoZinovy &-okruh), tj.
o0
aby z méfitelnosti mnozin M;, M,, ... plynula i méfitelnost mnozin |J M;
00 i=1
a [ M;. Tyto vlastnosti v8ak systém jordanovsky méfitelnych mnoZin nemd

i=1
— viz cviceni 27 k této kapitole. To je dvodem, pro¢ se zavadéji obecnéjsi

miry neZ Jordanova. Nejroziifen&jii z nich je bezesporu Lebesgueova' mira.

1.4. Dvojny integral na méritelné mnoziné

Definice 1.45. Nechf M C R? je méfitelnd mnoZina a nechf f je ohrani-
¢end funkce na M. Funkci f nazveme integrovatelnou (integrace schopnou)
na mnoZiné¢ M, jestliZze funkce x,, f urend pfedpisem

f(x,y) pro[x,yleM,

(fo)(xvy)={ 0 profx,ylgM

je integrovatelnd na néjakém obdélniku R © M. Dvojny integrdl funkce f na
mnozZiné M (pres mnoZinu M) pak definujeme vztahem

/ / F(x, y) dxdy = / / tar £ (&, v) dxdy.
M R

Poznamka 1.46.

a) Podobné jako u definice miry (definice 1.31) lze ukézat, Ze definice 1.45 je
korektni, tj. Ze integral [[ f(x, y) dxdy nezévisi na volb& obdélniku R 2 M.
M

b) Je-li M obdélnik, lze zvolit R = M. Pak

/ / Fx,y)dedy = / / Gtan /), y) dxdy = / / Fx, y)dxdy,
R R

M

'Henri Léon Lebesgue (1875-1941) (cti lebeg) — francouzsky matematik. Zabyval se teorif
funkcf a integrdlu. Jim zavedend mira a integrdl vyznamné ovlivnily matematiku 20. stoleti.
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pokud aspoii jeden z uvedenych integrdld existuje. Integral funkce f pres
obdélnik tedy nezdvisi na tom, pouZijeme-li definici 1.3, nebo definici 1.45.

Nasledujici véta je zobecnénim difve uvedené véty pro obdélnik.

Véta 1.47. Funkce f spojitd a ohranicend na mé¥itelné mnoziné M C R? je na
mnoZiné M integrovatelnd.

Diikaz. Bud ¢ > 0 libovolné. Nechf R 2 M je libovolny obdélnik. Vzhledem
k ohranicenosti funkce f na mnoZiné M existuje konstanta K > O takovd, Ze
(X F)(x, ¥)] < K pro kazdé [x, y] € R. ProtoZe mnozina M je méfitelnd,
je podle véty 1.40 m(h(M)) = 0 a podle lemmatu 1.7 existuje &islo §; > 0
s vlastnosti, Ze pro libovolné déleni D € Z(R) s normou v(D) < §; plati

0 = m(h(M)) = / / K (5 9) 5y S SO ) < 3277

R
Nechf R;j, (i, j) € I, znac¢i dilky déleni D. Bud I’ podmnoZina mnoZiny [
takovd, Ze R;;, (i, j) € I', jsou viechny dilky déleni D majici neprdazdny priinik
s hranici A(M) mnoZiny M. Podobné necht I” je podmnoZina mnoziny I takovd,
Ze R;j, (i, j) € 1”, jsou vSechny dilky déleni D, pro néz R;; € M, R;jNh(M) =
=§@.Je I'NI" = §. Polozme M, = |J R;;. Ziejmé je h(M) € M; € R

a s ohledem na vétu 1.39 plati @.nel’
€
m(M;) =m ( U R;;) = Z m(R;j) = S(D, Xpry) < K1)
@, jel’ @, j)el’
Polozme nyni M, = |J R;;. MnoZina M, je ziejmé& kompaktni a plati M, C

CMCMUM,, D

Posledni inkluzi dokdZeme takto: Nechf A € M ~ M. Jestlize A € h(M),
pak A € M,. Nechf A ¢ h(M), tj. A € M, a nechi A € R;;, kde R;; je dilek
déleni D, (i, j) ¢ 1", tj. R;; N (R? ~ ]\04) # (. Pripustme, Ze h(M) N R;; = 0.
Pak R;; C M U ext M, kde ext M = R? ~. (M U h(M)) je vnéjSek mnoZiny M.
Pfitom 1\0/1, ext M jsou oteviené, disjunktni a R;; N M #0, RijjNnextM # (. To
je spor s tim, Ze obdélnik R;; je souvisld mnoZina. Tedy (i, j) € I’ a A € M,.

ProtoZe mnoZina M, je kompaktni, existuje podle tvrzeni pied vétou 1.11
¢islo 8, > 0 takové, Ze pro [x1, y1] € Ma, [x2, y2] € M3, o((x1, y1), (x2, y2)) <
< &y plati | f(x1, y1)— f(x2, y2)| < &/(2m(R)). PoloZme § = min(§;, §,). Necht
D, je déleni obdélniku R s dilky R}, (k,l) € J, které je takovym zjemnénim
déleni D, Zze v(D;) < 8. Bud' J' C J je takové, ze R,ll C M, pravé pro (k, 1) € J'.



44 Dvojny integral

Necht J” C J je takové, Ze R}, € M, pravé pro (k,l) € J”. Snadno se ovéfi,
ze U Rj= U Ry=Mia |J R;j= U R}, =M, Polozme
G, jyel’ ke G, j)el” (k,lyeJ”
Vij = sup{(xpy f)(x, y) 1 [x, y] € Rij}, vij =1inf{(xy ) (x, y) 2 [x, y] € Ryj}
pro (i, j) €1,
Vir = sup {0, v) =[x, Y1 € Ry, vy = inf{(xy /)(x, ¥) =[x, y1 € Ryy)

pro (k,1) € J. Zfejmé plati Vkll = max{f(x,y) : [x,y] € R};} pro (k,]) € J"
a v]ll = mln{f(x’y) : [-x’ J’] € Rlll} pro (k’l) S J”’ |Vkll| é K’ |vlll| § K pro
(k,Iye J aVl=v, =0pro (k,I) € J~ (J'UJ"). Nyni

0 < S(D1 xy ) = 5D f) = >, VamRy) — Y vym(R}) =

(k.heJ (ke
= Z (Vkll_vlll)m(Rlll)'i_ Z Vg m(R}) — Z Ulllm(Rlll)g
(k,eJ” (ke ke’

3
< 1 1y <
S o ® > mR) +2K ) m(R)) <

(k.yel" ke’

3
< R 2K R;i) =
~ 2m(R) R+ Z (R

(i, )el’
& &
—+-=¢

£ £ &
=% Lokso. S ik
5 T2KSDehan) < 5+ 2K 0 <53

Podle lemmatu 1.9 je funkce y,, f integrovatelnd na R, a tudiZ funkce f je
integrovatelnd na M. O

Disledek 1.48. Bud f spojita funkce na kompakini mévitelné mnoziné M. Pak
funkce f je integrovatelnd na M.

Podobné jako u dvojnych integrald pres dany obdélnik maji integrly pres
méfitelnou mnoZinu nédsledujici vlastnosti.

Véta 1.49. Necht f, g jsou funkce integrovatelné na mé¥itelné mnoziné M C R2.
Pak plati:

a) Funkce f + g je integrovatelna na M a plati

/ [f(x,y)+g(x,y)]dxdy=//f(x,y)dxder//g(x,y)dxdy-
M M

M
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b) Je-li ¢ € R konstanta, pak funkce cf je integrovatelnd na M a plati

//cf(x,y) dxdy = c// f(x,y)dxdy.
M M

c) Funkce |f| je integrovatelnda na M a plati

‘/ f(x,y)dxdy‘éf £ e )] dxdy.
M

M

d) Je-li f(x,y) =< g(x,y) pro kazdé [x, y]l € M, pak

//f(x, ¥ dxdy < //g(x, ¥) dxdy.
M

M

Vlastnost z tvrzeni b) se nazyva homogenita integralu vzhledem k integrandu,
vlastnost z tvrzeni a) se nazyva aditivita integrdlu vzhledem k integrandu.

Diikaz. ProtoZe kazdy dvojny integrdl pfes mnoZinu M je definovan vztahem

/ F(x, y)dxdy = / (tap /) (s ¥) dxdy,

M R

kde R © M je obdélnik, plynou uvedend tvrzeni z véty 1.20 a véty 1.23 pro
integrdly pfes obdélnik, nebof pro kazdy bod [x, y] plati

K (f + 8, y) = (X X, 9) + (X)) (x5 ¥),
X (ef N, y) = c(xy f)(x,y),
— | Y& ==l f D, y) =
S O ) Y) = Ol FDG Y) = 100 ),
G Y = (), ), jeli flx, y) = gx, y). O

Véta 1.50.
a) Je-li M C R? mé¥itelnd a je-li k € R konstanta, pak

//kdxdy =km(M).

M
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b) Necht f je funkce ohranicend na mnoZiné M C R? miry nula. Pak je f na M

integrovatelnd a plati
[ remaxay <o,
M

¢) Je-li funkce f integrovatelnd na mé¥itelné mnoziné M, C R? i na mévitelné
mnoziné M, C R? a je-li m(M; N M,) = 0, pak f je integrovatelnd na
M| U M, a plati

/ / F(x, y)dxdy = / / Fx, y)dxdy + / / F(x, y) dxdy.
M, M,

M{UM,

Vlastnost z tvrzeni c) se v piipadé, kdy M, N M, = (, nazyva aditivita
integrdlu vzhledem k integracnimu oboru.

Duikaz.

a) Konstantni funkce f dand predpisem f(x,y) = k pro kazdé [x,y] € M je
ohranicend a spojitd na M, takze podle véty 1.47 je integrovatelnd na M. Je-li
R O M obdélnik, plati

/ F(x, y) dxdy = / Gtar ) (. ) dxdy =

M R

= k// Xy (X, y)dxdy = km(M).
R

b) ProtoZe funkce f je ohrani¢end na mnoZiné¢ M, existuje konstanta K > 0
takovd, Ze —K < f(x,y) < K, je-li [x,y] € M. Odtud —K x,,(x,y) <
< Xy )x,y) < K xy,(x, y) pro kazdé [x, y] € R, kde R 2 M je obdélnik.
Tedy

S(D7 _KXM) g S(D’ XMf) é S(D9 KXM)’
S(D, =K xp) = S(D, xp ) = S(D, K xp)

pro libovolné D € Z(R). Diky predpokladu m(M) = 0 tudiz

0= —K m(M) = //(—K)xMoc, V) dxdy < //(fo><x, ¥ dxdy <
7 T

< //(fo><x,y>dxdy < // K s (x, ) dxdy = K m(M) = 0.
R R
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Odtud plyne integrovatelnost funkce f na M s vysledkem

/ f(x,y)dxdy=/ (fo)(x,y)dxdy=/ (xp ) (x,y)dxdy =

M R R
= //(fo)(x, y)dxdy = 0.
R

¢) Bud R © M; U M, libovolny obdélnik. Ziejmé pro kazdy bod [x, y] plati

Kagyum, )X Y) = Ko, I Y) + X, 0 Y) = gy ang, /) (5 3)-
Protoze m(M; N M) = 0, je podle b) [[ f(x,y)dxdy = 0. Celkové&

MiNM>
s pfihlédnutim k vété 1.49 dostdvame

J[ renasy = [ [ oo ne s asay =
R

MiUM,

- / / (o, ), y) dxdy + / / (o, ) (. y) dxdy —
R R

- //(XMlmsz)(x’)’)dXdy =
R

= [[ repaxavs [[ ey - [[ o ay =

M, M, M{NM,
://f(x,y)dxdy+//f(x,y)dxdy-

M M; =

Véta 1.51. Necht funkce f a g jsou integrovatelné na méritelné mnoziné M C
C R2. Pak i jejich soucin fg je integrovatelny na M.

Diikaz. Predpokladejme nejprve, Ze funkce f a g jsou na M nezdporné. Necht
R O M je obdélnik. Z integrovatelnosti f a g plyne, Ze jsou ohranicené, takze
existuje konstanta K takovd, ze 0 < (x,, f)(x,y) S K, 0 = (x,8)(x,y) S K,
kdykoliv [x, y] € R. Bud ¢ > 0 libovolné. Podle lemmatu 1.9 k ¢islu ¢/2K > 0
existuji déleni D;, D, obdélniku R tak, Ze S(D1, x,, f)—s(D1, x f) < €/(2K),
S(Da, x3,8) — (D2, x,8) < €/(2K). Je-li D spole¢né zjemnéni D, a D,, pak

S(D1, Xy ) = 5D, xp /) S SD, xp f) = SDy, xp 1),
S(D2, x18) = (D, xs8) = S(D, x118) = S(D2, X18)s



48 Dvojny integral

a tedy

SD, xy /) —=8D, xpu /) = SD1, xp f) — (D1, xy f) < €/2K),
S(D, xy8) — (D, xy8) = S(D2, xy8) — (D2, x18) < e/(2K).

Nechf R;j, kde (i, j) e I ={(k,]) :k=1,...,m;l=1,...,n}, jsou dilky
déleni D. Pro kazdé (i, j) € I oznacme

u; =1inf{(x,, F)(x, y) 1 [x, y] € Ri;}, Uiy = sup{(x f)(x,y) : [x, y] € Rij},
vij = inf{(x,,8)(x,y) : [x,y] € Rij}, Vij =sup{(x,8)(x,y) : [x,y] € R},
w;; = inf{(x,, (&) (x, y) : [x, y] € R;;},

Wij = sup{(xy (8 (x, y) : [x, y] € Ri;}.

ProtoZe u;jvij = (xp /)X, ¥) - (X8 (x,y) = U;;Vij pro kazdé [x, y] € Ryj,
platf UjjVij § Wij é Wij é UijVij- Odtud dostaneme

Wij —wij = Ui Vij — wijvi; = Uy Vij — Ugjuij + Uy — wijoi =
= Ui;(Vij — vij) + i (Uij — uij) = K(Vij — vij + Uij — uij).

Nyni vyndsobime tuto nerovnost ¢islem m(R;;) a seCteme pies vechna (i, j) € 1.
Vyjde:

SD, xy (f8)) — s(D, x4 (f8) =

K € €
= (21{ * 21() —°

Podle lemmatu 1.9 je funkce x,,(fg) integrovatelnd na R, coZ vzhledem k de-
finici 1.45 znamend, Ze funkce fg je integrovatelnd na M.

Nechf nyni f a g jsou libovolné funkce integrovatelné na M. Z integrovatel-
nosti plyne, Ze jsou na M zdola ohranicené. Tedy existuje konstanta L takova,
7e f(x,y) =2 L, g(x,y) = L pro kazdé [x,y] € M. Funkce f — L ag— L
jsou nezdporné a podle vét 1.50, ¢ast a) a 1.49, ¢ast a) integrovatelné. Podle
prvni ¢asti diikazu je proto integrovatelna funkce (f — L)(g — L). Vzhledem
k rovnosti fg = (f — L)(g — L)+ Lf + Lg — L? je podle véty 1.49, &4sti a)
a b) funkce fg integrovatelnd na M. O

Véta 1.52. Necht funkce f je integrovatelnd na mé¥itelné mnoziné M C R?
a N C M je jeji méfitelnd podmnoZina. Pak je funkce f integrovatelnd i na N.
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Diikaz. Nechf R 2 M je obdélnik. Podle predpokladi existuji integraly

/(fo>(x,y)dxdy 2 // X Cr. ) dxdy.
R

R

Podle véty 1.51 existuje integral

//(XMf)(x, Y xyx, y)dxdy = //(fo)(x, y) dxdy,
R

R

nebof z N € M plyne x,, f - xy = xnf- To znamend, Ze funkce f je integro-
vatelnd na N. O

Véta 1.53. Necht funkce [ a g jsou definované na méritelné mnoziné M, pri-
cem? f je integrovatelnd, g je ohranicend a plati m(M,) = 0, kde M, =
={lx,yle M: f(x,y) # g(x, y)}. Pak funkce g je na mnoZiné M integrova-

telnd a plati
//f(x,y) dxdy = //g(x,y) dxdy.
M M

Diikaz. Polozme M, = M ~. M. Podle véty 1.38, Cast d) je M, méfitelna,
a protoZe x,, (§ — f) je ohraniCend funkce, kterd je na M, nulovd, plati podle
véty 1.38 s pfihlédnutim k m(M;) = 0 a k vété 1.50 rovnosti

// Yo (8 — F)(x. ) dxdy =0, // Yo (8 — F)(x. ) dxdy = 0.
M M,

Podle véty 1.50, ¢ast c) je funkce x,, (¢ — f) integrovatelnd na M a plati

// X, (8 — [)(x, y)dxdy =
M

_ // Yor (8 — £)(x, y) dxdy + // Yor (8 — £)(x, y) dxdy = 0.
M, M,

Ztejme f + xp,(8 — f) = g na M, takZe podle véty 1.49 je funkce g na M
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integrovatelnd a

//g(x, y)dxdy = // [ G, y) + X, (8 = )(x, y)] dxdy =
M M

:// f(x,y)dxdy+//le(g—f)(x,y)dxdy _
M M

://f(X,y)dxdy.
M

Pozniamka 1.54. Predchozi véta fikd, Ze zména integrovatelné funkce na mno-
Zin€ miry nula neméni integrovatelnost funkce ani hodnotu integrdlu.

Jinak feceno, funkce, kterd je definovand a ohrani¢end na méfitelné mno-
Ziné, avSak neni integrovatelnd, se po zmén¢ na mnoZiné¢ miry nula nemiiZe
stat integrovatelnou (jinak by podle predchozi véty musela byt pivodni funkce
integrovatelnd, protoZe by se liSila od integrovatelné funkce pouze na mnozZiné
nulové miry).

O]

Pro vyjadreni dvojného integrdlu pfes elementdrni mnoZinu pomoci dvojna-
sobného integralu plati

Véta 1.55 (Fubiniova véta). Bud M elementdrni mnoZina v R? vzhledem k ose x,
4.
M ={lx,y] € R?: x € (a,b), p(x) Sy S ¥ (1)},

kde ¢, ¥ jsou spojité funkce na (a,b) takové, Ze p(x) < Y(x) pro kaidé
x € {a, b). Je-li funkce f spojita na M, pak plati

b ¥(x)

/ f(x,y)dxdy:/ [/( f(x,y)dy] dx.
a @(x)

M

Diikaz. Elementarni mnoZina je kompaktni a méftitelnd, tedy podle dtsledku 1.48
je spojitd funkce f na mnoZin€ M integrovatelnd. Bud’'c < min{¢(x):x € (a, b)},
d > max{y(x) : x € {a,b)}, R = {(a,b) x {c,d). Pro kazdy bod [x, y] € R
plati

[,y jelip) Sy s yx),

Ot )2 = { 0 jeliy <g¢(x), nebo y > ¥ (x).
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Podle definice a podle Fubiniovy véty (véta 1.14) je

b ~d
//f(x,wdxdy=//(fo>(x,y>dxdy=/ [/ (fo)<x,y>dy}dx.
M R a C

(1.17)

Oznacme pro x € (a, b)
Y. R

My = (c, p(x)),
M5 = (p(x), ¥ (x)),
M3 = (Y (x),d),

viz obr. 1.12. Funkce (x, f)(x,-) M

je spojitd na intervalu M3, pficemz M;
(Xp )x,y) = f(x,y) pro kazdé My y = @(x)
y € M3, aje rovna nule (s ptipadnou | ...| | |

vyjimkou hodnoty v jednom krajnim ; ; X
bod¢€) na intervalech My, M3. Tedy a X b

je integrovatelnd na M7y, M;, M3,

a tudiz i na intervalu (c, d). Proto Obr. 1.12

M3 y =90

rd d
/ Gtar ) (. y) dxdy = / Gt ) (. ) dxdy =
¥(x)

o(x)
_ / Gl ) (5, ) dxdy + / G dxdy
c o(x

d ¥ (x)
+ / G ) (xs ¥) dxdy = / £x ) dxdy.
¥(x) @(x)

Dosazenim do (1.17) dostdvame tvrzeni. ]

Poznamka 1.56.
a) Je-li M elementdrni mnoZina vzhledem k ose y, tj.

M={x,y]eR*:y € (c,d), () < x S Y},

kde ¢, ¥ jsou spojité funkce na (c, d) takové, Ze ¢(y) < ¥ (y) pro kazdé
y € {c,d), a je-li funkce f spojitd na M, pak plati

d Y (y)
/ f(x,y)dxdyz/ [/ f(x,y>dx]dy.
iy c o(y)
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b) Zatimco integral [[ f(x, y)dxdy se nazyvd dvojny integrdl, integraly
M

/b [/W(X)
a @(x)

se nazyvaji dvojndsobné integrdly.

f(x,y)dy}dx,

d ¥ ()
{/U]fwwﬂw
c o(y)

c¢) Predchozi véta zlistane v platnosti, i kdyz bude funkce f pouze integrovatelna

(tj. ne nutné spojitd) na mnoZiné M. Ve

vnitfnich integrdlech je vSak tfeba

pouZit horni resp. dolni jednoduchy integral (srov. s vétou 1.14).

d) K oznaceni dvojndsobnych integradli se pouZiva rovnéZ zapisu

¥ (x)
/ dx/ f(x,y)dy, resp.
@(x)

Priklad 1.57. Vypoctéte:

Y (y)

[of, s
o)

f(x, y)dx.

a) //(x + y)dxdy, kde mnoZina M je omezena kfivkami y = x2, y = x.

b) // xy dxdy, kde mnoZina M je trojihelnik o vrcholech [0, 0], [1, 1], [2, O].

Reseni.

a) MnoZina M je elementdrni vzhledem k ose x i vzhledem k ose y.

1. ZapiSeme-li mnoZinu M jako elemen- 5
tarni mnoZinu vzhledem k ose x, Y y==2x
méme 1 ............. y_x

0=x=1,
Moecysn M .
o 1
Odtud
1 29%
/ (x+y)dxdy_/ </ (x+y)dy> dx_/ [xy—i—yz] dx =
M *
=/1{x2+xz—<x3-|-X4)}dx=/1 <3x2—x3—X4) dx =
0 2 2 0o \2 2
] 11 1 10-5-2 3
_{2_4_10}0 2 4 10 20 20
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2. Ke stejnému vysledku dojdeme i v pripadé€, uvazujeme-li mnozinu M jako
elementdrni mnoZinu vzhledem k ose y:

0=y

M:

IMHA

1,
S

IMIA

Pak

L e
//(x+y)dxdy_/ (/ (x—l—y)dx)dy:/ [z—l—yx} dy =
) 0

y

1 2 1
_ [y (Y2 (1:/ Y30 gy =
[ -Ge)fo- [ Gor-37)e

2 371
=[y +2y5/2 y] 1+g_1_5+8—10_3
o 4 5

2° 20 20
b) MnoZina M je elementdrni vzhledem k ose y. Lze ji vSak rovnéz vyjadfit

jako sjednoceni dvou mnoZin elementdrnich vzhledem k ose x. Piiklad proto
vyreSime opét dvéma zpulisoby.

1. MnoZinu M vyjadiime jako elemen- y
tarni mnoZinu vzhledem k ose y: oo [1 1]
y=Xx y=2—x
0<y<1, I
M
ySx<2-y | X
0 1 2
Pak
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2. Nyni mnoZinu M vyjadiime jako sjednoceni dvou mnozZin M;, M, ele-

mentarnich vzhledem k ose x:
M=MUM M 0SFsLo, . 1=2x22,
I Yogysy Yosys2-x

PonévadZz m(M; N M;) = 0, plati podle ¢asti c) véty 1.50

//xydxdy = //xydxdy—l—//xydxdy.
M M| MZ

1 , 2 5 oxt
—8+[x 3x+8]]—
_1+4 16+2 1+2 (I 14 1
8 3 3 8 3 3 A

1.5. DalSi reSené priklady

Priklad 1.58. Vypoctéte I = / / xydxdy, kde M je mnoZina bodd [x, y]

M
uréend nerovnostmi 1 S x <4, 1/x <y < J/x.

Resent. Integraéni obor M je znazornén na obr. 1.13. Integrand f(x, y) = xy je
spojita funkce. Pfi oznafenia = 1, b =4, ¢(x) = 1/x a ¥ (x) = 4/x dostaneme
z Fubiniovy véty 1.55

4 Vx
I://xydxdy:/ (/ xydy)dx.
1 1/x
M
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Obr. 1.13

Vnitini integrdl vyjde

[iimo=al5] =5 ()=o)
xydy =x|— =z |lx—=|]=5(x—=).
1/x 2 1/x 2 X 2 X

Celkovy vysledek bude

1 /64 1/1 21
= —(——In4 ) —-=-—|-=—=—1In1l = — —In2.
2\ 3 2\3 2 A

Priklad 1.59. Vypoctéte I = / / g dxdy, kde mnoZina M je ohrani¢end piim-
M
kami x =0, x =27, y = 0 a grafem funkce y = 2 + sinx.

Reseni. Integraéni obor M je znizornén na
obr. 1.14. Jde o elementdrni mnoZinu vzhle-
dem k ose x. Integrand f(x,y) = y/3 je 27
spojita funkce. PouZijeme-li tedy Fubiniovu
vétu 1.55, obdrZzime:

y=2+4sinx

; 0 2m
27 2+4sin x
Iz//ydxdyz/ </ ydy>dx.

) 3 0 0 3 Obr. 1.14

Vnitini integrdl vyjde

2-+sin x 21 2+sinx 1 1
/ Yay= L = ~ (2+4sinx)? = = (4 +4sinx + sin® x).
, 3 6, 6 6
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Pii vypodtu vnéjsiho integrdlu pouZijeme vzorec sin’x = (1 — cos2x)/2.
Dostaneme:
US| . 1 — cos2x
I = —|4+4sinx + ——— | dx =
o 6 2

mr3oo2 1
= — 4+ —sinx — — cos2x | dx =
0 4 3 12

302 1. 3y
= |-Xx— = cosx — — sin2x =
4 3 24

0 2 A

Priklad 1.60. Vypoctéte I = / / x3y dxdy, kde mnozina M je &tvrtkruh o da-

M
ném poloméru r > 0 se sttedem v poc¢dtku O leZici v prvnim kvadrantu.

Reseni. Integraéni obor je zndzornén na obr. 1.15. Je to

r x> +y?>=r? elementdrni mnoZina jak vzhledem k ose x, tak vzhledem

k ose y. Vzhledem k jednoduchosti spojitého integrandu

M f(x,y) = x3y je poradi integrace z hlediska jeji pracnosti

| X zcela lhostejné. Rozhodneme-li se pro popis ¢tvrtkruhu M

0 r nerovnostmi 0 < x < r, 0 £ y < +/r? — x2, z Fubiniovy
Obr. 1.15 véty 1.55 dostaneme

r A r2—x2
I=//x3ydxdy=/ (/ x3ydy>dx.
0 \Jo
M

Pro vnitfn{ integrdl dostdvdme

r2—x2 2 1
/ xydy = x° [y] = - x> —x?).
0 2 ]o

Celkové tedy vyjde

"1 1 [x*r? 67" 0
I:/ (x3r2—x5)dx=[—} = —.
0o 2 2 4 6], 24 A

y
x + y?

Piiklad 1.61. Vypoctéte I = / / dxdy, kde mnoZina M je ohrani¢ena
M

kfivkami y =1, y=1/2, x =4 —y?> ax = y°.
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Reseni. Prvni dvé kiivky jsou piimky,

druhé dvé paraboly. Integracni obor y
M je zndzornén na obr. 1.16. Urcime
jesté y-ovou soufadnici horniho pri-
seCiku P obou parabol, abychom se
presvédcili, Ze mdme pfimky y = 1
a y = 1/2 spravné umistény. Z rov-
nic parabol dostaneme 4 — y? = y?,
tj. y> = 2, a tedy y = +/2. Mno-
Zina M je elementdrni vzhledem k y.
Vidime, Ze ¢ = 1/2,d = 1, ¢(y) = Obr. 1.16

= y? a ¥(y) = 4 — y%. Integrand

f(x,y) = y/(x + y?) je spojita funkce na M. Podle Fubiniovy véty bude

y 1 4—y? y
I:// dxdy:/ </ dx>dy.
x +y? 12\Jyx  x+y?
M

Vnitfni integrél vyjde

4—)72
y 4_y?
/yz x+y2dx=y[ln|x+y2|]yz> =y(1n4—1n2y2)=

=y2In2—-In2—-2Iny) =yIn2 —2yIny,

vzhledem k tomu, Ze y > O.
Pfi vypoctu vnéjsiho integrdlu pouZijeme metodu per partes. Dostaneme:

1 1 1
I = (yln2—2ylny)dy=ln2/ ydy—2/ ylnydy =
1/2 1/2 12
u=Iny u =1 211 2 1 1
_ Y ) :1n2[y} —2[y lny] +2/ 2y =
V=y v=% 2] 2 1/2 122
ma( Lo D) Sl [2] 2l L) (In2+3)
=In2(-—-)—-1In — =—1In ———=—(In )
2 8) 4 2, 8 28 R

Priklad 1.62. Oznaéme M vystinovanou mnoZzinu na obr. 1.17, kde k je horni
ptlkruZnice se stfedem v pociatku O a s polomérem r = 2, [ je kruZnice se
sttedem v bod€¢ B = [2,0] s polomérem » = 2 a C je jejich prisecik. Bud

A =[-2, 0]. Vypoctéte integral I = // 6xy dxdy.
M
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Reseni. Nalezneme soufadnice bodu C.

Plati k: x> +y> =4,1: (x —=2)>+y?> = 4.

¢ M Odectenim rovnic dostaneme 4x —4 = 0,

M, l I tj. x = 1 a odtud vypoiteme y = /3.

| Vyjde tudiz C = [1, +/3].

! B x Integracni obor M neni ziejmé ele-

1 ) mentdrnf mnoZinou ani vzhledem k ose x

ani vzhledem k ose y. Rozdélime ho proto

Obr. 1.17 na dvé Casti — c¢ast M, omezenou oblou-

kem AC ptlkruZnice k a jeji tétivou AC,

a ¢ast M,, omezenou obloukem BC ptlkruznice k, obloukem OC kruZnice /

a osou x. Z Thaletovy véty plyne, Ze <t BCA je pravy. To znamend, Ze tétiva AC

lezi na tec¢né ke kruZnici / v bodé C, takZe ma s obloukem OC kruZnice [ spo-
le¢ny jen bod C, jak je zndzornéno na obrazku. Podle véty 1.50, ¢4st c) je

1 2//6xydxdy = //6xydxdy+//6xydxdy.
M

M M,

M,

Obé ¢asti M, i M, jsou elementdrnimi mnoZinami jak vzhledem k ose x, tak
vzhledem k ose y. MnoZinu M, popiSeme jako elementdrni mnoZinu vzhledem
k ose x, zatimco M, jako elementdrni mnoZinu vzhledem k ose y. Bude to tak
vhodnéjsi pro praktickou integraci.

Najdeme rovnici pfimky prochédzejici body A a C. Z pravouhlého troj-
thelniku AADC, kde D = [1,0], vypocitdme, Ze smérnice je «/§/3, tedy

= (v/3/3)(x + 2). Z rovnice ptlkruZnice k uréime y = ++/4 — x2 resp.
x = ++/4 — y? a z rovnice kruZnice [ uréime x — 2 = £+/4 — y2. S pomoci
obr. 1.17 zvolime spravna znaménka u odmocnin. Celkem dostaneme

—-2<x<1,

M;: 3 M>:
1 {(x+2)§y§\/4—x2, Pl

||/\ ||/\
||/\ ||/\

NG
i

i)

Integrand f(x, y) = 6xy je spojitd funkce. PouZijeme Fubiniovu vétu a dosta-

neme:
1 A 4—x2
I = //6xydxdy =/ (/ 6xydy> dx.
2 \J 4L (x+2)

M,
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Vnitini integral bude

/ 6xydy = 3x [yz] o 3x (4 —x?— g(x + 2)2)=

B (x+42) F )
= 8x — 4x? — 4x3

a vnéjsi integrdl vyjde

1 4 1
I :/ (8x—4x2—4x3)dx: [4x2—x3—x4} =
2 3 -

_ (4% 16422 16) = —9
B 3 3 -

Podobné dostaneme:

V3 N 4-y?
L= //6xydxdy :/ ( 6xydx> dy.
’ 0 2—4/4—y?

M,

Vnitini integrdl bude

[ s =l = (e v - - VA =

= 3y(4/4 —y2 —4).

Pti vypoctu vnéjsiho integrdlu rozdélime integrand na dvé Casti a na prvni inte-
gréal pouzijeme substitu¢ni metodu. Vyjde nam:

4 — y2 — u2
| —2ydy=2udu | ! 2 21V3 312 .
= dy= —udu _—12/2 u?du —6[y*];" =4[] — 18 = 10.
0~ 2, V3~ 1
Celkovy vysledek je tedy
1211+12:—9+10:1 A
Priklad 1.63. Vypoctéte I = / / 1—1)—C 5 dxdy, kde M je mnoZina omezend
y

M
kfivkami y = x? a x? + y?> = 16 (¢4st nad parabolou).
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Re§eni. Prvni kfivka je parabola, druha
y y = x2 kruZnice. Integracni obor M je zndzornén
P\ P> na obr. 1.18. Uréime soufadnice pruse-
Y N2 +y =16 ¢iki Pp = [x1, yi1] a P, = [x2, y2]. Vy-
: lou¢enim x dostaneme kvadratickou rov-
: : nici y> + y — 16 = 0, kterd md ko-
4 xl 0 X2 4 feny (—1 + «/@) /2. Pro nds ma vyznam
jen kladny z nich, je tedy y; = y, =

Obr. 1.18 = (=1 ++/65) /2. Odtud vyjde:

Xy = —X1 = (—1+«/§)/2.

Integraéni obor M je elementdrni mnoZinou jak vzhledem k x, tak vzhledem
k y. Jednodussi je popis vzhledem k x:

x1§x§x2,
M:

x? <y <16 —x2.

Integrand f(x, y) = x/(1 4+ y?) je spojitd funkce. Z Fubiniovy véty dostaneme

X X2 A/ 16—x2 X
I:// dxdy:/ / dy | dx.
I+y? o \Jx2 1+y?
M

Vnitfni integral vyjde

A/ 16—x2 X
/

2 1—|—y2

N

dy =x [arctg Y] ! =

= xarctg /16 — x2 — x arctgx* = f(x).

Integrace funkce f(x) je vSak velmi nepifijemnd, na kazdy s¢itanec by se musela
pouZzit postupné substituce a metoda per partes. Snadno je vsak vidét, Zze f(x)
je lichd funkce, tj. f(—x) = —f(x) pro kazdé x € (—4, 4). ProtoZe integracni
obor je interval soumérny vzhledem k pocatku (x, = —x;), musi platit

I=/2(xarctg V16 — x? — x arctg x*) dx = 0.

X1
Zdlouhavé integrace jsme tedy byli uSetieni.
RovnéZz by Slo vyjadfit mnoZinu M jako elementdrni mnoZinu vzhledem
k ose y, museli bychom ji v§ak nejprve rozdélit iseckou P; P,, aby horni a dolni
meze vnitiniho integrdlu mély jednoduchy popis. Snadno se lze presvédcit, Ze

vvvvv

oba vnitini integrdly jsou pak rovny nule, takZe vnéjsi integrély jsou trividlni. A
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Poznamka 1.64. Je-li integracni obor dvojrozmérny interval J = {(a, b) x {c, d)
a integrand ma tvar soucinu f(x)g(y), kde f je spojitd funkce na intervalu (a, b)
a g je spojita funkce na intervalu (c, d), je moZné vypocet podle Fubiniovy véty
zjednodusSit a vyrazné urychlit:

b d
/ F()g(y) dxdy = / ( / f(x)g(y)dy) dx = (1.18)
! b d b d
=/ f(x)</ g(y)dy) dx=/ f(x)dx-/ ¢ dy.

Integrél [ d g(y) dy je totiz konstanta, kterou Ize z vnéjSiho integralu vytknout.
Priklad 1.65. Vypoctéte //x sin ydxdy, kde J = (0, 2) x (0, w/2).
J

Reseni. Podle vztahu (1.18) bude

2 /2 212 )
//xsinydxdy:/ xdx-/ sinydy:{} -[—cosy]O =
; 0 0 2],

=2-0-0+4+1) =2 A

Cviceni
1. DokaZte bez pouZiti lemmatu 1.12, Ze funkce f z pozndmky 1.19 je inte-

grovatelnd a jeji integral je roven nule.

2. Necht M, My, M, jsou obdélniky, M = M, U M, 1\04] 01\042 = () a funkce f
je ohrani¢end na M. Dokazte, Ze

/ / Fx,y)dedy = / / Fx, y)dxdy + / / Fx, y) dxdy,

M M, M,

//f(x,y)dde=/ f(x,y)dxder//f(X,y)dxdy-
M;

M M,
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. Nechf R;, R, jsou obdélniky a M je takovd mnoZina (nemusi byt méfitelna),

7Ze M € Ry N R,. Bud' f funkce ohrani¢end na M. DokaZte, Ze pak

//(fo>(x, ¥) dxdy = //(fo><x, ¥) dxdy.

R, Ry
//(fo)(x, y)dxdy = //(fo)(x, y) dxdy.
Ry R

. Necht M je obdélnik a funkce f, g jsou ohranicené na M. Dokazte, Ze

//[f<x,y>+g<x,y>] dxdyz//f(x,y)dxdy+//g<x,y>dxdy,
M M M
//[f(x,y>+g<x,y>] dxdyé//f(x,y)dxdy+//g<x,y>dxdy.
M M M

. Necht funkce f je (Z)-integrovatelnd na obdélniku M, {D,} je nulova po-

sloupnost déleni M a &, je libovolny vybér reprezentantd dilkt déleni D,,,
n € N. UkaZte bez pouZiti véty 1.25, Ze o (D, E,, ) = [[ f(x,y)dxdy
pro n — o0. M

. Necht funkce f je ohrani¢end na obdélniku M a {D,} je libovolnd nu-

lova posloupnost déleni M. Ukazte, Ze existuji vybéry E,: E,f reprezentantti
dilkd d&leni D,, n € N, takové, Ze plati o (D,, &), ) — [[f(x,y)dxdy,
o(Dy,, B2, f) = [[f(x,y)dxdy pro n — oo. M

M

. Necht funkce f je definovdna na obdélniku M. Dokazte, Ze funkce f je

integrovatelnd na M pravé tehdy, kdyz {o(D,, &,, f)} je konvergentni pro
libovolnou nulovou posloupnost déleni {D,} obdélniku M a libovolny vy-
bér Z, reprezentantli dilkt déleni D,, n € N.

. Nechf funkce f je definovdna na obdélniku M. Dokazte, Ze funkce f je

integrovatelnd na M pravé tehdy, kdyZ ke kazdému ¢ > 0 existuji funkce g,
integrovatelné na M takové, 7e g(x,y) < f(x,y) < h(x,y) pro [x,y]l e M
a [f [h(x, y) — g(x, y)] dxdy < e.

M

. Necht funkce ¢ je integrovatelnd na intervalu (a, b) a funkce ¥ je inte-

grovatelnd na intervalu (c,d). Pak je funkce f(x,y) = @x)¥(y) inte-
grovatelnd na obdélniku M = (a,b) x (c,d) a plati [[f(x,y)dxdy =
= [Po()dx - [{ ¥ (y)dy. Dokaite. M



Cviceni 63

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Nechf funkce ¢ je definovand na intervalu (a, b), funkce ¥ je definovana na

intervalu (c, d) a jsou obé& nezdporné. Nechf funkce f(x,y) = @(x)¥(y) je

integrovatelnd na obdélniku M = (a, b) x (c,d) a [[ f(x, y)dxdy > 0. Pak
M

je funkce ¢ integrovatelnd na intervalu (a, b), funkce i je integrovatelnd na
intervalu (c,d) a plati [[ f(x,y)dxdy = fab @(x)dx de ¥ (y) dy. DokaZte.
M

Nechf funkce f je integrovatelnd na obdélniku M = (a, b) x (¢, d). Bud F
libovolna funkce jedné proménné takovd, Ze plati [’ Cfe,y)dy £ Fx) <

< fc ? f(x,y)dy pro x € ({(a,b). Dokazte, Ze pak je F integrovatelna
na (a,b) aplati [* F(x)dx = [[ f(x, y)dxdy.
M

Nechf funkce f je integrovatelnd na obdélniku M a Imf C («, B8). Necht
funkce ¢ jedné proménné je definovand na intervalu (o, 8) a md na tomto
intervalu ohrani¢enou derivaci. DokaZte, Ze pak je funkce go f integrovatelna
na obdélniku M.

S vyuzitim cviceni 12 uvedte jiny dikaz véty 1.51.

MnoZina M C R? je méfitelna pravé tehdy, kdyZ ke kazdému & > 0 existuji
méfitelné mnoZiny M, M, tak, Ze M| € M C M, a m(M,) — m(M;) < .
Dokazte.

Mnozina M C R? je méfitelna pravé tehdy, kdyZ ke kazdému & > 0 existuji
obdélniky Ny, ..., N, takové, Ze kterékoli rizné dva z nich nemaji spole¢né
vnitini body, a ptirozené &islo k, 0 < k < n, tak, Ze pfi oznafeni M; = N, U
U-- 'UNk, M2 = N1U~ . -UNn plati Ml - M - M2 aIIl(Mz)—IIl(Ml) < é€.
(Pro k = 0 klademe M, = (.) Dokazte.

Necht M, A € R%, M je méfitelnd a M C A C M, kde M je vnitfek M
a M je uzavér M. Ukaite, 7e pak je mnoZina A méfitelna.

Dokazte, e omezend mnozina M C R? m4 Jordanovu miru nula pravé tehdy,
kdyZ k libovolnému cislu ¢ > 0 existuji obdélniky Ry, ..., R takové, Ze
k k
MC|JR a) m(R) <e.
i=1 i=1

DokaZte, ze kone¢na mnoZina M C R? m4 Jordanovu miru nula.



64

Dvojny integral

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Necht M = {A,};2, € R? je konvergentni posloupnost bodd. UkaZte, e
my(M) = 0.

Nechi M C R? je méfitelnd mnoZina. Dokazte, e m(M) = 0, pravé kdyz
M = . Je mozné v implikaci ,,zprava doleva® vynechat pfedpoklad méfi-
telnosti M?

Necht kladna funkce f je integrovatelnd na mnoZiné M C R? kladné miry.
Dokazte, Ze pak [[ f(x,y)dxdy > 0.
M

Necht funkce f, g jsou integrovatelné na mnozing M C R? kladné miry
a f(x,y) > g(x,y) pro kazdé [x,y] € M. Pak plati fff(x y)dxdy >
> ff g(x, y) dxdy. Dokazte.

Nechf funkce f je integrovatelnd na mnoziné M C R? a existuje konstanta
¢ > 0 takovd, Ze f(x,y) = c pro kazdé [x, y] € M. Dokazte, Ze funkce 1/f
je integrovatelnd na M.

Nechf funkce f, g jsou integrovatelné na mnoZiné M C R? a existuje kon-
stanta ¢ > 0 takovd, Ze g(x, y) = ¢ pro [x, y] € M. Dokaite, Ze funkce f/g
je integrovatelnd na M.

Nechf kiivka y o parametrickych rovnicich x = ¢(¢), y = ¥ (¢), t € {(a, B)
(¢, ¥ jsou spojité funkce), méd kone¢nou délku. Potom jeji graf, tj. mnoZina
G ={le@®),¥(@)]:t € (o, B)}, md miru nula. Dokazte.

Uvedte piiklad funkce spojité na jednorozmérném kompaktnim intervalu,
jejiz graf ma nekonecnou délku. (Podle véty 1.38 e) bude rovinnd mira
tohoto grafu nula. Tedy kone¢nd délka kiivky neni nutnou podminkou pro
to, aby graf kfivky mél rovinnou miru nula — srovnejte s cvi¢enim 25.)

Najdéte priklady posloupnosti jordanovsky méfitelnych mnoZin A,, B,, C,
aD,, neN,vR? takovych, zZe:

o
a) Mnozina (J A, je neomezena.

n=1

o
b) Mnozina |J B, je omezend, neni vSak jordanovsky méfitelnd.
n=1
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28.

29.

30.

o
¢) Mnozina () C, neni jordanovsky méFitelnd.
n=1
oo o
d) Mnozina |J D, je omezend, av8ak ani tato mnoZina ani mnozina (| D,
n=1 n=1
nejsou jordanovsky méfitelné.

Nechf funkce f a g jsou definované na mnoziné M. UvaZujme funkce
max{f, g} amin{f, g} dané vztahy max{f, g}(x, y) = max{f(x, y), g(x, y)}
amin{f, g}(x, y) = min{f(x, y), g(x, y)}, (x,y) € M.

Dokazte, Ze jsou-li f a g integrovatelné na méfitelné mnoziné M, jsou také
funkce max{f, g} a min{f, g} integrovatelné na M.

Pro funkci f definovanou na mnoziné M polozme f© = max{f,0}a f~ =
= max{—f, 0} (funkce f* resp. f~ se nazyv4 kladn4 resp. zdpornd &Ast
funkce f).

Nechf M je méfitelnd mnoZina. DokaZte, Ze funkce f je integrovatelnd na M
pravé tehdy, kdyZ jsou na M integrovatelné funkce f* i f~; v tom pifpadé
plati [[ f(x.y)dxdy = [[ £*(x.y)dxdy — [ £~ (x. y) dxdy.

M M M

Pomoci integrdlu [[ dxdy vypo&téte miru mnoZiny §2 omezené kiivkami
7]
zadanymi rovnicemi:

a) :x+y=1, x+y=2, y=x/2, y=2x,

b) :y=c¢", y=e*, x =—4, x =4 (srovnejte s piikladem 30 c¢),

c) :y=¢", y=e", x=—4 x=4, y=0,

d £2:y=cosx, x=0, y=0,

e) £2:y=x% y=4—x° ) 2:y=1/x, y=4x, y=38,
g R:y=x’ y=4/x, hy 2:y=Inx, x=3, y=0,
i) 2:y=x, x=2, xy=1, i) 2y =2x, x2 =2y,

k) 2:y=0 x+2y=3, y=x>, 1) 2:x=0, y=e"—1,

y=¢e¢" —x.
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31. Vypoctéte dvojny integrdl dané funkce pfes danou mnoZzinu £2:

// x2y dxdy,
2
b) // 2 dxd
2
c) //a/xydxdy,
2
d) // sin(2x + y) dxdy,
2
e) //xcosydxdy,
2

f) / (e’ + 2x) dxdy,
2

Q:le, x:4, )7:—2, }’23,

2:x=0,x=1, y=0, y=1,

Q
S
I
=
I
A

n/4=y=m,

Q
A
=

A
)

, —W/2Sy S 7/2,

Q
<
17
=
[IA

,0<y<1.

32. Vypoctéte dvojny integrél / / xy dxdy, je-li mnoZina A:

A

a) obdélnik omezeny pfimkami x =0, x =a, y=0,y =b, a,b > 0,
b) mnoZina {[x, yl € R?: 4x? 4y < 4},
¢) parabolickd tse¢ omezend kiivkami y = 4 — x, y* = 2x.

33. Vypoctéte ndsledujici dvojndsobné integraly:

a) /</ (x* +2y)dx> dy,
[([wea)a
AVASE
L[ ea)or

z ., 0l
b) /(/ x4dx>dy,
0 cosy
3cosg
/ r?sin’ ¢ dr) do,
0

1—x2
f) </ \/l—xz—yzdy>dx,
0o \Jo

%
/ X sinydy) dx,
0

&
—
[SE]
VR
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27 a 3 a(l+4cos ¢)
i) / (/ o’ sin2<pd9> do, ) / (/ dQ) do,
0 0 0 acos g
1 X 37“ 3siny
k) / </ Vax2 —y? dy> dx, D / (/ (x +cosy) dx) dy,
0 0 I siny

[SE]

Al

sin x cos y dy> dx,

I
2

34,
kiivkami:

a) //(x — y)dxdy, 2
2
b) / (x? + y) dxdy, 2:
2
X
c) //dxdy, $2:
y
2
d) / / gdxdy, Q:
2
e) //ydxdy, Q:
X
2
f) // e dxdy, 2
2
X
D [f w0
2
h) // cos(x + y) dxdy, 2
2
i) / (Bxy? —2x)dxdy,  £2:
2
i) //x3ydxdy, 2:
2

3 a(l+cos )
v
0 acos ¢

QdQ) de.

Vypoctéte dvojny integrdl dané funkce pfes mnoZinu §2 omezenou zadanymi

1y=0, y=x, x+y=2,

x+y=2,y=0, y=1, x =0,

n/4<x<Tm/3, y=x, y=xtgx,
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k) //lnxdxdy, 2:y=1/x, x+2y =3,
Q
)
D /2dxdy, 2:x=2, xy=1, y=x,
& y
m) //xy dxdy, Q: 0% +a*y* <a*h?, x 20, y20,
Q a,b >0,
n) //ydxdy, R:y=x% y=4—x°
Q
. Vypoctéte dvojné integrély:
a) //ydxdy, kde M = {[x,y] e R® : y = 0,x> +
A +y S 1L =Dy 2 1,
2
b) / / x—z dxdy, kde M je kompaktni mnoZina omezena
gy Y kiivkami x =2, y =x, xy =1,
9) / (Ix] + |yD) dxdy, kde M = {[x,y] € R? : x| +[y| £ 1},
M
d) //|cos(x + y)| dxdy, kde M = (0, ) x (0, =),
M

e) //Sgn(x2+y2—2)dxdy, kde M = {[x,y] e R* : x* + y* < 4},
M

*f) //Sgn(xz—y2+2)dxdy, kde M = {[x,y] e R® : x* + y* < 4}.
M

36. Vypoctéte dvojndsobné integraly:

d b 2 3=y dx
a) /</xdx>d,a<b,c<d, b) /(/ >d,
c a Y Y 1 1 (x+y)3 Y
c) /(/ xydx>dy,r>0, d) /(/ dx)dy,
0 0 Je \Jy2 XYy

3n

4 Jx = 3siny
e) / ( 2y — /%) dy) dx, f) / < (x 4+ cosy) dx) dy.
0 x/2 I siny



Cviceni 69

37. V danych integrédlech zaméiite poradi integrace (nacrtnéte si integracni obor):

0 0
(/ f(x, y)dy)dx a<b, b / < f(x,y)dx) dy,
-2 y274
T 1y+e T
0 / ( / e y)dy) dx, d) ( fi, y)dx> dy,
A 2x— —x2
0 /(/ f(m)dy) dx. D /(/ f, y)dx) dy,
A 2x— —x2
9 / (/ f(m)dy) dr, / ( f, y)dy)
ﬁ 4x— x2
B / ( fl, y)dx) dy, ) / ( fx, y)dy)
3 oy ln(y-'rl)
K) / ( £, y)dx) dy, I ( fia, y)dx) dy,
NG
1+[ 1+
m) /( fl, y)dx) dy+/1 </1 e y)dx) dy,
.
4 2+./4—y
) /( f(x,y>dx> dy+/ </ f<x,y>dx> dy,
3 \ayisy
y 4 2
+0) /(/ f<x,y>dx> dy+/< f(x,y>dx) dy
1 2 y/2

V tlohich m), n), o) spojte vzniklé dvojndsobné integrdly do jednoho.

38. Vypoctéte dvojndsobné integraly pfes mnoZinu §2 uréenou mezemi integrald:

3+siny 3 y+% 1
a) / (/ e*cosy dx) dy, b) / ( —_— dx) dy,
-3 l+siny 1 )l VXY — 1
2 2x V3 3x
c) / (/ x2y dy> dx, d) / (/ (x* + y)dy> dx
0 x2 0 X3

B
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39.

e) /04(/ﬁ(2y —Vx) dy) dx,

2)

=

2

2sin x
/ dy> dx,
6x

51

sn

I

4 —(x—2)%+4

0 [ ([ )
1 —x+4
In3 8

h) / (/ ye/4 dx> dy.
In2 4

Vypoctéte dvojné integrily pfes mnoZinu £2 vymezenou danymi podmin-
kami:

a)

b)

c)

N

g)

k)

// xydxdy,
2]

/ (x +y 4+ 10) dxdy,
7]

/ (x — y) dxdy,

2

X

——dxdy,
// T+
2
//ydxdy,
2
//xzydxdy,
2

/ va?+ x2dxdy,

2

xdy,

// NGEEal
// (2x — /y) dxdy,

/ (y —x + 1)dxdy,

2
// 4y* dxdy,
2]

2:

£2 je horni polovina vnittku elipsy
b*x? + azy2 =a’b*, a,b >0,

£2 je trojihelnik s vrcholy A = [0, 0],
B =[2a,0], C =la,al],a > 0,

2

2

x=0, x =a, yz—xzzaz,

a>0, y=20,

cx=y"4+1,y=0, y=2,

y=—x/4,

ry=0, y=x% y=(@x-12%
cy=1, y=2, y=x, y=x+1,

x=1, y=x+1, x2+y2=1,
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1
)] //xdxdy,
Q

2:y=0, y=Ilnx, y=e—x+1.

40. Vypoctéte dvojné integrdly pfes mnoZinu £2:

41.

a) //ydxdy, Q:x*+y*<d* x+y=a, a>0,
7]

b) //e”ydxdy, Q:x=0, y=2, y=¢e",

2
c) // dxdy, £2 je trojuhelnik s vrcholy A = [0, 0], B = [0, 2],
2 C = [27 0]9
d) //xdxdy, Q:cos§§x§2siny, g§y§n,
2

1
e) //dxdy, 2:05«x
y

IA
a
=
IA
<
IA
@
|
=
+
=

2
f) //exdxdy, 2:05x<Iny, 1<y<a, a>1.
2

Vypoctéte dvojné integraly (danou mnoZinu vhodné rozdélte):

a) //(2xy + 1) dxdy,
2

b) / o + y) dxdy,

2

) // dxdy,
o’

d) // dxdy,
2

e) / (x2+2y)dxdy,
2

f) / (x3—2y+3)dxdy,

2

2

2:

x=0,x=2, y=0, y=2,
y=1—-x, y=3—x,
x20, xy=2, y=x/2, y=2x,

x+y=2, x+y=4, y=23x,

y = 5x,

:x2=4y, x2=8y, y2=2x, y2=4x,

x=0,x=2,y=0, y=1+x,

y=3—x,

ty=2x, y=x/2, y=3—=x.
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42. Vypoctéte dvojné integraly (danou mnoZinu vhodné rozdélte):

//2ydxdy, Q:xP4+y? =1, x>’ +y*=4, x 20,

y 20,

b) //(x—y+4)dxdy, Q:x=4,y=0, y=x>, y=6—ux,

C) //(xz—y—i—Z)dxdy, Q:y=1/x, y=4x, y=x/4, x 20,

d) //szdxdy, 2:y=3x+1, y=(x—-1)/3,
y=1—x, y=5—x,

e) / (x 4+ 1)dxdy, 2:y=3x, y=32 —x),
y=1-(x-12%

f) //2ydxdy, :y22(x—-2), y<x/3+1,
lA+y 21, x20, 520,

2) //xeydxdy, R:x=e, y=0, y=x, y=Inux.

43. Vypoctéte ndsledujici dvojné integrdly pomoci Fubiniovy véty — zkuste ob&
pofadi integrace a porovnejte vysledky.

//smydxdy, M:0<x<x® Jx<y<m,

// dedy oy 0.m/2) % (0.1/2),

1 — yZsin?x

// f(x, y)dxdy, M = (2,3) x (0, t/2),
M

f(x y): ma [-xay]EMv y#n/z
’ 0, [x,yle M, y=m/2.
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Vysledky

1.

Pro libovolné déleni D obdélniku M = {(a, b) x (c,d) je 0 = s(D, f) < S(D, f) <

< (d — ¢)v(D). Tedy if fx,y)dxdy =0= fo(x, y)dxdy.
M M

. Postupujte obdobné jako pfi diikazu rovnosti (1.11) a (1.12) ve vété 1.21.

. S vyuzitim cviceni 2 této kapitoly dokaZte pro horni a dolni integrdly analogie

rovnosti (1.10) a (pro Ry € Rp) (1.15). Pak postupujte jako v poznamce 1.32,
éast 2.

. V dtikazu véty 1.20 c) byla odvozena pro libovolné déleni D obdélniku M nerovnost

s(D, ) +s(D,g) =s(D, f+g) = S(D, f+g) = SO, f)+ S(D, g). Tvrzeni
nyni plyne z véty 1.10 a).

. Plati s(Dy, f) < o(Dy, Ey, f) < S(Dy, f). S pouzitim véty 1.10 ¢) dostaneme

limitnim pfechodem n — oo tvrzeni.

. Pro kazdé n € N existuje podle lemmatu 1.27 vybér reprezentantd & dilkd dg-

H}’l
leni D, tak, e 0 < o(Dy, EL, f) — s(Du, f) < 1/n. Tedy o(Dy, B}, f) —

n

—s(Dy, f) = 0 pro n — oo. Tvrzeni pak plyne z véty 1.10 a). Analogicky pro
horn{ integral.

. =: Plyne ze cviceni 5.

«: Predpoklddejme, Ze o (D, &,, f) je konvergentni pro libovolnou nulovou po-
sloupnost déleni { D,,} obdélniku M a libovolny vybér reprezentantii =, déleni {D,,}.
Pfipustme, 7e o(D,), ), f) — I, o(D?, B2, f) — L a I} # L. Pak {D,} =
= {Dl, D%, D%, D%, ...} je nulovd posloupnost. Oznacime-li {&,} = {Ell, Elz, Ezl,
.’:722, ...}, posloupnost {o(D,, &,, )} neni konvergentni, protoZze ma podposloup-
nosti s riznymi limitami. To je spor, a tedy vSechny posloupnosti maji stejnou limitu
I € R. JestliZe ¢islo I neni integrdlem z funkce f na M, podle definice 1.24 existuje
¢islo ¢ > 0 takové, Ze pro kazdé ¢islo 1/n > 0, n € N, existuje déleni D,, s normou
v(D,) < 1/n a vybér E, reprezentantd déleni D,, tak, Ze |I — o (D,, 5y, f)| = e.

To je spor s tim, Ze posloupnost {o (D,, &,, f)} konverguje k 1.

. = Nechf funkce f je integrovatelnd na obdélniku M. Bud ¢ > 0. Polozme g =

= h = f. Pak funkce g, h maji poZadované vlastnosti.

<: Bud ¢ > 0 libovolné. Podle ptfedpokladu k ¢islu /3 existuji funkce g, & inte-

grovatelné na M takové, e g < f ShnaMa [f [h(x, y) —g(x, y)] dxdy < &/3.
M

Bud D libovolné déleni obdélniku M. Vzhledem k nerovnostem g < f < h plati
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— s(D, g). Z definice integrdlu vyplyva existence déleni D1, D, obdélniku M ta-

kovych, Ze S(Di, h) — [[ h(x,y)dxdy < /3, [[ g(x, y)dxdy —s(D2, g) < &/3;
M M

tyto nerovnosti budou platit i pro spole¢né zjemnéni D déleni D, D;. Celkové

tedy S(D, f) —s(D, f) < S(D,h) —s(D,g) = S(D,h) — [[ h(x,y)dxdy +
M
+ [[ h(x,y)dxdy — [[ g(x, y)dxdy + [[ g(x, y)dxdy —s(D, g) < ¢. Podle lem-
M M M

matu 1.9 je funkce f integrovatelnd na M.

. Pfedpokladejme nejprve, Ze ¢, ¥ jsou nezaporné. Nechf Dy :a =xp <x; < --- <

< X = b je déleni intervalu (a,b) a Dy: c =y < y1 < --- < ¥y =d je déleni
intervalu {c,d). Necht J = {(i,j):i=1,2,...,m; j=1,2,...,n}. Ozna¢me

u; = inf{ep(x) : x € (xj_1, xi)}, i=1,...,m,
U; = supf{o(x) : x € (xj—1, xi)}, i=1,...,m,
vi =mf{y(y) 1y € (yj—1, yj)}, j=1....n,
Vi =sup{y(y) 1y € (yj-1,¥j)}, j=1....n,
wij = inf{f(x,y): [x,y] € (xi—1, %) X (yj—1. )}, G, ) €J,
Wij =sup{f(x,y) : [x,y] € (xi—1,x;) x {yj—1,¥j)}, @ J)eJ.

Platf u;jv; < w;j < W;; < U;V; pro (i, j) € J. Odtud pfi oznafeni D = D, x D,
dostaneme s(Dx, ¢) - s(Dy, ¥) < s(D, f) = S(D, f) = S(Dx, ¢) - S(Dy, ¥).
Je-li {D,} libovolna nulova posloupnost déleni obdélniku M, dostaneme pro n — oo
z predchozich nerovnosti podle véty 1.10, Ze

Jietoydx [Ty dy £ [[ fx,y)dxdy
M
< T fx, yydxdy £ [P o) dx [C ¥ () dy.
M

Musi tedy platit [[ f(x, y)dxdy = [[ f(x, y)dxdy, takZe funkce f je integrova-
M M

telnd na obdélniku M a fab @(x)dx fcd v () dy = [[ f(x, y)dxdy.
M

Tvrzeni rovnéz plati, pokud ¢, ¥ neméni znaménka. Je-li napf. ¢ nezdpornd na
(a, b) a ¥ nekladnd na (c, d), staci pouZit predchozi vysledek na ¢ a —y = ||
a vyslednou rovnost vyndsobit ¢islem —1.

V obecném pifpadé zvolme konstantu C takovou, Ze ¢ = C na {a,b) a ¥ = C na
(c, d). Takova konstanta existuje, protoZe obé funkce jsou integrovatelné, a tudiz
ohranicené. Pak

PP () = (p(x) —C+C) (Y(») — C+C) =
= (p(x) = C)(¥(») = C) + C(p(x) = C) + C(¥(y») — C) + C*.

s X4

Funkce ¢(x)—C a ¥ (y)—C jsou nezdporné, takZe podle predchozi ¢4sti a véty 1.20,
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10.

11.

12.

¢ast ¢), je funkce f integrovatelnd. Integraci pfedchozi rovnosti a Gpravou vzniklych
integrall se pak snadno ovéi{ vztah fab @(x)dx fcd v(y)dy = [[ f(x,y)dxdy.
M

Pozndamka: Vsimnéte si, Ze v dikazu nebyla pouZita Fubiniova véta. Jinou moZnosti
je nejprve dokazat, Ze ¢(x), ¥ (y) (chapané jako funkce dvou proménnych) jsou in-
tegrovatelné na M. Pak je integrovatelny jejich soucin ¢(x)y (y). Dikaz se dokonc{
uZitim Fubiniovy véty.

Funkce f je integrovatelnd, a tedy ohraniCend na M. Existuje xo € (a,b) tak,
7e ¢(xg) > 0 (jinak by méla funkce f nulovy integrdl pres M). Tedy ¥ (y) =
= f(x0, y)/e(xp) pro y € {c, d), takZe funkce i je ohrani¢end na (c, d). Obdobné
se overi, Ze funkce ¢ je ohranicend na (a, b).

Necht funkce /1 je ohrani¢end na intervalu (o, 8) a k = 0. Snadno se ovéfi, Ze
I f kh(t)dt =k faﬁ h(t)dt. Déle plati, Ze pro k # 0 je funkce & integrovateln4 na
(o, B) pravé tehdy, kdyZ je na tomto intervalu integrovatelnd funkce kh.

Podle Fubiniovy véty plati 0 < [[ f(x,y)dxdy = fab(fcd ()Y (y)dy)dx =
M

= "o [*y(ydy)dx = [‘¥ () dy [”(x)dx. Posledni krok je mozny,
protoZe musi byt f; d Y (y)dy > 0. Z toho také vyplyva, Ze funkce ¢ je inte-
grovatelnd na intervalu (a, b). Obdobné se dokdZe, Ze funkce ¥ je integrovatelnd
na intervalu (c, d). Odtud uz plyne i dokazovana rovnost.

Oznaéme Fi(x) = ch f(x,y)dy a Fo(x) = f;d f(x,y)dy Podle Fubiniovy véty

1.14 jsou tyto funkce integrovatelné na {a, b) a plati fab Fi(x)dx = fab F(x)dx =

= [ f(x,y)dxdy. Odtud vyjde [* Fi(x)dx = [P Fi(x)dx £ [P F)dx £
o J J

< [PF@dx £ PR dy = [P B dr Tudiz [P F)de = [P F(o)dx,
takZe funkce F je integrovatelnd. Zbytek tvrzeni je ziejmy.

Funkce ¢ je diferencovatelnd, tedy i spojitd na kompaktnim intervalu (o, 8). Podle
Weierstrassovy véty je zde ohranicend, takZe rovnéZ funkce ¢ o f je ohraniend
na M.

Podle ptedpokladu existuje konstanta K > 0 tak, Ze |¢'(x)| £ K na {a, 8). Pro li-
bovolna t1,t € («, B) existuje podle Lagrangeovy véty o stiedni hodnoté cislo
£ € (o, p) takové, Ze (1) — @(t) = ¢'(E)( — 1), tedy |p(2) — @(t1)| =
< K|ty — 11]. Pro libovolné body [x1, y1], [x2, y2] € M proto plati | (f(x2, y2)) —
—o(fGx1, )| £ K| f(x2, y2) — f(x1, y1)]. Pro libovolnou neprézdnou podmno-
Zinu N € M pak plati

sup{|e (f(x2, y2)) — @ (f(x1, y))|; (Lx1. y1], [x2, y2]) € N x N} £
< Ksup{| f(x2, y2) — f(x1, yDl; ([x1, y11, [x2, y21) € N x N}.
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13.

14.

Avsak

sup{|@ (f(x2. y2)) —@(f (x1. yD)|; J[x2, ) eN XN} =
=sup{p(f(x,y)): [x,y] € N} —inf{p(f(x,y));[x,y] € N}

a podobné

Sup{|f(x2» yz) - .f(-xlv YI)L ([-xlv )’1], [-x27 J’Z]) S N x N} -
=sup{f(x,y); [x, y] € N} —inf{f(x, y); [x, y] € N},

takZe plati

sup{o(f(x,y); [x,y1 € N} —inf{o(f(x, ) [x,y]e N} <
< K (sup{f(x,y); [x, y] € N} — inf{ f(x, y); [x, y] € N}).

Nechf D je libovolné déleni obdélniku M. Z predchozi nerovnosti vyplyvd, Ze
S(D,¢o f)—s(D,¢po f) < K(S(D, f)—s(D, f)). Bud & > 0 libovolné. Protoze
je funkce f integrovatelnd na M, podle lemmatu 1.9 existuje k ¢islu ¢/K > 0 d€leni
D € 92(M) tak, 7e S(D f)—s(D, f) <e/K. Pak S(D (pof)—s(D pof) <e.
Funkce ¢ o f je tedy podle téhoZ lemmatu integrovatelnd na M.

Poznamka: Z diikazu je zfejmé, Ze tvrzeni bude platit pro libovolnou funkci ¢

kterd je na intervalu (o, B) lipschitzovska! (existuje konstanta K > 0 takovd, Ze
lp(t) — @(t1)| £ K|ty — 11| pro libovolné 11,1, € (a, B)). Napt. funkce ¢(r) =
= |t] je lipschitzovskd, protoZe ||t2| — |t || < |ty — t1]. Mame tedy dal3i dikaz, Ze
z integrovatelnosti funkce f plyne integrovatelnost funkce | f]|.

Je-li funkce 4 integrovatelnd na obdéIniku N, je také funkce i integrovatelna na N.
To plyne ze cviceni 12 volbou ¢(¢) = 21 e (—k, k), kde k > 0 je takova konstanta,
Ze |h(x,y)| < knaN.

Nechf R O M je obdélnik. Protoze funkce f, g jsou integrovatelné na M, tj.
funkcey,, f, x,,& jsou integrovatelné na R, budou na R integrovatelné podle pied-
choziho také funkce (xp,f + x,;8)* a (Xp f — xp8)* Aviak plati x,,(fg) =
=xuf xug= ((XMf + )(Mg)2 —(yf - XMg)Z)/4, coz dokazuje tvrzeni.

=: Nechf mnoZina M je méfitelnd a ¢ > 0. PoloZzme M| = M, = M. Pak mnoZiny
M1, M, maji poZadované vlastnosti.

<: Necht R je obdélnik obsahujici mnoZinu M a ¢ > 0. Najdéme k tomuto &
mnoziny M1, M SplnLIJICl predpoklady. PoloZme M, = M, N R. Potom M; C
CMCMCMa m(Mz) < m(My). Ziejmé X, = S xy S Xj, ha R. Dile

'Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903) (&ti lip§ic) — némecky matematik. Zabyval

se diferencidlnimi rovnicemi, teorii ¢isel, vicerozmérnou geometrii a dal$imi oblastmi. Pracoval
rovnéZ v hydrodynamice a analytické mechanice.
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15.

16.

17.

18.

19.

IS Xﬁlz(x’ y)dxdy — [f xp, (x, y)dxdy = m(M) —m(M;) < e. Podle cviteni 8
R R

je funkce yx,, integrovatelnd na obdélniku R, a tedy mnoZina M je méfitelnd.

Postacitelnost plyne ze cviceni 14. DokdZeme nutnost.

Nechf R je obdélnik a M C R je méfitelnd. Pak je funkce x,, integrovatelnd
na R. Bud ¢ > 0. Podle lemmatu 1.9 existuje déleni D obdélniku R takové, Ze
S(D, xp) — s(D, xpy) < €. OznaCme Ny, ..., Ny ty dilky déleni D, které jsou
podmnoZinami M, a Niyi, ..., N, ty dilky déleni D, které nejsou podmnoZi-
nami M, ale maji s M neprazdny prinik. Zfejmé plati M; = NyU---UN, C M C
C Ny U---UN, = M. Z definice dolnich a hornich souctd vyplyva (srovnejte
pozndmku 1.33 a obrdzek 1.9), Ze s(D, x,;,) = m(Ny) + --- + m(Ny) = m(My)
aS(D, xp) =m(Ny)+---+m(N,) = m(M). Tedy obdélniky Ny, ..., N, aclislok
maji poZadované vlastnosti.

Je MCACACM,tedy h(A) = A~ A C M~ M = h(M). Mnozina M
je méfitelnd, tedy podle véty 1.40 je m(h(M)) = 0 a podle véty 1.37 je rovnéz
m(h(A)) = 0. TudiZ podle véty 1.35 je mnoZina A méfitelnd.

= Pfedpoklddejme, Ze m(M) = 0. Nechf K D M je obdélnik. Protoze plati
fj Xy (x, y)dxdy = ff Xy (x, y)dxdy = 0, pro kazdé ¢ > 0 existuje déleni D

obdelnl’ku K tak, Ze S(D X)) < €. Jsou-li R; dilky déleni D, pro néZ R;NM # @,
k
i=1,...,k pak S(D, x;,) = > m(R;) — viz pozndmka 1.33.
i=1
«: Predpokladejme, Ze k libovolnému ¢ > 0 existuji obdélniky Rj, ..., Ry takové,
k

k k
7Ze M C U Ri, Y. m(R;) <¢. Oznaéme R = |J R; a nechf K D R je obdélnik.
=1 i=1 i=1
k _
Pak x,, < xp = 'nllaxk{xR_} < > xg.- Podle cviceni 4 plati [[ x,,(x, y)dxdy <
1=l1,..., t i=1 ¢ K

ko k

> IS Xg, (X, y)dxdy = > m(R;) < e. Tedy plati 0 < [ x,,(x, y)dxdy <
i=1K i=1 ?

[] x3(x, y)dxdy < & pro libovolné & > 0, takze [[ x;,;(x,y)dxdy = 0, 4.
K K

A

A

mnoZina M je méfitelnd a m(M) = 0.

MnoZina M je omezend v R2. Je-li M = @, tvrzeni plati. Bud M = {x1, ..., x,},
n € N. Nechf ¢ > 0 je libovolné Oznaéme Rj, j=1,...,n, Ctverec se stfedem x;
o strané /e/(2n). Pak M C U R;ja Z m(Rj) =ny, = ; < &. Podle cviceni 17
je m(M) = 0. j=l

MnozZina M je omezend v RZ, protoZe jeji prvky jsou &leny konvergentni po-
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20.

21.

sloupnosti. Oznacme A = lim A,. Bud ¢ > 0 libovolné. K /¢/8 > 0 exis-

n——+00

tuje ng tak, Ze o(An, A) < /¢/8 pro kazdé n > no (o je eukleidovskd metrika
na R?). Necht R, je Ctverec se stfedem A o stran€ 2./¢/8 = i/¢/2 a Ry, ..., Rn0

jsou shodné Ctverce se stfedy Aj, ..., A,, o strané /&/(4ng). Pak M C U R;

a Z m(R;) = 2 + 4n0 no = %8 < ¢. Podle cviceni 17 je m(M) = 0.
i=0

=: Predpoklddejme, Ze m(M) = 0 a pfipustme, Ze M # (. Pak existuje obdél-
nik R C 1&, m(R) > 0. Podle véty 1.38 je m(M) = m(R) > 0, coZ je spor.
«=: Pfedpoklddejme, Ze M=0.Pok MCM=MU h(M) = h(M). Protoze M
je podle predpokladu méftitelnd, je podle disledku 1.41 m(h(M)) = 0, takZe podle
véty 1.37 je M méfitelnd a m(M) = 0.
Predpoklad méfitelnosti M v postacujici podmince nelze vynechat. Napf. mnoZina
M=RN@QxQ), kde R = (0,1) x (0, 1) je obdélnik, ma prazdny vnitiek, ale
neni mé&fitelnd, protoZe [| x,,(x, y) dxdy neexistuje — viz pfiklad 1.6.

R

Lze piedpoklddat, e M je uzaviend, t. M = M. Pokud je totiz M # M, tj.
h(M) ~ M # @, polozime f(x,y) =1 na h(M) ~ M. Pak h(M) ~ M < h(M)
am(h(M)) = 0, tedy podle véty 1.37 je m(h(M) ~ M) = 0. Podle véty 1.50, &dsti
b) a ¢), je f integrovatelnd na M a [[ f(x,y)dxdy = [[ f(x, y)dxdy.
W M
Nechf R 2 M je libovolny obdélnik. P¥ipustme, Ze plati rovnost [[ f(x, y) dxdy =
— M
= [[(xyHx,yydxdy = [[(xyf)(x,y)dxdy = 0. Bud ¢ > 0 libovolné.

R R
Pak existuje dé€leni D obdélniku R s dilky R;;, (i,j) € I = {(i,j) : i =
=1,...,mj=1,...,n}, takové, Ze S(D, x,, f) < em(M). OznaCme V;; =
=sup{(xy /)x,y) : [x,yl € Rij}, Mij = MNORy;, (G,j)el, J={Gj)el:
M;j # 90}, K ={(i, j) € I : m(M;;) > 0}. Protoze 0 < m(M) = > m(M;;) =
@, )elt
= Y, m(M;),je K #@.Plati V;j =0 pro (i, j) € I ~J, Vij =sup{f(x,y):
(i,j)ekK
[x,y] € M;;} pro (i, j) € J, m(M;;) = m(R;;) pro (i, j) € I. Pak em(M) >
> SD, xy /) = > Vim(Rij) = > Vim(Rj) = Y Vim(M;) =
@, j)el G, j)ed @, ))elt
= > Vij m(M;;). Existuje (i, jo) € K tak, Ze Vyj, < ¢, jinak bychom dostali
(i,j)eK
Yo ViimM;j) 2 e Y m(M;j) =¢ Y. m(M;) = em(M), coZ je spor.
(i,j)eK (i,j)eK (i,))et
Tedy plati 0 < f(x,y) < € pro kazdé [x,y] € M,,j,, mnoZina M;,;, je uza-
viend a m(M;;,) > 0. Pfitom lze pfedpoklddat (pfechodem ke zjemnéni D), Ze
d(M;,j,) < 6, kde 6 > O je libovolné pfedem dan€ Cislo (d(A) = sup{o(X,Y) :
X,Y € A} je pramér mnoZiny A C R?; o je eukleidovskd metrika v R?). Kone&né



Cviceni 79

22.
23.

24.

[[ f(x,y)dxdy =0 (jinak by [[ f(x,y)dxdy > 0).

Mig o M

Nechf ¢, > 0, n € Na g, — 0 pro n — o0. Podle pfedchoziho najdeme mnozZinu
M C M tak, 7e My = M1, m(M;) > 0, d(M;) <e1 a0 < f(x,y) < &1 na My.
Dale postupujeme indukci. Jsou-li zkonstruovany mnoziny M1 2 My 2 --- 2 M;,
najdeme pomoci pfedchoziho postupu mnoZinu M; | C M; tak, ze M; 1 = My,
m(M;y1) > 0, dM;4+1) < €41 a0 < f(x,y) < &41 na M;yq. Sestrojili jsme
neklesajici (vzhledem k inkluzi) posloupnost uzavienych mnoZzin {M,};° ,, pfi¢emz

d(M,) — 0 pro n — oo. ProtoZze (R?, o) je tplny metricky prostor, je prinik
o0
této posloupnosti jednoprvkovy, tj. (| M, = {(xo, yo)} — viz napf. [6, véta 3.5 na

n=1
str. 31]. Plati tudiz 0 < f(xp, yo) < &, pro kazdé n € N, coz neni mozné, protoze

en — 0 pron — oo.

PouZijte vysledek cviceni 21 na funkci f — g.

Nechf nejprve M je obdélnik. Bud & > 0 libovolné. K &islu ec? > 0 existuje dé-
leni D obdélniku M s dilky M;;, (i, j) € I ={G, j):i=1,....m;j=1,....n
tak, ze S(D, f) — s(D, f) < ec?. Oznaéme vij = inf{f(x,y) : (x,y) € Mj;},
Vij =sup{f(x,y) : (x,y) € M;j}, wij = inf{l/f(x,y) : (x,y) € M;;}, Wi
= sup{l/f(x,y) . (x,y) (S Mij}, (i,j) e 1. Plati Wij = l/Vij, Wij = l/vij, Vij
2c,Vij2e (,j)el.Pak S(D,1/f)—s(D,1/f) = (‘Z): I(Wij —w;j) m(M;;)
i,j)e
= > (/v =1/VipmM;j) = > (Vij—vij)/ijVipymM;j) = > (Vij—
i.)el @.pel (.)el

—v;j)/c* m(M;j) = 1/ (S(D, f)—s(D, f)) < (1/c*)ec? = &. Podle lemmatu 1.9
je funkce 1/f integrovatelnd na M.

Jiny dikaz lze udé€lat pomoci cvieni 12 (zvolime ¢(t) = 1/¢,t € (1/k, 1/c), kde
0<cZ f(x,y) <knaM).

Neni-li M obdélnik, zvolme obdélnik R D M. Pak R ~ M je méfitelnd podle
véty 1.38, ¢ast d) a rozsifeni funkce f na R ~ M dané pfedpisem f(x,y) = ¢
je na R ~. M integrovatelnd funkce podle véty 1.47. Tedy podle véty 1.50, ¢ast c)
je funkce f integrovatelnd na R; pfitom f(x, y) = ¢ na R. Podle piedchozi &asti
je funkce 1/f integrovatelnd na R. ProtoZe M je méfitelnd, je funkce 1/f podle

—

v

véty 1.52 integrovatelnd i na M.

Plyne ze cviceni 23 a véty 1.51.

Pozndamka: Uvedeny vysledek 1ze nasledovné zobecnit:

Necht funkce f, g jsou integrovatelné na mnoZiné M C R?. Pfedpokladejme, Ze
jejich podil f/g je definovany a ohrani¢eny na M. Pak f/g je integrovatelnd na M.
Diikaz lze provést s vyuZitim nutné a postacujici podminky riemannovské integro-
vatelnosti, kterd se dokazuje v teorii Lebesgueova integrdlu — viz [15, str. 447].



80

Dvojny integral

25.

26.

27.

Oznacme T (¢t) = [p(t), ¥ ()], t € {(a,B). Nechf @« =19 < t; < --- < t, = B je

dé€leni intervalu (o, B). Délkou lomene ¢ary L s vrcholy T'(%p), ..., T(t,;) ,,vepsané‘
kfivce y rozumime &islo my (L) = Z o(T(ti—1), T(t;)) (o je eukleidovskd metrika

v rovin€). Délku kiivky y deﬁnUJeme vztahem mj(y) = sup{m;(L) : L je lomend
¢éra ,,vepsand‘ y}. ProtoZe ¢, ¥ jsou spojité na kompaktnim intervalu (¢, 8), jsou
podle Weierstrassovy véty ohrani¢ené, a tudiZ i graf G je omezend mnoZina v R.
Bud ¢ > 0 libovolné. Ozna¢me § = min{e/(8 m;(y)), /¢/4}. Necht K je uza-
vieny kruh se stredem T (%)), f{p = «, a polomérem §. Bud je T(¢) € Ky pro
t € (o, B), nebo existuje t1, ty < 11 < B, takové, Ze o(T (tp), T (1)) =6, T(t) € Ko
pro t9p <t £ 1) a neni pravda, Ze T (r) € K pro viechna ¢ € (¢, B).

Pokud nastane druhd moZnost, oznaCme K| uzavieny kruh se stfedem 7 (#1) a po-
lomérem §. Bud'je T'(t) € K pro t € (t1, ), nebo existuje 1, 1] < to < B, takové,
7€ o(T (1)), T(t)) =8, T(t) € Ky prot; £t <t aneni pravda, Ze T(r) € K; pro
vSechna ¢ € (12, 8). Déle pokraujeme indukci.

Po konecném poctu krokl k& musi nastat prvni moznost. Jinak bychom mohli najit
lomenou ¢aru L vepsanou kiivce y délky vétsi nez mj (y). Skutecné, pro lomenou
&éru L s vreholy T(t9), T (1), ..., T(t), T(B) je mi(L) = kd+ o(T (1), T(B)) =
> k8 — oo pro k — o0o0. Pak KgU---UK; 2 G, ke N,ak <mi(y)/s.
Ozna¢me R; étverec se stiedem T (¢;) o stran€ 26,1 = 0, ..., k. Plati mp(Rp) +- - -+
+mo(Ry) = (k+1)48% < 482 (my (y)/8) +48% = 48 my (y) +45% S e/2+¢/4 < &.
Podle cviceni 17 je my(G) = 0.

Definujme f(1/n) = O pro liché n € N a f(1/n) = 1/n pro sudé n € N.
Na intervalech (1/(n + 1), 1/n), n € N, dodefinujme f na linedrni funkci. Ko-
ne¢né poloZzme f(0) = 0. Snadno se ovéii, Ze f je spojitd na (0, 1). Oznacme
T, = [0, f(1/n)], n € N, Ty = [0, f(0)]. Necht L, je lomend ¢dra s vrcholy
Ty, To, ..., Ty, To, n € N. Pak pro k € N plati (¢ ]e eukleldovska metrika v R?)
my (Lok41) = Z o(Ti, Tit1) + o(Tak+1, To) > 22 1/(2i) = Z 1/i — oo pro

=1 i=1
k — oo. Tedy pro graf G funkce f plati m{(G) =

Oznaéme M = (0, 1) x (0, 1). MnoZina E = M N Q? je spocetn4, tedy jejf prvky
lze uspotadat do Aposloupnostl {e,}°2 . Didle pro § < R? poloZme S = {s +
+12,0] : 5 € S} (S vznikne posunutlm S o dvé doprava).

a) Jednoprvkové mnoziny A, = {[0,n]}, n € N, jsou méfitelné, protoze funkce
Xa, S€ li$i od nulové funkce v jediném bodé (véta 1.53). MnoZina A = Ej Ap
je zfejm& neomezend v R2. n=1

b) MnozZiny B, = {e,}, n € N, jsou méfitelné ze stejného diivodu jako v Casti a).

o

Avsak mnozina B = J B, neni méfitelnd, protoZe funkce x, neni podle pii-
n=1
kladu 1.6 integrovatelna.
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

c)

d)

ProtoZe mnoZina B z Casti b) neni méfitelnd, neni méritelnd ani mnozina C =
o
= M~ B = () (M By,). Pfitom mnoZiny C, = M \ B,,, n € N, jsou méfitelné

n=1
protoZe jsou rozdilem dvou méfitelnych mnoZin.

MnoZziny D, = B, U én, n € N, jsou méfitelné, protoZe jsou sjednocenim dvou

méfitelnych mnoZzin (méfitelnost C,, se zdGvodni obdobné jako v ¢asti c)). Ale
0 ~ o ~

ani mnozina D = |J D, = BU M ani mnoZina F = (| D, = C nejsou
n=1 n=1

méfitelné. V prvnim piipadé€ to plyne z toho, Ze podle véty 1.38, ¢ast d), by byla

méfitelnd i mnozina D N M = B, coz je spor. V druhém piipadé€ se stejné jako

v Casti ¢) oveéii, ze mnoZina C je rozdilem méfitelné mnoZiny M a neméfitelné

mnoZiny B.

Pro libovolné a, b € R plati: max{a, b} = (a + b + |a — b|)/2, min{a, b} = (a +
+ b — |a — b])/2. Tvrzeni plyne z véty 1.49.

Je-li f integrovatelnd, jsou podle cvi¢eni 28 integrovatelné i f* a f~. Naopak,

jsou-li integrovatelné f+ a f~, je integrovatelnd i f = f+ — f~. Rovnost integrili
je pak zfejma.

a)
e)
i)

k)

1 b) 2e*+e*—-2), oo 2-2* & I,
1602, f) 3 —Ind, 2 3. h) 3In3 -2,
Som2, ) & k) 3. D 3.

B b &, o W6 4 0 e 3, O e—3

14 157—16 19 12 16

3 b S 9 5 DT e 3.
1 3 3

% ) g) E ) h) E ) 1) n; ) _]) %a9

2 33 3 3

3> b)) %5, © 2In2-—, d =, e) 9,

4_6"4_6 T[2

et g g2 h -2 D -5, D 3.
212

2m2-tm2-3. D 4 m R w203
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

d)
e)

g)

a)
a)
a)
e)

D=
b‘»ﬂ
=3
~
o
o
~
Wi

22y (42— o2
%,b)l

JP(J7 ey dx) dy,

S (1 fx ) dx) dy.

SO Foeydy) da+ [T (S

Jy (f

Jo (27 H = f(x,y)dx)dy,

fol (5 fx,y)dy) dx

4
C) % ) d) ﬁ e) E

f(x y)dx) dy,

d 2m, e 0. H L8z

V2

5. D w42

D) (S s ) dy) dx

7 f(x,y)dy) dx
D" ) dy) dx
hy [y ([, £ y)dx) dy,

DLy f &y dx) dy,

o U e dy) dx+ [2(ET7 £y dy) da,

S (2 f(x, y) dy) dx,

fo (f4 (-2 f(x,y)dy) dx,

(e —1)%, b) 4,
16 9
E’ f) i )
0, b) 40m, c)

49 17
6 b <, c)
14 652

30 DA

m) fo (ffcﬂnz f(x, y)dy) dx

o JT( f&xy)dy)dx

o &, d) %+%,
g V3+2-32, h) 6.
1m0 g o,

3%, ) 4G -V3),

I—=% D E+DnEe+1)—11-3.

31‘[ 1 3—6 (a—1)2
d) 8 + 4> C) 2(e—1)° f) -

L IR TS U SR B
c) 1n16—ﬁ, d) 84,
5-2¢3

g) ee—1)+ 2.
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43. a)

b)

9

50y =

IS ( f sy g dy) dx — vnitfni integral nelze vyjadfit pomoci
elementarnich funkct,

fom (fon/2 lfyg:inzx) dy = ]tgx = t’ = 1/2(f0 tz(ldﬁ) dy =

T /2 dy _ lZ
—2Jo 57Tz
/2 1/2 dy __|parcidlni | rm/2 2tsin x
fO ( 0 l—yzsinzx) dx = zlomky | — fO 2s1nx ln —sinx dx =
_ x _ 241+1 per | ol 21
- ‘tg 2 t} - 0 2t 7 In t2—t+1 dr = partes| — JO 441241 Inzdr,

5 ey dr = ey =1 = S5 (s i) dx =

__ | parcidlni
| zlomky

3 dx

—_ T r
T 2J2 x+1 T 2

4
ln3,

fn/z (f2 1+X2 22 \,) y = fon/z cotg y(arctg3tgy — arctg2tg y)dy =

_ __ ["©© arctg 3r—arctg 2t
‘tgy = t‘ (241D dr.
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Kapitola 2

Integraly v prostorech obecné
dimenze

V kapitole 1 byl zaveden integrél funkci dvou proménnych. Naprosto obdobné je
mozné vybudovat integral funkci libovolného kone¢ného poctu proménnych. Nej-
prve se definuje integrdl na n-rozmérnych intervalech, pomoci ného se zavedou
méfitelné mnoZiny a nakonec se definuje integrdl na méfitelnych mnozinach.
Veskeré definice i vysledky pfedchozi kapitoly se snadno pfenesou na piipad
obecného n, po technické strance jsou diikazy vSech tvrzeni obdobné, jen za-
pisy jsou komplikovanéjsi. Proto vétSinou jejich formulace ani dikazy nebudeme
opakovat.

V nasledujicich oddilech si vSimneme nejprve piipadu n = 3. Ten je dilezity
v aplikacich a navic si pfi ném dokdZeme jeSt€ predstavit integracni obory. Potom
se zminime o piipadu obecného n a nakonec kritce o piipadu n = 1, ktery
bude zobecnénim konstrukce jednorozmérného integralu na intervalu, zndmé ze
zédkladniho kurzu matematické analyzy.

2.1. Trojny integral

Pfi definici trojného integrdlu postupujeme zcela analogicky jako u integrdlu
dvojného. Nejprve definujeme trojny integral funkce f ohranicené na nedegene-
rovaném trojrozmérném uzavieném omezeném intervalu M = (a, b) x (c,d) x
x {(q, r). Takovy interval budeme strucné nazyvat kvddrem. Pro déleni D kva-
dru M pouZivame oznaCeni D = D, x D, x D_, pfiCemz D,:a = xo < x1 <
< -++ < X, = b je déleni intervalu (a,b), Dy:c =y <y1 <--- <y, =d
je déleni intervalu (c,d) a D;: g = z9 < z1 < --- <z, = r je déleni intervalu
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Z Z
rHe. M r =234 M
| 22 4
i 71 |
q4-... "}};‘—___'_ | q = 20 - /
N4
a' c d y alexo C=Y0 Y1 Y2 )3 y'4=d y
b/ b=x
X X
a) b)

Obr. 2.1: Trojrozmérny interval M a jeho dé€leni

(g, r).Roviny x =x;, y=yj,z=z((i=1,....m—1;j=1,...,n—1;k =
=1,..., p—1) déli kvddr M na mensi kvadry zvané€ dilky, které se znaci M,
(viz obr. 2.1); pfitom M;jx = (xi_1, x;) X (¥j—1,Yj) X (Zk—1, 2). Horni a dolni
soucty pro danou funkci f jsou nyni tvaru

m n )4
SD, )= Viplxi = xi-0)(j = ¥j-0) (@ — 21,
i=1 j=1 k=1

m n p
=

SO =D 3 v — 520Dy — ¥i—1) @k — 2k1):

1 j=1 k=1
kde

‘/l'jk - sup{f(xv Y, Z) : [xv Yy, Z] S Mijk}’
vijk =inf{f(x,y,2) : [x,y,2] € Mj}.

Oznacime-li m(M;ji) = (x; — x;—1)(y; — yj—1)(zk — Zx—1), pak lze psat

m n P

S(D, f) = Z Z Z Vijk m(M;ji),
i=1 j=1 k=1
m n )4

s(D, f) =

-1

1

vijx m(M;ji),
=1 k=1
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pticemZz m(M;;;) budeme nazyvat mirou (objemem) kvadru M;j;. Dolni a horni
integral funkce f pfes kvadr M definujeme vztahy

// f(x,y,z)dxdydz = sup{s(D, f)}

/// f(x,y,z)dxdydz = inf{S(D, f)}.

Jejich piipadnou spole¢nou hodnotu nazyvdme trojny integrdl a znac¢ime

// f(x,y,z)dxdydz.
M

Vsechny vlastnosti uvedené pro dvojny integrdl na obdélniku plati analogicky
i pro trojny integrdl na kvadru. Vzorce Fubiniovy véty pro trojny integral na
kvadru M = {(a, b) x (c, d) x {q, r) maji pro riznd potfadi proménnych integrace

tvar
// f(x,y,2)dxdydz = // (/ f(x,y,z)dz) dxdy =
q
M

dyd

/I

( )
// (/ o Mdz)d

( i
)

dydz

v </

a také (pri jiném ,,sdruZeni* integracmch promennych)

// fx,y, Z)dxdydz-/ < / fx,y, z)dydz)

(c.d)x(q.r)
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b
=/ / f(x,y,z)dydz | dx =
a JJ
(e.d)x{q.r)
d
-[( ]| re y,z>dxdz> dy =
(a.b)x(q.r)
=/ < / fx,y,2) dxdy> dz.
! (a,b)x (c,d)
Zejména pro funkci f spojitou na kvadru M = (a, b) x (c,d) x (g, r) plati

/ Fxy.2) dz) dy
q

A ([ reom)oe

Trojny integrdl [[[ f(x,y,z)dxdydz se n€kdy oznaluje jako integral trojroz-
M

mérny, zatimco integraly

/:{/Z ([ rwso0)ar}as /:{/ ([:f(x, vy azfar.
/{/ (/qrf(x’“)dz)dx}dy» /{/q(/ f(x,y,z)dx>dz}dy
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a rovnéZ integraly

AL senam)ocfoe [{ ([ renooc)orfes

jako integraly trojndsobné.

Poznamka 2.1. K oznaceni trojnasobnych integralti se pouziva rovnéz zapist

b d r b q d
/dx/ dy/ £y, 2)dz, /dx/ dz/ £y, 2)dy
a ¢ q a r c

a Ctyr dalSich analogickych zdpisti pro zbyvajici permutace proménnych x, y, z.

Priklad 2.2. Vypoctéte trojny integral I = / / (x + 2y — 3z)dxdydz, kde

M
integracni obor M je kvadr (1, 3) x (—1, 1) x (0, 2).

Reseni. Integrand je funkce spojitd na M (dokonce na R?). Podle Fubiniovy véty
plati

3 1 2
1=// (x+2y—3z)dxdydz=/ {/ </ (x+2y—3z)dz>dy}dx.
1 —1 0
M

Pro prehlednost vypocteme postupné jednotlivé jednoduché integraly samostatné.

2

2 3
/(x+2y—3z)dz:[xz+2yz—2z2] =2x +4y —6.
0 0

Dale
! 1
/_I(Zx +4y —6)dy = [2xy +2y* — 6y]_, =
=2x+2-6)—(—2x+24+6) =4x — 12.
Celkové dostaneme

3
1 :/ (4x —12)dx = [2x2— 12x]? = (18 =36) — (2 —12) = —8.
1

Zvolili jsme poradi integrace nejprve podle z, pak podle y a nakonec podle x.
Jakékoliv jiné poradi by dalo diky Fubiniové vété stejny vysledek a vypocet by
byl ptiblizné stejné obtizny. A
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Také charakteristickd funkce mnoziny M C R? a jeji méfitelnost se definuji
analogicky jako v R%. Vzorec pro (Jordanovu) miru omezené mnoZiny M C R?

je tvaru
m(M) = /// X (x5 Y, z) dxdydz,
R

kde R je takovy kvadr, Ze M C R a

1 pro[x,y,zleM,

XM(x’y’Z):{O pro[x,y,z]g_iM

je charakteristick4 funkce mnoZiny M. N&kdy, abychom odligili miru v R* od mér
v prostorech jinych dimenzi, piseme m3(M) misto m(M). Mira v R? m4 stejné
vlastnosti jako v R2. Je-li z = f(x,y) spojitd funkce na kompaktni mnoZziné
M C R?, pak mira grafu této funkce v R? je rovna 0. Analogické tvrzeni plati
pro grafy funkci y = f(x, z), x = f(y, z) spojitych na kompaktnich mnoZinach.

Trojny integral funkce f ohrani¢ené na méfitelné mnoZing€ M C R? definu-
jeme rovnosti

// f(x,y,z)dxdydz = // Xy )x,y,z)dxdydz,
M R

kde R © M je libovolny kvadr a funkce x,, f je ddna vztahem

S(x,y,z) prokazidé [x,y,z] € M,

X .y, 2) = { 0 pro kazdé [x, y,z] € M.

Trojny integrdl ma stejné vlastnosti jako integrdl dvojny. Elementdrni mnoZina
vzhledem k roviné xy je definovédna takto:

Definice 2.3. Bud M elementdrni mnoZina v R? (vzhledem k ose x nebo
vzhledem k ose y) a nechf @ (x, y), ¥ (x, y) jsou spojité funkce na M takové,
7e @(x,y) < W¥(x,y) pro kazdé [x, y] € M. MnoZinu

2={lx,y,21eR:[x,y] e M, P(x,y) Sz < ¥(x,y)}

nazyvame elementdrni mnoZinou vzhledem k roviné xy v R? (viz obr. 2.2).
Analogicky definujeme elementdarni mnoZinu vzhledem k roviné xz, resp. vzhle-
dem k roviné yz v R>.

Elementdrni mnoZinou v R rozumime elementdrni mnoZinu vzhledem k né-
které z rovin xy, resp. xz, resp. yz.
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= lI/()C, y)

X

Obr. 2.2: Elementdrni mnoZina £2 v trojrozmérném prostoru

Podobné jako v R? plati, Ze elementirni mnoZina v R® je méfitelnd a Ze
funkce spojitd na elementdrni mnoZiné v R? je integrovatelna. Analogicky jako
v R? plati véta:

Véta 2.4. Bud 2 elementdrni mnoZina v R® vzhledem k roviné xy, tj. 2 =
= {[x,y,21 € R’ : [x,y] € M, P(x,y) £ z S ¥(x,y)}, kde @, ¥ jsou
funkce spojité na M takové, Ze @ (x,y) < W(x,y) pro kazdé [x,yl € M a M
je elementdrni mnoZina v R>. Je-li funkce f spojitd na $2, pak

V(x,y)
/// f(x,y,z)dxdydz = // (/ f(x,y,2) dz) dxdy. 2.1
D(x,y)

Predpokladame-li napt., Ze M je elementdrni mnoZina vzhledem k ose x, tj.
M = {[x, y]eR*:a<x<bhokx)<y< w(x)}, pFicem? @, ¥ jsou funkce
spojité na {(a, b), takové, Ze ¢(x) < Y (x) pro kaZdé x € (a, b), pak

¥ (x) ¥(x,y)
// Fx. v, z)dxdydz—/ {/ (/ f(x,y,z>dz) dy}dx. 22)
a o(x) PD(x,y)
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Poznamka 2.5.

a) Analogicky plati dal$i dvé tvrzeni, ve kterych vzorec (2.1) nabyva tvaru

¥ (x,2)
// f(x,y,z2)dxdydz = // (/~ f(x,v,2) dy) dxdz,
A f D (x,2)
¥ (y.2)
// f(x,y,z)dxdydz = // </A f(x,y,2) dx) dydz.
P(y,2)
2 M

b) Zaménou poradi proménnych v (2.2) dostavame dalsich pét vzorci:

b Y1(x) Y1(x,2)
// f(x,y,z)dxdydz:/ {/ (/ f(x,y,z)dy> dz}dx,
P a @1(x) D (x,2)
d ¥2(y) ¥ (x,y)
// f(x,y,z)dxdydz:/ {/ (/ f(x,y,z)dz) dx}dy,
pA c ¥2(y) P (x,y)
d ¥3(y) ¥3(y,2)
// f(x,y,z)dxdydz:/ {/ (/ f(x,y,z)dx) dz}dy,
& c »3(y) P3(y,2)
r Y4(z) WYy (x,2)
// f(x,y,z)dxdydz:/ {/ </ f(x,y,z)dy> dx}dz,
ey q ©4(2) Dy(x,2)
r ¥s(2) U5 (y,2)
// f(x,y,z)dxdydz = / {/ </ fx,y,2) dx) dy} dz.
4 q ¥s5(2) Ds5(y,2)

¢) Integrdl [[[ f(x,y,z)dxdydz se nazyva trojny integrdl, integraly na pravé
M
stran€ rovnosti (2.2) a na pravych strandch poslednich péti rovnosti se nazyvaji
trojndsobné integrdly.

d) Tvrzeni prvni ¢asti véty 2.4 a tvrzeni Casti a) poznamky 2.5 zlistane v platnosti,
i kdyZ bude funkce f integrovatelnd (tj. ne nutné spojitd) na mnoZziné S2.
Ve vnitfnich integrdlech je vSak tfeba doplnit znaky pro horni resp. dolni
jednoduchy integral.

Piiklad 2.6. Vypoctéte / / / x?dxdydz, kde 2 € R’ je mnoZina omezena
2

plochami x =0, y=0,z=0,x+y+z=1.
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y=1—x

b)

Obr. 2.3

Reseni. Viechny &tyfi plochy uvedené v zaddni jsou roviny, pfi¢emZ prvni tfi
jsou soufadnicové roviny. Integracni obor je Ctyfstén, ktery je zndzornén na
obr. 2.3 a). Jeho primét do roviny xy je trojihelnik z obr. 2.3 b).
ZapiSeme-li 2 jako elementdrni mnoZinu vzhledem k roviné xy, mdme
0<sx<1,
22: 0Sy<s1-—x,

0Sz<1—x—y.
Integrovan4 funkce je spojitd na £2 (dokonce na R?). UZitim vzorce (2.2) dosti-
vame

/Q//x2dxdydz = /01{/01_)( </01_x_yx2dz> dy}dx =
:/l{/]x[x 2]y ydy}dx—/ol{/olx(xz—x3—x2y)dy}dx:

1—x

[xy—xy—xy} dx =
0

1

I
S— S— S— S—

x2=xd = x4 xt xz(l—x)2>dx=

! 1 1

<x2 2x% 4 x* 2x4+x3—2x2> dx =

! 1 AL

( x4+ = x2> dx = [xS—x4+x3] =
6—15+10 1

Z+6 60 T 60" A

|-

1

(e
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2.2. Dalsi priklady na vypocet trojného integralu
Fubiniovou vétou

Piiklad 2.7. Vypoctéte [ = / / (x —y +2z)dxdydz, kde mnoZina V je ddna
nerovnostmi: %

1<x<2,
V. x Sy < 2x,
x+y=z=2x+3y.

Reseni. Integradnim oborem je rovnob&Znostén znazornény na obr. 2.4 a inte-
grand je funkce, kterd je na ném spojitd. Podle Fubiniovy véty bude:

2 2x 2x+3y
1=// (X—y+2z)dxdydz=/{/ </ (x—y+2z)dz>dy}dx.
1 X x+y
Vv

Vypocteme postupné jednotlivé integrély:

23y 212x+3y
/xﬂ x—y+27)dz = [(x—y)z—i—z ]Hy =

= ((x = »)Qx +3y) + 2x +3y)°) — (x = +y) + (x +y)°) =
= 4x? + 11xy + 6y,

y =2x
y
M y=x
X
0 1 2

a)

Obr. 2.4
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2x

11 2x
(4x* + 1lxy + 6y*)dy = [4x2y +5 xy* + 2y3} =

X X

11 11
= (4x2 2x + ?x(Zx)z + 2(2x)3> - (4x2 XX x4 2x3> =

= —Xx,

2
takZe celkovy vysledek bude

269 , 69 [x*]* 69 1035
I= | ZX¥de=— || =—(16-1)=——.
L2 2 4], 8 8 N

1
Priklad 2.8. Vypoctéte I = / / / Fp—— dxdydz, kde mnoZina M je ome-
M
zena plochami x =0, y=0,z=0ax+y+z=1/2.
Reseni. Integraénim oborem je Gtyistén, ktery je zndzornén na obr. 2.5 a). Jeho

primét do roviny xy je trojihelnik z obr. 2.5 b). MnoZinu M, kterd je elementarni
vzhledem k rovin€ xy, popiSeme ndsledovné:

0<x<1/2,
M: 05 y<1/2—x,
05z=Z1/2—x—y.

1/2

1/2 -

12 1/2

a) b)

Obr. 2.5
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Integrand 1/(1 —x — y) je funkce spojitd na mnoZiné€ M, nebof 1 —x —y = 1/2
pro kazdé [x, y, z] € M. Podle Fubiniovy véty plati:

1
I:///dxdydz:
I—x—y
v
172 1/2—x 1/2—x—y 1
ST e
0 0 0 l—x—y

Postupné vypocitdme:

Vimamy 1 vy 1/2—x—
/ dz = [Z]l/Z ;_/ *X—y _
0 l—x—y l—x—y l—x—y
_1—x—y—1/2_1 1
1= x-y 2 +y—1)°
1/2—x 1 1 1/2—x
1+ ———)dy=|y+-Injx+y—1 =
/0 < 2<x+y—1>>y [y p ke 'L
1 +11 +1 1 1lI 1
= — — — In —_ — —_ — —In - ==
R T W T 2

1 1 1
=——=In2—x—-In(1 —x).

2 2
Pfi dpravé jsme vyuZili toho, Ze pro0 < x < 1/2je x — 1 < 0, takZe |x — 1| =
= 1 — x. Celkové tedy dostaneme s pouZitim metody per partes (vSimnéte si
drobného triku, kdyZ misto ofekdvaného v = x zvolime v = x — 1, ¢imZ se
nasledujici integrdl [ u'vdx znacng zjednodusi):

12/1 1 1 12/71 1
I:/ ———In2—x—=In(1 —x) dx:/ ———In2—x)dx —
o \2 2 2 o \2 2

1 [ u=In(1-x) u =-L
N _ — x—1 —
2/ In(1 — x)dx v — 1 b r—1 '
2112 1 [u2
[(—ln2>x—x] [(x—l)ln(l—x) 1/2_|_ / dx =
2 1, 0
1 1 1 1 1 1 1 3
= (1-I2)— - — 2+ [x]*=- -2+ _3
4 8 4 2 8 2 478 2 A

Priklad 2.9. Vypoctéte / / / 2z dxdydz, kde mnoZina M je ¢ast prvniho oktantu

M
x,y,z 2 0 omezend plochami x> +y> — 22 = -1, x +y = 1.
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Obr. 2.6

Reseni. Prvni plochou je dvojdilny rota¢éni hyperboloid s osou rotace v ose z.
Druhou plochou je rovina, kterd je rovnobéZznd s osou z. Z hyperboloidu nés tedy
bude zajimat jen jeho horni ¢ast leZici v prvnim oktantu. Integrani obor M je
znazornén na obr. 2.6 a). Jeho primétem do roviny xy je trojihelnik z obr. 2.6 b).
Integracni obor je tedy elementdrni mnoZinou vzhledem k roviné xy. Z rovnice

hyperboloidu uréime, 7e z = \/x% + y2 + 1. Mnozinu M popiSeme nésledovné:
0<x<1,
M:0Sy<S1—ux,
0z V/x2+y2+1.

Podle Fubiniovy véty bude:

I =///2zdxdydz=/()l{/ol_x(/om21dz> dy}dx =

1 1—x
4/x2+)y2+1 d }dx :/ {/ (x2 +y2 + l)dy}dx —
0 0

AL
[red W]O
I

x (1—x)+(1—x)3+1—x>dx
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/1 4*+22 2+4 d
= —= X X" —=2x+ - |dx =
o \ 3 3

1 2 4 1" 2
=|-—-x*+ I -+ x| =2
3 3 37, 3 A

Poznamka 2.10. Podobné jako u dvojného integrélu (viz pozndmka 1.64), v pii-
padé, Ze integracni obor je trojrozmérny interval J = (a, b) X {(c,d) X {(q,r)
a integrand m4 tvar soucinu g(x)h(y)k(z), kde g je funkce spojitd na intervalu
(a, b), h je funkce spojita na intervalu (c, d) a k je funkce spojitd na intervalu
(g, r), lze vypocet podle Fubiniovy véty zjednodusit a vyrazné urychlit:

b d r
///g(X)h(y)k(Z) dxdydz =/ {/ </ g)h(y)k(z) dZ> dy} dx =
7 ab Cd ! ’
=/ {/ g(x)h(y) (/ k(z) dz) dy}dx =
ab ‘ r ! d
=/ {g(x)- </ k@) dz)/ h(y) dy}dx _
a q c

b d r
:/ g(x)dx-/ h(y)dy~/ k(z)dz. (2.3)
a c q

Integraly fcd h(y)dy a fqr k(z) dz jsou totiz konstanty, které Ize z integrdlG vy-
tknout.

Piiklad 2.11. Vypoctéte integral // (1—x%)4/1 — y2dxdydz, kde mnozina £2
2

je omezena plochami x =1, x=—-1,y=1,y=—-1,z=1,z = —1.

Reseni. Integrani obor je krychle omezend Sesti rovi-
nami, kolmymi k soufadnicovym osdm, ktera je zna-
zornénd na obr. 2.7. Jde tedy o trojrozmérny interval
(=1, 1)%, 4.
—-1<5x<1,
2:-1=2y<1,
-1z 1.

Vzhledem ke tvaru integrandu, ktery je na §2 spojity,
muzZeme pii pouZiti Fubiniovy véty vypocet zjednodusit
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pomoci vzorce (2.3) (oznadime g(x) = 1 — x2, h(y) = /1 —y2 a k(z) = 1).
Vyjde (na druhy integrdl pouZijeme substitu¢ni metodu):

1 1 1
// (l—xz)\/l—yzdxdydz:/ (l—xz)dx-/ \/l—yzdy-/ dz =
-1 ~1 —1
2

y=sinu
= |dy=cosudu =

s = A X

/2
:[x—;x3] : m-cosudu-[z]l_lz

—1 —7/2
/2 8 /2 1
/ cos’udu = - / — (14 cos2u)du =
—7/2 3 —1/2 2
/2 4
= — T.
:|TI.’/2 3

P¥i tipravich jsme vyuZili, Ze +/1 — sin®u = +/cos? u = | cosu| = cos u, protoZe
cosu = 0 pro kazdé u € (—m/2, w/2). A

2 2 2

Piiklad 2.12. Vypodtste / / / dxdydz, kde £2: = + % +< <labc>0.
a C

2

Obr. 2.8
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Reseni. Integradni obor £2 je tvofen obecnym elipsoidem (v&etné vnitiku), jehoZ
osy jsou umistény v soufadnicovych osich. Je zndzornén na obr. 2.8 a). Jeho
primétem do roviny xy je elipsa (véetn€ vnitfku) z obr. 2.8 b) dand nerovnosti
x2/a® + y?/b* < 1, kterou dostaneme jako priise¢nici daného elipsoidu a roviny
o rovnici z = 0. Jde tedy o elementdrni mnoZinu vzhledem k roviné xy, kterou
1ze popsat nésledovné:

—a<x=Za
x2< _ 2
o “by[I-= SyShyf1-=,
12 2 12 2
—e1i- X< <222
a* b? a*> b?

Integrand je roven konstanté jedna, takZe integrdl vyjadiuje objem mj(S2)
mnoZiny £2, tj. obecného elipsoidu. Podle Fubiniovy véty dostaneme:

1_f
m3(2) = ///dxdydz —/ {/h\/l_ </—¢ \/1_7_)7 dz) dy}dx =
a( ph\1-5 R
2/{/ - 2] “zhzdy}dx=
—a —b. /1= —c 727,L

a2

a byf1-%2 2 2
a2
:/{/ 2¢ l—xz—yzdy}dx.
—a —b l—é a b

2

Nyni ur¢ime samostatné vnitin{ integral. Pfi vypoctu rozli§ime dva piipady. Pro
pevné x, kde —a < x < a, je 1 — x?/a® > 0. UZitim substituce tedy vyjde:

y=b\/1—z—§sint

J—z X2 2
/ —2—%@: dy =b /1 - costdt ~
a
SNV Er NN

x2 x2
l—— (1—2>sin2t-b 1 —— costdr =
1 a a
2

2
= c( 2)/ v/1—sin?t-costdr =
7
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2\ 3 2\ 3
= 2bc (1_x2>/ cosztdtzbc<1—xz)/ (1 +cos2t)dt =
a _x a _
2

I
2

2 1 3 2

Pritom pro t € (—m/2, 1/2) je ~/1 —sin?t = +/cos?t = | cost| = cost.
Pro x = 4a je 1 — x?>/a® = 0, takZe v tomto piipadé m4 vnitini integral tvar

0 2
/ 2¢ (/-5 dy =0.
A b

Tedy pro libovolné x, kde —a < x < a, plati:

o 1-5 \/Xiy <2
2c\/1— — ——=dy=7bc|1——|.
/—b,/l—':; a*>  b? Y < az)

Celkové tudiz dostaneme:

a x2 )C3 a 4
m3(£2) = mwhec |1 — — |dx =7wbc|x — — = gnabc.
—a

2 2
—a a 3a

Ve specidlnim pfipadé a = b = ¢ = r dostdvdme zndmy vzorec pro objem
koule.

Ptedchozi vypocet byl pomérné komplikovany. V kapitole 3 si ukdZeme, jak

Ize vypocitat objem obecného elipsoidu podstatné sndze a rychleji (piiklad 3.27).

A

2.3. n-rozmérny integral

Zcela analogicky, jako tomu bylo u dvojnych a trojnych integrdld, 1ze definovat
integrdly pfes mnozZiny v prostorech libovolné dimenze n, kde n = 2, a vySetfovat
jejich vlastnosti. V této souvislosti mluvime o n-rozmérnych integralech. K jejich
oznaceni pouZivdme zdpisu

/.../f(xl,xz,...,x,,)dxldx2 . dx,,
M

pficemzZ f je funkce integrovatelnd (integrace schopnd) na méftitelné mnoziné M
v R". Pfi oznaleni x = [x1, X2, ..., X,], dx = dxidx; - --dx,, lze n-rozmérny
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integral psat rovnéZ ve tvaru

/---/f(x)dx]dxz---dx,, nebo /.../f(x)dx.
M M

Miru méfitelné mnoZiny M v prostoru R” zna¢ime m(M) nebo m, (M). Je-li M
specidlné n-rozmérny uzavieny omezeny nedegenerovany interval v R”, znaci

symboly
/‘”'/f(xlax29"'a~xn)d-x]dx2"‘d.xn,

M

/"'/f(xl,xz,...,xn)dxldx2 oo dx,
M

dolni resp. horni integrdl ohraniCené funkce f na intervalu M. Fubiniovu vétu
Ize zformulovat napiiklad néasledujicim zptisobem:

Véta 2.13 (Fubini). Je-li funkce f integrace schopna na n-rozmérném intervalu
M = M, x M, kde M| je uzavieny omezeny nedegenerovany interval v R",
pricem m < n, a M, je uzavieny omezeny nedegenerovany interval v R"~™,
pak ob¢ funkce

/"'/f(xl,xb...,xn)dxm+1dxm+2 ...dxn’

M,

/“'/f(xl,X2,...,x,,)dxm+1dx,n+2 oo dx,
M,

Jsou integrovatelné na M, a plati
/"'/f(xl,XZ,---,xn)dXIdX2 dxn =
M

:/---/(/---/f(xl,xz,...,xn)dxm+1dxm+2 ---dxn>dx1dx2 <o dx, =
M M,

=/"'/</"'/f(x1,xz,---,Xn)dxm+1dxm+2 "‘dxn>dxldx2 s dxy.
M M
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Plati také modifikace posledni véty: za predpokladd uvedenych ve vété 2.13
jsou rovnéz funkce

/”./f(xl’xz’"wxn)dxldxz'--dxm,

M,

/"'/f(xl,xz,...,x,,)dx]dx2 oo dxy,

M,

integrovatelné na mnoZiné M, a plati

/"'/f(x],xz,...,xn)dxldxz codx, =

/ /(/ /f(xmcz,-. , Xp) dxpdxg - dxm)dxm+1 dxpyio -+ dx, =
/ /(/ /f(xl,xz, oo X)) dxpdxg - dxm> dxpmi1 dxpgn - o - dx,.

Pro funkci f spojitou na n-rozmérném intervalu M = {(ay, b;) X (az, by) X
X -+ X {a,, b,) dostdvame

/“’/f(xl,xQ,...,x,,)dxldxz...dxn:
M
by by by
:/ </ (( f(xl’xz""’xn)dxn>"')dx2>dxl, (24)

Integral na pravé stran€ rovnosti (2.4) se nazyva n-ndasobny integrdl. Analogické
vzorce 1ze obdrZet zdménou poradi proménnych.

Pojem elementdrni mnoZziny v R” pro n > 3 zavddime induktivné: elemen-
tarni mnoZinou v R" vzhledem k nadroviné x;x; ... x,—; (tj. nadroviné o rovnici
x, = 0) rozumime mnoZinu tvaru

2= {[XI,XZ, ---axn] GRVL : [XI,XZ,...,xn_l] € M7
QD(X],)Cz, "'9xn—1) é Xn é ll,(xlax25 ---axn—l}’

kde M je elementdrni mnozina v R"~! a @, ¥ jsou funkce n — 1 proménnych
spojité na mnoZiné M. Pro funkci f spojitou na této elementarni mnozZingé $2
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plati
/.“/f(xl’XZa---,xn)d-xldXQ"'d.xn=
2

W(X1,eees Xp—1)
=//</ f(xl,xz,...,xn)dxn>dx1dx2---dxn_l.
" D (X150 Xn—1)

2.5)

Piiklad 2.14. Vypocitejte Ctyfrozmérny integral

////(l—x—y—z—u)dxdydzdu,
M

kde M = {[x,y,zu] e R* :x+y+z4+u <1, x20, y20, 220, u 20}.

ReSeni. Funkce f(x,y,z,u) =1—x —y —z — u je spojitd na mnoZin¢ M.
Pritom mnoZina M je elementdrni mnoZina, kterou 1ze vymezit nerovnostmi

0sx<1,
0y<1—nx,

M : =v=
0Susl—-x—-y—z

Oznalime-li M} = {[x,y,z]:0Sx <1, 0S5 y<S1—x, 05z 1 —x —yl,

M, ={[x,y]:05x <1, 0Ly <1—x}, miZeme v souladu se vzorcem (2.5)
psat

/// 1—-—x—y—z—u)dxdydzdu =
M
l—x—y—z
:///(/ (1—x—y—z—u)du>dxdydz=
M, 0

I—x—y I—x—y—z
://[/ </ (1—x—y—z—u)du>dz]dxdy:
0 0
M,
1 1—x 1—x—y l—x—y—z
:/{/ [/ </ (1—x—y—z—u)du>dz]dy}dx:
0 0 0 0

[IA
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1—x 1—x—y MZ l—x—y—z
/ [/ [(l—x—y—z)u—} dz]dy}dx:
0 0 2 0
1—x 1—x—y 1
/ [/ (1—x—y—z)2dz]dy}dx:
0 2

1

S— S—

(=]

—

1 lx v vy A3 1x—y
Sy R
2 0 0 3 0
1 1 1
/{ (1—x—y)3dy}dx—

G 0 0

1 IERRAY'E B B
1 |:(1 X )’)] /(1—)6) dx =
6 Jo

_l —x)° 1
24[ 5 ]O—m N

Priklad 2.15. Pro dané pfirozené n vypoctéte
//(xlz+x22 +x)dx1dx2 - dx,,
M

kde M = {[x,x2, ..., 5] €R":0<Sx; S1(j=1,....n)}.

Reseni. Ukazeme si dva zptisoby vypoctu tohoto integrilu ze spojité funkce pres
n-rozmérnou krychli (0, 1)".
Uzitim vzorce (2.4) dostavame

/.../(xlz+x22+...+x}%)dx1de...dxn:

1
1
/ [(x% Fx3 X, + g)xm +
0
3
n

x !
} dxn_g) e )dxz) dx; =
3 Jo

_|_
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1 1 1 1 1
=/ (/ ((/ <x12+x§+-~+x,%_2+7+7)dxn_2)---)dxz)dxl=
o Vo 0 33

/l(n—1+ 2)d [n—l +x?}1 n
= X X1 = X —_— = —.
o \ 3 ) o 3 1T 30073
Druhou moZnosti je vyuZiti symetrie integra¢niho oboru a integrandu. Ziejmé

/---/(xlz—i-xzz—i----—l-x,%)dxldxz--.dxn:n/--‘/xlzdxldxz.--dx,,.
M M

Analogicky jako v pozndmkdch 1.64 a 2.10 plati

1 1 1 310
/---/x%dxldmu-dxn:/xlzdxl/dxzw-/dxnz[1} = -,
" 0 0 0 3] 3

coZ davd celkove stejny vysledek. A

2.4. Jednorozmérny integral

Postupujeme-li analogickym zpiisobem u integrdlu v R', pak definici integralu
pres uzavieny omezeny nedegenerovany interval odpovidd integrdl pfes jedno-
rozmérny kompaktni interval (a, b), coZ je zfejmé Riemanniv urcity integral de-
finovany v zdkladnim kurzu integrdlniho poctu. Definujeme-li charakteristickou
funkci mnoziny M C R! analogicky jako diive, pak vzorec pro miru méfitelné
mnoZziny je
b
m(M) = / Xm (x) dx,
a
kde (a, b) je takovy interval, e (a, b) © M. Miru v R' zna¢ime také m;(M).

Jednoduchy (jednorozmérny) integrdal na métitelné mnoZiné M definujeme rov-
nost{

b
/ f(x)dx =/ (Xp f)(x) dx,
M a
kde (a,b) © M a funkce x,, f je ddna vztahem

f(x) prokazdé x e M,

(o 100 = { 0  pro kazdé x ¢ M.
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Jednorozmérny integrdl ma stejné zdkladni vlastnosti jako integrdl dvojroz-
mérny i trojrozmérny a je zobecnénim Riemannova urcitého integralu s mezemi
a, b na integrdl pres obecnéj$i mnoZinu nez je interval (a, b).

Priklad 2.16. Vypocitejte integral f yXdx, kde M = M{UM,U I, UL, pficemZ
My ={1,2}, Mo ={4+1/k ke N}, I, =(=2,-1), L = (3,4).

Reseni. Charakteristickd funkce mnoZiny M je znizornéna na obr. 2.9. MnoZina
M, je konecnd, takze m;(M,) = 0 (viz cviceni 18 ke kapitole 1). Pro kazdé
e > 0lze psat My = M; UM, kde M5 ={4+1/k:keN, k> |1/e] + 1},
My ={4+1/k:k=1,2,...,|1/e] 41}, pfiCemZ | 1/e] znali celou ¢4st ¢isla
1/ (obecné pro a € R plati a — 1 < |a] < a). Pak Xoty = Xz + Xz protoZze
M; N M3 =40.

JelikoZ M3* je konecnd, plati f45+1/(1+L1/gJ)XM§* (x)dx = m;(M;*) = 0 pro

kazdé ¢ > 0. Ddle pro kazdé ¢ > 0 mdme 0 < L4+1/(1+U/5J)XM;(x)dx <
< m1(<4,4 + m» = ﬁ < ¢. Podle poznamky 1) na str. 16 pied
Fubiniovou vétou (viz téZ cviceni 2 ke kapitole 1) dostdvime
75 FA+1/(14[1/e]) 75
0= / X, (X) dx = / XMz(x)dx+/ X, () dx =
4 4 4+1/(1+L1/e))
FA+1/(14[1/¢e]) 75
= / XM;(x)dx—i—/ XMEF*(x)dxz
4 4+1/(1+L1/e])

rA+1/(+1/e])
4

tedy 0 < ff X, (x)dx < & pro kazdé ¢ > 0. To znamend, Ze ff X, (x) dx = 0.
JelikoZ funkce x,,, je nezdpornd, plati 0 = /. 45 Xap,X) dx = ff Xap,(X) dx =0,

y
X
K — —
-2 -1 1 2 3 4 5

Obr. 2.9: Charakteristickd funkce mnoZiny M
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takze [7 Xy, () dx = [7 3y, () dx = 0. TudiZ integral [; x,, (x) dx existuje
aje roglen nule. MnoZina M, je proto mé&fitelnd a m;(M,) = f: X, (x) dx = 0.

Protoze funkce f(x) = x je ohrani¢end na mnoZinich M, M, miry 0, plati
Sy, xdx =0, [}, xdx = 0. UZtim aditivity integrdlu vzhledem k integraénimu
oboru dostidvame

/xdx:/xdx-l—/ xdx+/xdx+/xdx:
M M M I L
—1 4

=/xdx+/xdx=/ xdx+/xdx=
I I -2 3

IES _1+ x24_1 2438 9_2
2], L2l 2 2 A

Poznamka 2.17. Pro tplnost si v§imnéme v piedchozim piikladu podrobnéji integralu
/ nXx dx, jehoZ integracnim oborem je polootevieny interval I} = (—2, —1). Ozna¢me
I = (=2, —1). Podle definice integrilu pfes obecnou méfitelnou mnoZinu pak je

-1 -1
/xdx = /(Xllx)(x)dx :/ (x,%)(x) dx :/ xdx,
I I -2 -2

protoZe funkce (x le)(x) a x se na intervalu [ li${ jen v pravém konci x = —1. Pfi-
tom posledni dva integrily maji za integracni obor kompaktni interval, jsou to tedy
Riemannovy urcité integrély, se kterymi jste se sezndmili v zdkladnim kurzu.

Cvicéeni

1. Ovéite, Ze tlohy 2-29 ze cviceni k prvnfi kapitole Ize formulovat pro integraly
libovolné dimenze. Udélejte potiebné Upravy a rozmyslete si, jak by bylo
nutné modifikovat dikazy.

2. Vypoctéte integrdl [[[ dxdydz pfes danou mnoZinu £2:
2

A

a) 2: —15Sx20, —n/4<y<—x, —1<7547
b) Q‘ﬁ§x§«/_,0§Y§l,0§Z§4_x_y,

) 2:x20,y20,220, z=1—x—2y,
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d)

g)
h)

i)

3
k)

)

a)

b)

c)

d)

N

3y <z54-2x, x24+y* <1,

5 8 B B
]
A
=
A
o

0S5 x<2, xSy<x+1, 05z xy,

£2 je téleso omezené plochami x =0, y =0, z=0, 2x + y =4,
z=4—x2,

2 je t&leso omezené plochami z = xy, y = +/x, x +y = 2,
y=0, z=0,

£2:y?Sx52-y, 05yS1, 05z52-x—y,
2:05xs1, 2°Sys1, 05252747

£ je téleso omezené plochami y = 1/x, 2x +2y+z=15, z=0,
pfi¢emz x, y = 0.

. Vypoctéte trojny integrdl pres danou mnoZinu £2:

///xyzzdxdydz, 2:05x<2, 1<y<3, 15252,
2

///6e3x+2yﬂdxdydz, 2:05x<1,0<5y<1,05z251,
///yzzcosxdxdydz, 2:05x 2w, 05y < b,

1 =
///ldxdydz, 2:05x=<1,25y<5, 25754,
—x—y

/// 2x%ye™™ dxdydz, £2 je téleso omezené plochami x = 0,
Q x=1 y=0, y=1, z=0, z=1,
///(x2+y2)dxdydz, 2: —b<x<b, —c<y=Zc,
2 —a<lz<a, a,b,c>0,



Cviceni

109

/// yzz cosxyz dxdydz,
2
/// zcozsy dxdydz,
X
2

£2 je téleso omezené plochami x = 0,

x=1,y=0, y=mxm, z2=0, z=2,

2:1<x52, —n/25y < n/2,
25724

4. Vypoctéte trojny integrdl pfes danou mnoZinu £2:

b)

N

///xyz dxdydz,
2

///xy dxdydz,
2

///xy dxdydz,
2

///ycos(x + z) dxdydz,
2

/// dxdydz

x+y+z+1D37

2

///(x + y)zdxdydz,
2

£2 je téleso omezené plochami y = 0,

z=0, x=a, y=x, z=1y, kdea > 0,

£2 je téleso omezené plochami x = 0,

y=0,z=0, x+y=1, z=xy,

2:05x<1,05y<1,
0<5z<54—-2x—2y,

£2 je téleso omezené plochami y = 0,

y=+x, 2=0, x +z=m/2,

§2 je Ctyfstén omezeny rovinami x = 0,

y=0,z=0, x+y+z=1,

2 je osmina koule x> 4+ y* + 2z < 1

lezici v 1. oktantu.

5. Vypoctéte trojny integrdl pfes danou mnoZinu £2:

///dedydz,
///Z(x ) drdyd
Qy+ 12 T
///x2 dxdydz,
o)
/// r* sin o cos o drdade,
2

2:05x<1, 05y 1—x2,
0=z=2-x-y,

2:05x=<1, 1—x<y<2-—2x,

0z 1/yV/x2+)2

.Q:x2+y2+z2§a2, a >0,

2:05r <R, 0Za<7m/2,
0= ¢=2m,
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///yzzdxdydz, 2:05x<7m/2, 0y <2cosx,
2 0=z=1,

f) ///zzdxdydz, 2:x20, y=20, 220,
2 x+y+z= 1.

6. Trojny integral [[[ f(x,y,z)dxdydz vyjadiete jako trojndsobny:
2
a) £2 je t&leso uréené nerovnostmi: z >0, x < 1/2, x> +y*+ 72 <1,
b) £2 je téleso omezené plochami: x =0, y=0,z=0, x+y+z=1,

c) £2 je téleso omezené plochami: y =0, z =0, —x 4+ 3y + 3z =3,
pfi¢emz x < 2,

d) £2 je téleso omezené plochami: 2x +3y +4z =1, y =0,
y=+x/3, 2=0,

e) £ je t&leso omezené plochami: x =0, z =0, z =4 — y?, pfi¢em?
y=20, y=>Inx.

7. Vypoctéte trojndsobné integraly:

a) /“{/x</xy yzdz>dy}dx, a>0,
0
b) { (/ X ydz) dy}dx,
0
2
c) { (/ (3x y—i—z)dz) }dx,
0
oz
X { </0 (x+z+1)2dx>dz}dy’
b b7 6xy
e) /a{/o [/0 (b2d3h bdh2>dz}dy}dx’ a<b,d>0, h>0,

f) ]‘[/4 /l /2 y dx q q
0 cos2z/x +2y +1 Y e
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8. Vypoctéte trojny integrdl pres danou mnozinu £2:

a) / / / ydxdydz, £2 je téleso omezené plochami y = 1,
2 y =1 /x2 + ZZ’
b) / / / 7> dxdydz, £2 je téleso omezené plochami x = 0,

y=0,2z=0, x=2, y=5, x+z=06,

c) ///z4cos2ydxdydz, 2:05x<m/2, 05y < )2,
0 <z <sinxcosy,

d) ///xydxdydz, 22:x20, y=20, x+y=1,
2 05z a2 +y*+1,
dxdydz
e) —_—, R:x20,y20, 220, x+y+z=1,
x+y+1
2
f) ///xzyfdxdydz, Q2:zZxy, y2x, y<1, 220.
2

9. Vypoctéte trojndsobné integraly:

b a b4
a) /{/ (/ zzrdt>dr}dz, a>0, b>0,
0 0 0
% 27 a
b) / {/ </ Q3sin¢cos<pdg>d¢}dz, h >0,
-4 LJo 0
1 1—x 1—x—y
c) / {/ (/ ZdZ> dy}dx,
0 0 0
1 1—x 1—x—y z
o [ o
o Uo 0 l—x—y
3 2cos @ a
€) / {/ (/ szdz>dg}d¢,a>0,
0 0 0
a a—y a—x—y
/{/ (/ (X—i-y—i-z)dz)dx}dy, a >0,
0 0 0
3 1 2
2) / {/ (/ (x> +4xy +4y> — 4x — 8y) dx) dy} dz.
0 0o \Jo

N
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10. Vypoctéte Ctverny integrdl pfes danou mnoZinu £2:

/// (1—x—y—z—u)dxdydzdu, £ = (0,1)%

7}

////u“eyzdxdydzdu, 2:05z5u, 05u<l,
2

0<y=<zu, 0=x < yzu,

////xyzzu dxdydzdu, Q:x+y + 2 +ur <,
2

x20,y20,2z20, u=0.

11. Vypoctéte pétirozmérné a Sestirozmérné integrily pfes danou mnoZinu £2:

/////(1—x—y—z—u—v)dxdydzdudv, 2 =1(0,1),
/////(x+y)zuvdxdydzdudv Q:x+y+z51, u+v <,

x20,y=20, 220,
uz=0,v=0,

///// (x +y+z+1+u+v)Pdedydzdrdudo, £ = (0, 1)5,
//////xyztuvdxdydzdtdudv Q:x+y+z52,x20,

y20,z20,t+u+v =1,
tiO, uz=0,v=0.

12. Vypoctéte n-rozmérné integraly:
a) /---/(x1+x2+---—|—xn)2dx1dx2...dxn,
kdeMM={[x1,x2,...,x,,]e]R":O§xj§1(j=1,2,...,n)}.
b) /---/(xl+x§+-~+x;)dx1dx2...dx,,,
kdéuM:{[xl,xg,...,x,,]e]R{”:ngk§k(k:1,2,...,n)},

c) /-w/dxldxz ...dx,,
M

kdeM:{[xl,xz,...,x,,]ER”:xl—l—---+xn§1, 0= x;
(j=1,2,---,n)},
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d) /---/X]Xz"'xndxldxz ...dxn,
M

kdeM:{[xl,xz,...,xn]eR”:O§x] <1,0ZxSx, ...,
Oéxn gxn—l}~

113

13. Dokazte, Ze

. 1
F(n,a):/~'/(x1+xz+"'+xn) dxldxz...dxn:m,

n

je-li M, = {[xl,xz,...,xn] eR":x;j+x+--+x, =1, x; 20
(j=12,.. .,n)} aa 2 0 (vysledek plati i pro —n < a < 0, kdy vSak jde
o nevlastni konvergentni integrdl — viz cviceni 6 ke kapitole 5).

14. Za ptedpokladu spojitosti funkce f dokaZte:

a)
/O{/OI [ </0| f(xl,XQ,...,xn)dxn> ] dX2}dxl _
=/O{/x [ (/xz f(xl,xz,...,xn)dx]> } dxnl}dxn,

jellia>0,n2=2,

b)
/{/["'(/nlf(ﬁ)f(fz)---f(ln)dln)' }d }d11=
o LJo 0
(/ f(S)dS> ,
je-llit>0,n2=2,
c)
LT o) oy
0 0 0
_ )n 1
/f() 1 ds,

je-llix >0,n =2,
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

d)
X X1 Xn
/ {/ [ (/ X1x7 - an(xn+1)dxn+1> } dxz} xXp =
o Uo 0
2”n'/ x2—s? f(s)ds
je-llix >0,n=1.
Nechf K (x, y) je spojita funkce v mnozZiné (a, b) x {(a, b) a necht

Ko (x, y) =/-~/1<<x,r1)K<n,zz>---K(zn,wdrldrz---drn,

Mn

kde M, = {[t;,tr, - ., € R" :a <1; Sb (j = 1,2...,n)}. DokaZte,
7e

b
Kn+m+1(x,y)=/ Ky (x, 1)Ky (2, y)dr.

Nechf M C R™ je méfitelnd mnozina. Nechf posloupnost {f,,} funkci inte-
grovatelnych na M konverguje stejnomérné na M k funkci f. Pak je f in-
tegrovatelnd na M a plati lim [--- [ f,(x)dx = [--- [ f(x)dx. Dokaite.

Necht M C R"™ je méfitelnd mnoZina. Nechf funkce f,, n € N, jsou inte-
o
grovatelné na M a fada Z fn(x) konverguje stejnornérné na M k funkci f.

Pak je soucet f funkce 1ntegrovatelna na M a plati E f f fu(x)dx =
= f - [ f(x) dx. DokaZte. n=1" M

Nechf M C R" je omezend mnoZina a existuji konstanty ay, ..., a,,b € R,
lai|+- - -+|a,| > 0, tak, Ze a;x,+- - -+a,x, = b prokazdé [x;,...,x,] e M
(M je podmnoZinou néjaké nadroviny). DokaZte, Ze pak m, (M) = 0.

Nechf M C R™ je libovolnd mnozina a R C R" je kvadr. Uvazujme mnozinu
V =M x R C R™™" (,valec* s podstavou M). Je-li m,,(M) = 0, pak
m,,., (V) = 0. DokaZte.

Necht V C R”"" je omezend mnoZina. Ozna¢me U jeji priimét na podpro-
stor R", tj. U = {x € R™ . existuje y € R" tak, Ze [x, y] € V}. Dokazte,
7e kdyz m,,(U) = 0, pak m,,,(V) = 0.
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21. Budte A ¢ R™ a B C R" méfitelné mnoziny. Dokazte, Ze pak je mnoZina

A x B C R™™ méfitelnd.

22. Budte A C R"™ a B C R" méfitelné mnoZiny. Nechf funkce f je spo—

jitd a ohraniend na A x B C R™™. Oznaéme x = [x1,...,Xn], y =

= [y1,..., ] Pak [ [ f(x, y)dxdy—f f(f [ fx, y)dy)dx

Doka’te. AxB
Vysledky

2.0 H2 b & o L, d 12n, o B, 0 4m

g 4, h 2, 0 2, ) I S ) 10In2
3.2) 26, b) @-D@E-De—-1), ¢ 0, d 10ln%,

e) 2¢—5 0 Labc®*+cY, g m  h 6
400 S b Lo LoD ol e mv2-3, H 2.
sa) B, b bk, o & d) Br, o 5, n L.
o0 AN (T e az) avfa

b) fol{ ( Y £ (x, z)dz)dy}dx,

o SRR sy 0 dz)dvhax,

o J{hE (T @y dz)ax}ay,

o) foz{ e ( J7 fxy.2) dz) dx} dy.

7.2) 4o, b B0 5 4 B, e 2-4 -9, 44/3.
8.a) X, b B2 o . d . o 3-2In2, 6 3.
9.2) lma®® b) 0, o & b L, e a4 H L. g -2

10.2) —1, b %2, ¢ 5.
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3 1 19 1
IL.a) =3, B 55 9 3. D g
n
n(3n+1) k* 1 1
12.2) 2 b) ”!k_l k+1 ) s d) -

13. DokéZe se tplnou indukci. Vztah se snadno ovéi{ pro n = 1 a libovolné a = 0.
Indukéni krok se provede pomoci Fubiniovy véty:

Ft1,a)= [ [@+ -+ x4 dxy - dxpp =

Mn+l
1—x|——xp
ZGIﬁfo[('xl_‘_“‘xn-‘r])aJrl}o XI * dx] -..dxnz
= 41 (F(n,00 = F(n,a + ).
14. a) Oznaéme M = {[x},...,x,] €R":0=<x1Za, 0 x < xp, ..., 05 x, <
SxpiaN={x,....x,] eR":0<x,<a, x <x,_15a, ..., x2 <

< x1 £ a}. Snadno se ovéfi, Ze M = N, tedy
S [ fOa, ) dxg e dxy = e [ fOL o x) dxg e, dix.
M N

ProtoZe mnoziny M, N jsou elementdrni, opakovanym pouzitim Fubiniovy véty
(viz (2.5)) na tyto integrdly dostaneme dokazovanou rovnost.

b) Oznacme F(t) = fot f(s)ds. Pro libovolné ¢islo k € N plati fé f(s)Fk(s) ds =

w2

= F*1(1)/(k + 1). Opakovanym pouZitim tohoto vztahu ovéfime dokazovanou
rovnost.

c¢) Pri oznaceni z ¢asti a) dostaneme po pouZiti Fubiniovy véty na rovnost

[ [ fO)dxy - dxy = [ [ fx)dxy - dxy,
M N

Jo S [ (o F o) dxa) -+ ] dxa } doxy =
= fox{f;; [ (f;z FG)dxr) -] dxy— } dx,.

Nyni postupnym vypocétem pravého n-ndsobného integralu dostaneme vysledek.

d) Obdobné¢ jako v ¢dsti c) odvodime rovnost
Jo A T (fomxi e xn f o) dotpgr) -+ | dxp fdxy =
= oS L (e x f o) dxr) -] dovg g
a postupnym vypoctem pravého (n+1)-ndsobného integralu dostaneme vysledek.

15. Protoze My 4,41 = (a, b) x M, x M,,, podle Fubiniovy véty je
Knomer(x,y) = [ [ K(x,t1) - K(tygme1, y) Aty - dtypmyr =

Mn+m+1



Cviceni 117

16.

17.

18.

= AT (e [ KGR s 3%
' ! X dfn+2 .. ‘dl‘n+m+1) dey - - °dtn} dtn+1 =

= fab{f”‘fK(xatl)"’K(tnathrl)Kn(thrl’)’)dfl "‘dtn}dtn+1 =
My

b
= fa K (x, tn1) Kn (tn41, y) Aty 41

Bud R © M libovolny n-rozmérny kvadr. ProtoZze f, == f na M (symbol =
znac¢i stejnomérnou konvergenci), podle definice stejnomérné konvergence zfejmé
také x,,fn = xpf na R . TudizZ k libovolnému & > 0 existuje index ng tak, Ze
pro kazdé n 2 ng plati (x; fu)(xX) —& < (X ) (X)) < (s fa)(x) + € na M. Tedy
zejména x,, f je ohrani¢end. Z pfedchozi nerovnosti vyjde

S SO f)x) —eldx = [ - [T f) () —eldx = [ [y H(x) dx =
R TR TR

R R

< [ Jom N dx < [ [Ty f) () + eldx =
R R

= [ [1(xp fr)(x) + €] dx.
R

Protoze [+ [[xp fu)(x)xeldx = [+ [ x4, (fu)(x) dx & & m(R), dostaneme, Ze
R R

0 [+ [y Hx)ydx — [ [y f)x)dx < 2e m(R).
R

R

ProtoZe ¢ > 0 bylo libovolné, musi{ se hornf a dolni integral z pfedchoziho vztahu
rovnat, takZe x,, f je integrovatelnd na R, tj. f je integrovatelnd na M. Ddle pro
n 2 ng plati

[ [ ey dx = [ [ fOydx| = [ [ [[fa(0) = fOO]dx| <
M M M
S) Sl = f)ldx £ [ - [edx = em(M).
M M
Odsud jiZ plyne zbytek tvrzeni.
Pouzijte vysledek cviceni 16 na posloupnost ¢astecnych souctd dané fady.

Podle ptedpokladi je aspoii jeden koeficient a; nenulovy, nechf je to napf. aj.
Uvazujme spojitou funkci f zdvisejici na n — 1 proménnych x1, x7, ..., x,—1 danou
vztahem f(x1,...,x,—1) = _%xl - aZ;‘ Xp—1+ % Podle predpokladu je M
omezend, takZe existuje n-rozmérny kvadr R = R; X {(a, b) tak, Ze M C R; pritom

Ry je (n — 1)-rozmérny kvadr. Oznacme G graf funkce f na R;. Z pfedpokladi
plyne, Ze M C G. Podle analogie véty 1.38, ¢ast e), pro obecné n (viz tézZ strana 89)
je m,(G) =0, tedy podle analogie véty 1.37 pro obecné n plati m, (M) = 0.

19. Bud ¢ > 0 libovolné. Podle analogie cviceni 17 z kapitoly 1 pro obecné n existuji
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m-rozmérné kvadry Ry, ..., Ry tak, Ze M C R{U --- U R a my,(Ry) + --- +
+ m,, (Ry) < &¢/my(R). Oznaéme V; = R; X R, i = 1,...,k. Potom V; jsou
(m + n)-rozmérné kvadry, my,1,(V;) = m,(R;) m,(R) aplati V. C ViU --- UV,
My 40 (V1) + -+ - + My (Vi) < €. Podle zminéného cviceni je my,4+,(V) = 0.

20. Podle predpokladu existuje (m + n)-rozmérny kvddr R = R; x Rp, kde R; je
m-rozmérny kvadr a R je n-rozmérny kvadr, takovy,Ze V C R.Plati V C U x R».
Déle podle cviceni 19 k této kapitole je m;,+, (U x Ro) = 0, tudiZ podle analogie
véty 1.37 pro obecné n je mnozina V méfitelnd a m,4,(V) = 0.

21. Oznaéme po fadé h(A), int(A) a ext(A) hranici, vnitfek a vnéjSek mnoZiny A
(v R™). Tyto mnoZiny jsou po dvou disjunktni, prvni je uzaviend a zbyvajici dvé
oteviené. Analogicky zavedime h(B), int(B) a ext(B) (v R™). Snadno se ovéfi,
Ze plati rovnosti int(A x B) = int(A) x int(B), h(A x B) = (h(A) x h(B)) U
U (h(A) x int(B)) U (int(A) x h(B)) = (h(A) x B)U (A x h(B)) a ext(A x B) =
= (ext(A) x R") U (R™ x ext(B)) (v R™*"), Ze cviteni 20 k této kapitole plyne,
7e my,(h(A x B)) =0, tedy A x B je méfitelnd mnoZina.

22. Mnozina A x B je podle cvifeni 21 k této kapitole méfitelnd. Podle analogie
véty 1.47 pro vice proménnych je funkce f na ni integrovatelnd. Dale postupujte
jako v dikazu lemmatu 3.47.
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Kapitola 3

Transformace integralu

V predchozi kapitole jsme se sezndmili se zdkladni metodou vypoctu viceroz-
mérnych integrdli — prevodem na ndsobné integrély. Z teorie jednorozmérného
Riemannova integralu na intervalu vime, Ze vyznamnou metodou vypoctu urci-
tého Riemannova integrilu je substitu¢ni metoda, kterou lze formulovat v nésle-
dujici podobé:

Je-li funkce f spojitd na intervalu (a, b) a funkce ¢ na intervalu («, B), pricemz
©(t) € {a, b) pro kazdé t € («, B), pak za predpokladu spojitosti funkce ¢’ na
intervalu («, B) plati

@(B) B
i = [ femear G.1)
@) o
Pfi uZiti této metody nds zajimd pfedevSim zména integrandu, ktery chceme
»zjednodusit”, abychom dokézali najit primitivni funkci a mohli ji pouZit pro
vypocet urcitého integrdlu (Newtonova-Leibnizova formule). RovnéZ v pripadé
vicerozmérnych integrald ma substitu¢ni metoda zna¢ny vyznam pro jejich vy-
pocet. Motivace je zde viak ponékud jind. Casto nam totiZ jde zejména o zménu
integracniho oboru do podoby, kterd umoZni snadnéjsi pfevod na nasobné in-
tegrdly, a to mnohdy i za cenu pripadného zkomplikovdni integrandu. Misto
o substitu¢ni metodé se u vicerozmérnych integrdlii casto mluvi o zdmeéné pro-
ménnych v integrdlu nebo o transformaci integrdlu. NeZz vyslovime ptislusnd
tvrzeni, uvedme ponékud pozménénou formulaci véty o substituci v jednoroz-
mérném integralu, kterd bude vice pfipominat formulace vét o transformaci ve
vicerozmérnych integrélech.

Véta 3.1. Necht ¢ je funkce definovand na kompaktnim intervalu I a ma derivaci
¢’ spojitou a riznou od nuly v kazdém bodé 7 I. Nechf f je funkce spojitd na
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intervalu ¢(1). Pak plati

rwds = [ ooy oa. (32)
o) 1

Diikaz. Protoze [ je kompaktni interval, existuji redlnd Cisla «, f takova, Ze
I = (a, B). Funkce ¢ md derivaci na intervalu I, je tedy na tomto intervalu
spojitd. Odtud vyplyva, Ze ¢(I) je skuteéné (kompaktni) interval. Protoze ¢’
je spojitd a od nuly riznd na I, plati bud ¢'(f) > O pro kazdé ¢+ € I, nebo
¢'(t) < 0 pro kazdé r € I. V prvnim piipad€ je funkce ¢ rostouci, takze plati
o(I) = {a,b), kde a = p(x), b = p(B) a ¢(t) € (a, b) pro kazdé ¢ € (a, B).
Pak dostdvame

b B
f(X)dx:/ f(X)dx:/ f(w(t))qo/(t)dtz/lf(<p(t))l<p’(t)|dt-

o)

Ve druhém piipad€ je funkce ¢ klesajici, takze plati ¢(/) = (a, b), kde
a=¢B),b=¢) aqelt) € (a b) pro kazdé ¢t € (a, 8). V tomto piipadé
dostavame

b a B
) dx = / FG)dx = — /b F)dx = — / Flo)@'(1) di =

o)

B
=/ f((p(t))[—<p’(t)]dt=/f(<p(t))|<p’(t)ldt- O
o 1

Poznamka 3.2. VSimnéte si, Ze v integralu na levé stran¢ vzorce (3.1) miZe
byt ¢ () = ¢(B). Integrily ve vzorci (3.1), miZzeme tedy chdpat jako integraly
pres ,,orientované‘ intervaly. Naproti tomu na levé strané rovnosti (3.2) vystupuje
integrdl s integracnim oborem ¢([/), coZ je interval ,,neorientovany*, jehoz levy

krajni bod nemiZe byt vétsi nez jeho pravy krajni bod.

Véty o transformaci integrdlu v této kapitole nejprve uvedeme bez dtikazt
a na konkrétnich prikladech ukazeme zptisoby jejich uziti. Dikaztim bude véno-
véan zdvérecny oddil celé kapitoly.

3.1. Transformace dvojného integralu

Ve formulaci véty o transformaci dvojného integrdlu budeme potfebovat, aby
funkce g a h, které realizuji zdménu obou proménnych, mély spojité parcidlni
derivace. To ma smysl jen ve vnitfnich bodech mnoZiny, na které funkce g, &
uvazujeme. Proto zavedeme ndsledujici pojem.
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Definice 3.3. Nechf g, & jsou funkce definované na dané mnoziné B € R?. Bud
F: B — R? zobrazeni prifazujici kazdému bodu [u, v] € B bod F(u,v) =
= [g(u, v), h(u, v)]. Rekneme, 7e zobrazeni F je spojité diferencovatelné v B,
jestliZze existuje oteviend mnoZina §2 2 B takovd, Ze funkce g, & lze rozsiftit
na £2 takovym zpiisobem, Ze funkce g, h maji v £2 spojité parcidlni derivace
prvniho fddu podle obou proménnych u, v.

Je-li F: B — R? spojité diferencovatelné zobrazeni v B, nazyvd se pii
oznaceni pouZzitém v definici 3.3 determinant

8u 8v

J:hu h,

Jakobidn zobrazeni F. Jakobian J: B — R je funkci proménnych u a v.

Definice 3.4. Spojité diferencovatelné zobrazeni F: B — R? na oteviené mno-
Ziné B se nazyva reguldrni, je-li jeho jakobidn J rtizny od nuly v kaZzdém bodé
mnoZiny B.

Nyni jiz miZeme zformulovat zdkladni vétu o transformaci dvojného inte-
gralu.

Véta 3.5. Nech B C R? je uzaviend mé¥itelnd mnoZina a 2 C R? je oteviend
mnoZina, B C 2. Necht F: 2 — R? je prosté reguldrni zobrazeni takové, Ze
F(u,v) = [g(u,v), h(u, v)] pro kazdé [u, v] € B. Necht funkce f proménnych
X a y je spojita v mnoZiné A = F(B).

Pak plati vztah

//f(x, y)dxdy = //f(g(u, v), h(u, v))|J (u, v)| dudv. 3.3)
B

A

Poznamka 3.6.

1. VSimnéme si, Ze vzorec (3.3) je analogicky vzorci (3.2).

2. Vysvétlime si vyznam jakobidnu ve vzorci (3.3). Zvolime-li f(x,y) = 1 pro
kazdé (x,y) € A a predpokldddme-li pro jednoduchost, Ze jakobidn zobra-
zeni F ma konstantni hodnotu J # 0, dostdvame z (3.3) rovnost [[ dxdy =

A

= [[|J|dudv =|J]| [[ dudv. Podle definice 1.31 a 1.45 to znamend, Ze
B B
my(F(B)) = my(A) = |J| [[dudv = |J|my(B). Lze tedy olekdvat, Ze
B
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»mald*“ souvisld mnoZina B zobrazenim F piejde v mnoZinu A = F(B)
o mife my(A) rovné my(A) = |J (u, v)| mp(B) pro vhodné [u, v] € B i v pfi-
padé, Ze jakobidn neni konstantni.

Tlustrujme tuto skute¢nost na prikladé: Nechf B je obdélnik (0, @) x (0, B),
kde ¢ > 0, B > 0. Zfejmé my(B) = «af. Uvazujme linedrni zobrazeni F
takové, Zze F(u,v) = [au + bv, cu + dv], kde a,b,c,d € R jsou takové
konstanty, Ze ad — bc # 0. Pro jakobidn J zobrazeni F v kazdém bod¢ [u, v]
plati

a b
/= c d

a mnozina A = F(B) je rovnobéZznik s vrcholy [0, 0], [ac, cx], [bB, dB],
[aa 4+ bB, ca + dB]. Z elementdrni geometrie plyne my(A) = {det (Z%‘ 2% ) ’ =
= |lad —bclaB = |J| my(B). Vzhledem k linearité zobrazeni F' vySla rovnost
my(A) = |J (u, v)| my(B) presné pro kazdy bod [u, v] € B.

Srovnejte t€Z cviceni 4 k této kapitole.

=ad —bc #0

Priklad 3.7. Vypoctéte / / dxdy, kde mnoZina A leZi v prvnim kvadrantu a je
A

omezena kfivkami xy =1, xy =3, y=x/2 a y = 2x.

Reseni. Prvni dvé kiivky jsou hyperboly, druhé dvé pfimky. Integraéni obor A
je zndzornén na obr. 3.1 a). MnoZinu A Ize popsat jako elementdrni mnoZinu,
popiipad€ sjednoceni elementarnich mnoZin, vzhledem k ose x nebo vzhledem
k ose y. Najit tento popis by vSak bylo pomérné pracné. UkaZeme, Ze volbou
vhodné transformace se vypocet znacné zjednodus$i. KaZzdym vnitfnim bodem

y
y =2 v
u=1 u=3
v=2
=x/2
A y=x/ B
xy=3
_ v=1/2
xy =1 X u
(0] 0]
a) b)

Obr. 3.1
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prvniho kvadrantu s kartézskymi soufadnicemi [xg, yo] prochdzi pravé jedna
z hyperbol xy = ug a pravé jedna z pfimek y = vgx, kde ug > 0, vg > 0
jsou parametry. Cisla ug a vy jsou jednoznacné urcena: uy = xpyp a vg =
= yo/xo. Dvojici [ug, vg] 1ze tedy zvolit za nové soufadnice daného bodu. Vztah
mezi plivodnimi a novymi soufadnicemi je tudiZ ddn rovnicemi (vynechdme
pro jednoduchost index nula) xy = u a y/x = v. Z nich snadno vypocitdme
x = Ju/v,y = /uv. Dostdviame tedy prosté zobrazeni se soufadnicovymi
funkcemi g(u, v) = /u/v a h(u, v) = /uv. Tyto funkce maji uvnité prvniho
kvadrantu spojité prvni parcidlni derivace podle obou proménnych. Vypocteme
jakobian:

1 _1
J(u,v) = 8u  8v| _ | 2Juv 2 v3 _i i_i
* _hu hv_l\/f 1 2 _41) 4U_2U
2 u 2 v

Jakobidn je tedy uvnitf prvniho kvadrantu nenulovy, takZe zobrazeni je reguldrni.

Body lezici na hyperbole xy = 1 maji v§echny novou prvni soufadnici u = 1.
Analogicky body leZici na hyperbole xy = 3 maji v§echny novou prvni soufad-
nici u = 3. Podobn¢ body leZici na pfimce y = x /2 maji vSechny novou druhou
soufadnici v = 1/2 a body leZici na pfimce y = 2x maji vSechny novou dru-
hou soufadnici v = 2. Odtud je vidét, Ze mnoZina A je v transformaci F dané
funkcemi g a h obrazem dvojrozmérného intervalu B = (1, 3) x (1/2,2) — viz
obr. 3.1 b).

S pouZzitim vztahd (3.3) a (1.18) dostaneme:

//dxdy—//dudv— /du //dv_

1
zi[u]% o), =5-G-1- (1n2—1n2>=21n2.

Poznamenejme, Ze vysledné ¢islo 21n2 je rovno mife mnoZiny A. A

V dal$im uvedeme nékteré specidlni transformace vhodné pro vypocet dvoj-
nych integrald. NeZ se jimi zacneme zabyvat jednotlivé, v§imneme si podminek
pouziti véty 3.5. Ukazuje se, Ze jeji univerzdlnost mé urcité nedostatky. Predné,
integrand mus{ byt spojitd funkce a integrani obor uzaviend mnoZina. Zavaz-
néjsi vSak je, Ze i u velmi jednoduchych transformaci, se kterymi se budeme
ddle seznamovat, protoZe jsou dileZité v aplikacich, Casto nelze splnit pfedpo-
klady o transformacnim zobrazeni. PoZadavek, aby je bylo mozné prosté roz-
§ifit na otevienou nadmnoZinu integraéniho oboru pii zachovani regularity, je
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Casto nesplnitelny. Proto nyni uvedeme vétu o transformaci dvojného integralu
za obecnéjsich predpokladd. Formulace je sice komplikovanéjsi, ale uplatnéni
je mnohem Sir$i, coz uvidime niZe pri feSeni prikladt. Stru¢né feceno, obec-
n&js$i véta 3.8 postihuje piipady, kdy predpoklady véty 3.5 nejsou splnény na
mnoZindch miry nula. V konkrétnich dlohidch je ovéfeni pfedpokladli obvykle
snadné.

Véta 3.8. Necht Bi € B C R?, kde B, je oteviend mnoZina, B je mé¥itelnd
mnozina a plati my(B ~ By) = 0.

Bud F: B — R? spojité diferencovatelné zobrazeni s jakobidnem J, které
Jje reguldarni a prosté v B1. Oznacme A = F(B), A} = F(By). Predpokladejme,
Ze mnoZina A je méritelnd a plati my(A ~ A;) = 0.

Bud funkce f ohranicend na mnoZiné A a spojitd na mnoZiné A,. Necht
funkce s hodnotou f(g(u,v), h(u,v))|J(u, v)| v kaidém bodé [u,v] € B je
ohranicend.

Pak plati vztah (3.3), 4.

J[ revasar= [[ st v oo v
A B
3.1.1. Nékteré bézné typy transformaci dvojného integralu

Vsimnéme si nyni podrobnéji nékolika béZnych casto uZivanych transformaci
x = g(u,v),y = h(u, v) dvojného integralu.

Posunuti

Posunuti (translace) je dano rovnicemi

XxX=u-+a,

v (3.4)

kde a, b jsou konstanty. Jakobidn tohoto zobrazeni je roven

8u  8v

J(u,v) = o
u v

_‘1 0

Loy
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Dilatace

Dilatace (ve specidlnim piipadé a > 0, b > 0 zména méritek na souradnicovych
osdch) je ddna rovnicemi

X =au, 3.5)
y = bv, '
kde a # 0, b # 0 jsou konstanty. Jakobidn tohoto zobrazeni je roven
_|8u 8v| _ |@ 0 _
J(u,v) = n ol = o b’ = ab.
Transformace do polarnich souradnic
Transformace do poldarnich souradnic je ddna rovnicemi
X = 0cos g,
o (3.6)
y = psing,

pricemz nové proménné (tzv. poldrni souradnice bodu [x,y]) znacime o, ¢
namisto u, v. Jakobidn zobrazen{ (3.6) je roven

cosp —osing
sin @ QCos @

8o 8o
hQ hw

‘ = o(cos? ¢ + sin’ ¢) = o.

Pfipomenime vyznam poldrnich soufadnic v ro-
viné: Je-li T bod s kartézskymi soufadnicemi [x, y],
zna¢i o vzdéalenost bodu T od pocitku O kartézské
soufadnicové soustavy a ¢ uhel, ktery svird vek- Yoo _
tor m)“ s kladnou poloosou x (viz obr. 3.2). Pro-
ménnd @ nabyvd nezdpornych hodnot, proménna
@ obvykle hodnot z vhodného intervalu délky 2m.
Zobrazeni do polarnich soufadnic je reguldrni na ¢ ;X
mnoZinidch neobsahujicich poéatek. Transformace O
do polarnich soufadnic se pouZivd zvlast€ v pripa-
dech, kdy popis mnoZiny A v poldrnich soutfadni-
cich je tvaru

Obr. 3.2

. aSeSB
" r(p) S0 = R(p),

pricemZ o < 8 jsou konstanty a r, R jsou spojité funkce na intervalu (¢, 8), viz
obr. 3.3. Ozna¢ime-li F zobrazeni dané rovnicemi (3.6), plati F(B) = A.
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y 0 o= R(p)
R(p)
A
r (@) .
| o=r(p)
@ [ |
o e I
0 Ol a ¢ B
a) b)

Obr. 3.3: Transformace do poldrnich soutfadnic

Pozniamka 3.9. V predchozim textu bylo uvedeno, Ze polarni soufadnice ¢ na-
byva obvykle hodnot z vhodného intervalu délky 2m. Slovo ,,obvykle* bylo
pouZzito zdmérné, nebof existuji i mnoziny, pro které toto tvrzeni neplati — viz
obr. 3.4, kde ¢ € (0, 37).

Transformace do eliptickych (zobecnénych polarnich) souradnic

Transformace do eliptickych souradnic o, ¢ je ddna rovnicemi

X = apcos g, 37)

y =bosing,
kde a # 0, b # 0 jsou konstanty. Jakobidn tohoto zobrazeni je roven

acosg —apsing
b sin ¢ bo cos ¢

8o 8o

= abo(cos® ¢ + sin® ¢) = abop.
he  hy

Transformace do zobecnénych eliptickych souradnic
Transformace do zobecnénych eliptickych souradnic o, ¢ je dana rovnicemi

x = apcos”" ¢,

. (3.8)
y =bosin" g,
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y
A
@ _2% ¢/50
0=75-1+@3/2e
X B
[9) J
_ 2 —¢/50
0= % +e ¥/ o
0 3n
a) Kartézské soufadnice [x, y] b) Polarni soufadnice [¢, o]

Obr. 3.4: MnoZina, jejiz polarni soufadnice ¢ nenabyvad hodnot
z intervalu délky 2.

kde a #0, b # 0 a n € N jsou konstanty. Pro jakobidn zobrazeni (3.8) v tomto
pripadé¢ plati

acos"¢ —nagcos" 'psing|
bsin"¢  nbosin" 'gcosp|

8o 8o
hQ h(P
1

= nabg cos" ™! ¢ sin"~! g(cos? ¢ + sin @) = nabp cos"! psin"! ¢.

Poznamka 3.10. Kromé uvedenych obvyklych transformaci pfipadaji v tdvahu
i jiné transformace vhodné pro danou oblast integrace nebo dany integrand.

vvvvvv

transformaci postupné za sebou.

Priklad 3.11. Vypoctéte / / (x* 4 y?) dxdy, kde mnoZina A je uréena podmin-
A

kami 1 < x24+y2 <4,y > |x].

Reseni. Rovnice x> + y?> = 1 a x> + y? = 4 urcuji kruZnice k; a k, se stfedy
v pocatku O a poloméry 1 a 2. Prvni podminka tedy zaddvd mezikruZi. Déle
graf funkce y = |x| je tvofen dvéma polopfimkami (osami prvniho a druhého
kvadrantu) o rovnicich y = x a y = —x. Body spliiujici nerovnost y = |x| lezi
nad timto grafem. Dohromady tudiZ obé podminky zaddvaji vyse¢ mezikruzi A
z obr. 3.5 a).

Urcime, jak bude tato vyse¢ popsdna v poldrnich soufadnicich. Polopfimky
vychdzejici z pocatku O, které protinaji mnoZinu A, sviraji s kladnou ¢ésti osy x
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y
y=—-x y=x
A
©
X

2-__

ki I+—

b S "
O| m/4 3n/4
a) b)
Obr. 3.5
thel v rozmezi /4 (y = x je osa prvniho kvadrantu) az 3n/4 (y = —x je osa

druhého kvadrantu). Tedy 1t/4 < ¢ < 37/4.

Libovolnd takovd polopfimka protind mnoZinu A v tsecce, jejiZ koncové
body maji od pocitku O stile stejné vzddlenosti, a to r = 1 a R = 2. Tedy
1 £ ¢ £ 2. To znamend, 7e mnoZina B uspofddanych dvojic [¢, o] bude dvoj-
rozmérny interval v roviné s kartézskymi soufadnicemi ¢, 0 — viz obr. 3.5 b).

Snadno se ovéfi, Ze jsou splnény predpoklady véty 3.5. Za mnoZinu 2 z této
véty lze zvolit libovolny otevieny dvojrozmérny interval, ktery bude obsahovat
uzavieny interval B, bude leZet v prvnim kvadrantu a jehoZ horizontdlni rozmé&r
bude mensi neZ 2mn. Zobrazeni F' dané rovnicemi (3.6) pak bude na §2 prosté
a reguldrni. ProtoZe integrand f(x,y) = x*> + y? je funkce spojitd na A, lze
zminénou vétu skutecné pouZit. Podle (3.3) plati:

1= [ 5 axay= [[(@eos ) + (esingr)o dody =
A B

3n/4 2
=//Q3(cosz<p+sin2<p)dgd¢=//Q3d0d¢=/ / dso-/ o’ do =
5 5 n/4 1
s [04]7 [3n w 16 1 157
-l (5] -(5-9) (5-9) -

Pfi vypoctu transformovaného integralu jsme pouZili kromé Fubiniovy véty rov-
néz vztah (1.18). A
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Priklad 3.12. Vypoctéte / / (2x —3y) dxdy, kde mnoZina A je ur¢ena podmin-
A

kou x2 4+ y? <0,

Reseni. Integraénim oborem je kruh se stiedem v pocitku soufadnic O a po-
lomérem 3 (obr. 3.6 a)). PouZijeme opét transformaci do poldrnich soufadnic.
Tentokrat integracni obor protind libovolna polopiimka vychdzejici z pocdtku O.
Tedy 0 < ¢ < 2m. Prinikem kazdé takové poloptimky s integraénim oborem
je useCka délky 3 vychdzejici z poitku O, tedy 0 < ¢ < 3. MnoZinou B
usporddanych dvojic [¢, o] je dvojrozmérny interval (obr. 3.6 b)).

Predpoklady véty 3.5 tentokrdt nelze splnit. Zobrazeni F: B — A neni
prosté na mnoZiné B. VSechny body dolni hrani¢ni dsecky obdélniku B se zob-
razi na pocatek O. Déle pro kazdé ¢ € (0, 3) se body [0, c] a [27, c] leZici na
levé resp. pravé hrani¢ni usecce obdélniku B zobrazi na tentyZ bod [c, 0] € A.
Pokud bychom za B zvolili napt. obdélnik popsany nerovnostmi 0 < ¢ < 2,
0 < o < 3 doplnény o bod [0, 0], bylo by sice zobrazeni F prosté, ale B by
nebyla uzaviend mnoZina.

Lze vSak pouZit vétu 3.8. Za mnoZinu B; z této véty lze zvolit vnitfek inter-
valu B. Pak mnoZina B \ B, je tvofena ¢tyfmi hrani¢nimi dseckami intervalu B
a mnozina F(B) \ F(B;) je tvorena hrani¢ni kruznici kruhu A a dseckou spo-
jujici jeho stted O s bodem [3,0]. Na mnoZiné B; je zobrazeni F reguldrni
i prosté a rovnéz vSechny dal$i predpoklady véty 3.8 jsou splnény. Plati proto:

I = //(Zx —3y)dxdy = //(ZQ cos ¢ — 3psin@)o dody =
A B

Obr. 3.6
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21

3
=//Q2(2008g0—3sin(p)dgdgo= (200s<p—3sing0)dgo-/ 0*do =
0
B

313
= [2sing +3cos )" - [%} = (04+3-0-3)(9—-0) =0.
0
Pfi vypoctu transformovaného integrdlu jsme opét pouzili kromé Fubiniovy véty

i vztah (1.18). A
Piiklad 3.13. Vypoctéte / / v/ x2 4+ y2dxdy, kde mnoZina A je uréena pod-
A

minkou x2 + y? — 2ax < 0, kde a > 0 je dand konstanta.

Reseni. Rovnice x% 4 y? —2ax = 0 zaddva né&jakou kuZelosecku. Doplnénim na
Ctverec urcime jakou:

x4+ y?—2ax = (x —a)? —a* +y*> =0, takie (x —a)*> + y* = a°.
Jde o kruZnici se stfedem v bodé€ [a, 0] a polomérem a. Integraénim oborem A
je tedy kruh — viz obr. 3.7 a). S ohledem na tvar integrované funkce pouZi-
jeme transformaci do poldrnich soufadnic. Kdybychom se misto o zjednoduSeni
integrandu pokusili zjednodusit integracni obor posunutim stfedu kruhu A do
pocétku s ndslednym zavedenim poldrnich soufadnic, integrovand funkce by se
nepfijemné zkomplikovala. Vzhledem k poloze mnoziny A (lez{ v prvnim a Ctvr-
tém kvadrantu) bude vyhodnéjsi volit rozmezi Ghli z intervalu (—m, w). Polo-
pfimky vychézejici z pocatku O, které protinaji mnoZzinu A i v jinych bodech nez

Q
(«—a’+y*=a’
A 0 =2acosg
X
0 ¢/ a 2a
B
%
T —n'/2 o T['/Z
a) b)

Obr. 3.7
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v poc¢itku O, sviraji totiZ s kladnou ¢asti osy x dhly z intervalu (—m/2, nt/2).
Budeme tedy mit —1t/2 < ¢ < /2.

Nyni uréime omezeni pro o. Z obrdzku je ziejmé, Ze délky tsecek ‘W},
které jsou prtinikem uvaZovanych polopiimek s mnoZinou A, se budou ménit
a budou zdviset na thlu ¢. Dosazenim polédrnich soufadnic do rovnice kruZnice
obdrZime:

(0 cos )’ + (o sing)? —2ap cosp = 0, odkud (o — 2a cos¢) = 0.

Hodnoté o = 0 odpovidd pocdtek O, pro druhy prisecik polopfimky s kruz-
nici plati ¢ = 2acosg. (Tento vysledek Ize snadno zdtvodnit i geometricky.
V trojihelniku s vrcholy O, [2a,0] a T (obr. 3.7 a)) je podle Thaletovy véty
u vrcholu T pravy thel. Z definice kosinu vyplyva, Ze o = ‘W‘ = 2acosg.)
Celkové tedy dostdvdme, Ze

A
A

B:

o N\:l
[IA

T
=75
0 = 2acos .

A

Mnozina B je tudiZ elementarni vzhledem k ¢ (obr. 3.7 b)).
Pouzitim véty 3.8 dostaneme (zdivodnéte sami obdobné jako v pfedchozim
prikladu, Ze vSechny jeji pfedpoklady jsou splnény):

I://\/xz—i-yzdxdy://\/(Qcosgo)2+(gsin<p)2gdgd<p:
A B

/2 2a cos ¢ /2 Q3 2a cos ¢
2//Q2de<ﬂ=/ (/ QZdQ>d§0:/ [3] dop =
g —n/2\Jo —n/2 0

7'[/28 8 /2
:/ —a’cosPpdp = = 3/ (1 —sin® ) cos @ dp =
—n/23 3 —m/2
sing =1 g . [ 8 £ 3
= | cosgdyp =dr =a3/ (l—tz)dt:a3[t—} =4’
3 1 3 3], 9

s T

Na vypocet transformovaného integralu jsme pouZili Fubiniovu vétu 1.55, vznikly
jednoduchy integral jsme pak pocitali substitu¢ni metodou. A

Priklad 3.14. Vypoctéte / / (x+y?) dxdy, kde mnoZina A je ddna nerovnostmi

_22 _12 A
o 5 ) +(y4 ) <L, 2x—3y+/3-4<0a2x+3y—720.
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P 2" /M
~ N
/ B \
/ \
[ o \ u
\ /3
X \ /
AN /
\\ ///
a) b)
o
1. ..........
C
%
(0] n/3 3n/4

<)

Obr. 3.8: Eliptickd vyseC a eliptické soufadnice

ReSeni. Prvni nerovnost vyjadfuje elipsu (vnitfek v&etné hranice) se stiedem
v bodé [2, 1], kterd ma poloosy o velikostech 3 a 2 a jejiZ osy jsou rovnobézné
se soufadnicovymi osami. Dalsi dvé nerovnosti urcuji poloroviny. Oznacme
P1:2x —3y+/3—4=0a py: 2x + 3y — 7 = 0 jejich hrani¢ni piimky.
Dosazenim se mliZzeme presveédcit, Ze obé tyto pfimky prochazeji stiedem elipsy.
Piimka p; m4 kladnou smérnici 2/+/3, pifimka p, md zdpornou smérnici —2/3.
Integracni obor A je zndzornén na obr. 3.8 a). Jde o vyse€ elipsy.
K vypoctu integrdlu pouZijeme nejdiive posunuti

xX=u-+2,

|JI =1,
y=v+1,

po kterém prejde stfed pivodni elipsy do pocdtku. Dosazenim do nerovnosti
urcujici pivodni elipsu a do rovnic hrani¢nich piimek dostaneme

ur>  ?

§+Z§l’ Zu_\/gv:(), 2u + 3v = 0.
Po posunuti tedy mnoZina A presla v mnoZinu B = {[u, v] € R?: % + % <

<1, 2u—+3v =<0, 2u+3v 2> 0}, coz je shodnd vyse¢ shodné elipsy
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se stfedem v pocétku soutfadnicové soustavy proménnych u, v; pfimky pi, p»
pritom preSly v pfimky pj, p; prochdzejici pocdtkem (obr. 3.8 b)).
Nyni provedeme transformaci mnoziny B do eliptickych soufadnic
u = 3pcosg,

. |J| = 6e.
v =2psing,

Dosazenim do nerovnosti urcujici elipsu dostaneme

2 in )2
(Bocosp)” | QoSN e o> < 1.

9 4
Tedy 0 < o £ 1.
Déle dosadime do rovnic posunutych pfimek. Vyjde ndm
pri2-30cosp —~/3-20sing =0, tgp = /3,
) odkud
pyi2-30cosgp+3-20s8ing =0, tgp = —1.

Pfimce p} tudiZ odpovidd hodnota ¢ = m/3 a pfimce p; hodnota ¢ = 3m/4,
takZze /3 < ¢ < 31 /4. MnoZina B tedy pfeSla v mnozinu C, kterd je obdélni-
kem (obr. 3.8 ¢)):
n/3< ¢ S3m/4,
C:
0<o=1

Pouzijeme vétu 3.8 (ovéfte sami, Ze vSechny jeji predpoklady jsou splnény):

I=//@+y5dmy=//@+2+aw4fy1mMu=

A B
=L//ku+—#—+2v+3)dudv=

B
= // <3Q cos ¢ + (20 sinp)* + 4o sing + 3)6@ dody =

c
= 6//(3@2 cos ¢ + 407 sin? ¢ + 40? sin ¢ + 30) dodp =

C
:24//Q3sin2(pdgd¢)+6//Q2(3cos<p+4sin¢)dgd<p+
c c

+18//ngdgo=11+12+13.
c
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Dalsi vypocet provedeme oddélen¢ pro kazdy ze tfi integralt I, I, I3. Na kazdy
z nich pouZijeme Fubiniovu vétu a vztah (1.18). V prvnim integrdlu pouZijeme
identitu sin” ¢ = (1 — cos2¢)/2.

1 3n/4 1 3n/4
11=12/ Q3dg-/ (1—cos2(p)d(p—3[ ] [@—s1n24 =
0 /3 2 /3
3n 1 n 1 3 St 3 343
Y (ELINS VIS S SR E) DRSOV NE )
4 2 32 2 4 2 4

3n/4
12_6/ o*do - / (3cosg +4sing)dy =
/3

=20 ] -[3s1n<p—4cos<p]i%4:

_2<3“/_—4(—*/§> —3“f+4 2) =7v2-3V3 44,

3m/4 x 37 T 157
‘18/‘9‘1@/ do =9l ol =9( - 5) =

Sectenim dostaneme celkovy vysledek:

119
I=5n+2—f 2.

A
Priklad 3.15. Transformaci u = x+y, v = x —y vypoctéte / (x? — y»2dxdy,
kdeM:{[x,y]eR2:0§y§x§ 1}.

Reseni. Mnozinu M lze zapsat ve tvaru {[x, y]eR2:0<x<1,0<5y< x}.
Geometricky se jednd o trojihelnik s vrcholy [0, O], [1, O], [0, 1] (obr. 3.9 a)).
Inverzni transformace k transformaci u = x + y, v = x — y je transformace
F:x=w+v)/2, y = (u—v)/2. Snadno se ovéfi, Ze pro jeji jakobidn plati
J = —1/2. Dosazenim vztahti x = (u + v)/2, y = (u — v)/2 do nerovnosti
0<x=<1,0=y< x dostdvdme

1 1 1
Oéi(u+v)§1, Oii(u—v)ii(quv).
Odtud plynou nerovnosti
0Zv, uzv, v=1, us2-—v.

Naopak se snadno ovéii, Ze z poslednich nerovnosti plynou ptivodni nerovnosti
0<x=<1,0=<y < x. Mno#ina M tedy transformaci F~! pfejde v mnoZinu
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u
2.
y
*
14, M 1+ :M
X v
0 1 0 !
a) b)

Obr. 3.9: Afinni transformace

M*={u,v] e R*::0=<v <1, v<u<2—v} (obr. 3.9 b)). Uzitim véty 1.55

nyni dostdvime

1 1 1 2—v
//(x2 —yH2dxdy = // uzvzgdudv = 2/ </ u*v? du> dv =
iy e 0 v

1 [ Tude?]?? 1 (82— 120 +6v* — v —°
= — —_— dv =— dv =
0 0

2 3, 2 3
1 /! 174 6 3 ik
:6/0 (8v2—12v3+6v4—205)dv=3[31}3—41)44—51)5—606]0:

174 3+3 1\ 140-45+18—-5 4
T 3\3 2 5 6) 3 30 457 A

Priklad 3.16. Vypoctéte integral / / (x + 1)dxdy, kde
M

= {ueer: ()74 (3)" <1}

Reseni. MnoZina M je omezena uzavienou kiivkou y, kterd je ddna rovnosti

57+ ()=t
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prochazi body [2,0], [0,3], [—2,0], [0,—3] a je tvo-
fena grafy Ctyf funkei g;(x) (j = 1,2,3,4) —
viz obr. 3.10. Ze vztahu (3.9) lze snadno ziskat
funk¢ni pfedpisy pro funkce g;(x) a vypoctem je-
jich prvni a druhé derivace ovérit, Ze grafy téchto
funkci maji skutecné tvar nakresleny v obr. 3.10.
X K vypoctu zadaného integrdlu pouZijeme
transformace do zobecnénych eliptickych soufad-
nic x = 20cos’ ¢, y = 3psin® ¢ — viz 3.8. Pro
pfisluiny jakobidn plati J = 18p cos? ¢ sin” ¢.
Dosazenim transformacnich vztahd do nerovnosti

2/3 2/3
- ) +(G) =
2 + 3 -

1(\)/[1;2;;: :M omezend kfiv. dostdvame 0%/*(cos® ¢ + sin® ) < 1, coZ je spl-

kou 7 : (£)2/3 + (2)2/3 _ 1 néno pravé tehdy, kdyZ o < 1. MnoZiné M v po-
T2 3 larnich soufadnicich odpovidd obdélnik M* =
= {lp.0] e R*:0 < ¢ <27, 0 <o < 1}

Ovéite si sami, Ze na jeho vnitfku je transformace prostd. Nyni

//(x +1) = //(2@ cos® ¢ + 1)180 cos’ ¢ sin® p dody =
M M

27 1
=36/ cossgosin2godg0-/ Q2dQ—|—18//Qcoszgosin2godgd<p=
0 0
M*

21

1

9

=36 (l—sinzw)zsin2gocos<pd(p-/ deg+2//gsin22¢)d<p=
0 0

M*
27 1
=36 (sin6g0—2sin4¢+sin2g0)cosg0d<p-/ 0% do +
0

0
9 27 1
+/ sin22<pd(p-/ odo =
2 Jo 0
s 7 .5 23 2n 1
_ 36 [sm g _,sin g0+sm go] / o do +
o Jo

7 5 3
9/2“1—cos4<p 1
0

2
1 9 indp]?™ 9 9
:()./der—i—g[ga—sm QD} =_—-2n=-T.

0
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3.2. Transformace trojného integralu

Problematika transformace trojného integrdlu je zcela analogickd jako u trans-
formace dvojného integralu. Definice spojit¢ diferencovatelného zobrazeni, jeho
jakobidnu a reguldrniho zobrazeni maji v trojrozmérném pripadé ndsledujici po-
dobu:

Definice 3.17. Nechf B € R? a nechf g, h, k jsou funkce definované na mno-
7in& B. Bud F: B — R zobrazeni pfifazujici ka*dému bodu [u, v, w] € B
bod F(u,v,w) = [g(u,v,w), h(u,v,w), k(u, v, w)]. Rekneme, Ze zobra-
zeni F je spojité diferencovatelné v B, jestliZe existuje oteviend mnoZina
£2 O B takov4, Ze funkce g, h, k lze rozsitit na 2 takovym zplisobem, aby
mély v §2 spojité parcidlni derivace prvniho fddu podle vSech tfi proménnych
u, v, w.

Je-li F: B — R3 spojité diferencovatelné zobrazeni v B, determinant

gu 8 8w
J=\h, hy hy
ki ky  ky

se pri oznaeni pouZitém v definici 3.17 nazyva jakobidn zobrazeni F. Jako-
bidn J: B — R je funkci proménnych u, v a w.

Definice 3.18. Spojité diferencovatelné zobrazeni F: B — R3 na oteviené
mnozin€ B se nazyva reguldrni, je-li jeho jakobidn J rtzny od nuly v kazdém
bodé mnoZiny B.

Vétu o transformaci trojného integrdlu analogickou vété 3.5 lze zformulovat
takto:

Véta 3.19. Necht B C R3 je uzaviend mévitelnd mnozina a 2 C R3 je ote-
viend mnoZina, B € . Necht F: 2 — R? je prosté reguldrni zobrazeni
s jakobianem J takové, Ze F(u,v,w) = [g(u, v, w), h(u, v, w), k(u, v, w)] pro
kazdé [u, v, w] € B. Necht funkce f promennych x, y a z je spojita v mnoziné
A = F(B).
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Pak plati vztah

// f(x,y,z)dxdydz =
A

= // f(g(u,v,w), h(u, v, w), k(u, v, w))|J (u, v, w)| dudvdw.
B
(3.10)

Podobné jako u dvojného integrélu je nékdy uZite¢nd nésledujici obecnéjsi,
avSak ponékud komplikovanéjsi véta, analogicka vété 3.8:

Véta 3.20. Necht By € B C R3, kde B, Je oteviend mnoZina, B je mé¥itelna
mnoZina a plati m3(B ~. B;) = 0.

Bud F: B — R spojité diferencovatelné zobrazeni s jakobidnem J, které
Jje regularni a prosté v By. Oznacme A = F(B), A, = F(B,). Predpokladejme,
Ze mnozina A je méritelnd a plati mz(A ~ A;) = 0.

Bud funkce f ohranicend na mnoZiné A a spojita na mnoziné A,. Necht
funkce s hodnotou f(g(u,v,w), h(u,v,w), k(u, v, w))|J(u, v, w)| v kaZdém
bode [u, v, w] € B je ohranicend.

Pak plati vztah (3.10), ).

/// f(x,y,z)dxdydz =
A

= /// flg(u,v,w), h(u, v, w), k(u, v, w))|J (U, v, w)| dudvdw.
B

3.2.1. Nékteré bézné typy transformaci trojného integralu

Uvedime nyni podrobnéji n€kolik bé&Znych, Casto uZivanych transformaci x =
=g(u,v,w), y=h(u,v,w), z=k(u, v, w) trojného integrélu.

Posunuti
Posunuti (translace) je ddno rovnicemi
XxX=u-+a,

y=v+b, 3.11)

z=w+c,
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kde a, b, c jsou konstanty. Jakobidn tohoto zobrazeni je roven

8 & 8w 1 00
Jw,v,w)=1\h, h, hy,|=|0 1 0] =1.
ke k, ky 0 0 1

Dilatace

Dilatace (ve specidlnim piipad€ a > 0, b > 0, ¢ > 0 zména méritek na sourad-
nicovych osdch) je ddna rovnicemi

X =au,
y = b, (3.12)
Z=cw,

kde a, b, c jsou nenulové konstanty. Jakobidn tohoto zobrazeni je roven

8u 8v 8w a 0 0
Jw,v,w)=1\h, h, hy| =10 b 0| =abc.
ke k, ky 0 0 ¢

Transformace do valcovych souradnic

Transformace do vdlcovych (cylindrickych) souradnic o, ¢, z je ddna vztahy

X = 0CoSQ,
y =osing, (3.13)
=2

Jakobidn zobrazeni (3.13) je roven

8 8 &: cosp —psing 0
J(o,¢,2) =|h, hy, h;|=|sing ocosg 0| =pcos’ g+ gsin’¢ = 0.
ko Kk, k. 0 0 1

Vsimnéme si nyni geometrického vyznamu cylindrickych soufadnic bodu T
majiciho kartézské soufadnice [x, y, z]. Ozna¢me 7’ kolmy primét bodu 7 do
soufadnicové roviny xy, tedy 77 md soufadnice [x, y,0]. Bod T’ vyjadiime
v poldrnich soufadnicich [, ¢] v rovin€ xy. Polohu bodu T v prostoru lze
nyni urcit trojici ¢isel [o, ¢, z], coZ jsou cylindrické soutfadnice bodu 7' — viz
obr. 3.11. Podotknéme jesté, Ze vzddlenost o je nezdpornd, dhel ¢ obvykle volime
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Obr. 3.11: Cylindrické soufadnice

z vhodného intervalu délky 2m a soufadnice z se neméni. VSimnéme si, Ze pfi
konstantnim g9 > 0 je rovnici 0 = o urena ,,nekonecnd* rotacni valcova
plocha s osou v soufadnicové ose z, zatimco pii gy € R je rovnici ¢ = ¢y v R?
déna polorovina, jejiZ hranici je soufadnicovd osa z. Transformace do vdlcovych
je vyhodné uzZivat zejména v piipadech, kdy integracni obor je rotacni téleso
s osou rotace v ose z, nebo jeho vhodnd ¢ést. V pfipadg, Ze integrand je téleso
majici osu rotace v ose x nebo v ose y, je mozné pouZit patfi¢né¢ modifikované
transformace do valcovych soufadnic.

Transformace do sférickych souradnic

Transformace do sférickych (kulovych) souradnic o, ¢, ¥ je ddna vztahy
X = QoS @ sin ¥,
y = o sin ¢ sin ¢, (3.14)
z=pcosv.

Jakobidn zobrazeni (3.14) je roven

8 8 & cospsiny —psingsind  pcosgcos P
J(o,9,0)=|h, hy, hy|=|singsint} ocosgsiny psingcosv| =
ko ko ky cos v 0 —osin ¥

= —0%cos? gsin® ¥ — g% sin® g cos? ¥ sin ¥ — o2 cos® @ cos? ¥ sin ¥ —
— 0%sin® g sin® 9 = —p?(sin® ¢ + cos® @) cos® ¥ sin ¥ +
— 0%(sin® ¢ 4 cos? @) sin® ¥ = —? sin ¥ (cos> ¥ + sin® ¥) = —p* sin V.
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Obr. 3.12: Sférické soufadnice

Vénujme nyni pozornost geometrickému vyznamu sférickych soufadnic bo-
du T majictho kartézské soutadnice [x, y, z]. Ozna¢me T’ kolmy prtimét bodu T
do soufadnicové roviny xy, ktery ma soufadnice [x, y, 0]. Oznac¢me o vzdalenost
bodu 7" od pocitku O kartézské soufadnicové soustavy. Dile oznaéme ¢ thel,
ktery svird polopiimka ﬁ)’ s kladnou ¢&4sti osy x (analogicky jako v polarnich
soufadnicich). Kone¢n& oznaéme ¥ dhel, ktery svird poloptimka OT s kladnou
¢asti osy z. Polohu bodu 7' v prostoru pak uréime trojici &isel [o, ¢, ©], coZ
jsou sférické soutfadnice bodu T — viz obr. 3.12. Protoze AOT’'T je pravouhly
s pravym thlem u vrcholu 7', plati |OT’ ‘ = psin?¥ a z = pcosv. Pfitom
vzdélenost o je nezdpornd, thel ¢ volime obvykle z intervalu délky 2w a dhel
U je obvykle z intervalu (0, ). VSimnéme si, Ze pfi konstantnim ¢y > 0 je
rovnici ¢ = gy urcena kulova plocha se stredem v pocatku o poloméru g, pri
konstantnim ) € (0, w/2) U (1/2, 1) je rovnici # = 1%y v R ddna &4st rotacni
kuzelové plochy s vrcholem v pocatku a osou v soufadnicové ose z, zatimco
pfi konstantnim ¢y € R rovnice ¢ = ¢y v R® popisuje polorovinu, jejiZ hranici
je soufadnicova osa z. Transformace do sférickych soufadnic se pouziva hlavné
v pripadé¢, kdy integracni obor je koule nebo jeji vhodnd C4st.

Transformace do zobecnénych valcovych souradnic

Transformace do zobecnénych valcovych (cylindrickych) souradnic o, ¢, 7 je
déna vztahy
X = apcos g,

y = bosing, (3.15)

=2,
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kde a # 0, b # 0 jsou konstanty. Jakobidn zobrazeni (3.15) je roven

80 8¢ &z acosgp —apsing 0
J,¢,2) =|h, h, h |=|bsing bocosyp 0=
ko ky, k. 0 0 1

= abo(cos® ¢ + sin® ) = abo.

Pouziva se nejcastéji, je-li integracni obor elipticky valec nebo jeho vhodna Cast.

Transformace do zobecnénych sférickych souradnic

Transformace do zobecnénych sférickych (kulovych) souradnic o, ¢, ¥ je ddna
vztahy

X = apcos ¢ sin,

y = bosingsin 9, (3.16)

Z = cpcos v,

kde a # 0, b # 0, ¢ # 0 jsou konstanty. Jakobidn zobrazeni (3.16) je roven

8 8 & acosgsint —apsingsind ap cos ¢ cos v
J(©,9,0)=|hy, hy, hy|=|bsingsint? bocosgsint bosingcos | =

ko Kk, ky ccos v 0 —co sin v
cosgsiny —psingsiny pcos¢cos v
= abc |sin ¢ sin ¥ ocospsin® psingcos?| = —abco? sin V.
cos ¥ 0 —osiny

Pouzivd se nejcastéji, je-li integracni obor elipsoid nebo jeho vhodnd ¢ést.

Priklad 3.21. Vypoctéte / / / xzy/x? + y?>dxdydz, kde mnoZina A je mnoZina
A

omezend plochami x? 4+ y?> =1, x> + y> =4, 7 =0, z = 3 a lezici v priniku
poloprostorid x <0, y = 0.

Reseni. Rovnice x> + y> = 1 a x? 4+ y? = 4 zaddvaji rotadni vilcové plochy
s osou v soufadnicové ose z o polomérech 1 a 2. Ty urcuji duty vélec, z néhoz
je rovinami z = 0 a z = 3 odfiznuta ¢ast o vySce 3. Z ni pak nerovnosti
x £ 0ay =0 uré jednu étvrtinu — viz obr. 3.13 a). Priimétem tohoto télesa
do roviny xy je mnoZina M, ptfedstavujici jednu Etvrtinu mezikruZzi ve druhém
kvadrantu — viz obr. 3.13 b).
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Bl -2
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Z [T -1 M
\ y
0] 1 2
X
a) b)

Obr. 3.13

Vyjéadieni mnoZziny M v polédrnich soufadnicich je snadné — zfejmé 7t/2 <
Sgp<mal < p <2 Obrazem mnoziny A v transformaci do cylindrickych
soufadnic je tedy mnoZina

T

— <9< m,

2_90_
B: 1<022,

0<z<3,

coZ je trojrozmérny interval. PouZijeme vétu 3.19. Za mnoZinu 2 v ni lze zvolit
trojrozmérny otevieny interval £2 O B, ktery bude mit jen nepatrné v&t$i rozméry
neZ B. Na ném bude zobrazeni F dané rovnicemi (3.13) reguldrni a prosté.
Vznikly trojny integrdl vypocteme pomoci Fubiniovy véty. Vypocet probéhne
takto:

I = ///xz\/xz—l-yzdxdydz =
A

:///Qcosw‘z\/Q200s2g0+g2sin2<p-gdgd<pdz:
B

b4 2 3
:///Q3zcos<pdgd<pdz:/ cosgodgo-/ Q3dg-/ zdz
/2 1 0
B

T B R N S B B 16—-1 9-0 135
:[Sln(p]n/z. ZQ l. EZ -

=0-1)- = .
0 ( ) 4 2 8 A
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Priklad 3.22. Vypoctéte / / / 4xyz dxdydz, kde mnoZina A je uréena podmin-
A
kami z > x2/2 4+ y?/2, x> +y*+z2<3,x=>20ay > 0.

Reseni. Rovnice z = x2/2+y?/2 urluje rotacni paraboloid s osou v soufadnicové
ose z a vrcholem v pogétku. Rovnice x? + y* + z? = 3 urcuje kulovou plochu se
sttedem v po&itku o poloméru /3. Pijde tedy o rotaéni t&leso, které je zdola
omezené paraboloidem a shora kulovou plochou. Nerovnosti x = 0 a y = 0 pak
tfikaji, Ze z tohoto télesa mdme uvazovat jen Ctvrtinu — viz obr. 3.14 a).
Abychom mnoZinu A popsali v cylindrickych soufadnicich, uvaZujme jeji fez
soufadnicovou rovinou x = 0. Vysledek je zndzornén na obr. 3.14 b). Urcime
soufadnice prise¢iku paraboly z = y?/2 a kruZnice y?> + z> = 3. Dosazenim
prvni rovnice do druhé obdrZime kvadratickou rovnici z> + 2z — 3 = 0, kterd
ma kofeny 1 a —3. Pro nds ma smysl pouze kladny kofen. K nému pak uréime,
7e y = ++/2. Priseciky tedy maji soufadnice [:I:\/Z 1]. Z toho je vidét, Ze

y+22=3

<

a) b)

<)

Obr. 3.14
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kolmym primétem M mnoZiny A do roviny xy je ctvrtkruh se sttedem v pocatku
a polomérem ~/2, lezici v prvnim kvadrantu — viz obr. 3.14 ¢).

Vyjddfeni mnoziny M v poldrnich soufadnicich je snadné: 0 < ¢ < 7/2
a0< o< /2. Déle dosazenim z rovnic (3.13) do rovnice paraboloidu dosta-

neme

1, 1, 1 1
z=5x + 2y =5 (@ cos"p o sin" ) = S0

a do rovnice kulové plochy (jeji horni poloviny) dostaneme
2=3—x2—y2=1/3—02cos2 ¢ — p2sin ¢ = /3 — 02.

Mnozina A se tedy pfi pfechodu k cylindrickym soufadnicim transformuje na
mnoZinu B, jejiZ popis je:

Vétu 3.19 tentokrat neni mozné pouZzit. VSechny body z B tvaru [0, ¢, z],
kde 0 < ¢ < /2, se transformaci F danou rovnicemi (3.13) zobrazi na body
[0, 0, z], tj. F neni prosté ani na mnoziné¢ B. Jsou vSak splnény predpoklady
véty 3.20, kdyZ za mnoZinu B; zvolime vnitfek mnoZiny B. Na vznikly integral
pouzijeme Fubiniovu vétu. Vzhledem k popisu mnoziny B je pfitom nutné,
aby integrace vzhledem k proménné z probéhla diive neZ integrace vzhledem
k proménné p. Poradi integrace vzhledem k proménné ¢ je libovolné. Pfi vypoctu
pouZijeme mimo jiné vzorec 2 sin ¢ cos ¢ = sin2¢. Vyjde nim:

1 =///4xyzdxdydz=///4Qcos¢-gsingo-z-Qdegodz=
A B
= /// 20%zsin2¢ dodpdz =
B

/2 V2 /30?2
= / {/ </ 293z sin 2¢ dz> dg} de =
0 0 02/2

/2 V2
. J3-¢?
:/ {/ Q3s1n2¢)[z2]gz/2g dg}dgo:
0 0

/2 V2 1
_ 3@ 21 o4 _
_/ {/ o s1n2<p<3—g — Q)dg}dgo—
0 0 4
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/2 1
/ {/ sm2(p<3g -0 —Q)dQ}d(p=
0 4
/‘ ) 1 1 Y2
sin ——0 — =
A @ Q 6Q 32Q

4 1 7 [
20(3— - —5)dp=— in2¢ dp =
/0 sin <p< 3 2> @ 6/0 sin 2¢ d¢

7 7
= nkmm] =-—;1-D=c.

dy =

A

dxdyd
Priklad 3.23. Vypoctéte // / et kde mnoZina A je omezend plo-
424

chami y =2 — +/x2+ 7° ay_l.

Reseni. Rovnice prvni plochy je rovnici &asti rotaéni kuZelové plochy v polo-
prostoru y < 2 s osou rotace v soufadnicové ose y a vrcholem v bodé [0, 2, 0].
Toto je vidét ze skutecnosti, Ze fezy plochy rovinami y = ¢, kde ¢ < 2, jsou
kruZnice, zatimco priméty plochy do rovin x = 0, resp. z = 0, maji rovnice
y =2 —|z|, resp. y = 2 — |x|. MnoZina A je tedy kuZelem na obr. 3.15 a).
MiiZzeme ji snadno popsat v cylindrickych soufadnicich, jen musime oproti rovni-
cim (3.13) zaménit role soutfadnicovych os, coZ nemd vliv na vyjadieni jakobidnu
v polarnich soufadnicich pfislusné souradnicové roviny. Zvolime

X = 0COoSQ,
z=sing, 7l =o.
y=y,

Primétem M mnoZiny A do soufadnicové roviny xz je kruh. Jeho rovnici dosta-
neme dosazenim vztahu y = 1 do rovnice kuzelové plochy. Vyjde x> +z> =1,
takZe polomér kruhu je jedna (obr. 3.15b)). Bude tedy 0 < ¢ < 2ma0 < o < 1.
Déle dosadime vyjadieni x a z pomoci ¢ a ¢ do rovnice poloviny kuZelové plo-
chy. Vyjde

y=2—Vx2+22=2—/0*cos? ¢ + 0?sin2p =2 — 0.

Mnozina A se tedy transformuje na mnoZinu B, jejiZ popis je:

0= ¢=2m,
B:0Zo=1,
ISys2-o.
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1 —VX2+22 Z
Xt =1
201 M
] X
(0] 1
11 =1
0 X
a) b)
Obr. 3.15

Pouzijeme vétu 3.20. Za mnoZinu B; se v ni zvoli vnitfek mnoZiny B. Vy-
sledny integral upravime pomoci Fubiniovy véty. Vzhledem k popisu mnoZiny B
musi integrace podle y predchdzet integraci podle o. Integrace podle ¢ miZe
probéhnout kdykoli. Dostaneme:

e
- X2+2241 o2+1
A B
1 2—o0 271 1 2—0
ot )ofa (1] i
/0{/1 (/0 92+1> y}g U, Q2+1[(p]0 v pde
b2mo o 'o-¢’
= do =27 do =
/OQ2+1[y]] Q /0Q2+1 0
to’ -1 1 ! 12 I
0 o +1 0 20241 0*+1

', 1+ imay ™
= ZLTT| — — In — 1.
2 4

1
=27 [—Q + 3 In(@* + 1) + arctgg]

0 A

Priklad 3.24. Vypoctéte / / (x + y 4+ z) dxdydz, kde mnoZina A je urCena
A

nerovnostmi x> + y? +z2 <4,y >0,z = 0.

Reseni. Rovnice x24y%+z> = 4 je rovnici kulové plochy se stiedem v pocatku O
soufadnicového systému a polomérem 2. Prvni podminka tedy urcuje kouli. Dals{
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_2.
Z
21 M
y
0] 2
y
[9) 2
2.
X
a) b) ©

Obr. 3.16

dvé podminky urcuji poloprostory, vymezené rovinami xz a xy. Celkové dosta-
vdme, Ze mnoZina A je Ctvrtina koule, kterd je zndzornénd na obr. 3.16 a). Pro
vypocet integrdlu pouzijeme transformaci do sférickych soutadnic.

Libovolnd rovina, kterd prochdzi osou z a svird s kladnou ¢asti osy x uhel
z intervalu (0, ), protne mnoZinu A ve ctvrtkruhu — viz obr. 3.16 b), kde je
zndzornén fez rovinou yz. Z toho vidime, ze 0 < 9 < ww/2.

Déle primétem M mnoZiny A do roviny xy je pilkruh z obr. 3.16 c). To
znamend, 7e 0 < ¢ < m. Konedné je ziejmé 0 < o < 2. Obrazem mnoZiny A
v transformaci do sférickych soutfadnic tudiZ bude mnoZina

0=0=2,
Boé(pgnv

0<w <l

- T2

coZ je trojrozmérny interval. Zobrazeni @ dané rovnicemi (3.14) neni na této
mnoZiné prosté. Napt. @ (0, ¢, ) = (0, 0, 0) pro libovolnd ¢ a ¥, tj. celd jedna
sténa kvadru B se zobrazi na pocatek O. Proto pouzijeme vétu 3.20. Za mno-
Zinu B z této véty lze zvolit vnitek intervalu B. Transformovany integral roz-
délime na dva a na kazdy z nich pak pouZijeme Fubiniovu vétu. S pouZitim
vztahli (3.14) a |J| = @*sin® pro sférické soufadnice a jejich jakobidn dosta-
neme:

]:// (x +y+4+27)dxdydz =
A
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= // (0cos@sin® + osingsin® + o cos ¥)o? sin ¥ dodpdy =

B
= /// 0°(cos ¢ + sin @) sin® ¥ dodpdd + /// 0> cos ¥ sin ¥ dodpdy =
B B

2 b4 11/21
z/ Q3dQ-/ (cosq)—{—singo)dgo-/ 5(1—c05219)dz9+
0 0 0

2 b4 n/21
+/ Q3dg./ d(p-/ — sin29 d® =
0 0 0 2

412 . /2 472
_ [Q] .[Siw_cow]g.%. [ﬁ_ Sln2ﬁ] N [Q} Te]r %

41 2 o 4 1o

1 cos 29 1?2 1 = 1

N —4.2. -2 14021 =4m.

2 2 |, 272 2 R

Priklad 3.25. Vypoctéte /// Vx?% 4+ y? 4+ z2dxdydz, kde mnoZina A je ur-
A
Cend nerovnostmi z = \/x2+y2, 1 Sx2+y?+72 < 4.

Reseni. Rovnice z = 1/x2 + y2 uréuje rotatni kuZelovou plochu v poloprostoru
z = 0 s osou v soufadnicové ose z a vrcholem v pocétku. Prvni nerovnost
tedy zaddvd mnoZinu bodi leZicich na a nad horni polovinou zminéné rotacni
kuZelové plochy. Dile rovnice x>+ y24z> = r? je pro kazdé r > 0 rovnici kulové
plochy se sttedem v po¢dtku O a polomérem r. Podminka 1 < x> +y?+z72 < 4
tudiz k4, Ze mnoZina A je rovnéZ omezena dvéma soustiednymi kulovymi
plochami o polomé&rech 1 a 2. Vysledek je zndzornén na obr. 3.17 a). Pro vypocet
integralu pouZijeme transformaci do sférickych soufadnic.

ProtoZe zadané téleso je rotacni, bude fez libovolnou rovinou prochazejici
rotacni soufadnicovou osou z stejny. Na obr. 3.17 b) je zndzornén takovy fez
rovinou yz. Z n€ho ur¢ime rozmezi pro thel ¢. ProtoZe pfimka y = z je osou
prvniho kvadrantu, svird s osou z dhel 45°, coZ znamend, 7e 0 < ¢ < w/4.

Primétem M mnoZiny A do roviny xy je zfejmé kruh se stfedem v po-
¢atku O, jehoz hrani¢ni kruZnice je primétem kruZnice, kterou dostaneme jako
pranik kuZelové plochy a vétsi kulové plochy — srovnejte obr. 3.17 a). Vylou-
¢enfm proménné z z rovnic z> = x> + y* a x> + y*> + 7> = 4 dostaneme, Ze
x2 + y? = 2, tj. polomé&r kruhu M je /2 — viz obr. 3.17 ¢). Tento tdaj viak
neni dilezity, urCili jsme jej jen pro Uplnost; podstatné je, Ze pro dhel ¢ plati
0< ¢ <2m.
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a) b)

X

<)

Obr. 3.17

Kone¢né pro sférickou soufadnici o ziejmé plati 1 < o < 2. Obrazem
mnoZiny A pfi transformaci do sférickych soufadnic tedy je mnoZina

1=0=2,
B:O§¢§2n9
T
0y < —,

- — 4

coZ je trojrozmérny interval. Zobrazeni F' dané rovnicemi (3.14) neni na B
prosté. Plati totiZ napf. F(o,0,9) = F(p,2m, ) pro libovolnd 1 < o < 2
a0 <=9 < wt/4nebo F(o, ¢,0) = F(p,0,0) prolibovolnd 1 < p <2a0 =< ¢ <
< 2m. Proto pouzijeme vétu 3.20. Za mnoZinu B; z této véty lze zvolit vnitfek
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intervalu B. Na transformovany integrdl pouZijeme Fubiniovu vétu. S pouZitim
vztahti (3.14) pro sférické soufadnice a jejich jakobidn a rovnosti x>+y%+z% = o>
dostaneme:

I=///\/x2+y2+z2dxdydz:///Q-stinz?dgdgodﬁ=
A

B
2 27 /4 Q4 2 2 4
/ QsdQ./ d(p./ sin ) iy = {] oo [~eos]y =
1 0 0 40

15-2;:-( ﬁ+1>:15n(2—ﬁ)

4 2 4 ' A

Priklad 3.26. Vypoctéte / / / yzdxdydz, kde mnoZina A je urCena nerov-

xz y2 A
nostmi§+z§1a0§z§—y.

S v P . 2 ’2 v . . . 7 7 v . 7
ReSeni. Rovnice -+ % = 1 urcuje elipticky vilec s osou v soufadnicové ose z.

Déle z = 0 a z = —Yy jsou rovnice dvou rovin, které ze zminéného vilce
vytnou ,klin“ zndzornény na obr. 3.18 a). Kolmym primétem mnoZiny A do
roviny xy je polovina elipsy zndzornéna na obr. 3.18 b). PouZijeme transformaci

do zobecnénych cylindrickych soufadnic. V (3.15) zvolime a = 3, b = 2:

x =3pcos g,
y =20sing, |J] = 6o.
=7z,

3
M
y
-3 ) 0
L 3
X
a) b)

Obr. 3.18
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Zména méftitek na soufadnicovych osich x a y zplisobi, Ze polovina elipsy prejde
v polovinu jednotkového kruhu, ktery musime vyjidfit v poldrnich soutfadnicich.
Pro né bude tudiZ platit 1 < ¢ < 27t a 0 < o < 1. Dosazenim transformacnich
rovnic do omezeni pro z dostaneme 0 < z < —2psing. MnoZina A se tedy
transformuje na mnoZinu

=g S 2m,
B: 0=0=1,
0= z< —20sing.

PouZijeme vétu 3.20 (mutZete se presvédcit, Ze transformace neni na B prostd).
Vznikly integradl vypocitime pomoci Fubiniovy véty. MnoZina B je elementdrni
vzhledem k p¢. Nejprve tedy musime integrovat podle proménné z (v mezich
pro tuto proménnou figuruje ¢ i p), dalsi pofadi je libovolné. Dostaneme:

I :///yzdxdydz:///ZQsingo-z-6Qdeg0dz:
A B
= / / / 120z sin ¢ dodpdz =
B

27 1 —20sing
:/ {/ </ 120z singodz) dg}d(p =
b4 0 0
27 1 . 27 1
:/ {/ 6stin<p[12]ozgsmwdg}d<p =/ {/ 24Q4sin3<pdg}d<p =
b4 0 b 0

27 2w
24 24
=/ —sin3<p[gs]éd<p=— (1 —cos?¢)singdyp =
LY

5 5 /.
cosp =t
i = 24 (! 24 21! 32
singdp=dt | _ 2 [ _pyg = 2 D) 222
sin@ dp = —dt 5 /. 5 31, 5
T~ —1, 21~ 1
A
2 P2
Priklad 3.27. Vypoctéte /// dxdydz, kde A: — + 5+ <1,a,b,c>0.
a bz 2
A

Reseni. Integradnim oborem A je elipsoid z obrizku 3.19 a). Vzhledem k de-
finicim méfitelné mnoZiny a trojného integralu pres méfitelnou mnoZinu bude
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Obr. 3.19

vysledkem vzorec pro miru elipsoidu s poloosami a, b, c. PouZijeme zobecnéné
sférické souradnice. Zvolime

X = apQcos ¢ sin v,

y = bo sin ¢ sin ¥, |J| = abco?sin V.

7 = cocost,

Zména méfitek na souradnicovych osich zpiisobi, Ze elipsoid piejde v jednotko-
vou kouli. Tu musime vyjadfit ve sférickych soufadnicich. MnoZina A se pfitom
transformuje v mnoZinu
0= ¢=2m,
B:0=o=1,
059 <.

To je trojrozmérny interval, takZe na integrdl vznikly po pouziti véty 3.20 md-
Zeme snadno aplikovat Fubiniovu vétu. Dostaneme:

/// dxdydz = /// abc? sin ¥ dodpdd =

A B

27 1 T
=abc/ d(p-/ deg-/ sin dv =
0 0 0
3

1
:abc[go]zn- [Q?,L-[—Cosﬁ]gzabcdn-;-2=jnabc. A
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3.3. Transformace n-rozmérného integralu

Pokud jde o transformaci n-rozmérného integrélu, je situace naprosto analogicka
jako u transformace dvojného ¢i trojného integrdlu. Uvedeme proto piimo defi-
nice spojité diferencovatelného zobrazeni, jakobidnu a reguldrniho zobrazeni.

Definice 3.28. Piedpoklddejme, Ze B C R" a nechf g;, j=1,2,...,n,
jsou funkce definované na mnoZiné B. Bud F: B — R”" zobrazeni, které

pritazuje libovolnému bodu [uy, us,...,u,] € B bod F(ui,uz,...,u,) =
= [81(’417 Uz, ..., I/ln), g2(uls Uz, ..., Mn), cee gn(ul, Uz, ..., I/ln)]. Rekneme9
Ze zobrazeni F je spojité diferencovatelné v B, jestliZe existuje otevfend mno-
Zina §2 O B takovd, Ze funkce g; (j = 1,2...,n) lze rozsifit na §2 takovym

zplsobem, aby mély v §2 spojité parcidlni derivace prvniho fddu podle vSech
svych proménnych.

Je-li F: B — R" spojité diferencovatelné zobrazeni v B, determinant

Eluy  8lluy -+ &luy,
J = 82l 82Juy -+ 82lun
- ’
8nluy  8nluy -+ 8nluy
kde gij;, = %gi, se pfi oznaceni pouzitém v definici 3.28 nazyva jakobidn
! J
zobrazeni F. Jakobidn J: B — R je funkci proménnych uy, u,, ..., u,.

Definice 3.29. Spojité diferencovatelné zobrazeni F: B — R” na oteviené
mnoZin€ B se nazyva reguldrni, je-1i jeho jakobidn J rGzny od nuly v kazdém
bod¢ mnoZiny B.

Véty o transformaci n-rozmérného integrdlu lze zformulovat takto:

Véta 3.30. Necht B C R" je uzaviend méritelnd mnozina a 2 C R”" je ote-
viend mnoZina, B C £2. Necht F: 2 — R" je prosté reguldrni zobrazeni
s jakobidnem J takové, Ze F(uy,us,...,u,) = [g1(u), g2m), ..., g.(w)] pro
kazdé u = [ui,us,...,u,] € B. Oznacme A = F(B) a predpokladejme,ze
funkce f: A — R je spojita.

Pak plati vztah

/.../f(x)dxldx2...dxn:
A

(3.17)
= /---/f(gl(u),gz(u),--- 8| J (w)|duyduy ... du,y,.
B
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Véta 3.31. Necht By € B C R", kde B je oteviend mnoZina, B je méritelnd
mnozina a plati m,(B ~ B;) = 0.

Bud'F spojité diferencovatelné zobrazeni B do R", které je reguldarni a prosté
v By. Oznacme A = F(B), Ay = F(By). Predpokladejme, e mnoZina A je
mévitelnd a plati m,(A ~ Ay) = 0.

Bud’ funkce f ohranicend na mnoZiné A a spojitd na mnoziné A,. Necht
funkce, kterda kazdému u € B prirazuje hodnotu f(g1(u), g2(u), ..., g.(w))|J (u)|,
Jje ohranicend.

Pak plati vztah (3.17), tj.

/---/f(x)dxldxz---dx,,z
A

:/-.~/f(g1(u),g2(u),...,gn(u))|J(u)|du1du2 - duy,.
B

3.3.1. Nékteré bézné typy transformaci n-rozmérného integralu

Uvedme, podobné jako u dvojného a trojného integrdlu, nékteré béZné uZzi-

vané transformace x; = gy (u1, Uz, ..., uy), X2 = go(U1, Up, oo, Uy)y ..., Xy =
= g,(uy, uy, ..., u,) n-rozmérného integrilu.
Posunuti

Posunuti (translace) je dano rovnicemi

X1=ui+ay, xo=ur+a, ..., x, =u, +a,, (3.18)
kde ay, a, ..., a, jsou konstanty. Jakobidn této transformace je J = 1.
Dilatace
Dilatace (ve specidlnim ptipadé a; > 0,a; > 0, ..., a, > 0 zména méritek na

souradnicovych osdch) je ddna rovnicemi
X1 =ajuy, Xp =dyis, ..., X, = dyli, (3.19)

kde ay, as, ..., a, jsou nenulové konstanty. Pro jakobidn tohoto zobrazeni plati
J@uy,up, .. up) =araz---ay.
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Transformace do sférickych souradnic

Transformace do sférickych souradnic o, ¢, 91, U2, ..., U,_o (pouZzivd se téZ na-
zev hypersférické souradnice), kde n = 2 (pro n = 2 jde o poldrni soufadnice),
je dana vztahy

X] = pcos@sint sint, --- sinth,_4sinv,_3sin ¥, _,,

Xy = o singsin ¥ sind;, - - - sint,_4 sin ¥, _3 sin ¥, _,,

X3 =0 cos ¥y sinth --- sinv,_4 sin¥,_3 sin v, _,,

X4 =0 cos ¥y - - sinth,_4 Sin¥,_3 sin ¥,,_»,
(3.20)

Xp—2 =0 COS U, _4 Sin 1,3 sin ¥, _»,

Xp—1 =0 cos ¥,_3 sint,_»,

X, =0 cos ¥,_>.

Oznaéme J, = J,(0, ¢, V1, D2, ..., ¥,—2) jakobidn transformace (3.20). Pak,
znaci-li gy, g5, ..., g, pravé strany ve vztazich (3.20) (horni index n znamena,
Ze jde o transformaci v R"), mdme

8l 8l 8wy - 8wy Sl
n n n n n

820 82p &, - 82w, 8219,

o=\ : : : Co. (3.21)
83—1@ gZ—u(p gZ—l\ﬁl s 82—1\19",3 gZ—lmn,z

g’}:lllQ g;lll(p g;;llﬁ] e g’}”:mn—.? g’}::lﬂn—Z
Plati g = g/ 'sin®, 5, k = 1,...,n — 1. Oznaéme je3t& A%, h%, ..., h"
pravé strany ve vztazich (3.20) bez proménné o, tj. gf = oh}, k =1, ..., n.

Vypocteme-li vSechny parcidlni derivace vystupujici v determinantu (3.21), vi-
dime, Ze z druhého az (n — 1)-niho sloupce lze vytknout sin®,_, a z n-té¢ho
sloupce 1ze vytknout . Dale vyndsobime prvni sloupec determinantu J, funkci
sint,_, a pri¢teme k nému posledni sloupec vynasobeny cos #,_,. Postupné
dostaneme

g’f‘;l sin ¥, gﬁ;l sin 9,2 gﬁ;ll sind,—2 ... gi‘lj,’l,% sind,—2 gt 'cos 9,2
g’zlfgl sin ¥, _» g’zll;l sin ¥, _» ggljll sin ¥,_» .. g’zllj,’lH sin ¥,_» gg'” cos o

Jon = : : : . : : =
g,’::ll‘g sin ) g:::]l‘(p sin Y2 g;::llwl sin Y2 e g::llh?n,3 sin ) g::ll cos ¥y—2

cost,_o 0 0 ... 0 —osindy,_»
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n—1 _: n—1 n—1 n—1 n—1
h™ sindy, 8le 81w, 8119 hi™" cos¥y—2
n—1 _: n—1 n—1 n—1 n—1
hy ™ sindy, o e 89, . 8219, h5™" cos ¥y—2
=osin" 2 9,y : : : . : : _
hn—l sin® n—1 n—1 n—1 hn—l cos ¥
n—1 =2 8u—1lp Sn—1y - Sn—119,_s n—1 n—2
cos 2 0 0 ... 0 —sind,_»
—12 2 —1 —1 —1 -1
K7 (sin® 9, + cos® ¥,-2) g?lw gﬁ],l .. g’llm,,,3 h{ ™ cos 9,
—12 2 —1 —1 —1 -1
hy~ (sin” 92 + cos” ¥, _2) gé‘lw gglﬁl .. g’zlm,,,g hy ™" cos 9,2
=osin" 9,0 : : : . : : =
—12 2 -1 -1 -1 -1
hy—y (sin” 9,3 + cos” ¥, _2) g,’l'_”w g:zl—lh}l .. gﬁ_”é,”i3 hyZ1 cos 9,2
0 0 0 . 0 —sin ¥y,
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
Sl Sl Ste o St M costao
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 .
8l 8 San o 8wy S COSUn2
=osin" 9, | : : : : = —osin" 2 Oy Ju_1.
n—1 n—1 hn—l n—1 hn—] cos I
gnfl\g gll*”(p n—1|9 e gn71|13,,,3 n—1 n—2
0 0 0 ... 0 —sin,_»

Opakovanym uZitim tohoto vysledku postupné plyne

Jo = —0sin" 2 0, sy = 0*sin" 0, _38in" 20y odp s = =

= (=1)" 20" 2sin ¥ sin® B - - - Sin" 2 0, Jo.

Protoze
__|cosgp  —psing|
27 Ising  opcosg|
a (—1)"2 = (—=1)", dostdvame
J, = (=1D)"0" sin 9 sin? ¥, - - - sin" 2 9, . (3.22)

Snadno lze ovéfit, ze
2 2 2 2
xXp+x3+---+x,;, =0".

Pfitom soufadnice o je nezdpornd, thel ¢ obvykle volime z intervalu délky
2m a thly ¢; (j = 1,2,...,n — 2) jsou obvykle z intervalu (0, ). Zobra-
zeni dané vztahy (3.20) zobrazi takovou mnoZinu na cely prostor R" a je prosté
a reguldrni na jejim vnitiku — viz cviceni 2 k této kapitole. Geometricky lze
vzorce (3.20) interpretovat nésledujicim zptisobem: Hodnota ¢ je vzdalenost
bodu x = [x1, x2, ..., x,] od pocatku, tj. o = \/)cl2 —I—x22 + .. +x3. Pro kolmy
pramét bodu x na soufadnicovou osu x, plati x, = o cos ¥,_,, kde 9,,_, je thel,
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ktery svira privodic¢ bodu x, tj. vektor ur¢eny pocatkem a bodem x, s kladnym
smérem osy x,. Oznaéme x!!! kolmy priimét bodu x do prostoru x, = 0, tj. do
podprostoru R” uréeného soutfadnicemi xi, x, ..., x,—;. Pro ,,délku* g prtivo-
di¢e bodu x!!! plati o1 = o sin,_,. Kolmy primét bodu x!"! do soufadnicové
0osy x,—1 je tedy x,_; = 01cosv,_3 = ocosv,_3sint,_,, kde ¥,_3 je thel,
ktery svird privodi¢ bodu x!" s kladnym smérem soufadnicové osy x,_;. Nyni
bod x!" kolmo promitneme do podprostoru proménnych x;, x5, ..., x,_» a jeho
priimét ozna¢ime x?!. Timto zptisobem postupujeme dile, aZ po kone¢ném poctu
krokd ziskdme vSechny rovnosti v (3.20). Transformace do sférickych soufadnic
se u n-rozmérného integrdlu pouZzivd hlavné v piipadé, kdy integracni obor je
n-rozmérnd koule nebo jeji vhodnd ¢4st.

Piiklad 3.32. Vypoctéte / e / (xf +x3 4+ +x2)" dxidx, ... dx,, kde
%

V={lx,x,....,5]€R:x}+x3 4+ +x2 < R*}, pfiemz R > 0, 0 = 0

jsou konstanty a n = 2 je dané celé &islo.

Reseni. Predpoklddejme, Ze n = 3 a pouZijme transformaci do sférickych sou-
fadnic (3.20). Mnozina V touto transformaci pfejde v mnoZinu V*, kterd je
vymezena ndsledujicimi nerovnostmi:

0= o =R,
05 ¢ <2m,
0§I9n,2§ﬂ7.

Pro absolutni hodnotu jakobidnu zvolené transformace plati
|J| = 0" 'sin 9 sin? ¥, - - - sin" 2 9,_s.

Aplikaci véty 3.31 a Fubiniovy véty dostdvame
/---/(xlz+x§+---+x2)a dx;dx, ... dx, =
v

= / .- /Q2“+"_1 sin 9 sin® ¥ - - - sin" 2 9, _» do dp d¥, - - - AV, =
V*

R 21 b b4
:/ {/ {/ </ 0% sin 9, sin® ¥, - - - sin" 2 9,5 X
0 0 0 0
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X dl?]) s dl?,l_2:| dgﬂ} dQ =

R 21 T T
= / o™ 1dp - / dg - / sin 9, do; - - - / sin"2do,_,.  (3.23)
0 0 0 0

Uzitim rekurentniho vzorce

T k—1 T
/ siff9dy = —— [ sinf 29 dv,
0 k 0

ktery plati (viz pozn. 3.33) pro kazdé k € N, k = 2, snadno zjistime, Ze

T k—1 k-3 2 T
/ siff9dy = ——. —— ... 2. / sin® do =
0 3 Jo

Kk k=2
(k— D! . (k— D! o
= T[_ cos ], = ZT pro k liché
a
o k—1 k-3 1 T k-1 .
sin"9dy = ——+ —— ... —. dd=m—-—"— pro k sudé.
0 k k—2 2 Jo k!

Pfitom k!! definujeme vztahem k! = k- (k —2) - (k —4)---3 -1, je-li k = 3
liché, a vztahem k!! = k- (k—2)-(k—4)---4-2, je-li k = 2 sudé; ddle klademe
0" =1, 1! = 1. PoloZime-li y, = 7 pro n sudé a y,, = 2 pro n liché, dostdvame
dosazenim do (3.23)

/.../(xlz—|-x22—|—---—|—x3)a dx;dx; ... dx, =
Vv

— . R.[¢]2ﬂ.2.nl.22.n3'1.24‘2...), (n =D _
2a+nl, 2 73 4.2 75.3 (-2
2a+n . . _ —
_ Rl sy 1 2 3 42 = =3
20 +n 2 3 4.2 5.3 (=3I (n-2!
20+n
R i) 18]

Pfitom |x| znali celou Cdst Cisla x. Snadno se ovéfi, Ze vysledek plati i pro
n = 2. Podrobnéji viz ptiklad 4.7 v kapitole 4. A
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Poznamka 3.33. Pri vypoctu integrdlu v pfedchazejicim ptikladu byl uZzit reku-
rentni vzorec pro integrél z k-t€ mocniny funkce sinus. Tento vzorec se snadno
odvodi metodou per partes. Ozna¢me [; = foﬁ sin®  di¥, kde k € N, k > 2. Pak

u=-sin*"19 u' =k —1)sinf 29 cos v
v =sin?d v=—cost

'
Ik:/ sinf 9 do =
0

LY
= [- sin*~! 9 cos 19]3 + (k — 1)/ sin* =2 9 cos? ¥ 9 =
. 0
= (k— 1)/ sinf 2 9 (1 — sin® 9) d9 =
0

= (k — 1)</n sinf 2 9 do — /n sin” ﬁdﬂ) = (k — D(Ix—2 — Ip).
0 0

Odtud dostavame kI, = (k — 1)I;_,, takze I, = %Ik,z, coZ je dokazovany
rekurentni vzorec. V§imnéte si, Ze stejny vzorec zlistava v platnosti, kdyZ funkci
sinus nahradime funkci kosinus, nebo kdyz horni mez nahradime libovolnym
z Cisel /2, 31/2, 2m.

Priklad 3.34. Vypoctéte integral

/ { [ axayazau.

jeli V=Alx,y,z,ul e R*: X2+ y> < 224+ u? < 1},

Re§eni. S ohledem na oblast integrace pouZijeme transformace do novych pro-
ménnych o, ¢, r, ¥, které jsou s plivodnimi proménnymi vdzany vztahy

X = pcosg, z =rcosv,

y =psing, u =rsind.

Jde vlastné o par poldrnich soufadnic v rovindch xy a zu. Jakobidn této trans-
formace je

cosp —posing 0 0
__|sing ©COS @ 0 0 _
/= 0 0 cos® —rsino | 9"
0 0 sin ¢ rcos ¥

Podminky vymezujici mnoZinu V se v novych soufadnicich vyjadii nerovnostmi
02 < r? < 1. NapiSeme-li odpovidajici mnoZinu V* ve tvaru elementdrni mno-
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Ziny, mame

0=¢=2m,

09 <2,
V*.

0sr=s,

0so=r,

pricemz transformace je na vnittku mnoZiny V* prostd a reguldrni. Ozna¢me
M= {lo.rleR*:0=r =<1, 0= <r}. Uztim véty 3.31 a Fubiniovy véty
dostavame

////dxdydzdu:////Qrdgdgodrdz?:
v v
27 27 27 27
=/ {/ (//Qrdgdr)dl?}dwz/ d(p-/ dﬂ-//grdgdr:
0 0 0 0
M M
1 r 1 Q2 r
:27[-271-/(/ Qrdg)dr=4n2/r[] dr =
0 0 0 2 Jo
2

1.3 471
= 47[2/ = dr =212 [r] =2%’.
0o 2 41,

3.4. Diikaz véty o transformaci n-rozmérného integralu

=

2 A

Cilem tohoto oddilu je dokazat véty 3.30 a 3.31. Dikazy téchto tvrzeni jsou technicky
pomérné narocné a rozsdhlé. Rozélenime je proto do nékolika pomocnych tvrzeni. Hlavni
kroky dikazu budou tyto:

e Najdeme vzorec pro jakobidn sloZzeného zobrazeni (lemma 3.35).

e Odvodime nékteré vlastnosti prostych regularnich zobrazeni. Zejména ukdZeme, jak
zobrazuji vnitini a hrani¢ni body (Ilemma 3.39), Ze obrazem mnoZiny nulové miry je
opét mnoZina nulové miry a Ze obrazem kompaktni méfitelné mnoZiny je méfitelnd
mnoZzina (lemma 3.43).

e UkdZeme, 7e regularni zobrazeni je mozné lokdln¢€ vyjadfit jako sloZeni dvou regu-
larnich zobrazeni s jistymi specidlnimi vlastnostmi (lemma 3.44).

e Dokazeme, Ze jestliZze vzorec (3.17) plati pro mnohorozmérné intervaly, plati pro
libovolné kompaktni méfitelné mnoZiny v prostoru téZe dimenze (lemma 3.46).

e Indukcf vzhledem k dimenzi dokdZeme (s vyuzitim pfedchozich dvou bodt a Fubini-
ovy véty) platnost vzorce (3.17) pro intervaly libovolné dimenze (lemma 3.49).

e Z ptedchozich dvou bodd dostaneme dikaz véty 3.30.
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e Pomoci véty 3.30 dokdZeme jistym aproximacnim postupem vétu 3.31.

Aby se princip dikazt neztratil v komplikovaném oznaéeni, provedeme vétSinu
z nich pro n = 2 nebo n = 3. Pfeneseni na pfipad obecné dimenze n je bez komplikaci.

Lemma 3.35. Nechr $21, §2, C R" jsou oteviené mnoZinya F: 21 — §22, G: §25 — R”
Jsou spojité diferencovatelnd zobrazeni s jakobiany Jr a Jg. Pak pro jakobidn slozeného
zobrazeni G o F plati Jgor(x) = Jg(F(x))Jr(x) pro kaZdé x € $2y.

Diikaz. Dokéazeme pro n = 2. Nechf F(x1, x2) = [fi1(x1, x2), fa(x1, x2)1, G(y1, y2) =
=[g1(y1, ¥2), &2(y1, ¥2)] a H(x1, x2) = [h1(x1, x2), ha(x1, x2)], kde H = G o F. Pak

H(x1,x2) = [g1(f1(x1,%2), fa(x1, x2)), g2(f1(x1, x2), falx1, x2))].

Ozna¢me po fadé

- (fm f1|X2>’ Mg — <8l|y. g1|y2>, My — (Zlm Zuxz)
P 820y &2y 2 M2y,
matice parcidlnich derivaci zobrazeni F', G a H. Nechf y = F(x). Podle vzorce pro deri-
vaci slozené funkce dvou proménnych plati hjjx; (x) = &ijy, (V) f1)x; (X)+&ily, (V) f21x; (X)),
i, j € {l,2}. Odtud plyne, Ze My(x) = Mg(y) - Mp(x), kde - zna¢i ndsobeni matic.
Z definice jakobidnu zobrazeni a Cauchyovy véty o determinantu soucinu dvou matic
dostdvame tvrzeni. O

Lemma 3.36. Nechf 2 C R” je oteviend mnoZina a F: 2 — R" je reguldrni zobrazeni.
Pak k libovolnému bodu x € S2 existuje oteviend mnoZina U C 2, x € U, takovd, Ze:

i) Zobrazeni F je prosté na U.
ii) MnoZina F(U) je oteviend.
iii) Inverzni zobrazeni k restrikci F|;, které je definované na mnoZiné F(U), je spojité
diferencovatelné.

Diikaz. Dokédzeme pro n = 2. Nechf F(x, y) = [f1(x, y), f2(x, ¥)] = [u, v]. Uvazujme
zobrazeni G: 2 x RZ — R? dané rovnosti

G(x,y,u,v) =[gi(x,y,u,v), g2(x, y,u, V)] = [f1(x, y) —u, falx,y) —v]

nebo strun&ji G(z, w) = F(z) — w, poloZime-li [x, y] = z a [u, v] = w. Oznalme Jr
jakobidn zobrazeni F. Necht zg € 2 a F(z9) = wyp. ProtoZe je zobrazeni F regularni,
je Jr(zo) # 0, tedy matice

o — (gl|x g1|y> _ (fux f1|y)
.= =
gl &Iy Jax fay
je reguldrni v bod€ zg. Pritom G (zgp, wo) = [0, 0]. Podle véty o implicitni funkci — viz

[5, str. 103] nebo [26, str. 211] — existuji okoli &' (zg), ' (wo) a spojité diferencovatelné
zobrazeni H: O(wg) — O(z0), H = [hy, ha], takové, Ze O(z9) x O(wg) C 2 x R?,
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G(H(w), w) = [0, 0] pro kazdé w € O (wp) a pritom pro kazdé w € O (wyp) je H(w)
jediny bod z v 0(z), pro néjZ plati G(z, w) = [0, 0], tj. F(z) = w.

Oznatme V = F~1(O(wo)) = {[x,y] € 2 : F(x,y) € O(wp)} tplny vzor okoli
O(wg) v zobrazeni F a polozme U = V N O(zp). ProtoZze zobrazeni F je spojité
diferencovatelné, a tudiz i spojité, je V oteviend mnoZina obsahujici vzhledem k rovnosti
F(z0) = wo bod zo. Tedy mnoZina U je rovnéZ oteviend a zg € U.

Z vlastnosti zobrazeni H odvodime, ze F(U) = O(wg) a H(CO(wg)) = U, ze
restrikce F|;; je prostd a Ze H = (F|U)’1. Protoze U C V, je F(U) € O(wp). Bud
w € O(wop) libovolny bod. Pak H(w) € O(z09) a G(H(w), w) = [0, 0], tj. F(H(w)) =
= w. To znamend, Ze H(w) € V, atedy H(w) € U, tj. H(O(wp)) € U. Tudiz F|; je
surjekce U na &(wyp). Déle bud z; € U libovolny bod. Ozna¢me w; = F(z;). Plati, Ze
71 je feSenim rovnice G(z, wy) = [0, 0], pfiCemz [z, w1] € O(z9) x O(wg). To viak
znamend, ze 7| = H(w1), tj. H(F(z1)) = z1, takZe H je surjekce &(wp) na U. ProtoZe
FlyoH =id na 0(wo) a H o F|; =id na U, je F|; prosté zobrazeni, tedy bijekce
U na O(wp) a H je zobrazeni k nému inverzni.

Zejména je F(U) = O(wp), tj. mnozina F(U) je oteviend, a zobrazeni (F|U)_1 =
= H je spojité diferencovatelné na F(U) = & (wy). O

Zobrazeni, které je prosté a reguldrni na oteviené mnoZiné€ a takové, Ze inverzni zob-
razeni F~! je spojité, se nazyva difeomorfismus neboli difeomorfni zobrazeni. Predchozi
lemma fik4, Ze reguldrni zobrazeni je tzv. lokdlné difeomorfni. Je-li dokonce prosté, je
difeomorfni.

Disledek 3.37. Je-li zobrazeni F reguldrni na oteviené mnoziné S2, je mnoZina F(£2)
oteviend.

Diikaz. 7 lemmatu 3.36, tvrzeni ii) vyplyva, Ze kaZzdy bod mnoZiny F (£§2) je vnitini. [

V pripadé€ prostého zobrazeni tvrzeni pfedchoziho disledku plati i za predpokladu
pouhé spojitosti (tzv. Brouwerova' véta o invariantnosti oblasti). Diikaz je vsak daleko

obtizné&jsi (pfimy dtikaz napt. [12, str. 265]; obvykle se dokazuje prostiedky algebraické
topologie, napt. [4, str. 100]).

Dusledek 3.38. Je-li zobrazeni F prosté a spojité diferencovatelné na oteviené mno-
%iné B a inverzni zobrazeni F~V je rovné% spojité diferencovatelné, jsou F i F~! dife-
omorfni zobrazeni. Zejména, je-li F difeomorfismus, je F~' také difeomorfismus.

Diikaz. Podle predpoklad existuje oteviend mnoZina C 2 F(B) a zobrazeni G, které je
spojité diferencovatelné na C a takové, ze G|F(B) = F~L Plati GoF = F~loF = idpg,
kde idp je identické zobrazeni na B, majici konstantni jakobidn rovny jedné. Z lem-
matu 3.35 vyplyvd, Ze pro kazdé x € B plati J(x)Jp-1(F(x)) = 1, tedy jakobidn J

ILuitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966) (¢ti brauer) — holandsky matematik. Autor
vyznamnych vysledkti z pocatkt vzniku topologie. Zakladatel matematického intuicionismu.
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je nenulovy na B a jakobidn Jp-1 je nenulovy na F(B). Podle disledku 3.37 je mno-
7ina F(B) oteviend. Ob& zobrazeni F i F~! jsou reguldrni na otevienych mnoZinich,
tedy jsou to i difeomorfismy.

Je-li F difeomorfni zobrazeni, plyne z lemmatu 3.36, Ze F~! je spojité diferenco-
vatelné, takZe podle prvni ¢asti diikazu je rovnéz difeomorfni. O

Lemma 3.39. Necht F: 2 — R" je prosté a reguldrni zobrazeni na oteviené mnoZziné
2 C R"™. Nechf mnoZina A je i se svym uzdvérem obsaZena v $2. Pak pro jeji hranici
plati F(h(A)) C h(F(A)). Je-li mnoZina A omezend, je dokonce F(h(A)) = h(F(A)).

Diikaz. Nechf xo € h(A) a yo = F(xgp). Bud (yg) libovolné okoli. Zobrazeni F je
spojité, tedy existuje okoli &'(xg) takové, Ze F (O (xp)) S O(yp). JelikoZ xq je hrani¢ni
bod A, existuji body x1, xp € O(xg) takové, 7Ze x; € A a x; ¢ A. Pak F(x1) € F(A)
a F(xp) ¢ F(A) (protoze zobrazeni F je prosté). Z F(x1), F(x3) € O(yp) proto plyne
Yo € h(F(A)), tj. F(h(A)) S h(F(A)). B

Nechf je nyni mnoZina A omezend. Potom je jeji uzavér A C §2 kompaktni. Bud’
yo € h(F(A)) libovolny bod. Pak existuje posloupnost {y,}>°, C F(A) takovd, Ze

lim y, = yo. Nechf F(x,) = y,, kde x, € A, n € N. ProtoZe je mnoZina A kompaktni,
n—oo

existuje vybrand posloupnost {x,, }2, takova, Ze klim Xp, = X0 € A. Ze spojitosti F
— 00
vyplyvd, Ze F(xo) = lim F(x,) = lim y,,, tedy F(xg) = yo. Pfipustme, Ze xo je
k—o00 k—o00
vnitfni bod A. Pak existuje okoli &'(xg) takové, Ze &(xp) C A. Podle disledku 3.37
je mnozina F(0(xp)) oteviend, obsahuje bod yg a lezi v F(A). TudiZ yg je vnitini
bod F(A), coZ je spor. Proto xo € h(A), takZze h(F(A)) € F(h(A)). Odtud a z prvni
¢asti dikazu jiZz plyne dokazovand rovnost. O

Bez predpokladu omezenosti mnoZiny A nemusi v pfedchozi v&t€ nastat rovnost
F(h(A)) = h(F(A)). Zvolme napt. n = 1, A= 2 =R a F = arctg. Pak h(A) =0 =
= F(h(A)), kdezto F(A) = (—n/2, n/2), tedy h(F(A)) = {£m/2}.

Rekneme, 7e zobrazeni F: A — R", kde A C R”, splituje Lipschitzovu podminku
neboli je lipschitzovské, jestlize existuje konstanta o > 0 takovd, Ze pro kazdd x,y € A
plati o(F(x), F(y)) < ap(x, y); pfitom ¢ znali eukleidovskou metriku v R"”. Kazdé
lipschitzovské zobrazeni je zfejmé spojité.

Lemma 3.40. Necht A C R" je omezend mnoZina a F: A — R" je lipschitzovské
zobrazeni s konstantou o. Budte Ry, Ry takové dva n-rozmérné uzaviené a ohranicené
intervaly, Ze A C Ry a F(A) C Ry. Pak plati

f~~~fXF(A)(x1,...,xn)dx1~-~dx,, §a"2"n"/2f---fXA(x1,...,x,,)dxl coodxy,.
Ry R

Diikaz. Poznamenejme nejprve, Ze z omezenosti mnoZiny A a lipschitzovskosti zobra-
zeni F plyne omezenost F (A), takZe interval obsahujici tuto mnoZinu skute¢né existuje.

Dokazeme pro n = 2. Zvolme za R ¢tverec o stran€ délky a > 0. Oznacme D,, jeho
d&leni na m? stejnych &tverci o délkach stran a/m, m € N. Pak v(D,,) = a~/2 / m. Necht
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My, ..., My, k< m2, jsou dilky dé€lenf D,,, které maji neprazdny prinik s A. Uvazujme
funkci x, na obdélniku Ry. Plati S(Dy, x,) = ma(My) + -+ + ma(My) = ka®/m>.
Necht 1 = j < k je libovolné. Potom pro kazdou dvojici x,y € M; je o(x,y) =
< v(Dp), takze o(F(x), F(y)) < av(Dy). Tedy obraz F(M;) je podmnoZinou néja-
kého kruhu K; o poloméru av(Dy,) a ten je podmnoZinou Ctverce C; o délce strany
2av(Dy,). Vyberme za R, obdélnik obsahujici vSechny Ctverce C;, j =1,..., k. Plati

F(A)CUF(M)CU i=C,
j=1 Jj=1
tudiZ na R; je

k
XF(A)gXC:maX{XCj:j:17“.’k}§ ZXC

Odtud podle cviceni 4 ke kapitole 1 dostaneme

_ k
S Xy @ dxdy £ 30 [] xe, (x, y) dady = E JI xe, (x, y)dxdy =
Ry J=1R, J=1R,
k
= > my(C)) = k- 4>V} (Dy) = k - 8a%a®/m? =
j=1
= 8a>S(Dm, x,)-

Limitnim pfechodem pro m — oo vyjde podle véty 1.10, Ze fj XF( A)(x, y)dxdy <

< 8a? f | x4(x, y)dxdy. Podle cvi¢eni 3 ke kapitole 1 dokazany odhad nezéleZ{ na
konkretm volbé obdélniki R a R». O

Dusledek 3.41. Necht A C R" je méritelnd mnoZina nulové miry a F: A — R”" je
lipschitzovské zobrazeni. Pak mnoZina F(A) je rovnéZ méritelnd a ma miru nula.

Diikaz. Nechf kvadry Ry, R, maji stejny vyznam jako v lemmatu 3.40. Oznaéme x =
= [x1,...,x,], dx = dx;---dx,. Podle pfedpokladu je m(A) = [--- [ x,(x)dx =
= [+ [ x4(x)dx = 0. ProtoZe funkce XF(a) J& nezdpornd, je Ry

Ry
0< f---fo(A)(x)dx < f---fXF(A)(x)dx.
R Ry

Z lemmatu 3.40 plyne, Ze ’

f"'fXF(A)(x)dx = f XF(A)(x)dx =0.
Ry Ry

TudiZ funkce x4, je integrovatelnd na Ry a [ Xpy @) dx =0=m(F(4)). O
Ry

Lemma 3.42. Nechf M je n-rozmérny interval a F: M — R" je zobrazeni, jehoZ slozky
maji ohranicené parcidlni derivace na M. Pak je F lipschitzovské zobrazeni.
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Diikaz. Dokézeme pro n = 2. Nechf F = [ f1, f2]. Podle predpokladu existuje konstanta
K > 0 takovd, Ze | fjx(x, V)| = K, | fjjy(x, )| = K, j = 1,2, pro kazdé [x, y] € M.
Nechf [x;, y;] € M, i = 1,2. Podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté¢ — viz [5,
str. 34] existuji Cisla & lezici mezi x1,x> a n lezici mezi y, yo takovd, Ze plati
f1Ge2, ¥2) — filxr, y1) = fix &, yD 2 — x1) + figy(x2, 1) (y2 — y1). Odtud dostaneme
| f1(x2, y2) = filx1, yDI = K(Ix2 —x11 4+ |y2 = y11) = 2Ko([x1, y1], [x2, y2]). Obdobnd
nerovnost plati pro slozku f>. Tudiz

2
2
Q*(F(x, y1), F(x2, y2)) = 32 (fj (1, y1) = £i(x2.32))” = 8K20% (L. vl [xa, y2)).
Jj=l1
Zobrazeni F je tedy lipschitzovské s konstantou @ = 2K +/2. O

Lemma 3.43. Nechf F: 2 — R”, kde 2 C R" je oteviend mnoZina, je prosté reguldrni
zobrazeni. Necht M je omezend mnoZina takovd, Ze M C $2. Pak mnoZina M je mé¥itelnd
praveé tehdy, kdy? je méritelnd mnozina F(M). Zejména, M md miru nula pravé tehdy,
kdy? F (M) md miru nula.

Diikaz. Podle lemmatu 3.39 pro hranici mnoziny M plati, Ze F(h(M)) = h(F(M)).

Predpoklddejme nejprve, Ze M je métitelnd mnoZina. Pak h(M) je kompaktni mno-
Zina a podle podle dtsledku 1.41 je m(h(M)) = 0. Ke kazdému x € h(M) najdeme
kvadr K (x) takovy, Ze x € int K(x) = L(x) C K(x) C £2. Mnoziny L(x), x € h(M),
tvofi oteviené pokryti kompaktni mnoziny h(M), takze podle Heineho-Borelova lem-
matu — viz [6, str.65] nebo [, str.50] — lze vybrat kone¢né podpokryti L(x1) az
L(xy). OznaCme M; = h(M) N K(x;), j =1, ..., k. JelikoZ mnoZina h(M) md miru
nula, plati podle véty 1.37, Ze m(M;) =0, j =1, ..., k.

ProtoZe zobrazeni F je reguldrni, maji jeho sloZky spojité parcidlni derivace, které
jsou na kompaktnich mnoZindch K (x;), j =1, ..., k, podle Weierstrassovy véty ohra-
ni¢ené. Podle lemmatu 3.42 je zobrazeni F na téchto obdélnicich lipschitzovské, a tedy
podle disledku 3.41 plati m(F(M;)) =0, j =1, ..., k. JelikoZ F(h(M)) = F(M; U
U---UMyp) = F(M)U---U F(My), plati podle véty 1.39, Ze m(F(h(M))) = 0. To
znamend, Ze rovnéZ m(h(F(M))) = 0, takZze podle disledku 1.41 je mnoZina F (M)
méfitelnd.

Ma-li M miru nula, ma nutné prazdny vnitiek, takze M C h(M). Tehdy F(M) C
C F(h(M)) = h(F(M)) a podle predchozi ¢asti ma F (M) miru nula.

Podle lemmatu 3.36 a dasledki 3.37 a 3.38 je inverzni zobrazeni F~! prosté a re-
guldrni na oteviené mnoZin€¢ F(£2). Protoze F(M) = F(M) U h(F(M)) = F(M) U
U F(h(M)) C F($2), vyplyva (zdménou F a FlaMaFM)z prvni ¢asti dikazu,
Ze méfitelnost F (M) implikuje méfitelnost M a nulovd mira F (M) implikuje nulovost
miry M. O

Lemma 3.44. Necht 2 C R”" je oteviend mnoZina a F: 2 — R" je prosté a re-
guldrni zobrazeni. Bud' x € $2 libovolny bod. Pak existuje okoli U bodu X, zobra-
zeni @: U — R" a W: ®(U) — R" a piirozené Cislo i, 1 < i < n, takové, Ze
plati:

i) Zobrazeni @ je prosté a regularni na U.
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ii) Zobrazeni ¥ je prosté a reguldrni na oteviené mnoZiné ®(U).
iii) F=Wod® naU.
iv) Zobrazeni @ : [x1,...,xy] — [Y1, ..., yu]l ma tvar

ylz(pl(‘xlf""‘xn)7
V2 =X1, Y3 =X2, .y Vi = Xi—1, i+l = Xitl, -+ Yn = Xn,

kde ¢ = f1 (f1 je prvni slozka zobrazeni F).
V) Zobrazeni W : [y1, ..., yul — [21, ..., 2n] md tvar

Z1 = Y1,
2 =92Vt +» Yn),
23 = Y31, .- o5 Yu)s

e =YV, o, V).

Diikaz. Dokédzeme pro n = 3. Nechf F: [x1, x2, x3] — [z1, 22, 23] mad sloZky

z1 = fix1, x2, x3),
22 = fa(x1, x2, x3),
73 = f3(x1, x2, x3).

Podle pfedpokladu mé zobrazeni F na £2 nenulovy jakobidn, takze J,(x) # 0. Tedy
alespori jeden z prvki fijx, (X), fijx, (X), fijx; (X), které tvoii prvni fadek, je nenulovy.
Necht napf. fi)x, (X) # 0 a pro urcitost necht fi|y, (X) > 0. Ze spojitosti derivace fiy,
vyplyvé existence kvadrového okoli U bodu X takového, Ze fiy, (x) > O pro kazdé
x € U. Zobrazeni @: [x1, x2, x3] — [y1, y2, y3] budeme definovat vztahy (viz tvr-
zeni iv) pro i = 1)

yi = fi(x1,x2,X3), y2 = X2, ¥3 = X3, [x1,x2,x3] € U.

Ukédzeme, Ze @ je prosté na U. Nechf [x, x2, x3], [X1, X2, X3] € U, [x1,x2,x3] #
# [X1, X2, x3]. Pak bud’ [x3, x3] # [X2, X3], nebo [x3, x3] = [x2, X3] a x| 7# X1. V prvnim
pripadé je ziejmé @ (x1, x2, x3) # @ (x1, X2, X3). V druhém piipade je f1(x1,x2,x3) #
# f1(x1, x2, x3), protoZe funkce f; ma pfi pevném druhém a tfetim argumentu kladnou
derivaci f1)x, na intervalu, ktery je primétem U do osy x; (U je kvadrové okoli), takZe
je vzhledem k prvnimu argumentu rostouci. Tedy opét @ (x1, x2, x3) # @ (X1, X2, X3).
Existuje tudiZ inverzni zobrazeni o1 [v1, ¥2, 3] — [x1, x2, x3], které m4 tvar

x1 = w1(y1, y2, y3), X2 =y2, X3 =y3, 1, y2, y31 € @(U).
Pritom plati ® o @~ = ide(v), zejména tedy

fi(@rOn.y2.y3). 32, 33) =v1. [y1. 2. y3] € @(U). (3.24)
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Vypocteme jakobidn Jg4 zobrazeni &:

S fie fix
Jo=| 0 1 0 = flx-
0 0 1

Jakobidn je tedy na U nenulovy (fix, > 0 na U), takZe @ je reguldrni zobrazeni. Podle
dtsledku 3.37 je mnoZina @ (U) oteviend. Dale podle lemmatu 3.36 a disledku 3.38 je
inverzni zobrazeni @ ! reguldrni na mnoZiné @ (U).

Polozme nyni ¥ = F o @~ na mnoziné & (U). Zobrazeni ¥ je sloZenim prostych
zobrazeni, takZe je rovnéZz prosté. Podle lemmatu 3.35 je reguldrni. Zfejmé plati F' =
=W o @ na U. OznaCme ¥ = [Y1, Y2, ¥3]. Vzhledem k rovnosti (3.24) plati

Y1 (1. y2. ¥3) = fi(@1(v1, 2. ¥3). 2. y3) = y1.,

coZ je tvrzeni v). Zobrazeni @ a ¥ maji vSechny pozZadované vlastnosti. O

Predchozi lemma fik4, Ze prosté regularni zobrazeni F lze lokdlné vyjadrit jako
sloZeni dvou zobrazen{ takovych, Ze prvni z nich zméni pouze jednu soufadnici a ostatn{
soufadnice ponechd, zatimco druhé ponechd zménénou souradnici a ostatni soufadnice
zméni. Tento rozklad ndm umozZni udélat indukéni krok v dikazu lemmatu 3.49.

Lemma 3.45. Nechf A, B jsou neprdzdné disjunktni podmnoZiny R", A je kompaktni
a B je uzaviend. Pak jejich vzddlenost d = inf{o(x,y) : x € A, y € B} je kladnd
(0 znaci eukleidovskou metriku na R™).

Diikaz. 7 definice infima plyne, Ze pro kazdé n € N existuji x, € Aay, € Btak,7ed <
< 0(xn, yn) < d+1/n. ProtoZe {x,} C A, je posloupnost {x, } ohrani¢end. Necht L; > 0
je takovd konstanta, Ze 0(O, x,) < L, pro libovolné n € N (O je poéitek soufadnicové
soustavy). Z trojihelnikové nerovnosti dostaneme pro kazdé n, ze 0(O, y,) < 0(0, xp)+
+ o0, yn) S Li+d+1= Ly Oznatme K = {x € R" : 0(0,x) < L3} kouli se
sttedem v pocatku soufadnic O a polomérem L, a poloZme C = BN K. MnoZina C je
omezend a uzaviend, coZ zaruCuje v R” jeji kompaktnost, a {y,} € C.

Podle definice kompaktni mnoZiny (napf. [6, str.33]) 1ze z posloupnosti {x,} vy-
brat konvergentni podposloupnost {x,, }. Podobné lze z posloupnosti {y,,} vybrat kon-
vergentni podposloupnost {y"k,}- Necht Xny, = X0, Yn;, —> Yo Pro | — oo. ProtoZe
mnoZziny A, C jsou uzaviené, plati xo € A, yo € C C B. Ze spojitosti metriky o
vyplyvd, Ze Q(xnk], y,,kl) — 0(x0,Y0) pro [ — oo, a tedy vzhledem k tomu, Ze
o(xn, yn) — d pro n — oo, plati d = o(xp, yo). Protoze AN B = @, je xo # Yo,
takZze d = o(xg, yo) > 0. O

Pfipomenime, Ze v oddilu 2.3 jsme pro x = [x1, ..., x,] zavedli zkracené oznaceni
dx =dxp---dx,.
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Lemma 3.46. Necht 2 C R” je oteviend mnozina a F: 2 — R" je prosté a reguldrni
zobrazeni. Necht pro kaidy uzavieny interval M C $2 a kaZdou funkci f spojitou
na F(M) plati
[ [ FOdy = [ [ FIF@]- [Jp()]dx, (3.25)
F(M) M
kde JF je jakobidn zobrazeni F.
Pak pro libovolnou uzavienou méritelnou mnoZinu A C §2 a libovolnou funkci f
spojitou na F(A) plati

S fdy = [ [ fIFG)1- [Jp(x)]dx. (3.26)
A

F(A)

Diikaz. Dokazeme pro n = 2.

1) Predpoklddejme nejprve, Z2e A = M U --- U My, kde M;, j = 1, ..., k, jsou
obdélniky, pfiCemz zddné dva rtizné z nich nemaji spolecné vnitfni body, tedy plati
m(M; N M;) = 0 pro i # j. Podle lemmatu 3.43 jsou mnoziny A, My, ..., My
méfitelné a m(F(M;) N F(M;)) = m(F(M; N M;)) =0 pro i # j. Pfitom F(A) =
=FMp)U---UF(Mjy). Je-li f funkce spojitd na F(A), podle pfedpokladu (3.25)
a véty 1.50, ¢éast c) plati

k
[[ fOry)dydys =3 [[ fOr.y2)dyidy, =

F(A) J=1F(M;))

k
= > [[ FIF(x1,x2)] - [Jp(x1, x2)| dxidxs =

j=1 M;
= [ fIF(x1,x2)]- [Jr(x1, x2)| dxidxs.
A

TudiZ rovnost (3.26) plati pro mnoZiny, které jsou sjednocenim kone¢né mnoha ob-
délnikd majicich po dvou disjunktni vnitiky.

2) Necht nyni A C £2 je libovolnd neprazdnd uzaviena méfitelnd mnoZina a R 2 A je
obdélnik. Pak funkce x, je integrovatelnd na R. Podle lemmatu 1.9 k libovolnému
e > 0 existuje déleni D obdélniku R takové, Ze S(D, x4) —s(D, x,) < ¢. Pfitom lze
predpokladat, Ze norma v(D) je libovoln€ mal4, protoZe zjemnénim déleni D se doln{
soucty nezmens{ a horni soucty se nezvétsi, takZe uvedend nerovnost bude platit i pro
kazdé zjemnéni dé€leni D. Oznacme M sjednoceni vSech dilkil déleni D, které jsou
podmnoZinami A, a N sjednoceni vsech dilki déleni D, které maji neprazdny prinik
s A.Plati M € A C N (srovnejte cviceni 15 ke kapitole 1). ProtoZze A C §2, je rovnéZ
M C . Jeli 2 =R?, jei N € £2. Pokud je 2 # R2, nemusi predchozi inkluze
platit. V tom piipadé je podle lemmatu 3.45 vzdilenost d kompaktni mnoZiny A
a neprazdné uzaviené mnoziny R? \ £2 kladnd, protoZe tyto mnoZiny jsou disjunktni.
Zvolme déleni D tak, aby v(D) < d. Potom jeho dilky, které maji neprazdny prinik
s A, nemohou mit spole¢né body s R? \ £2, takZe jsou podmnozinami 2. Bude
tedy platit M € A € N C §£2. Z definice dolniho a horniho souctu plyne, Ze
m(N) —m(M) = S(D, x,) —s(D, x,) <é&.
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3) Podle ptedchozi ¢ésti k Cislu ¢ = 1 existuje déleni D takové, Ze pro sestrojené
mnoZiny My, Ny plai M1 € A € N; C §2. Jakobidn Jr je spojitd funkce na
kompaktni mnoZiné Ni, tedy podle Weierstrassovy véty existuje konstanta K > 0
takovd, Ze |Jr(x1, x2)| £ K pro kazdé [x1, xp] € Nj.

Bud ¢ > 0 libovolné ¢islo. K Cislu ¢/K > 0 existuje podle druhé casti dikazu
déleni D a z néj sestrojené mnoZiny M C A C N C §2 takové, Ze m(N) — m(M) <
< ¢/K. Pfitom lze pfedpoklddat, Ze déleni D je zjemnénim déleni D, takZe bude
platit M| € M € A C N € N C £2. Odtud mdme F(M) € F(A) € F(N),
pfi¢emz tyto mnozZiny jsou podle lemmatu 3.43 méfitelné.

MnoZiny M a N jsou sjednocenim kone¢né mnoha obdélnikd, majicich po dvou
disjunktni vnittky. TudiZ podle prvni ¢asti dikazu a vztahu (3.26), v némzZ zvolime
f(1, y2) = 1 pro kazdé [y, y2] € N, dostaneme

m(F(N)) —m(F(M)) = [[ dyidy, — [[ dyidy, =
F(N) F(M)
= [[ Jr(x1, x2)| dxidxs — [[ [Jp(x1, x2)| dxidxy =
N M

= [[ [Jrp(x1, x2)|dxidxy <
N~M

S Km(N~M)=K[m(N)—m(M)] <e.

Zejména tedy plati m(F(A)) — m(F(M)) £ m(F(N)) — m(F(M)) < e.

4) Necht f je funkce spojitd na F(A). ProtoZe mnoZina A je kompaktni, je rovnéZ mno-
Zina F'(A) kompaktni a podle Weierstrassovy véty existuje konstanta L > 0 takova, Ze
|f (1. y2)] < L pro kazdé [y1, y2] € F(A), a tedy | f[F(x1,x2)]- Jr(x1, x2)| £ KL
pro kazdé [x|, xp] € A. Nechf M je mnozZina z tieti ¢asti dikazu. Podle prvni ¢asti
diikazu ze vztahu (3.26) obdrZime rovnost

[] fOy2)dyidys = [[ fIF(x1, x2)] - [Jp(x1, x2)| dxiduxa.
F(M) M

Jejim pouZitim dostaneme

| [ £y dyidys — [ FIF (1, x2)] - [T (x1, x2)| doxpdoxg| =
F(A) A

=[] fOr.y) dyidys — [ f(1, y2) dydy, +
F(A) F(M)

+ [[ FIF(x1, x2)] - |JF(x1, x2)| dx1dxy —
M
— [f fIF(x1. x)] - |Jp(x1, x2)| dxdxs | <
A
S| Jf fOonydndy| + | [] FIFGrx2)] - [T, x)] dxidxe| <
F(A)NF(M) ANM
< LIm(F(A)) — m(F(M))] + KL[m(A) —m(M)] < Le + KL £ =2Le.

ProtoZe cislo ¢ > 0 bylo libovolné, musi platit rovnost (3.26). O
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V dikazu lemmatu 3.49 budeme potfebovat jistou modifikaci Fubiniovy véty. Nechf
A C R"™" je mnoZina. Pro libovolné x € R™ oznaéme A,y =1{y eR": [x,y] € A}.
Analogicky zavedeme symbol A(. y), kde y € R". MnoZiny A, ) a A(. y) jsou priméty
,fezi“ mnoZiny A afinnimi podprostory prostoru R”*" o rovnicich z; = x1, ..., zn =
= X;y T€SP. Zmt1 = Y1» «-+» Zm+n = Yn — srovnejte téZ poznamku 1.13.

Lemma 3.47. Necht A C R™" je mé¥itelnd mnoZina a f je funkce integrovatelnd
na A. Bud R (m + n)-rozmérny kompakini interval takovy, Ze A € R = M x N, kde
M CR™ a N C R" jsou kompaktni intervaly. Necht pro kazdé x € M existuje integrdl

[ [ fG,y)dy. Pak plati, Ze [« [ f(x,y)dxdy = [ [([- [ f(x,y)dy)dx.
M

Ax, A A,

Diikaz. DokdZzeme pro m = n = 1. Podle pfedpokladu je funkce x,f integrovatelna
na R. S vyuzitim Fubiniovy véty 1.14 dostaneme, Ze

[f fe,y)dxdy = [[(xu )@ vy dxdy = [( [ Hxpdy)de. (3.27)

A R M N

Pro libovolné x € M ay € Ay je (x4 f)(x,y) = (XA(X .)f)(x, y), takZe z existence

integrélu [ --- [ f(x, y)dy vyplyvd, Ze
A

S Feendy =[G, N dy =[G Ny dy = [,y dy.
A N ' N N

Dosazenim do (3.27) dostdvame tvrzeni. O]

Lemma 3.48. Nechf mnoZina A C R" je sjednocenim uzavienych nedegenerovanych
intervalii 11, . .., I,,. Pak existuji uzaviené nedegenerované intervaly Ji, ..., Jy tak, Ze
i)A=J1U.-- U
it) Intervaly J;, Jj, 1 S i < j <k, nemaji spolecné vnitini body.

iii) KaZdy interval J;, j =1, ...k, je podmnoZinou nékterého intervalu I;,
i=1,...,m.
Diikaz. Dokazeme pro n = 2. Necht I; = (a;, b;) x{c;, d;),i =1, ..., m. Oznaéme a =
=min{ay, ..., an}, b = max{by, ..., by}, c =min{cy,...,cn}, d =max{d, ..., dy,}.

Polozme M = (a, b) x (¢, d). Necht D! je déleni intervalu (a, b), které obsahuje vSechny
body a;, b; a D? je déleni intervalu (c, d), které obsahuje vSechny body c;,d;, i =
=1,...,m.Bud D = D' x D? déleni obdélniku M. Necht Ji, ..., Ji jsou viechny dilky
déleni D, které jsou podmnoZinami A. Snadno se ovéfi, Ze tyto uzaviené nedegenerované
intervaly maji poZadované vlastnosti. O

Lemma 3.49. Nechi 2 C R”" je oteviend mnozina a F: 2 — R" je prosté a reguldrni
zobrazeni. Potom pro libovolny uzavieny interval M C §2 a libovolnou funkci f spojitou
na F(M) plati rovnost (3.25).
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Diikaz. Tvrzeni dokdZeme matematickou indukci. Pfitom se staci{ omezit na nedegene-
rované intervaly. Pro degenerovany interval M tvrzeni totiZ trividlné plati, protoZe pak
m, (M) = 0 a podle lemmatu 3.43 je také m,(F(M)) = 0, takZe podle véty 1.50,
¢ast b), resp. jeji analogie pro vicerozmérné integraly, jsou integrdly na obou strandch
vztahu (3.25) rovny nule.

Pro jednorozmérné integrdly, tj. n = 1, lemma plati — viz véta 3.1.

Ptredpoklddejme nyni, Ze tvrzeni lemmatu plati pro n-rozmérné integraly, kde n je
néjaké ptirozené ¢islo. DokdZeme, Ze pak tvrzeni plati i pro (n 4 1)-rozmérné integraly.
Dtikaz provedeme pro n =2, tj. n + 1 = 3.

Nechf zobrazeni F': [x1, x2, x3] — [z1, 22, z3] je ddno rovnicemi z; = f;(x1, x2, X3),
i =1,2,3, kde [x1, x2,x3] € 2 C R3aQ,F spliiuji predpoklady dokazovaného lem-
matu.

UkéZeme nejprve (v 8 krocich), Ze pro kazdy bod x € £2 existuje okoli (%) takové,
7e pro kazdy kvadr I C €(x) a kaZdou funkci f spojitou na F (1) plati

[ff f(x)dz = ffff F(0)] - |Jp(x)|dx. (3.28)

F(I)

~

1) Bud' X € £2 libovolny bod. Podle lemmatu 3.44 existuje okoli &'(x) = U C £2, na
némz m4 zobrazeni F rozklad tvaru F = Wod,kde @: U — R3a¥: ®o(U) —» R?
jsou prostd diferencovatelnd zobrazeni, pficemz @: [x1, x2, x3] — [y1, Y2, ¥3] je
napf. tvaru y; = @1(x1, X2, x3), y2 = X2, y3 = x3 a ¥: [y1, y2, »3] = [z1, 22, 23]
je tvaru z1 = y1, 22 = ¥Y2(¥1, y2, ¥3), 23 = ¥3(¥1, y2, ¥3). Z rovnosti F = ¥ o @
a tvaru zobrazeni @ a ¥ vyplyvd, Ze ¢; = f1 na U. Pro jejich jakobidny podle
lemmatu 3.35 plati J,(x) = Jy (@ (x))Jp(x) prox € U.

2) Mnozina @ (U) je podle disledku 3.37 oteviend (v R3), tak?e mnoZina D(U)(y,-,)
je pro libovolné y; rovnéz oteviend (v R2). Pro kazdé y1, pro néz je @(U)(y,,.,.) # ¥,
definujme zobrazeni ¥y, : @(U)(y,,.,.) — R? vztahy

2 =201, y2, ¥3), 23 = ¥3(y1, ¥2. ¥3)-
Ovétime, Ze zobrazeni ¥y, je reguldrni pro kazdé y;, pro néZ je definované. Plati

1 0 0
= V25 V2 V2up5| = Ju,
Valy V3, V3l

tedy Jy, (v2,¥3) = Jy(y1,y2,y3) # O pro [y2, y3] € <l>(U)(yl - ProtoZe zobra-
zeni ¥ Je prosté na @ (U), je zobrazeni Wy, prosté na @(U)y,.,.,.

3) Bud' I} C @ (U) libovolny kvadr. Necht I} = {(cy, d1) X {c2, d2) X (C3, d3). OznaCme
I, = (ca, d2) X (c3,d3). Pak I} = (c1, d1) x I,. Podle lemmatu 3.43 je mnoZina ¥ (/)
méfitelna (v R?). Piitom z vlastnosti zobrazeni ¥ vyplyvd, Ze tato mnoZina je tvofena
pravé body [z1, 22, 23], pro néZ plati z1 € (c1, d1) a[z22, 23] € ¥;, (I2). TudiZ pro libo-
volné z1 € (c1,d1) je ¥ (I1)(y,.,) = W, (I2). ProtoZe podle Casti 2) je zobrazeni ¥,
prosté a reguldrni na oteviené mnoZin€ @ (U),.,.), kterd obsahuje obdélnik I, je
mnoZina ¥;, (1) podle lemmatu 3.43 méfitelnd (v R?) pro kazdé z; € (c1, dy).

_ Y2y Yo,

Ju, =
Vily, V3l

1
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4) Bud f libovolnd funkce spojitd na ¥ (I;). ProtoZe tato mnoZina je kompaktni, exis-
tuje podle diisledku 1.48 integral [[[ f(z1,z2, z3) dz1dz2dz3. Ze stejnych divodd
(1)
bude pro kazdé z; € (c,d;) existovat integral [[ f(z1, z2, z3) dzodz3. Podle lem-
., (1)
matu 3.47 (v némZ zvolime M = (c1,d;) a za N vybereme libovolny dostatecné
velky obdélnik) bude platit

[[f f(z1, 22, z3) dz1dz2dz3 =fffl[ [[ fi. 22, 23) dzadzs) dzy =
w(l) LACIDIEI)

= fgl [ [ f(zi.z22,23)dz2dz3] dzy.
l1’2’1(12)

Podle induk¢éniho pfedpokladu (rovnost (3.25) plati pro dvojné integrdly) dostaneme

[ f(z1,22,23)dzadz3 =
v, (I2)

= [[ flz1, ¥2(z1, y2, 3), ¥3(21, y2, y3)1 - [ Ju, (32, y3)| dyadys.
143

S vyuZitim Fubiniovy véty pro trojny integral ptfes kvadr (viz str. 86) a vztahu mezi
jakobidny odvozeného v ¢asti 2) celkem vyjde

ffff(zl’ 22, Z3) dZ]dZZdZ3 =
v (1)
= f,il [ [] flz1. Y221, y2. y3), ¥3(z1, y2, y3)] - |J'1’z1 (y2, y3)| dy2dys] dzy =
L

= [[] fly1. Y201, y2. ¥3), Y31, y2. y3)1 - | Jg (01, y2, y3) | dyrdya2dys,
I

nebof integrand vysledného integralu je funkce spojitd na kvddru /7 a oznaceni inte-
gracnich proménnych neni podstatné.

5) V bodu 4) jsme tedy dokazali, Ze pro libovolny kvadr 11 C @ (U) a pro libovolnou

v

[ff f@dz= [[[ FITD]- [Jg (] dy.

w(l) i

Z lemmatu 3.46 plyne, Ze pro libovolnou kompaktni méfitelnou mnozinu A C @ (U)
a libovolnou funkci f spojitou na F(A) plati

[ff f@dz= [[[ FIT D] 1Ty (Mdy. (3.29)
A

W (A)

6) Mnozina U je oteviend (v R?), proto je pro libovolné [x7, x3] oteviend i mnoZina
U(..x5.x3) (v R). Pro libovolné [x7, x3] takové, Ze U(. x,,x;) # ¥, definujme zobrazeni
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Dxy.x3): Ut xa,x3) — R vztahem Dy, 1) (x1) = @(x1, X2, x3). ProtoZe @ je prosté
na U, je @y, x;) prosté€ na Uy. y, x;). UkdZeme, Ze je reguldrni. Plati

Pllxi Plixy  Plixy
SOy = Pl = 8 (1) (1) =Jo,

tedy Jo,, ., (x1) = Jo (x1, x2, x3) # 0 pro kazdé x; € U(. x;.x3)-

7) Bud’ nyni I C U libovolny kvéadr. Necht I = (ay, b1) X {az, bp) X (a3, b3). OznaCme
I3 = (a1, by) a Iy = {(az, b2) X (a3, b3). Pak I = I3 x I4. MnozZina @ (I) je podle
lemmatu 3.43 méfitelnd (v R3). Z vlastnosti zobrazeni @ vyplyva, Ze mnoZina @ (I)
je tvofena pravé body [y1, y2, y3], pro né€Z plati [y, y3] € 14 a y1 € P(y,,y5)(I3). Tu-
diz pro libovolné [yz, y3] € I3 je @(I)(. y,,y5) = P(y,,y;) ({3). ProtoZe podle Casti 6)
je zobrazeni @y, y,) prost€ a reguldrni na oteviené mnozin€ U(. y, y,), kterd obsahuje
interval I3, je mnoZina @y, y,)({3) podle lemmatu 3.43 méfitelnd (v R) pro kazdé
[y2, ¥3] € I4. (Vzhledem k tomu, Ze zobrazeni @y, y,) je vlastné funkce jedné pro-
meénné, kterd je spojitd a prostd na kompaktnim intervalu /3, musi byt ve skutecnosti
ryze monoténni, takZe Py, y;)(13) je op€t kompaktni interval.)

8) ProtoZe mnozina @ (1) C @ (U) je kompaktni a méfitelnd, pro libovolnou funkci f
spojitou na F(I) podle (3.29) plati

JIf f@dz= [[[ fIZ G- 1y (0)]dy. (3.30)

F(I) o(I)

Vypocteme integrdl na pravé strané piedchozi rovnosti. Pro kazdé [yz, y3] € I4
existuje integral

Fs 2t y2, ¥3), Y301, ¥2, y3)1 - 1 (31, 2, ¥3) | dy1.

P(yy.y3)(I3)

Podle lemmatu 3.47 (v némZ volime M = I4 a za N vybereme libovolny dostatecné
veliky interval), bude platit

SIS Fvi vy v2, y3), Y3 s y2, y)1 - [Ty (1, y2, y3) [ dyidyrdys =
D (1)

=[[[ | fOuv20m 52,93, %301 y2, )1 - g (01, y2, y3) | dy1 ] dyadys =
I Ui

=[] [ fv201y2. 53, ¥3001. y2. y)1 - 11y (1. y2. y3)| dyi] dyadys.
Iy Dy, y5)13)

S vyuzitim véty 3.1 (tj. vlastné podle vztahu (3.25) pro jednoduché integraly), vztahu
mezi jakobidny odvozeného v Casti 6) a vzorce pro jakobidn Jr z ¢asti 1) pro vnitfni
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integral dostaneme

I fyv v2Ons y2, ¥3), v3(n, y2, y3)1 - [y (1, y2, y3) | dyr =
DP(yy,y3) 13)

= [ floi(x1, y2, y3), Yalei(x1, y2, ¥3), y2, y31, ¥3le1 (x1, y2, ¥3), y2, 31} x
I3

x |Jy (@1(x1, y2, ¥3), ¥2, ¥3)| - IJJ%_ZJ (e ldxy =

3

= [ fLAi(x1, y2, ¥3), fo(x1, y2, ¥3), f3(x1, y2, y3)] X
I3

X |Jy (@1(x1, y2, ¥3), ¥2, y3)| - [Jo (x1, y2, y3)| dx1 =

= [ fIF(x1, y2, y)] - [T (@ (x1, y2, y3)| - [Jo (x1, 2, y3)|dxy =
I

= [ fIF(x1, y2,y3)1- [Jr((x1, y2, y3)| dx1.
I3

Z Fubiniovy véty pro trojny integrdl pres kvadr (viz str. 86) tudiZ pro integrdl na
pravé strané vztahu (3.30) vyjde

[I] FI¥ O, y2, y)1 - 1 Iy 01, y2, ¥3)| dyrdyadys =
o(I)

= [[[ [ fIF (1, y2, y3)1- 1 Jp((x1, y2, y3)| dx1 ] dyadys =
Iy I3

= [[[ FIF )1+ [Jp(x)]dx,
1

nebof integrand vysledného integralu je funkce spojitd na kvadru / a oznaceni inte-
gracnich proménnych neni podstatné. Tim je vzhledem k rovnosti (3.30) vztah (3.28)
dokdazan.

Nechf nyni M C £2 je libovolny kvadr a f libovolnd funkce spojitd na F(M).
Podle dokazané lokdlni verze existuje ke kazdému bodu x € M okoli &'(x) takové, Ze
pro libovolny kvadr I C &(x) a libovolnou funkci g spojitou na F([) plati

[ff 8@ dz= [[[ g[F()]-|Jr(x)|dx. (3.31)
1

F(I)

Vyberme v kazdém okoli &'(x) kvadr I, tak, aby x byl jeho vnitfnim bodem. Pak vnitrky
kvadria I, x € M, tvoii oteviené pokryti kvadru M. Podle Heineho-Borelova lemmatu
Ize z tohoto pokryti vybrat kone¢né podpokryti. Nechf je toto podpokryti tvofeno vnitiky

kvadrt Iy, ..., I,. Pfedpoklddejme, Ze ; i "M # @ (,nepotfebné” kvadry miZeme
vyfadit). Plati M € Iy U --- U[,. To znamend, Ze M = (M N I}) U --- U (M N 1p).
Mnoziny M N I;, i = 1,..., p, jsou kvadry, nemohou to byt degenerované intervaly,

nebof IO,~ NM # . Podle lemmatu 3.48 existuji kvadry Ji, ..., J; takové, Ze M = J; U
U .-+ UJy, Zaddné dva rGzné z nich nemaji spolecné vnitini body a kazdy z nich je
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podmnoZinou né€kterého kvadru M N I;. Z posledni vlastnosti vyplyva, Ze funkce f je
spojitd na kazdé mnoZin€ F'(J;), j=1,...,q
Ze vztahu (3.31) dostavame, Ze

[f] f@dz= fff FIFCO1- [Jr@)ldx,  j=1,...,q.

F(J))

Mnoziny J;, Jj, 1 =i < j < g nemaji spole¢né vnitini body, tedy m(J; N J;) = 0.
Plati tudiz m(F(J;) N F(J;)) = 0 (viz ¢4st 1) diikazu lemmatu 3.46). Pfitom F(M) =
= F(J) U --- UF(J,) Podle analogie véty 1.50, Cést c) pro trojné integrily vyjde,
Ze

I F@dz=> [ff f@)de= z fff FIF@)]-1JF(x0)] dx =

F(M) J=1F{) =

= [[[ FIF()]- |Jp(x)|dx.
M

Tim je platnost vztahu (3.25) pro n + 1 = 3 dokdzdna. Zcela analogicky se postupuje
v obecném pripadé. Vzorec tedy plati pro libovolné n € N. O

Diikaz véty 3.30

Platnost tvrzeni bezprostfedné vyplyva z lemmat 3.49 a 3.46. O

Diikaz véty 3.31

Dokédzeme pro n = 2.

Protoze m(B ~\ B1) = 0, je mnoZina B ~ B; m¢fitelnd. TudiZ i mnoZina B; =
= B\ (B Bj) je méfitelnd. Analogicky se zdivodni, Ze i mnoZina F'(Bj) je méfitelnd.
Podle véty 1.50 plati

[[ FIF@)]- IJF(M)IdM—fff[F(M)] Jr@)du+ [[ fIF@)]-|Jr@)|du =
B BB

= ff FIF@)] - |1 JF )| du,
By
J[ fod= [f feyds+ [[ frdy= [f f()dx.

F(B) F(B1) F(B)\F(By) F(By)

Staci tedy dokdzat rovnost

JI f)dx = ff SIF@)] - |Jp ()| du. (3.32)

F(By)

Bud ¢ > 0 libovolné &islo. ProtoZe je mnoZina F(B;) méfitelnd, existuje mnoZina
M| C F(Bj) takova, ze m(F(B1) ~ M) = m(F(By)) — m(M;|) < & — viz Cast 2)
dikazu lemmatu 3.46 nebo cviceni 15 ke kapitole 1. Pfitom M| je sjednocenim konecné
mnoha obdélniki, takze je kompaktni.
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ProtoZe mnozina B je oteviend, ke kazdému u € B; existuje kruhové okoli O (u)
o poloméru § > 0, které je podmnoZinou B; (§ zavisi na u). Necht Os/>(u) je uza-
vieny kruh o poloméru §/2 se stiedem v bod€ u. Ziejm& O5/2(u) C Os(u). ProtoZe
uzavieny kruh je méfitelnd mnoZina, jsou mnoZiny M, = F(0s5/2(u)), u € By, podle
lemmatu 3.43 méfitelné. Déle podle lemmatu 3.39 je vnitfek mnoZiny M,, okolim bodu

F(u). Tedy systém vnitikd J\O/I Fl)y X € M, tvoii oteviené pokryti mnoZiny M;
(ptipomerime, Ze F je prosté na Bj). Podle Heineho-Borelova lemmatu lze z tohoto
pokryti vybrat kone¢né podpokryti. Necht je toto podpokryti tvofeno vnitfky mnoZin
M, —F(ﬁg/z(u)) i=1,...,p.Tedy M S M, U---UMyp.

RovnéZ mnozina B je méfitelnd, takZe existuje mnoZina N; C Bj, tvofena sjednoce-
nim kone¢né mnoha obdélniki, takova, ze m(B; ~ Ni) = m(B;) —m(N|) < €. Polozme
N =N, U ﬁgl/z(ul) u---u ﬁap/z(up). Mnozina N je kompaktni. Ddle Ny € N C By,
takZe plati m(B; ~ N) = m(B;) — m(N) < m(B;) — m(N}) < e.

Necht M = F(N). Potom M D F(ﬁgl/z(ul)) U---u F(ﬁgp/z(ul’)) =M, U---U
U M,r 2O M. Proto m(F(By) ~ M) =m(F(B1)) —m(M) £ m(F(By)) —m(M;) < s.

Vzhledem k predpokladiim existuji konstanty K, L takové, Ze | f(x)| < K na F(B)
alf[F)]-Jr(u)| < L na B. Podle véty 3.30 plati

[ feydx = [[ fIF@)]- 1) du.
M N
Tudiz

| JS f(x)dx—fff[F(u)] |JF ()] du| =

F(B1)

=[] f)dx —fff(X)dX+fff[F(u)] |JF (u)| du —fff F@)]-|Jrp ()| du| <

F(By)
<| Jf f(x)dx|+|ff FIF )] - |Jp(u)|du|§K8+L£=8(K+L).
F(B))~\M

ProtoZe ¢ > 0 bylo libovolné, musi platit (3.32). O

Poznamka 3.50. Z dikazu véty 3.31 je zfejmé, Ze predpoklad spojité diferencovatelnosti
zobrazeni F na B nenf nutny, staci regularita F na Bj. Pak ovS§em nemd smysl jakobidn
Jr na B ~ Bj. Tato mnoZina vS§ak ma miru nula, takZe hodnoty Jr na ni miZeme
definovat libovolné tak, abychom dostali ohranic¢enou funkci.

Cviceni
1. Sférické soutadnice v R® se nékdy zavadéji odlisng. Vyznam soufadnic ¢ a ¢
je stejny jako u transformace s rovnicemi (3.14), ale soufadnice ¥ udava ori-
entovany dhel mezi privodicem bodu s kartézskymi soufadnicemi [x, y, z]
a privodi¢em jeho primétu do roviny xy. Najdéte vztahy mezi soufadnicemi
X,y,z aQ, ¢, avypoctéte jakobidn této transformace.
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2.

Ukazte, Ze transformace do sférickych soufadnic dand vztahy (3.20) zobra-
zuje n-rozmérny kvadr A = (0, +00) x (0, 21t) x (0, )" 2 na R" a je prostd
a reguldrni na jeho vnitiku.

. Sférické soutadnice v R", kde n € N, n = 3, se rovnéZ zaddvaji vztahy

X1 = gcos@cost costh -+ cosv,_4co8P,_3c08,_7,

Xy = 0 Sing cos ¥ cos P, - -+ oS Wy,_4 COS Uy, _3 COS V2,

X3=0 sin 9] cos ¥, - -+ cOS ,_4 COS ¥,,_3 COS ¥, 12,
X4 =0 sinth --- cos ¥,_4 COS ¥,_3 CcOS U, _2,
Xp_2 =0 sin ¥,,_4 cos ¥,_3 cos 1,7,
Xp_1=0 sin ¢,_3 cos ¥,_»,
Xp =0 sin ,_».
kde [o, ¢, V1, ..., U0y—2] € B = (0, 4+00) x (0,27) x (—7/2, Tt/2)"_2. Vy-

poctéte jakobidn této transformace a ukaZte, Ze tato transformace zobrazuje
n-rozmérny kvadr B na R" a je prostd a regularni na jeho vnitiku. Vysvétlete
geometricky vyznam thld ¢, 91, ¥, ..., ¥,_s.

. Necht zobrazeni F: 2 — R”" je prosté a reguldrni na oteviené mnozZiné §2.

Nechf X € 2 je pevné zvoleny bod. Bud’ {M,}, k € N, posloupnost uzavie-
nych méfitelnych mnozin v R" majicich nésledujici vlastnosti:
1) m, (M) > 0 pro kazdé k € N,
2) klim d(M;) =0 (d(M) = sup{o(x, y) : x,y € M} je primér mnoZiny
—+00
M C R"; ¢ je eukleidovskd metrika v R"),
3) X € M, C £2 pro kazdé k € N.
Pak kliT m, (F(My))/ m,(My) = |Jz|(X), kde J je jakobidn zobrazeni F.
—+00
(Tedy pro mnoZinu M kladné miry, kterd obsahuje bod X a ma velmi maly
pramér, plati m, (F(M)) = |J;|(X) m,(M), tj. absolutni hodnota jakobidnu
v bod& X priblizn& uddvd, kolikrat se pfi zobrazeni F zmenSi resp. zvEtsi
mira ,,malé*“ mnoziny M obsahujici tento bod.)

. Necht F je prosté afinni zobrazeni prostoru R” do sebe dané vztahy y! =

= AxT + b, kde x = [x1, ..., x,], y=1[y1,..., ¥l A je Ctvercovd matice
rozmérd n X n a b je n-rozmérny sloupec. Ukazte, Ze mnozina M C R" je
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méfitelnd pravé tehdy, kdyZ je méfitelnd mnoZina F(M). Nastane-li tento
pfipad, plati m,(F(M)) = |det A| - m,(M); dokaZte.

6. Nechf F je izometrické zobrazeni prostoru R" do sebe. Ukazte, Ze mno-
zina M C R" je méfitelnd pravé tehdy, kdyZ je méfitelnd mnoZina F(M).
V piipadé méfitelnosti M plati m,(F(M)) = m,(M).

(Mnoziny A, B € R" se nazyvaji kongruentni, jestliZe existuje izometrické
zobrazeni F na R" takové, Ze F(A) = B. Kongruentni mnoZiny jsou bud
soucasn¢ méfitelné a maji tutéZ miru, nebo jsou soucasné neméritelné.)

7. Nechf F: A — R", kde A = (0, +00)", je transformace dand vztahy x; =
=uy, X = (U +up)/uy, x3 = (g + up +uz)/(uy +uy) az x, = (u; +
4+ 4u,) /(i +---+u,—1). Vypoltéte jeji jakobidn a dokazte, Ze je prostd
a regulérni.

8. Nechf F: R" — R" je transformace dand vztahy x; = u; + -+ + u,,
Xy = uuy +uguz + -+ Up_ 1y, ..., X, = Uy ---u,, ve kterych na pra-
vych strandch vystupuji tzv. elementdrni symetrické mnohocleny promén-
nych uy, u,, ..., u,. Vypoctéte jeji jakobidn a dokaZte, Ze je na mnoZiné
A= {[ul,...,un] eR " :1up<uy < -+ < u,,} prostd a regularni.

9. Dané integrily transformujte do poldrnich soufadnic:

a) /f(x,y)dxdy, Q:x24+y* <2, y 2,
7,

b) /f(x,y)dxdy, 2:x°4+y?<1, x4y 21,
22

©) /f(x’Y)dXdy» 2:x7 42y, y2x, x20
2

d) / f(x,y)dxdy, £2 je mnoZina omezend kiivkami y = x,

2 y =2x, x>+ y* =4x, x>+ y* = 8x,
€) / f(x,y)dxdy, Q:x*+y*<ax, a>0,
o)

A
=

b /f(x,y)dxdy, QP2 PSP 20,y
Q a >0, b>0,a <b,
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2) //f(x,y)dxdy, 2:x+y*<Zax, x> +y*<bhy, a>0, b>0.
e}

10. Vypoctéte dané integraly:

a) // V1 —x2—y2dxdy,
2

b) / (x + y) dxdy,

2

) // e~ ¥’ dxdy,
2

a) / / ydxdy,
2

€) //x\/x2 + y2dxdy,

2
// dxdy,
2

g) / (x* 4+ y?) dxdy,
2
y
h) // arctg — dxdy,
X
22

11. Vypoctéte dané integrily:

a) // arctg Y dxdy,
X
2]

1 —x2—y2
1+x2+y2

2
0 / / (o +y2) dxdy,
2

N

dxdy,

2:x24+y*<ax, y=20, a>0,
Q2:x+y" <4, y20,

£2 je mnoZina omezend kiivkami y = x,
y=0, x>+ y> =2x, x> +y* =4x.

R:(x—a)Y+y*<d% a>0,

Q:x24+y2 21, X2+ <3,
x/«/§§y§«/§x.
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// dxdy, 2: (P4 yH? =2a2(x% — y?),
Q a > 0,
//\/mdxdy, 2:x°+y*<d% a>0,
7]
f) / / dxdy, £ je mnoZina omezen4 kiivkami
x2+y2:y, y=x, y=—x,
cos 2
// Vet dxdy, Q:7?/36 < x* +y? < /4,
Vx2+y?

/ (x? + yH) In(x? + y*) dxdy,

//(h —2x —3y)dxdy,
2
// In(1 + x? + y?) dxdy,
2
12. Vypoctéte dané integrly:
// 2xy dxdy,
2
// 15x%y dxdy,
fo}
// e P’ dxdy,
2
X
/ 3 dxdy,
e y

/ (* — %) dxdy,
2
0 e

dxdy
1+x2+y2’

y 20,
2:x°+y*<d? a>0,

2:x*+y*<d% a>0, heR,

Q2:x*+y*<a’, x20, y20,

a > 0.

Q:x*+y 4, y2x/V3, x 20,

Q:x24+y? <2,

Q2:x2 4y <4, X 4y* 21,
x/«/§§y§x\/§,

R:05y<x, 249223, x24+y* <5,

2: 32 4y7 9, 24 yF29/4,

yZx/V3, y = —x/V3,
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// dxdy
// xydxdy,
2]

/ ()c2 + y2) dxdy,
7}

/ sin/x2 + yZdxdy,

2

13. Vypoctéte dané integraly:

//xy dxdy,
2
/ X2 2
// 1— i ﬁdxdy,
2
//xy dxdy,
e’
//(Zx + y)dxdy,
2,
// dxdy,
2

PP S 0y Sx/V3,

cx24y2 >4, X2 4+yr <16, x 20,

y 20,

cxtpyt S,

1 < x? 4+ y? < 4nt

2 2
a—+ﬁ§1,x207y20’
a,b>0,

2 2
X y
724_?_1, a,b>0

2 2 2
R N L
a2 p2 4aq2 ' 4b?

14. Vypoctéte dané integrdly pies integrani obor §2 omezeny uvedenymi kiiv-

kami. Pouzijte vhodnou transformaci:

//4/ ydxdy, £2:y*>=x,y? _2x xy =1, xy = 2, volte transfor-

maci xy = u, — = v,
X

5
// xydxdy, :xy=1Lx4+y= 3 volte transformaci xy = u,

X =0,
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15.

16.

17.

) //(x2—y+2)dxdy, :xy=1, xy =4, y = 4x, y:%,volte
2

transformaci xy = u, = = v,

= =

d) / e_% dxdy, 2:x=0,y=0,x+y =1, volte transfor-
2 maci u =x+y, v=x —y.

e) Pomoci transformace u = x +y, v = Y vyfeSte tlohy 30a) a 41c¢) ze
X

cviceni ke kapitole 1.

2 2
. X y v v, s i,
f) Pomoci transformace u = —, v = ~— vyfeste tlohu 41d) ze cviceni
X

ke kapitole 1.

Urcete jakobidny zobrazeni:
a) X =uv, y=u-+v, b) x =uv, y=u/v,
¢) x =uv, y=v*/u, d) x=u+v, y=v/(u+v),

e) x=u/(u2+v2), y=v/(u2+v2), f) x=u/v, y=0v/u,

g) x =ucosa —vsina, h) x = au + Bv,
y=usina + vcosa, y = yu + dv,
o € R (otoceni o thel «), ad— By #0, a,B,y,8 € R.

Dokazte, Ze pro kazdé a > 0 plati

%\/ n(l —e ) < N e dx < LV (1 —e 2.

0 2

oy P vox —x2
Pomoci téchto nerovnosti vypoctéte fooo e dx.

Prevedte trojny integrdl [[[ f(x, y,z)dxdydz pres oblast £2, kterd je ome-
2

zena danymi plochami, resp. jejiz body vyhovuji uvedenym nerovnostem, na
trojndsobny integral v cylindrickych soufadnicich:

a) .Q:x:O,y:l,z:O,z:a,x:yz,a>O,
b) 2:x=y, y=0,2=0, z=2, x*+y* =2,
) 2:x*+y*<d* y2a—x,z=0, z=a, a>0,

d £2:x=0, y=a, z=0, z=2a, (x—a)2+y2=a2, a > 0.
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18. Vypoctéte dané integraly:

a) ///z\/x2 + y2dxdydz,
2

b) / / / z(x? 4+ y*) dxdydz,
2

c) /!/ @ iyz)z dxdydz,

d) ///xyz dxdydz,
2

e) / / (x? 4+ y*) dxdydz,
2

/// 372 dxdydz,

2
g) /// 2zdxdydz,

N

Q
h) // (14 2x — y)dxdydz,

2
i) ///z\/x2 + y2dxdydz,
2

i) // (x* + y» dxdydz,
Q
19. Vypoctéte dané integraly:

a) ///z\/x2 + y?dxdydz,
2
X +y
b) ///MdXdde’
Q
) /// 8y dxdydz,
2

Q:x+y 47251, x20, y20,
220,

Q:x°4+y?+22<d% 220, a> 0,
Q:x°+y 222+,
2:05z5y, x*4+y* <1, x 20,
2: (P +yH2<222,
2:05x<2, 05y <V2x— 22

0<z=Z<a,a>0,

Q:x*+y* <2z, 252

Q:x%+y* <2y, 220, 251)2,

Q:(x—-1D*+y 21, y<3—x,
x>0, ySx, y=20, 05752,

2: —142Vx2+ 22y S Va2 + 22,

y =0,
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d) ///24xdxdydz, Q2:x 4+ 422 <2, x Sy 425
2
xt+z?
e) ///60xzdxdydz, 2: ; SySVxr+z2, x 20,
$ 7250, a>0,
f) ///xzydxdydz, R:15x24+y2<4, 05253y,

Q
1 b
P4 xX-+y

h) ///(xz—l—yz—l-zz)dxdydz, Q:x*+y*<d% 220, 2
Q a,b >0,

A
=

—
~

// (x? 4+ y?)dxdydz 2:x2+y 421,
2 4+y 4+ z-D*< 1L

20. Prevedte trojny integral [[[ f(x,y,z)dxdydz pfes danou oblast £2 na troj-
o

nasobny integral ve sférickych soufadnicich:

a) £2 je &ast koule x? 4+ y* + z2 < R? leZici v prvnim oktantu, R > 0,

b) 2:z2Vx2+y2 P4y +2 S,

) 2:(2+y +2)P<d%t a>0,

d) £ je prinik dvou kouli x> + y> +z2 < R?, x> +y>+ (z — R)> £ R?,
R > 0.

21. Vypoctéte dané integrély:

a) ///\/mdxdydz, Q:ngga,0§y§\/m,
Q nggm,a>0,

b) ///zdxdydz, Q: x4y + 22 <a? 2 le#i v prv-
Q nim oktantu, a > O,

C) // (x? 4+ y*) dxdydz, Q:x*+y +722a% 220,
Q X2+ +22<b? 0<a<b,



186

Transformace integralti

22.

d) ///xy dxdydz,
2

e) /// 15\/§yzdxdydz,
2

Q:xP 4y +22<r2 x 20,
y=20,2z20, r>0,

Q:x2+y*+72<d? a>0,

Zé_\/.xz—‘f_yz?

f) ///\/X2+y2+22dxdydz, QR:x>+y*+2 <z,
2

g) ///\/x2+y2+zzdxdydz, 2:0
2

A

x, 0525 V4 —x2+Hy2,

h) ///4\/x2+y2+zzdxdydz, Q:x*+y?+72<a% y 20,
2

a >0,

dxdyd
i) / / / T , 2 je téleso omezené horni polovi-
J V16 —x2 —y2 — 72

b [[] asavas
2

k) / / / Z>dxdydz,
22

Vypoctéte dané integraly:

1
a) /// —dxdydz,
P <
b) ///xydxdydz,
Q2
c) /// dxdydz,
Q
xyz
*d) ///dedydz,
2

nou kulové plochy x* + y* + z* = 4
x2 + y2
3 b

a kuZelovou plochou z =

Q:x*+y*+ 77 <22,
23+

2:05x<1, 05y < V1 —x2,
N N

Q2:x*+y* +72<a% z2a)2,
22 Vx24+y?%, a>0,

Qx4+ (2 =224, 22 Vx2+)y2,
Q2: (P +yP+ <3z,

Q2: P4y P+ <a’xy, x>0,
y>0,2z>0, a>0,
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///ﬁdxdydz, 2: —R<x <R,
2

— VR -2 <y < VR — 22,
0<z<VRE—x2—y2, R>0,
Y ///Zz’d)‘dydz’ Q222 x4+ Y% A+ +2£6,
2

///zdxdydz, £ je oblast omezend x° 4 y* = 2ay,
X2 +y*+2=4d% 220, a>0,

22 22 P
///< +f+ )dxdydz, 9:;+ﬁ+c—2§1,
a,b,c >0,
x2 y2 ZZ x2 y2 Z2
$2 a,b,c>0

23. Vypoctéte dané integraly pomoci transformace do sférickych nebo cylindric-
kych soufadnic:

///\/xz—l—y + z2dxdydz, £2: 0<x<y 720,

x4y +2 <,

// dedydz, Q2+ + 2 < d8
2 )2
72 —+~——a, a>0,
a a
dxdydz )
///(x2+y2>2’ Gy 2

Py —1S251 -2 = )7

///2dedydz, 2:x20,
2

V24 y2— 1Sz 11— a2+ y2
24. Uzitim transformace x = u, y = (u+v)/u, z = (u+v+w)/(u+v) vypoctéte
integral /// ix?ydxdydz, kde V. = {[x,y,z1 e R :x 21, y 2 1,

1%
z=>1, xyz§2}.
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25. Vypoctéte dané integraly:

a) //// e~ H g —x] dxjdxadxsdxy,
A

kde A = {[xl,xz,X3,X4] eR* :x12+x22+x32+xf §a2}, a >0,

b) ///// dxlded)C3dX4dX5,
14

kde V = {[)C],XZ,X3,X4,X5] eR ixf+x3+x3 < xj+xi s 1}.

26. Pro spojitou funkci f: (0, R) — R, kde R > 0O je konstanta, vypoctéte

/---/f(\/xlz+x22+---—i—x,%)dxldxz---dxn,
v

kde V. ={[x;,x0, ..., 5, ] e R :x] + x5+ +x, SR*}an>2.

27. Necht K = {[xl,...,xn] eR" 1x; 4+ +x,
Vypoctéte nasledujici integrély:

a) /"'/(xl+"'+xn)adxl"'dxnvagoa
K
b) // dx;---dx, ’
(I+x;+---+x)"
K

C) /---/f(x1+---+x,1)dx1---dxn,
K

kde f je funkce spojitd na intervalu (0, 1).

A

1, x; 20,...,x, 2 0}.

28. Najdéte priklad spojité ohranicené funkce definované na omezeném intervalu
(a, b), kterd zobrazi néjakou mnoZinu M C (a, b) jednorozmérné miry nula
na neméftitelnou mnoZinu. V disledku 3.41 tedy nestaci predpoklddat pouhou
spojitost.
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Vysledky
l.x =pcosgcos®, y = psingcos?, z = gsin®, J(o, ¢, ®) = 0> cos D).

2. Nejprve ukdZeme indukci, Ze pro libovolny bod [71, ..., t,] € R", tlz +-- -—i—t,f =1,
existuje bod [¢, 91, ..., 9,-2] € B = (0, 2m) x (0, Tc)"_2 c R takovy, Ze

t] =cos @ sin v sindy - - - sin ¥4 sin ¥, _3 sin ¥, 2,
ty = sing@ sin ¥ sindy - - - sin ¥, 4 sin ¥, 3 sin ¥, 2,

t3 = cos P sindy - - - sint,_4 sin ¥, _3 sin ¥,,_7,
In—1 = cos ¥, _3sint,_»,
Iy = cos ¥, 2.

Pro n = 2 (odpovida polarnim soufadnicim) je t12 + t22 = 1, takZe existuje thel ¢
z intervalu (0, 27t) takovy, Ze 1] = cos¢ a t, = sing.

Nechf tvrzeni plati pro néjaké n — 1, kde n = 2.

Je-lity =1resp.t, =—1,jety =--- =t,-1 = 0. PoloZme 9¥,_» = 0 resp. ¥,_2 =
= 7. Pak sin 9, = 0, takze hodnoty ¢, ¥, ..., ¥,—3 mizZeme zvolit libovolné.
Je-li |t,| < 1, existuje thel ¥,_> € (0, m) tak, Ze #, = cos ¥,_p; pfitom sin¥,_» #
# 0. Polome u; = tj/sind,— (j =1,....,n— 1. Jeud + - +u_| = (1 -

n—1 —
—12)/sin?> 9,5 = (1 — cos® ¥,_2)/ sin?> ¥,_» = 1. Podle indukéniho predpokladu
tudiZ existuje [¢, P1,..., %,—3] tak, Ze plati u; = cosgsinty --- sind,_3 az

Uy—1 = cos ¥,—3. Odtud jiZ plyne platnost tvrzeni pro Cislo n.

Ozna¢me F transformaci do sférickych soufadnic danou vztahy (3.20). UkdZeme,
ze F(A) = R™:

Je-li x = [x1,...,x,] = [0,...,0], zvolime ¢ = 0 a hodnoty ¢, ¥, ..., 0,2
vybereme libovolné.

Je-lix = [x1, ..., %] #[0, ...,0], zvolime o = Vx? + - - - + x2 > 0. Oznacime-li
tj = xj/o, plati t12 44 t,f = 1, takZe podle prvni ¢asti dikazu existuje takovy
bod [, P, ...,0,] € B, Ze F(o, ¢, V1, ..., 0,-2) = X.

Ukédzeme, Ze F je prostd na vnittku kvadru A= (0, +00) x (0, 27) x (0, )"~ 2:
Necht [0, ¢, D1, ..., 2] € IZ a F(o,p,0,...,0,-2) = [x1,...,x4] = x. Ze
vztaht (3.20) plyne, Ze o0 = \/xf + -+ x,%, tedy hodnota o je obrazem x jedno-
zna¢né urcena. Na intervalu (0, ) je funkce kosinus prosta a funkce sinus nenulova.
ProtoZe x, = pcos¥,_» a 0 > 0 pro body v /(i uréuje rovnost x,/0 = cos ¥,_2
jednoznaéné dhel ¥,_» € (0, ). Déle plati x,_; = o cos¥,_3sind,_,, takZe ze
vztahu x,_1/(0sinv,_3) = cos¥,_3 je jednoznacné urcen dhel ¥,_3 € (0, m)
atd. Nakonec vztahy x1/(osin 9 - - - sin¥,_2) = cos ¢, x2/(0sin ¥ - - - sin ¥, _») =
= sin ¢ jednoznacné urcuji dhel ¢ € (0, 2m).

Regularita F na vnittku A plyne ze vzorce pro jakobidn.
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3. J, = 0" ' cos ¥ cos? B, - - - cos" 2 ¥,_, — postupujte obdobné jako pfi dii-
kazu vzorce (3.22). Vlastnosti transformace dokazte jako ve cviceni 2 k této
kapitole. Uhly maji podobny vyznam jako v (3.20) (viz oznadeni z popisu za
vztahem (3.22)) — ¥, je thel, ktery svira privodi¢ bodu x s privodicem
bodu x!!!, tj. s podprostorem o rovnici x, = 0, ©¥,_3 je dhel, ktery svird
priivodi¢ bodu x" s priivodi¢em bodu x!!, tj. s podprostorem o rovnicich
X,—1 =0, x, =0, atd.

4. Oznaéme J = Jp(u1, ..., u,) jakobidn transformace F. Pro kazdé k € N je podle
véty 3.30 mnoZina F(Mj) méfitelnd a plati

m,(F(M)) = [+ [dxi---dx, = [ [|Jp|dug - du,.
F(My) My
OznaCme a; = inf{|Jp(u)| : u € M} a by = sup{|Jp(w)| : u € M;}. Podle

vét 1.49 a 1.50 je axm,(My) < [« [|Jplduy---du, < bgpm,(My). PoloZme
My
ck= [ [Jplduy---du,/m,(My). Pak ax < cx < by pro kazdé k € N. Protoze
My

funkce |J| je spojitd na My, existuji podle Weierstrassovy véty body Ay, By € My
takové, Ze ar = |Jp|(Ar) a by = |J|(By). JelikoZ o(Ax, X) = d(My) a o(Bk, X) =
< d(My), plati Ay — X a By — X pro k — +o00. Ze spojitosti |J| vyplyvd,
ze a = |Jp|(Ax) = |Jp|(X) a by = |Jp|(Br) — |Jp|(X) pro k — 4o00. Z véty
o tfech posloupnostech dostdvame, Ze rovnéZz ¢y — |J F|()’€) pro k — 4-o00.

5. Afinni zobrazeni F je prosté (a surjektivni) pravé tehdy, kdyZ matice A je reguldrni.
Pro jeho jakobidn Jg zfejmé plati Jr = detA # 0, takZe transformace F je
reguldrni. Zbytek tvrzeni plyne z lemmatu 3.43 a ze vztahu (3.17).

6. UkdZeme, Ze zobrazeni F je izometrické, tj. pro libovolnd x, y € R” plati o(x, y) =
= o(F(x), F(y)), kde o znaci eukleidovskou metriku, pravé tehdy, kdyZ ma tvar

2l = 0xT +b,kde x = [x1,...,x,), 2=1[21, ..., 2n], Q je &tvercova ortogonalni
matice rozmért n x n, tj. Q7 Q = E, kde E je jednotkova matice, a b je n-rozmérny
sloupec.

Nechf F je izometrické zobrazeni takové, Ze F(O) = O, kde O pocatek soufadnico-
vého systému. Oznacme (x, y) = x1y1+- - -+x, yn skaldrni soucin na R”. Pro vzda-
lenost bodt x, y plati QZ(X, y) = (x—y, x—Yy), specidlné Q2(x, 0) = (x, x). ProtoZe
F zachovava vzdélenosti, je 0%(x, 0) = 0*(F(x), F(0)), tj. (x,x) = (F(x), F(x))
pro libovolné x € R". Z rovnosti 0%(x,y) = (x,x) — 2(x, y) + (v, y) dostaneme,
e 0*(F(x), F(y)) = (F(x), F(x)) — 2(x,y) + (F(y), F(y)), a odtud vyjde, Ze
(F(x), F(y)) = (x,y). Tedy zobrazeni F zachovava rovnéz skaldrni soucin.
Nechf ey, ..., e, je standardni ortonormdlni baze v R" (j-td slozka e j je rovna
jedné, ostatni jsou nulové). Ozname f; = F(e;), j =1, ..., n. ProtoZe F zacho-
vava skaldrni soucin, tvoii fi, ..., f; rovnéZ ortonormdlni bazi.
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UkédZeme, Ze zobrazeni F je linearni. Pro libovolné x,y € R" a o, 8 € R plati
(F(). f) = (F@), Fe))) = (x.ej) = xj, a tedy (F(ax + By). f}) = (ax +
+ By, ej) = ax; + By;. Odtud plyne, Ze (F(ax + By) —aF(x) —BF(y), f;) =0,
j=1,...,n. ProtoZe f1,..., f, je ortonormdlni baze, musi platit F(ax + By) —
—aF(x)—BF(y) = 0, . F(ax + By) = aF(x) + BF(y).

Z linedrni algebry je zndmo, 7e zobrazeni F ma tvar F(x) =z, kde z/ = 0xT a Q
je Ctvercova matice. ProtoZe (x, y) = xyT, musi platit (F(x), F(y)) = xQT QyT =
= (x, y). Volbami x = ¢;, y =¢j,i, j =1, ..., n, dostaneme, Ze QTQ = FE, takZe
matice Q je ortogondlni.

Nechf nyni neplati F(O) = O. OznaCme F(O) = b a polozme G(x) = F(x) — b
pro x € R". Pak G je izometrické zobrazeni a G(O) = O, takZe podle pfedchozi
asti ma tvar z7 = QxT s ortogondlni matici Q, tedy F ma tvar z7 = QxT +b.
Naopak kaZdé zobrazeni tohoto tvaru je izometrické, protoZe plati:

QX (F(x), F(y) = (F(xX) = F(y), F(x) = F(y) = x Q" +b" —y0T —b", x0T +
+07 —y0" = b") = (x = O, (x = O = x = OO — T =
= =N -PT=@-y.x—y =0*x, ).

Z rovnosti E = 0T Q plyne 1 = det E = det 0T . det 0 = (det Q)z, tedy det Q =
= +1. Zbytek tvrzeni tudiZ plyne ze cviceni 5 k této kapitole.

n—1 k
1. Jp=1 / IT >_ ui (prvky jakobidnu nad hlavni diagondlou jsou nulové).
k=1i=1

Plati: u; = x1, up = (x2 — Duy, ..., uy = (xp — D@y + -+ + uy—1). Tedy
transformace je na A reguldrni a prosta.

8. Dokdzeme indukef, Ze J,(u1, ..., uy) = [] (ui —uj).
1<i<j<n
Pro n = 2 tvrzeni zfejmé plati.
Necht tvrzeni plati pro n&jaké n — 1, kde n = 3. Oznalme gt k=1,...,n, pravé
strany vztaht, kterymi je transformace definovand (horni index n znaci, Ze jede
o transformaci v R"). Pak g} = gi’_l +u,, g = g,’z_l +u, g,'{’:ll, k=2,...,n—1,

a g, =uy gﬁjll. Po vypoctu derivaci odecteme v determinantu od druhého fadku
u,-nasobek prvniho faddku, pak od tetiho fadku u,-ndsobek druhého fadku atd. az
od posledniho fddku odecteme u,-ndsobek predposledniho fadku. Postupné dosta-

neme
n n n
luy =+ Sljuy 81y
n n n
82y 82uyy 82y
n n n
J, = 83)u; s 83uyy 83, | _
= =
n n n
gnfllul s gnfllun,] gnfllu,,
n n n
gn‘“l e g"lun—l g”‘“n
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n—1 n—1
1g1|”1 : | gllun,l . 1 :
n— n— n— n— n—
gz\ull +Un 8y, 82|u,i_. + un 81|u,,1_. 81
n— n—1 n— n— n—1
= 83Ju; + un 82u, ce 83uy_y + Up 82— 1) —
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
gn—1|u1 + I/t,; gn—2|u1 ce gn—l|u,,_| + I’in gn—2|u,,_1 8n—2
n— n— n—1
Un gn—1|u| te Un gn—1|u,,_1 8n—1
n—1 n—1
81|ul1 Sy 1
n— n— n—
82|u11 82|u,i_] 81 1 —Un | ,
n— n— n— n—
—| 8y B, & T8ty —
n—1 n—1 n—1 n—1 —2.n—2
En—1luy -+ n—1llu,_y 8n—2 " Un8n_3 o+ (=D “Z
0o ... 0 & —un g )+ (=) !

= Ju-1 (g:,’j — Up g:zl:; + .4 (—l)n_luﬁ_l),

Zvolme pevné vzdjemné razné hodnoty uy, ..., u,—1. Podle indukéniho pfedpo-
kladu je J,—1(u1, ..., u,—1) # 0, takze J,, je polynom stupné n — 1 v proménné u,,.
Polozme u, = u; pro nekteré j € {1,...,n — 1}. Pak J, = 0, protoZe determinant

m4d dva stejné sloupce. To znamend, Ze polynom J, ma n — 1 riznych kofend, tedy
Jn = (_1)n_1-]n—l(’4n —up) Uy —up—1) = Ju—1(u1 — up) - - (Up—1 — up) Pro
vzdjemné rtizné hodnoty uy,...,u,. Je-li u; = u; pro nékterou dvojici i # j,
rovnost rovnéZ plati, protoZe na obou stranich dostdvame nulu. Vzorec tudiZ plati
i pro ¢islo n.

Z ptedchoziho vysledku plyne, Ze transformace F je na mnozin€ A reguldrni. Uk4-
Zeme, 7e je zde i prostd. Necht u = [uy,...,u,] € Aa F(u) = x = [x1,..., Xn].
Oznaéme Py(y) = y" —x1y" '+ x0y" 2+ -+ 4+ (=1)"x,. Tedy P, je mnoho-
¢len stupné n. Ze vztahd mezi kofeny a koeficienty algebraickych rovnic plyne, Ze
ui,...,u, jsou kofeny polynomu P,. Necht také v = [v(,...,v,] € A a F(u) =
= F(v) = x. Potom jsou vy, ..., v, rovnéZ kofeny polynomu P, AvSak stupeni Py
jen acisla u; jsou vzdjemné riiznd, tedy P, nemiiZze mit dalsi kofeny. To znamend,
Ze posloupnost (vy, ..., v,) je permutaci posloupnosti (u1, ..., u,). ProtoZze sou-
fadnice prvkl mnoZiny A jsou uspoiddané vzestupné podle velikosti, je u; = v;,
j=1,...,n.

S5t

SR
9. a) / < / Qf(QCOS%QSin(P)dQ)dw,
z 0

p

x !
b) / ( / Qf(@cosw,gsiw)de>d<p,
0 1

cos g+sin g
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

3 sin @
c) / (/ of (o cos g, o sing) dQ) de,
z 0

7

arctg 2 8cos g
d) / (/ Qf(@cosw,esinw)dg) de,
x 4

b1 3
7 cos @

z acos g
e) / (/ Qf(Qcosw,Qsinw)dQ> de,
- 0
0
0

arctg 4 bsing
2) / (/ of (ocos g, gsing) dQ> dy +
0 0

Z acos ¢
+/ </ of(ecosy, osing) d@) de.
arctg 0

HE e

b
(/ of (o cos g, gsing) dQ> de,

a) I, b 2. o) b d =,
e) 0, H 3m+2), 9 3na, h .
a) C¥ b)) T(n-2), o = d) 2 e lndd, 0 T2
9 I, h ™ <, i) wha®, ) T[(1+a)In(l +a®) —d?].

V tloze a) je integrand ohraniceny, protoZe arkuskotangens je ohranicend funkce.
V tloze h) je tfeba ovéfit ohranienost integrandu v okoli pocatku. V poldrnich
soufadnicich je: (x? + y?) In(x? 4 y?) = ¢>Ing? — 0 pro ¢ — 0.

a) 81/8,  b) 1243, o) ne?—1), d) Ii/16, e 2,

) In%, o I(V2-1), h) -30, D %, j) —6m>.
a) <P b) Zabm, o B2, d o, e Im
a) 22v2-DIn2, b 9 _nm2 o By12m2, ) =,

V dloze d) je tfeba ovéfit ohranicenost integrandu v okoli pocéatku. Pro [x, y] #
# [0, 0] je v prvnim kvadrantu |—% < % =1

a) v-—u, b) —2u/v, c) 3v*/u, d) 1/ +v),

e) —1/?+v?)?, f) 0, g) 1, h) ad — By.
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16. Porovnejte velikost integrald f f e dxdy (j = 1,2, 3) pro

M1={[xy]e]R2 x+y2< x 20, y=0},
M, = (0,a) x (0, a),
M3:{[x,y]eR22x2+y2§2a2x§0, yiO}
a vypoctéte je. Limitnim prechodem a — oo vyjde fooo e dx = NETPA

17. a) /a{/z
0 e

/W of(ocosp, osing, z) dQ) dw} dz,

N
/ of (ocosg, osing, 2) d@> dw} dz,

L.

sin p+cos ¢

o JAL

of(ocosg,osing, 2) dQ> d(p} dz,

2a % ﬁ
d) /{/ (/ ' Qf(@cosw,esinw,z)de)dw}dZ-
0 I 2a cos ¢
1 4nad
18. a) 187, b X, c) 0, d 4. e) L,
n o 9 I h) 4, 8 DS
19.a) 3, b) m—-2, o Z, & 2m, e) —a’,

T 3 a? 2 . T

n -2, 9 2n(3a+2-b), h mb(L+%)., D 3x.

20. a)/ / { o sinz?f(gcosgosinl‘},Qsingosinﬂ,QCOSﬂ)dQ) dgo}dz?,
0

27
b)/ {/ ( 0 sinﬁf(gcosgasinz?,Qsimpsinz?,Qcosz?)dg) d<p}d19,
0

21 acos2 19
c) / / ( 0 smﬂf(g cos ¢ sin ¥, o sin ¢ sin I, o cos l?)dg) d(p}dﬁ,
0
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21.

22.

23.
24.

25.

26.

27.

3 27 R
d) / {/ ( Q2sin19f(gcosgosinl9,Qsin(psinﬂ,gcosﬁ)dg> d(p}dl?—}—
0 0
27

/
z 2R cos ¥
/ {/ (/ Q2 sin ¥ f (o cos ¢ sin ¥, o sin ¢ sin ¥, o cos ﬁ)dg) d(p}dz?.
z 0 0

4 4

Q) G b)) 4n o) P -dd), d) L, e 0, H X,

—_

g 4m,  h) 2mat, 0 in’-2nv3, ) m ok E(2V2-1).

a) a’n(lnv2-1), b 0, o) m d) seat, e EnR72
H 2(6v6-7), o 3nd, hy dmbe ) el

V tloze d) je tieba ovéfit ohrani¢enost integrandu. Z nerovnosti (x — y)> > 0 plyne
pro [x, y] # [0, 0], Ze % < % Z prvni nerovnosti popisu £2 se odvodi, Ze ve
sférickych soufadnicich je o < a, atedy iz < a.

5

a I, b) ¢, ¢) 2n(3—2In2), d 0.
$(e—2).
a) w’[l—@+De ], b =

V zadadni b) pouZijte transformaci x; = pcos¢gsind, x; = psingsind, x3 =
= pcosv, x4 = rcosy, x5 = r sinyy — srovnejte piiklad 3.34.

n ntl
% [ ur=" £ (u) du (srovnejte piiklad 3.32).
n—1
1 1 n—1 k 2k—1
D) e b (ln2+k§l (") =D )

©) ﬁ fol w"' f (u) du.

1. FeSeni:

i
Pouzijte transformaci u; = xj@=1,...,n). Plati x; =u; ax; =u; —u;_q,
j=1

i=1,...,n,tedy J = 1. Mnozina K pfejde v mnoZinu L = {[ul, o upl e R
Ogun g 15 Ogul—l gul (l :2" --~9n)}'

2. FesSeni:

PouZijte transformaci x; = tl.2 (i =1,...,n) majici jakobidn J = 2"¢; - - - t,,. Mno-
Zina K piejde v mnoZinu M = {[tl,...,tn] e R" :t12+---+t,% <1,420@G=

=1,...,n)}. Pak pouZijte sférické souradnice (3.20).
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28. Polozme (a, b) = (0,2), M = {1/n : n € N}. Pak m; (M) = 0 (srovnejte cvieni 25
ke kapitole 1). Kazdé piirozené &islo n 1ze jednoznacné vyijadiit ve tvaru n = 2K+m,
kde k,m € Ny a 0 < m < 2%, Funkei f: (0,2) — (0, 1) definujme takto:

2m+1 1
2’2’:5 prox =,, neN,

fx) = % na intervalu (1, 2),
linedrni na kaZdém intervalu <ﬁ, %>, n e N.

Funkce f je spojitd. MnoZina
f(M) = kL_JO{f(l/zk), FA/@E 4+ 1), ., fA/@ 2k 1)) =
— Ej {1/2k+1, 3/2k+1’ o (2k+l _ 1)/2k+l}
k=0

je hustd v intervalu (0, 1) a jeji hranice je A(f(M)) = (0, 1), takZe ma kladnou

miru. Tedy mnoZina f (M) neni méfiteln4.

y=fx)

wl— +
Bl—+
W= 4+
D=
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Kapitola 4

Aplikace vicerozmérnych
integralu

Integralni pocet funkci vice proménnych ma rozsahlé pouziti jak v matematice
a fyzice, tak i v oborech, které na nich stavi. V této kapitole uvedeme nékteré
geometrické a fyzikalni aplikace, pricemzZz se omezime jen na zdkladni z nich.
Vesmés se jednd o vypocet podobnych veli¢in, které se vyskytuji u aplikaci
jednoduchého urcitého integralu, nyni je vSak budeme umét urcit v podstatné

N P

4.1. Geometrické aplikace

Z geometrickych aplikaci se zaméfime na vypocet obsahli rovinnych mnoZin,
obsaht ploch v prostoru a objemil prostorovych mnoZzin.

4.1.1. Mira (obsah) rovinné mnoZiny

Nechf M je rovinnd méfitelnd mnoZina. Z definic 1.31 a 1.45, poptipadé z tvr-
zeni a) véty 1.50 vyplyva, Ze pro miru (obsah) my(M) této mnoZiny plati

my(M) = //dxdy. “4.1)
M

Podle dasledku 1.41 vime, Ze omezena mnoZina je méfitelnd pravé tehdy, kdyz
jeji hranice ma miru nula. Tuto vlastnost maji vSechny ,,rovinné obrazce®, se
kterymi se setkdvdme v geometrii a v dalSich béZnych aplikacich.
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2

s

Piiklad 4.1. Vypoctéte obsah rovinné mnoziny M omezené kfivkami xy = a

xX= ay, y =2a, x =0, kde a > 0 je konstanta.

Reseni. Zjistime nejprve priseéik kfivek xy =
y x? =ay =a?, x* = ay.Z prvni z téchto rovnic vidime,
2a 1 Ze obé soufadnice priseciku musi byt rizné
od nuly. Vypocitdme-li z prvni rovnice nezné-
mou y a dosadime do druhé rovnice, obdrzime
O ; 2 x? = a’/x, takZe x? = a*. Odtud plyne, Ze
M, : X = a, a z rovnic kfivek snadno uréime y = a.
Jedinym prtise¢ikem uvaZovanych dvou kiivek
0 . je tedy bod [a, a]. MnoZina M je zndzornéna
na obr. 4.1.

Obr. 4.1
Oznacime-li
0=y=a,
0= x < Jay,
mame M = M,UM,, my(M;NM;) = 0. UZitim tvrzeni c) véty 1.50 dostdvdme

mz(M)://dxdy://dxdy—l—//dxdy:
M

M, M;

LU w)o 7[00

-afir]

Ml MZ.

a
0

a2 2
+fmwﬁ:=§f+fm2:f(3+mﬁ.

0 A

Piiklad 4.2. Vypoctéte obsah mnoZiny A omezené kardioidou, majici v polar-
nich soufadnicich rovnici 0 = a(1 + cos¢), —nt < ¢ < 1, a > 0 je konstanta.

Reseni. Mnozina je znidzornéna na obr. 4.2 a). Vzhledem ke zptisobu zadani
kardioidy je vhodné pouZit transformaci do poldrnich soufadnic. MnoZina A se
transformuje na mnozinu

S —mSg¢=m,
0=0 =a(l+cosg),
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y 2 Q
X
(0] 2a
) 9
—n 9] T
a) b)
Obr. 4.2

coZ je elementdrni mnoZina vzhledem k ose ¢ (obr. 4.2 b)). Na integrél transfor-
movany podle véty 3.8 proto mizeme pouzit Fubiniovu vétu 1.55. Dostaneme:

mz(A)=//dxdy=//Qde¢=/
A B -

1 27a(l4cos @) a? T 2
= =[], d(p:? (1+2cosg + cos” ¢)dp =

1+cos2<p>
— " )dp =

72

Cl2 T
=7 jT<l+2c0s<p+ 5
a2 b

T a(l4cos @)
([ i)
T 0

=7 (3+4cosg 4 cos2¢p)dp =

—T

2

4

1 T
¢ [3(p+4sin<p+ - sin2<p} =
2 -7

3ma?
2

Priklad 4.3. Vypoctéte obsah vnitiku elipsy A o poloosich a a b, a, b > 0.

Reseni. Abychom si usnadnili vypocet, umis-
time stfed elipsy do pocatku soufadnicové
soustavy a osy soumeérnosti do soufadnico-
vych os (na obsah to nemd vliv) — viz
obr. 4.3. Rovnice elipsy pak bude Zé + fi =
= 1. Nyni pouZijeme transformaci do elip-
tickych soufadnic (3.7), konkrétné

X = apcos g,

. |J| = abe.
y =bgsing,

i
N

—b

Obr. 4.3

a
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Vv s

Zménou méritek na osich se elipsa transformuje na jednotkovy kruh, ktery vy-
jadfime v ,,obyCejnych* poldrnich soufadnicich. Obrazem mnoZiny A tedy bude
mnoZina
0= ¢s2m,
0<o<=1,

coZ je obdélnik. S pouZitim véty 3.8 a ndsledn€ Fubiniovy véty 1.14 ndm vyjde:

27 1
mz(A)z//dxdyz//adenga:/ abdgo-/ odo =
0 0
A B

27 Q21 1
=ab[(p]0 17 0:ab-2n-§=nab.

Pro a = b = r, kde r > 0, dostdvdme jako specilni piipad obsah mr? kruhu
o poloméru r. A

4.1.2. Mira (objem) méritelné mnoziny v trojrozmérném prostoru

Nechf A je méfitelnd mnoZina v trojrozmérném prostoru. Z definice miry v R?
a z definice trojného integrdlu vyplyva, Ze pro objem m3(A) této mnoZiny plati

m3(A) = /// dxdydz. “4.2)
A

Priklad 4.4. Vypoctéte objem télesa A omezeného plochami 2(x2+y?)—z2 =0
ax?+y? —z> = -9, lez-li A v poloprostoru z = 0.

Reseni. Prvni plochou je rota¢ni kuZel s osou z, druhou rota¢ni dvojdilny hy-
perboloid s osou z. To lze snadno nahlédnout pomoci fez plochy rovinami
x=0,y=0az=c, kde c € R je konstanta. MnoZina A je znizornéna na
obr. 4.4 a). Na obr. 4.4 b) je fez této mnoZiny rovinou x = 0. Zadané plochy
se protinaji v kruZnici. Jeji rovnici dostaneme odectenim rovnic obou kvadrik.
Vyjde x>+ y*> = 9. Tedy kolmym primétem mnoZiny A do roviny xy je kruh K
se stftedem v pocatku o poloméru 3 (obr. 4.4 ¢)).

Pouzijeme transformaci do cylindrickych souradnic. Nejprve vyjadiime pri-
mét K v poldrnich soufadnicich, tj. 0 < ¢ < 2w, 0 < o < 3. Z rovnic ploch

uréime, ze
V2(x2+y) S 2 S Vx4 y2 +0.
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<)

Obr. 4.4

Odtud dosazenim za x = pcosg, y = osing dostaneme, 7e v20 < z <
< V0% +9. MnoZina A md v cylindrickych soufadnicich tedy popis
0053,
B: 0< ¢ < 2m,

V20 <725 V2+09.

To je elementdrni mnoZina vzhledem k soufadnicové roviné p¢. Na transfor-
movany integrdl pouZijeme Fubiniovu vétu. Integrace podle proménné z musi
predchézet integraci podle proménné o, na potadi integrace podle proménné ¢
nezdleZi. Dostaneme:

mn = [[[ aravaz = [[[ odoapac =
=L ([ e acfao= [{ [ elely o
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3 /02 +9 3 o
=/ {/ 2T[QdZ}dQ =/ {2TCQ [Z]ﬁg }dQ =
0 V2o 0 @

3
=2Tf/ (Q Q2+9—Q2«/§)dgz
0

0> +9=t
3 >, 20dp = dt
=2n/ Q\/Q2+9dQ—2T[/ Qﬁdg: 1 =
0 0 odo = 5 dt
0~9, 3~ 18

18 o1 2n 18
— ﬁdx—znﬁ[3] =7[\/73L —187v2 =
9

0

_ 2T (542 - 27) — 1872 = 187 (V2 - 1).

3 A

Casty je piipad, kdy t&leso A, jehoZ objem hleddme, je elementdrni mnoZina
vzhledem k roviné xy, tj.

A={lx,y,z1eR: [x,yl e M, f(x,y) Zz=gx,

kde M C RR? je uzaviend méfitelnd mnoZina a f a g jsou spojité funkce na M,
pricemz f(x,y) < g(x,y) pro kazdé [x, y] € M (srovnejte obr. 2.2). Pak je
mozné vzorec (4.2) pro vypocet objemu upravit pomoci Fubiniovy véty na tvar

m3(A) = //(g(x,y) — f(x,y)) dxdy, (4.3)
M

v némZ figuruje jen dvojny integral.

Piiklad 4.5. Vypoctéte objem t&lesa A uréeného nerovnostmi z > 1 —x?az <
<y242, pitemz —1<x <1, -1 <y <1

Reseni. Plochy, které omezuji mnoZinu A zdola resp. shora, jsou parabolické
vélce, jejichZ povrchové pfimky jsou rovnobéZné se soufadnicovou osou y resp. x
— viz obr. 4.5. Kolmym primétem mnoZiny A do roviny xy je Ctverec M: (—
—1,1) x (=1, 1).

PouZijeme vzorec (4.3), v némZ zvolime f(x,y) = 1—x?ag(x,y) = y>+2.
Vznikly integral vypocitime pomoci Fubiniovy véty. Vyjde:

m;(A) = //((y2 +2) — (1 —x%) dxdy =
M
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Obr. 4.5

1 1
=//(x2+y2+1)dxdy=/ (/ (x2+y2+1)dy)dx=
¥ —1\J-1
1 3 1 1
8
=/ [x2y+y+y] dx=/<2x2+>dx=
= 3 » 4 3

B [2x3 Sx]] 20
-1

R T3

4.1.3. Mira méritelné mnoZiny v n-rozmérném prostoru

Stejné jako ve dvojrozmérném a trojrozmérném prostoru plyne z definice miry
a z definice integrdlu pro miru métitelné mnoziny M v R" vzorec

mn(M)=/~-/dx1dxz---dxn. (44)
M

Priklad 4.6. Vypoctéte miru 7, n-rozmérného jehlanu (simplexu)
My ={lx1. %, ..., %) x120,x220,...,x%, 20, x; +x2+ - +x, Sh},
kde h > 0 je konstanta.

ReSeni. Provedme nejprve dilataci x; = huy, x; = huy,...,x, = hu,. Pro
jakobian J této transformace plati J = A" — viz (3.19). MnoZina M,, prejde po
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zminéné transformaci v mnoZinu
M= {[ul,u2,...,un]: uy 20,u,20,...,u, 20, u; +uy+---+u, < 1}.
MnoZinu M;; jakoZto elementdrni mnoZinu miZeme vymezit pomoci nerovnosti:
0 é Un g 1»
0= up1 =1 —uy,

0=Supn =1 —upy—up_y,

0<u =1—u,—- - —us,
0§u1 §1—un—---—u3—u2.
Dostdvdme pak

Tn:/-‘-/dxldxz---dxn=/---/h”du1du2...dun=h”ozn,
My

M*

n

an:/--~/du1du2---dun.
My

Oznacime-li pfi pevném u, € (0, 1)

kde

Mnfl ={[u17u25"'aun71]:u1 ZO,MZEO,---,un—I ZO,
u1+u2+-'~+un—1§1—un},

1
o, =/ </~-/du1du2--'dun_1>dun.
0
Mn—l

Provedeme-li ve vnitfnim integrdlu novou dilataci u; = (1 — u,) v, uy = (1 —

vidime, Ze

—Up) V2, ..., Uy = (1 —u,)v,—1 s jakobidnem J,_; = (1 — u,)" !, obdrZzime
1 1
oy = / (1 - un)nilan—l dun = an—l/ (1 - un)nil dun =
0 0
1—u,=t 0 1
=| —du, =dt = —a,_| / N =, —.
0~ 1, 1~0 ! "

ProtoZe o, = a,,_1/n, a; = 1, snadno zjistime, Ze «,, = 1/n! pro kazdé n = 1.
Odtud vyjde T,, = h"/n!. A
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Priklad 4.7. Vypoctéte miru V, n-rozmérné koule K,, = {[xy, x2, ..., x,] € R" :
x? 4+ x5+ -+ x> < R?}, kde R > 0 je jeji polomér.

Reseni. Podle vzorce (4.4) méme V, = [ --- [dx;dx, - - -dx,. UZitim pitkladu
Ky
3.32, kde volime o = 0, dostdvdme pro n = 2

v B oy s
" n
n:

’

kde n!! =n(n—2)---3-1 pro n liché, n!! =n(n —2)---4-2 pro n sudé a | x|
znadi celou ¢ast Cisla x. Vysledek ziejmé plati i pro n = 1.
Pro miru (objem) V, n-rozmérné jednotkové koule odtud dostdvdme vzorce
ok gk ok+1 prk

= ol pro n =2k, resp. Vi = m pro n=2k+1,

Vak

pfiemZ k € N, resp. k € Ny.

Vypoctéme jesté pro zajimavost, jakou ¢ast objemu ‘7;1 = 2" n-rozmérné krychle
o hrané 2, do niZ je koule K, vepsdna, predstavuje objem V. Pro n = 2k mame

V, ik ik
= = o = =, 4.5)
v, 2k-@kn 2%k
zatimco pro n = 2k 4 1 vychazi
v k 3
2= L (4.6)
VvV, 28-@Ck+DIN 2k+ D!
Souhrnné pro vSechna n € N mtiZeme psét
Vn _ (Ey%J L
v, \2 nll’
(Zvaite, ze pro libovolné celé n plati L—%J = — L%J, takZe pro exponent mocniny
&isla 2 bude v predchozim podilu platit L%J —n= L% —n| = L—%J =—|5])

Dodejme, Ze posledni vyraz md nulovou limitu pro n — oo. To lze ovéfit na-

o0 o0

sledovné: Uvazujme nekone¢né fady > ax, Y. b, kde obecny €&len ai je dén vzta-
k=1 k=1

hem (4.5) a obecny Clen by je dan vztahem (4.6). Platf ax41/ar = n/(4(k + 1)) — O,

br+1/bx = n/(2Q2k + 3)) — 0 pro k — oo. Z limitniho podilového kritéria pro fady
s nezdpornymi Cleny (viz [8, str. 17]) plyne, Ze obé& fady jsou konvergentni. Podle nutné
podminky konvergence &iselnych fad to znamend, Ze ax — 0, by — 0 pro k — oo.
Z toho jiz plyne, ze i V,,/V, — 0 pro n — oo. A
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4.1.4. Mira (obsah) plochy v trojrozmérném prostoru

Dalsi geometrickou aplikaci je vypocet obsahu plochy v prostoru. Definice plo-
chy je ovSem v obecném piipadu pomérné obtiZznd a stejné tak je tomu s definici
jejtho obsahu. Omezime se proto na specidlni piipad plochy vytvorené grafem
funkce dvou proménnych. PfisluSnou teorii, pojmy a vzorce lze nalézt v [20]
nebo [27].

Nechf 2 C R? je omezend oblast (tj. souvisld oteviend mnoZina), jejiz
hranice je sjednocenim kone¢né mnoha po ¢astech hladkych kfivek. Predpokla-
dejme, Ze funkce f ma spojité a ohrani¢ené prvni parcidlni derivace na £2 a je
spojitd na uzdvéru £2. Ozna¢me

G={lxy, fx, N eR’: [x,y] € 2} .7

jeji graf. Pak lze dokézat, Ze pro obsah tohoto grafu plati:

5:6) = [[ 1+ [ ] + [0 0] . 4.8)
2

Ndaznak odvozeni vzorce (4.8). Nechf v R3 je déna rovina o rovnici z = ax + by + c,
kde a, b, ¢ € R jsou konstanty, a necht [xg, yo] € R2. PoloZme zg = axg + byo 4+ c. Pro
libovolnd v absolutni hodnoté mald nenulova Cisla A, k uvaZzujme v roviné xy trojroz-
mérného prostoru xyz obdélnik M s vrcholy [xg, yo, O], [xo + &, Yo, O], [x0, Yo + &, O],
[xo + &, yo + k, 0]. Piimky kolmé k roviné xy prochédzejici t€émito vrcholy protnou
danou rovinu v bodech A = [xg, yo, z0l, B = [x0 + &, Y0, z0 + ah], C = [x0, yo +
+ k,zo + bk]l, D = [x0 + h, yo + k, zo0 + ah + bk]. Tyto Ctyfi body jsou vrcholy rov-
nob&zniku M leictho v dané roving. Oznadime-li @ = AB = (h, 0, ah), B = AC =
= (0, k, bk), miizeme pomoci zndmého vzorce z linedrni algebry vypocitat obsah tohoto
rovnob&iniku: S>(M) = |@ x B| = |(—ahk, —bhk, hk)| = 1+ a2 + b2 |hk| =
= 1+ a? + b2 my(M). Vezmeme-li nyni specidlng v dvahu tenou rovinu ke grafu
funkce f v bodé [x*, y*, f(x*, y*)], kde [x*, y*,0] € M, mdme a = f,(x*, y*),
b= fy(x*,y), ¢ = FO*, %) — x* fo@*, y*) — y* fy(x*, y*). Prijmeme-li predpo-
klad, ze obsah ,kousku* G grafu funkce f leZiciho nad obdélnikem M je pfiblizné
roven obsahu ,kousku* M tecné roviny lezictho nad obdélnikem M, plati priblizné

$2(G) = VT+a® + 02 my(M) = V1 + [[Lx" 3O + /3" y)I2 ma(M).

Priklad 4.8. Vypoctéte obsah grafu G funkce f, kterd je definovand na mnoziné
Qx> +y* <4, jeli

a) f(x,y) =x*+y? b) f(x,y) = xy.
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0
y 2
a) Elipticky paraboloid b) Hyperbolicky paraboloid

Obr. 4.6

Re§eni. Na vypocet pouZijeme vzorec (4.8). MnoZina £2 je kruh se stfedem
v poc¢atku a polomérem 2, takZe na vznikly integral v obou pfipadech pouZijeme
transformaci do poldrnich soufadnic. ProtoZe funkce f ma v obou pfipadech
spojité parcidlni derivace v celé roviné R?, miZeme integral pocitat pies uzavieny
kruh £2 a ne jen pies otevieny kruh £2 (tyto mnoZiny se lisf o hrani¢ni kruZnici
a ta ma dvojrozmérnou miru nula). Obrazem £2 bude mnoZina

0=¢=2m,
05022,

coz je dvojrozmérny interval, takZe na transformovany integral mtizeme pouZit
Fubiniovu vétu.

a) Jde o ¢ést eliptického paraboloidu. Plati f{(x, y) = 2x a fj(x, y) = 2y, takZe

$(G) = // V1+4x2+4y2dxdy =
2

://\/1 + 402 cos? ¢ + 40?%sin? ¢ - o dody =
B

27 2
://Q\/1+4Q2dgdg0=/ dgo-/ oV 1+40%do =
0 0
B

1+40>=t
8odo = dt w171
- odo = gdt = lolo" 1 gﬁdt -

0~1, 2~ 17
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17

T t3/2 T
=1 [3/2}1 =~ (17V17-1).

b) Jde o ¢dst hyperbolického paraboloidu. Plati fi(x,y) = y a fy(x,y) = x,
takze

$(G) = // V1+y2+x2dxdy =
2

:// V1 + 0*sin? + g% cos? ¢ - o dodgp =
B

27 2
=//Q\/1+Q2de§0=/ dw-/ oV 1+40%*do =
0 0
B

5
_ 2QdQ=2ldl _ [ ]27[ ) l2d1=
odo =1tdt 0 ]
0~ 1, 2~ /5

=2x- [ﬂf:?(sﬁ—l).

Vsimnéte si, Ze pro procviceni jsme na zcela obdobny jednoduchy urcity integral
vzhledem k proménné o pouZili pokazdé pon€kud odliSnou substituci. A

4.1.5. Mira (obsah) (n —1)-rozmérné plochy v n-rozmérném prostoru

Vzorec pro (n — 1)-rozmérnou miru (obsah) v n-rozmérném prostoru grafu
G = {[xl’xza ey Xn—1, f(XI,X2, .. .,Xn_l)] S Rn: [-xl’x2’ ‘e 7xn—1] € Q}

funkce f o n — 1 proménnych je analogicky vzorci (4.8):

1/2

n—1
Sn1<G)=/---/[1+Zf;f(x1,xz,...,xn1) dxdxy - dx, . (49)
2 =l

Pritom predpokldddme, ¢ £2 C R"~! je omezend oblast, funkce f je spojitd
na §2 a ma spojité a ohranicené parcidlni derivace na oblasti £2, jejiZ hranice je
po castech hladka (tj. je sjednocenim kone¢né¢ mnoha grafti diferencovatelnych
funkei n — 2 proménnych x;,,...,x;, ,, 1 = jj = -+ < j,_» < n — 1, defino-
vanych na kompaktnich mnoZinach, pficemz rizné grafy maji spolecné nejvyse
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body svych ,,0okraji*). Pfesny vyklad pojmt plocha v R" a mira plochy v R" viz
napf. [26] nebo [27].

Priklad 4.9. Vypoctéte obsah S,_; povrchu n-rozmérné koule K, v n-rozmér-
ném prostoru, kterd m4 dany polomér R > O.

P13

Reseni. Vypocet nejprve provedeme pro n > 4. Uréime obsah ,horni poloviny
povrchu (hranice) koule K,,. UZitim vzorce (4.9) dostavame:

1/2

1 n—1
ESn—l = //[1 + Z:lfg(xl,xz, oo Xp—)| dxgdxg - - dx,—g,
K1 J=

kde f(xl,xg,...,xn_l):\/Rz—xlz—xg—-~-—x371 a

K, = {[xl,xz,...,xn,l] e R" ! xf +x§ + ---+x§_1 < Rz}.

ProtoZe f{ (x1,x2,...,x,—1) = —xj/«/Rz—xlz—xg—-w—x,f_l, mame
~1
TS ) K
X1, X2y ooy, Xpm1) =
x./ ’ ’ s VR Rz_x%_x%_.”_x’%_l

j=1

Dosazenim do vzorce z tivodu feSeni dostivame

1 / / R

—S 1=/ dx;dx, - --dx,_q.

2™ < \/Rz—xlz—x§—---—x2_l !
n—1

n

Pouzitim transformace do sférickych soufadnic

X| = pcos@sintsint, --- sind,_s5sin v, _4 sin ¥,_3,

Xy = 0 sing@sin ¥ sind, - - - sin ¥, _s5sin,_4 sin ¥,,_3,

X3=0 cos 1 sin v - - - sin,_s sin ¥,,_4 sin ¥,,_3,
X4 =0 costh --- sin,_s5sin ¥, _4 sin ¥, _3,
Xp_3 =0 cos ,_5 sin ¥,,_4 sin ¥,,_3,
Xp_2 =0 COS ¥,_4 SIn ¥,,_3,

Xn—1 =0 cos ¥, 3
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pfejde mnoZina K,_; v mnoZinu

0= o0 <R,
0= ¢=2m,
K* .Oéﬁléﬂf,

n—1-

059,53 <m.
Pro absolutni hodnotu jakobidnu této transformace plati
|J| = 0" 2sin ¥ sin® ¥, - - - sin" > 9,,_3.
Uzitim vztahu x7 4+ x5 + - - + x2_| = o? dostdvdme

0" %sin 9 sin® 95 - - - sin" > 9,3 X

St = //m

X dQ d(p dl?] dl?z s dl?nfz =

R 21 T T Qn—Z ) 3
:R/ {/ [/ < ————sinty sin“ ¥ - - - sin" 7 ¥, _3 %
0 0 0 0 R?—p?

X dﬂ1> ---dﬁn_3} d(p}dg =

d(p/ sin dz?l---/ sin" 73 9,3 do,_s.
0 0

_R /
V R? = ¢?
Plati

R Qn—Z 0= Rsint 3 R"2gin"2
= | do=Rcostdt :/ 7tRcostdt=
0

/R2 2dQ
R -0 0~0, R~ 3

:/R”2 n"2rdt = R”Z/s1n”2tdt.
0 0

Pomoci rekurentniho Vzorce fo sinf ¥ d9 = kT f sin*=2 9 d¥ (viz pozndmka
2

3.33) a jeho analogie [;/*sin*®dy = X1 [ sint2 9 dv, kterd se dokdZe
obdobné€, obdrZzime

1 = 3! 1 2 3.1 —4H!!
Snl—ann ly (n ) T .2f.n7...yn_1u,
2 (n —2)!! 2 3 -2 (n—3)!!
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kde y, =, v, = m/2 pro n sudé, y, =2, y,;; =1 pro n liché. Tedy

n—1 n—1
LR Sl P S R S £ e
2 (n—2)! (n —2)!
kde [x] znali celou ¢ast Cisla x. Obsah povrchu cel€ koule je tedy roven Cislu
n—1
R ETT)

Spo1 = ———2
T -2
Vysledek je zfejmé spravny i pro n = 2 a n = 3. Poznamenejme jesté zavérem,
Ze pro limitu podilu objemu n-rozmérné koule o poloméru R (viz piiklad 4.7)
a obsahu jejtho povrchu plati
lim

n—00 3y, 1 n—-oo n A

Poznamka 4.10. Pozorny Ctendr si jisté v§iml, Ze provedeny vypocet nebyl zcela
korektni. Integrovana funkce totiZ nebyla na K,_; ohrani¢end. NaS§ vypocet v§ak
Ize ospravedlnit, predpokldddme-li, Ze obsah %S;l"_ | (n — 1)-rozmérnych kulo-
vych vrchlikil s osou v ose x,, sttedem v pocatku, o sttedovém thlu 2v, kde
¥ € (0, m/2), je spojitou funkci proménné 1. Skutecné, podobnym postupem
jako diive dostaneme

1

] w n— n—
Lo = 2an1/ =2 dp ol L
2 0 (n —3)!

R=U ¥ e
= W / Sirln_2 tdt - 2L§J T[LTIJ .
n — - Jo

Vzhledem k tomu, Ze fow sin" 2 tdt — vy EZ:;:: pro ¥ — m/2—, odtud snadno

zZjistime, Ze
n—1 n—1

iz dim ts = KT peusinistt o R oimtynia)

2 yon/2-2 " (n—=2)n"" n—2)!
Lze ukézat, Ze vzorec (4.9) plati i v piipadé, Ze integrdl stojici na jeho pravé
strané je nevlastni (viz kapitola 5) a konvergentni (parcidlni derivace f/ tedy

Xj

nemusi byt nutné ohranicené na §2). Srovnejte pozndmku 5.27.

4.2. Fyzikalni aplikace

setrvacnosti a elektrického ndboje. Odvozeni uvedenych vzorcl patii do teore-
tické fyziky.
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VVvew

Nechf A C R? je uzaviend méfitelnd mno¥ina, kterou chapeme jako model tenké
rovinné desky. Ozna¢me p(x, y) plo$nou hustotu v bodé¢ X = [x, y] € A a pred-
pokladejme, Ze p je nezdporna integrovatelna funkce na mnoziné A. Hmotnost
H(A) tenké desky A je ddna vztahem

H(A) = //,o(x, y) dxdy. (4.10)
A

Nechf p je orientovand pfimka v roviné. To znamenad, Ze je zvo-
P len normélovy vektor r pifimky p, ktery miti do kladné poloro-
viny uréené touto pfimkou — viz obr. 4.7. O opacné poloroviné
pak fikdme, Ze je zdpornd. Symbolem dist(X, p) oznaCme orien-
n  tovanou vzdalenost bodu X od piimky p, tj. vzdalenost bodu X

+ od pifimky p (kterd je vzdy nezdpornd) opatfenou znaménkem
plus pro body X v kladné poloroviné a znaménkem minus pro
Obr. 4.7 body X v zdporné poloroving. Staticky moment mnoZiny A vzhle-

dem k p¥imce p pak definujeme vztahem

S,(A) = / / dist(X, p)p(x, y) dxdy. 4.11)
A

Naés bude specidlné zajimat piipad, kdyZ za piimku zvolime nékterou ze sou-
fadnicovych os s jejich standardni orientaci. Pfitom fikdme, Ze osa x, resp. osa y,
mad standardni orientaci, jestlize plati dist(X, osa x) = y, resp. dist(X, 0sa y) =
= x pro kazdy bod X € R?. Tak dostaneme statické momenty vzhledem k sou-
fadnicovym osdm

S.(A) = / / yp(x, y) dxdy, @.12)
A

Sy(A) = // xp(x,y)dxdy. 4.13)
A

Vvey

plati:
5,4 5.4
“HA  TTH®GQ)

§ (4.14)
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Poznamka 4.11. Staticky moment hmotného bodu vzhledem k orientované pfimce de-
finujeme jako soucin jeho hmotnosti a jeho orientované vzdalenosti od pfimky. Staticky
moment kone¢né mnoziny hmotnych bodt vzhledem k orientované piimce je pak alge-
braickym souctem statickych momentd jednotlivych bodu.

Tim je motivovana definice statického momentu tenké desky. Rozd€lime ji na malé
¢asti a v kazdé z nich zvolime zéstupce (bod). Staticky moment jedné takové casti bude
pribliZzn€ soucinem hmotnosti této ¢4sti a orientované vzddlenosti zdstupce od primky.
Hmotnost této ¢asti je opét pfiblizné soucin jejtho obsahu a plo$né hustoty v zdstupci.
Sectenim pres vSechny casti se dostdvame k integralnim souctiim, vedoucim k dvojnym
integrélﬁm 4. 12) a (4 13)
tj. do bodu [&, n]. Vztahy (4.14) potom fikaji, Ze statické momenty tohoto bodu JSOU
stejné jako statické momenty celé tenké desky. Tak si miZzeme tyto vzorce zapamatovat.

Poznamenejme jesté, Ze ackoli termin staticky moment zni ,fyzikdlné®, teoretickd
fyzika takovou veli¢inu nezavadi. Termin se pouZziva v technické mechanice a ve statice
pro oznaceni integralti (4.11)—(4.13) a jejich riznych analogii.

Piiklad 4.12. Urcete t&Zisté tenké obdélnikové desky A: 0 < x < 2,0 y <
< 3/2, majici v kazdém bodé [x, y] ploSnou hustotu p(x, y) = xy.

Reeni. Nejprve uréime hmotnost desky A. Ze vzor-

ce (4.10) dostaneme s pouZzitim Fubiniovy véty, Ze
2 3/2 Y
H(A)://xydxdy:/xdx-/ ydy = 3/2
0 0 T
1 BL coo0000cccq o}
4 :
SRS -
21y L2]o 8 4 0 4/3 2
Daéle vypocitime podle vzorct (4.12) a (4.13) statické
momenty desky A vzhledem k soufadnicovym osdm: Obr. 4.8

3/2 272 ys 3/2 9 9
S (A dxdy = d dy = = =2.- ==
w=[foraa=[ro [Tro=[7] 5] =233
3/2 x32 y 3/2
Sy(A) = //xydxdy—/xdx/ ydy = |— —_
0 0 3]0 2

v Voew

3 4 %
;i 3 3

Vysledek je zndzornén na obr. 4.8. Poloha t&Zisté (je posunuté mimo stied obdél-
niku A) odpovidd tomu, Ze smérem vpravo nahoru hustota dané desky roste. A
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VVvew

Nechf V C R? je uzaviend méfitelnd mnoZina, kterou budeme chépat jako model
zkoumaného télesa. Ozna¢me p(x, y, z) jeho (objemovou) hustotu v bodé X =
=[x, y, z] € V a predpoklddejme, Ze nezdpornd funkce p je integrovatelnd na
mnoZiné V. Obdobné jako v pfedchozim oddilu bude hmotnost H(V) télesa V

dana vztahem
H(V) = ///,o(x, y, z) dxdydz. (4.15)
v

Nechf t je orientovand rovina v prostoru. To znamend, Ze je zvolen norma-
lovy vektor n roviny t, mifici do kladného poloprostoru urc¢eného touto rovinou.
Opacnd polorovina je pak zdpornd. Ozna¢me dist(X, t) orientovanou vzdélenost
bodu X od roviny t. Tim myslime, Ze vzddlenost bodu X od roviny t (kterad
je vzdy nezdpornd) opatiime v kladném poloprostoru znaménkem plus a v z4-
porném poloprostoru znaménkem minus. Staticky moment mnoZiny V vzhledem
k rovin¢ T definujeme vztahem

S (V) = /// dist(X, t)p(x, y, z) dxdydz. (4.16)
14

vvvvvv

orientované standardnim zpisobem, tj. normdlovym vektorem bude smérovy
vektor odpovidajici kladné soutfadnicové poloose, kterd je kolmd k uvazované
soufadnicové roving. Pak plati dist(X, rovina xy) = z, dist(X, rovina xz) = y
a dist(X, rovina yz) = x. Tak dostaneme statické momenty vzhledem k soufad-
nicovym rovindm

Sy (V) = ///Z,O(x, v, z)dxdydz, “4.17)
4

S (V)= /// yp(x,y,z)dxdydz, (4.18)
v

Sy (V) = ///xp(x, v, z)dxdydz. (4.19)
14

jeho soufadnice plati:

é_— — S)’Z(V) _ sz(v) _ Sxy(v)
“HV)  "THWY = HW)

(4.20)
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Pro statické momenty trojrozmérnych téles vzhledem k rovindm lze uvést
analogie pozndmky 4.11.

Piiklad 4.13. Vypoctéte hmotnost t&lesa V : x> +y?+z? < z, majictho v kazdém

bodé [x, y, z] hustotu p(x, y,z) = \/m

Reseni. Podle vzorce (4.15) plati, Ze

H(V) = /// V2 4+ y? 4 z2dxdydz.
v

Téleso V je omezeno kvadratickou plochou o rovnici x> + y* 4z = z. Nejprve
uréime, o jakou plochu jde. Po doplnéni na tplny ¢tverec dostaneme:

1\2 1
2 2 —_ = = —.
xX“+y —i—(z 2> 1

Jde tedy o kulovou plochu se stfedem [0, 0, 1/2] o poloméru 1/2. Téleso V je
proto koule zndzornénd na obr. 4.9 a).

Vzhledem k tvaru integrované funkce bude vyhodné pouZit transformaci
do sférickych soutadnic. Uréime zdvislost o na dhlech ¢ a . Dosadime-li do
rovnice kulové plochy sférické soufadnice (3.14), dostaneme s vyuZitim rovnosti
x2+y? 42722 = 02, Ze plati o> = g cos . Tedy bud o = 0, coZ odpovida pocatku
soufadnic, nebo ¢ = cos .

Na obr. 4.9 b) znédzoriiujicim fez kulové plochy rovinou x = 0 je ukédzin
vyznam tohoto vysledku. Pro délku dsecky OT plati |OT| = cos ¥, coZ jinak

" R |
1
1/2 7 |
—1/2 ol
0 O |

_1/ x y

1/2 | I

1/2 | '

y / —1/2 0 v
a) b)

Obr. 4.9
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plyne i z Thaletovy véty (srv. piiklad 3.13). Z obrdzku je také zfejmé, Ze do
popisu mnoZiny V budou patfit nerovnosti 0 < ¢ < 7/2. ProtoZe kolmy pramét
koule V do roviny xy je ziejmé kruh se stfedem v pocdtku a polomérem 1/2,
budou soucdsti popisu V také nerovnosti 0 < ¢ < 2m. MnoZina V se tedy
transformuje na mnoZinu

0=¢=2m,
o1
B: 09 < —,
- — 2
0 =< 0 < cos,

cozZ je elementarni mnoZina vzhledem k roviné ¢. Na transformovany integral
tedy pouZijeme Fubiniovu vétu. Dostaneme:

H(V)=///\/mdxdydz=///Q‘stinﬂdgdcpdﬁ:
v B

/2 27 cos ¥
:/ {/ </ Q3sin19dg>d<p}dl9=
0 0 0
/2 27 Q4 cos 1}
=/ {/ sinﬁ[} d(p}dl?:
0 0 4 0

/2 27 1 /2 1 5
:/ / — cos* ¥ sin ¥ dg dz?:/ — cos* ¥ sin ¥ [p] [T d =
0 o 4 o 4 0

cost =t

T —sin® dv = dt
_2/0 cos” U sin df = sind do = —dr | =

0~1, Z2~0

2

n/o 4 x[5]! b1
2 J 2151, 10

Poznamka 4.14. Mozna by nékdo povazoval za vyhodnéjsi pouZzit posunuti x = u,
y=v,z=w+ 1/2 a poté transformaci do zobecnénych sférickych soutfadnic

1

U = —pcos¢sini,
2

V= —opsingsintd,
2Q @

1
= - v
w 2QCOS

MnozZina V by se transformovala postupné na jednotkovou kouli se stfedem v pocatku
soufadnic a ndsledné na trojrozmérny interval. Tim by se sice zjednodusilo omezeni
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pro proménnou g, bylo by totiz 0 < ¢ < 1, aviak velmi podstatné by se zkomplikoval
integrand. VySlo by (po dprave):

1
VxZ+y?+22= E\/Q2+2QCOSI9+1.

Vypocet jednoduchého integrdlu z této funkce (af podle o nebo ) je vSak znacné
netrividlni.

Ze stejného diivodu by nebylo ani v pfikladu 3.13 moZné zvolit eliptické souradnice
s posunutym stifedem. K vypoctu integrdlu z prikladu 4.13 vSak bylo moZné pouZit
transformace do vélcovych soutadnic (3.13). Popis koule V ve vdlcovych soufadnicich je
Vi={[p,0z] eR*:0Z¢<2n, 05251, 050 <z —22} aintegrdl H(V) =
= [[] Vo* + z? 0 dp do dz lze uZitim véty 3.20 a Fubiniovy véty snadno spocitat.

v

Priklad 4.15. Vypoctéte souradnice tézisté Casti koule se stiedem v pocatku
a s polomérem r > 0 lezici v prvnim oktantu, je-li hustota v libovolném bodé
umérnd jeho vzdélenosti od pocétku.

Re§eni. Oznaéme V zadanou osminu koule. Ta je zndzornéna na obr. 4.10 a).
Pro vypocet trojnych integralii pies tuto mnozZinu pouZijeme sférické soutadnice.
Na obr. 4.10 b) a 4.10 ¢) jsou znazornény kolmé priméty V do rovin yz a xy.
V obou piipadech jde o Ctvrtkruhy v prvnim kvadrantu. MnoZina V se tedy
transformuje na trojrozmérny interval

T
0<op< ™
_§0_2

B:0<o=r,
0<p<
=v=5

Na vzniklé integrédly pak budeme moci pouZit Fubiniovu vétu.

a) b) 9

Obr. 4.10
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Ze zadani ddle vyplyvé, Ze existuje konstanta k > 0 takovd, Ze pro hustotu
télesa V plati p(x, y, z) = ky/x% + y2 + 2.
Nejprve vypocteme podle vzorce (4.15) hmotnost télesa V:

H(V)=///k\/x2+y2+zzdxdydz=///k@@%inﬁdgd(pdﬁ=
v B

Déle vypocéteme podle vzorct (4.17)—(4.19) potiebné statické momenty. Pro-
toZe hustota z4visi pouze na vzdalenosti od pocétku, tj. je sféricky symetricka,
Ize vzhledem k tvaru t€lesa V ocekdvat, Ze vSechny tfi statické momenty vyjdou
stejné. O tom se ale presvédcime vypoctem. Dostaneme:

S (V) = ///kz\/mdxdydz _
\%

:///kgcosﬁ-Q-QZSinﬂde(pdﬁ‘=
B

= /// ko cos 9 sin ¥ dodpdy =
B
k r /2 m/2

=/ Q4dQ-/ d(p-/ sin29 d¥ =
2 Jo 0 0
k 57r x 1 /2 k 5

:[Q} 'Mo/z'[—cosw} :fr—-E-lzkl,
2151 2 0 25 2 20

5 = [[[ o7+ 2 andnaz =
4
= ///stinwsinﬁ .0 - 0% sin® dodpdy =

B
= /// ko* sin ¢ sin® ¥ dodpdy =
B

k [T /2 /2
= / Q4dQ-/ sin<pd<p~/ (1 —cos2)dy =
2 Jo 0 0
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k 57r . 1 /2 k 5 5
. -[—cosw] .19 — = sin20 LS g n—r,
2151 0 2 0 25 2 20
Syz(V):///kx\/mdxdydz:
14
=///kgcosgosinl?-Q-stinﬁdgd(pdﬁ=
B
=///k@4cos¢sin20dgd(pdz‘}=
B
k r /2 /2
22/ Q4dQ-/ coswdgo-/ (1 —cos2®)dd =
0 0 0
k 57r 1 /2 k 5 5
=2 & [sing]? |9 — < sin2e| =Sl 1 =kl
2151, 0 2 0 25 2 20

W Voew

_ k %5 2r T [2)" 2r Zr}
- nré - .
kg3

4.2.3. Moment setrvacnosti rovinné desky a trojrozmérného télesa

Nechf A C R? je uzavfend méfitelnd mnoZina, kterou budeme chdpat jako model
tenké rovinné desky. Ozna¢me p(x, y) ploSnou hustotu v bodé¢ X = [x,y] € A
a predpoklddejme, Ze nezdpornd funkce p je integrovatelnd na mnoZiné A.

Bud p pfimka v roviné. Oznac¢me d(X, p) vzdalenost bodu X od pfimky p.
Moment setrvacnosti rovinné desky A vzhledem k primce p pak definujeme
vztahem

1,(A) = // dZ(X, p)p(x,y)dxdy. 4.21)
A

Vsimnéte si, Ze na rozdil od statickych momentt v roviné nepracujeme s ori-
entovanou vzddlenosti. Vysledek by vsak byl stejny, protoZe ve vzorci je druha
mocnina vzdélenosti, a tudiz d*(X, p) = dist>(X, p).

Nés bude specidlné zajimat piipad, kdyZ za pfimku zvolime nékterou ze
soufadnicovych os. Ziejmé plati d(X, osa x) = |y| a d(X,0sa y) = |x|. Tak
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dostaneme momenty setrvacnosti

1(A) = / / ¥2p(x. y) dxdy, 4.22)
A

1,(A) = / / x2p(x, y) dxdy. (4.23)
A

Priklad 4.16. Vypoctéte momenty setrvacnosti vzhledem k souradnicovym osam
tenké rovinné homogenni lichob&Znikové desky A, kterd ma vrcholy [—1, 0],
[2,0], [2,2] a [—1, 1] (viz obr. 4.11), je-li jeji plosnd hustota p(x, y) = 1.

Reseni. Lichob&Znik A je elementdrni mnoZina vzhle-
dem k ose x, kterd ho zaroveni omezuje zdola. Najdeme
1 rovnici piimky, kterd ho omezuje shora, tj. kterd pro-
chazi body [—1, 1], [2, 2]. Smérnice této pfimky bude

1._
|/ 4 2—1 1
x k= -

“2-(—1H) 3’

tedy jeji rovnice ma tvar
Obr. 4.11

1 4
=l4+k(x+1)==x+-.
y @t+D=3x+3
Integracni obor je tudiZ popsdn nerovnostmi
-1 x £2,

A: 0 1 +4
— X —.
y=3473

[IA
[IA

Integraly (4.22) a (4.23) proto spocitdme snadno pomoci Fubiniovy véty. Vyjde:

2 x/3+4/3
IX(A)=//y2dxdy=/ (/ yzdy> dx =
; —1\Jo
_/2[y3]X/3+4/3dx—1/2<1x+4)3dx— ! /2(x+4)3dx_
11310 3/.\3 3 81 J_,

x+4=t

1 [ 1741° 6*—=3* 15
w3 20| S 8114, 81-4 4
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2 x/3+4/3
Iy(A)=//x2dxdy=/ </ xzdy> dx =
—1\Jo
A
? 271,,1%/3+4/3 2 2( 1 4 12 3 2
=/x[y]0 dx:/x §x+§ dx=3/(x +4x°)dx =
—1 -1 -1

1[x4 4x3]2 _1<16—1+4(8+1)>_21
1

3 3\ 4 3

4+3

4 A

Nechf V C R® je uzaviend méfitelnd mnoZina, kterou budeme chapat jako
model trojrozmérného télesa. Oznacme p(x, y,z) jeho (objemovou) hustotu
v bodé X = [x, y, z] a predpoklddejme, Ze nezdpornd funkce p je integrovatelna
na mnoZiné V.

Nechf p je pfimka v prostoru. Oznaéme d(X, p) vzdilenost bodu X od
primky p. Moment setrvacnosti trojrozmérného télesa V vzhledem k piimce p
pak definujeme vztahem

1,(V) = /// d*(X, p)p(x, v, z) dxdydz. (4.24)
\4

Vsimnéte si, Ze zatimco u statickych momentt v prostoru jsme pracovali s orien-
tovanou vzdalenosti od roviny, zde mame neorientovanou vzdalenost od primky.

Nés bude specidlné zajimat piipad, kdyZ za pfimku zvolime nékterou ze
soufadnicovych os x, y resp. z. Ziejmé plati, Ze¢ d(X,o0sa x) = vy? + 22,
d(X,o0sa y) = Vx> +z% a d(X,o0sa z) = \/x2 + y2. Tak dostaneme momenty
setrvacnosti

L(V) = / / / O + D) p(x, . 2) dxdydz, 4.25)
14

I,(V) = // x>+ ) p(x, y, z)dxdydz, (4.26)
Vv

(V)= // ()c2 + yz)p(x, v, z)dxdydz. 4.27)
v
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Priklad 4.17. Vypoctéte moment setrvacnosti homogenni koule s jednotkovou
hustotou a polomérem r vzhledem k libovolné piimce jdouci jejim stfedem.

Reseni. Z. vzorce (4.24) je zfejmé, Ze vzhle-

, /§%§§§ dem k symetrii koule a vzhledem k tomu,
/'éll/‘l‘i\k\\\%\\ Ze je homogenni, bude vysledek pro libo-

z 0 "."..l“““ volnou pfimku prochézejici sttedem koule
\\\======’/’ stejny bez ohledu na polohu koule. Umis-
\\I‘_!,',/ —r  time proto kouli do po¢itku a za pfimku

vybereme napiiklad osu z. Oznaéme tuto
0 r kouli V. Tedy V: x> + y? + z> < r?, kde
Y r > 0 je polomér koule.

Na vypocet integrdlu (4.27) pouZi-
jeme transformaci do sférickych soutadnic.
Kouli V v téchto soutfadnicich odpovidd trojrozmérny interval

Obr. 4.12

0so=r,
B: 05 ¢ £2m,
09 <.

Transformovany integrdl vypocteme pomoci Fubiniovy véty. Dostaneme:

L(V) = / / (x* + y»H dxdydz =
Vv

= // (0% cos? ¢ sin® ¥ + o sin® ¢ sin® ) o sin ¥ dodpdy =
B

= /// o*sin’® ¥ dodpdy =

B
r 2n T
=/ Q4dQ-/ d(p-/ (1 —cos®¥)sin ¥ dv =
0 0 0
cost =t
—sin® do =dr 1" g [F >
= T =t = (5] W [ a=ena-

O0~1, T~ —1
r B! 27 4 8mr?
= — 2|t — — = - = .
5 31, 5 3 15 A
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4.2.4. Elektricky naboj

Nechf A C R? je uzaviend méfitelnd mnoZina, kterou budeme chapat jako mo-
del tenké rovinné desky. Ozna¢me o (x, y) ploSnou hustotu elektrického nidboje
v bodé X = [x,y] € A a pfedpoklddejme, Ze o je integrovatelnd funkce na
mnozing€ A, pfiCemZ o mlZe nabyvat kladnych i zdpornych hodnot. Pak celkovy
elektricky naboj Q(A) rozloZeny na desce A je urCen vztahem

0(A) = //a(x, y)dxdy. (4.28)
A

Priklad 4.18. Vypoctéte celkovy elektricky naboj rozloZeny na tenké desce A,
kterd lezi v 1. kvadrantu a je omezena osou x a kfivkou o rovnici (x? + yz)2 =
= 2(x% — y?), je-li plo$na hustota elektrického naboje o (x, y) = xy(x> — y?).

Reseni. Pouzijeme vzorec (4.28). Nejprve uréime, jak vypadd mnoZina A. Pfi
tipravdch budeme v daliim potfebovat vzorce cos 2o = cos® a —sin’ o a sin 2o =
= 2sina cos«. K vyjadieni pouZijeme poldrni soufadnice o, ¢. Po jejich dosa-
zeni do rovnice kiivky dostaneme:

(0% cos? ¢ + o” sin’ (p)2 = 2(0% cos? p—p? sin® ¢), odkud ¢ = 0, 0*> = 2cos2¢.

Hodnota ¢ = 0 odpovidd pocitku. Dédle vyraz 2cos2¢ musi byt nezdporny
(protoZe je roven @2), tj. ¢ € (—m/4, mw/4) U (3n/4,51/4). Celd kfivka je
nakreslena teckované na obr. 4.13 a). Jde o tzv. Bernoulliovu' lemniskdtu.

....... y Q
A 0 = /2cos2¢p
X
V2
.......... . q)
o /4
a) b)
Obr. 4.13
LJacob Bernoulli (1654-1705) (&ti bernuli) — vyznamny S$vycarsky matematik. Pracoval

v matematické analyze, teorii diferencidlnich rovnic, variacnim poctu, pravdépodobnosti atd. Jeden
z rozs4hlé rodiny vyznamnych matematiki téhoZ jména (pies 10 osob). Clanek o kiivce publikoval
v r. 1694.
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RovnéZ uvazovand mnoZina A je zndzornéna na obr. 4.13 a). Jeji vyjadieni
v polarnich soufadnicich tudiZ bude

[IA
[IA

-

0=¢
B:
0=¢o

A

< /2cos2p,

coz je zapis elementdrni mnoZiny vzhledem k ose ¢ (viz obr. 4.13 b)). Na
transformovany integrdl proto pouZijeme Fubiniovu vétu. Vyjde:

0(A) = / / xy(x — y?) dxdy =
A

= //QCOSgD -0 sin@(0? cos® ¢ — o? sin® p)o dody =
B

1
=5 // 0 sin 2¢ cos 2¢ dodg =
B

| (A Vs
= / (/ 0° sin 2¢ cos 2¢ dQ) dp =
0

2 0
1A 0° V2 cos2p 2 (A .
= / sin 2¢ cos 2¢ [} do = / sin2¢ cos” 2¢p dg =
cos2¢p =t
| —2sin2pdp=dr | 1/°t4dt_1[15}1_ 1
| 2sin2¢dp=-—dr | 3 ), 315, 157

0~1, Z~0

4 A

Nechf V C R? je uzaviend méfitelnd mnoZina, kterou budeme chdpat jako
model trojrozmérného télesa. Oznacme o (x, y, z) objemovou hustotu naboje
v bodé¢ X = [x, y, z] € V a predpoklddejme, Ze o je integrovatelna funkce na
mnoZiné V, jejiZ hodnoty mohou mit libovolnd znaménka. Pak celkovy elektricky
naboj Q(V) rozloZeny v télese V je urCen vztahem

o) = ///a(x, y, z) dxdydz. (4.29)
v

Piiklad 4.19. Vypoctéte celkovy elektricky ndboj rozloZeny v trojrozmérném
t€lese V, které lezi v poloprostoru z = 0 a je omezené plochou o rovnici

(x% + y2 + 22)> = —8xz, je-li objemové hustota elektrického ndboje o (x, y, z) =
=2x+2z.
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1,6 1

N
s iy
N

| \\X\\W/X%// 16

-1

<

y

Obr. 4.14

Reseni. PouZijeme vzorec (4.29). Abychom si udélali pfedstavu, jak vypadd té-
leso V, vyjadifime zadanou plochu ve sférickych soufadnicich o, ¢, ¥:

(92)2 = —8pcosgsin® - pcos?, tj. o =0 nebo o> = —4cos ¢ sin29.

Hodnota o = 0 odpovidd pocatku. Ddle soucin —4 cos ¢ sin 29 musi byt neza-
porny (protoZe je roven o2). Z rovnice plochy plyne, Ze vyraz —8xz je nezdporny.
ProtoZze ma byt z = 0 (tj. 0 £ ¢ < 1/2), musi byt x < 0 (tj. w/2 < ¢ < 371/2).
Vyjadfeni mnoZiny V ve sférickych soufadnicich proto bude

T 3n
<<=
2 :w: 2 ’
B: 0<9 <~
2
0=<0<2y/—cosgsin2d.

Téleso V je zndzornéno na obrdzku 4.14. MnoZina B je elementdrni mnoZina
vzhledem k roviné ¢, takZe na transformovany integrdl budeme moci pouZit
Fubiniovu vétu. Vznikly integrdl pak rozd€lime na &asti, které pro piehlednost
spocitdime samostatné. Pro velikost celkového elektrického ndboje tudiZ dosta-
neme:

o) = // (2x +z)dxdydz =
v

= // (20 cos @ sin ¥ + o cos ) sin ¥dodpdy =
B
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3n/2 ¢ ;)2 / 2/ —CosgsnId
{/ </ Q3(2cos<psin219+cosﬂsinz9)dg) dﬁ}dq):

o* 2/ =cosgpsn 2P
/ {/ (2 cos ¢ sin’ z?+cosz9s1nz9)[4] dﬁ}d(p:

0

3n/2 /2
4/ {/ (2 cos ¢ sin® ¥ + cos ¥ sin ) cos? ¢ sin® 2 dz&‘} de =
/2 0

35/2 /2
=38 / cos® ¢ dg - / sin® 9 sin” 20 do +
/2 0

3m/2 m/2
+ 2/ cos? ¢ dg - / sin® 209 do.
/2 0

Pri vypoctu vzniklych ¢tyt jednoduchych integralti pouZijeme mimo jiné gonio-
metrické vzorce cos’a = (1 4 cos2a)/2 a sina = (1 — cos2a)/2. Postupné
vyjde:

3n/2 3n/2 sing =1
/ cos® g dgp = / (1 —sin? @) cos p dp = | cosp dy = dt =

2 Il T -1

—1
4
_2 — — e J——
/(1 t9)dt = [t } =-3

/2
/ sin? ¥ sin? 209 do = 2/ (1 — cos29) sin® 29 d9 =
0 0

1 /2 1 /2
= - / sin? 29 d — — / cos 2% sin® 29 d =
2 Jo 2 Jo

sin2% =t
2 cos 29 = dt 1/“/2
= = - (1 —cos4d)dd —
005219=%dt 4 Jo
0~0 Z~0

2

1 /o 1 indy1™/?
—/tzdtzﬁ—sm —0=—,
4 J 4 4 |,

bl
8
31/2 | 32 1 §in291%2  x
/ cosz<pd<p=/ (1+Cos2¢))d<ﬂ=[<ﬂ+ ] =3
2 2 Jap 2 2 )2 2

cos2v =t

/2 /2 —2sin 29 d¥ = dt
-3 _ _ 2 1 — =
/o sin’ 20 d¢ _/0 (1 — cos”2¢) sin 29 dv sin 29 d = —%dt

0~ 1, %f\»—l
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1! ) 1 £ 2
= [ A-tHdt=_|r—=| ==3.
2 /i 2 3], 3

Po dosazenf ¢ty dil¢ich hodnot do odvozeného vyjadieni Q(V) obdrzime

O(V) =8 4 n+2n2_ 27
N 3)8 23 3 A

4.2.5. Dalsi fyzikalni aplikace

Dosavadni ukdzky se tykaly dvojnych a trojnych integralG. Avsak i integrély
vyS$§ich rozmérnosti maji vyznamné aplikace. Jednu z nich nyni popiSeme. Uva-
Zujme trojrozmérné hmotné téleso a predpoklddejme, Ze v jeho gravitatnim poli
se nachdzi dalsi téleso, které se s prvnim télesem neprotind. Matematickym mo-
delem téchto t&les jsou dvé kompaktni disjunktni méfitelné mnoZiny A, B v R3.
Necht jejich hustoty jsou dany po fad€ funkcemi p4 a pg, které jsou nezdporné
a integrovatelné na mnoziné A, resp. B. Ozna¢me F = (Fy, F,, F3) gravitacni
silu, kterou prvni téleso pfitahuje téleso druhé. Pak pro slozky sily F; sily F
plati

Gpa(xi, X2, x3) pp(¥1, y2, ¥3)(Xi — yi)
Fr= dxidxadxsdyidysdys,
//A/Z// [ — 107+ (2 — 120+ (x5 — yp)2 /2 2 RaNERan

kde G je gravitani konstanta. Obdobné pro potencidlni energii E télesa B
v gravitaénim poli télesa A plati

Gpa(xy, x2, x3)p (Y1, Y2, ¥3)
E= dx;dxydxsdy;dy,dys.
//A/[// [ — Y2+ (62 — )2 + (x5 — y)2]/2 720 y1dy2dys

Poznamka 4.20. V oddilu o fyzikdlnich aplikacich jsme ukazali, jak se z jistych tzv.
intenzivnich velicin (napf. hustota, plosna hustota elektrického naboje, objemova hustota
elektrického nédboje a dalsi) uréi pomoci dvojného resp. trojného integralu tzv. extenzivni
veliciny jako hmotnost, momenty setrvacnosti a celkovy elektricky naboj.

Vsechny extenzivni veli¢iny maji ddleZitou vlastnost, tzv. aditivitu: rozdélime-li
mnoZinu A na dvé disjunktni Casti A; a A, pak veli¢ina pfifazend mnoZiné A je
souctem veli¢in pfifazenych mnoZindm A a Aj.

Ve fyzice i v jinych disciplindch se setkdvdme s fadou dalSich extenzivnich veli¢in,
které mohou byt Casto ureny pomoci integrali z intenzivnich veliin. Integrily totiZ
jsou aditivni vzhledem k integracnimu oboru — viz véta 1.50, ¢ast c). U velicin, které
nejsou aditivni, proto nelze ocekdvat, Ze ptijdou vyjadfit pomoci integralli z intenzivnich
velicin.
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Cviceni

1. Pomoci dvojného integrdlu vypoctéte obsah mnoZiny omezené kiivkami:

a)
c)

€)

g
i)

xy=4,y=x»X=4, b) y2=4+x7-x+3y=0’

y=lnx, x—y=1, y=—1, d) y=sinx, y=cosx, x =0,

5
xy=a2,x—|—y=§a,a>0, f) y=x2, 4y=x2,x=:|:2,

5 b? b 2
y'=—x, y=—x, a,b>0, h) y=tgx, y=—-cosx, x =0,
a a 3

xy=1, xy=28,y>=x, y>=8x.

2. Vypoctéte obsah rovinného obrazce uréeného nerovnostmi:

a)

b)
9]
d)
€)

y<—x3 y<od, y=2 a1,

x2y? X .y
—+==1, -+= 21,
9+4* 3+2*
y<1, ySx—1, y 2lnx,

yExXP4+1L, y2 -1 y<—x+3, x 20,

v S 2px+p?, v < -2¢x+q* p>0, q¢>0.

3. Vypoctéte obsah:

a)
b)

9]
d)

a)

b)

rovinného obrazce omezeného kiivkami x% + y? = 2x, x? 4+ y? = 4x,
y=0,y=nx,

rovinného obrazce uréeného v prvnim kvadrantu kiivkou x> +y* = 3axy,
kde a > 0 (Descartiv list),

asteroidy x*/° 4+ y*/* = a*?3, kde a > 0 je konstanta,

Hctytlistku® o = alsin2¢|, ¢ € (0, 27).

. Pomoci dvojného integrdlu vypoctéte objem:

valce omezeného podstavou A = {[x, v,z eR¥ :x24+y2 <1, x 20,
y <0, z = 0}, vélcovou plochou tvofenou rovnobézkami s osou z
vedenymi z bodl hranice mnoziny A a plochou z = x + y,

@lesa V = {[x, y, z] eR¥:x>2-2 0<y< —x,
0<zS (x+ 12+ 1}.
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5. Pomoci dvojného integrdlu vypoctéte objem télesa omezeného plochami:

a)

b)
c)
d)
€)
f)
g)
h)
i)
k)

az = x> — yz, x =a, a >0, v I oktantu,

2 2 2 2
X Z X y
;+ﬁ:1’7+ﬁ_1 ab>0

zzzxy, x=0,x=a, y=0, y=a, a >0,
z=a—xXx, yzzax, z=0, a >0,

.y
z=sin—, z=0, y=x, y=0, x =T,

2x

z=x4+6y, z=0, y=x, y=5x, x =1,
y=x2, x+y+z=4 y=1, z=0,
x+y+z=6,3x+2y=12, x=0, y=0, z=0,

X
,+X+§:1, x=0, y=0, z=0, a,b,c >0, v I oktantu,
a c

b
x=0,x=4 y=0 y=4 2z=0, z=x"+y +1.

6. Vypoctéte obsah:

a)

b)
c)
d)

€)
f)

g
h)

2

¢asti plochy z =4 — x — y, omezené rovinami x =0, y =0, x =2,
y=2,
&sti plochy z = x2/2, kde 0 < x <242, x/2 < y < 2x,

Casti plochy z = (e* +e7)/2,kde 0 < x < 1,0 < y < x,

¢asti kuZelové plochy z = \/ x% 4+ y* — 2x + 1, leZici uvniti vélcové plo-
chy x2 + y*> =4,

&asti plochy x4 z2 = 1, uréené nerovnostmi y >0,z >0, x +y < 2,
&asti plochy z° = 2xy, kde x 20, x <3,y 20,y <6,z >0,

&asti plochy 2z = x* 4+ y%, kde x> 4+ y* < 1,

Casti plochy z =2 — (x> +y?), kde 0 < y < x, 2 > 0,

plochy vyfaté na kulové plose x> + y* + z> = a? plochou y?* = ay — x?,

kde a > 0.
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7. Vypoctéte hmotnost rovinné desky A omezené danymi kiivkami resp. uréené
danymi nerovnostmi, je-li p plo$nd hustota:

a)
b)

c)
d)
€)
f)

Ar1Sx =3, 1Sy <2 pl,y) =2+
A:x 20, x<4, y=20, y <3, p(x,y) je v libovolném bod€ piimo

umérnd druhé mocning€ vzdalenosti tohoto bodu od pocitku O = (0, 0),

X232
A:7+ﬁ:1’ x20,y20, a,b>0, p(x,y)=kxy, k>0,
a

Aix?—y—120, x—y+120, p(x,y) =[x — 1],
A xP+y* =2y 20, p(x,y) =[xy,

Ax? 4y —2x20, x> +y>—4x <0, p(x,y) = |y

8. UrcCete uvedeny staticky moment rovinné desky A omezené danymi kiivkami
resp. urcené danymi nerovnostmi, je-li p plo$nd hustota:

a)
b)
c)
d)
€)
)

Sy, Aty Sx, y=1/x, y21/2, p(x,y) =2y,

Sev At 1Sx*+y" <4, y2x,y20, px,y) =x°,
Sy, Ary=x, x:yz, ,o(x,y)zl/«/m,

Sy, Atx 20, y20, nx =y =1, p(x,y) =xy,

Sy, Aix?+y7 <4, x 20, p(x,y) = xy/4—x2—y2,

staticky moment vzhledem ke strané a, pficemz A je obdélnik o stra-
nach a,b a p(x,y) = 1.

W Voew

p = 1) omezené danymi kiivkami resp. uréené danymi nerovnostmi:

a)
b)
d)

f)

y = 0 a jedna piilvlna sinusoidy y = sinx, 0 < x < 7,

y=x% x=4, y=0, ) x*+y*=4d* y20, a>0,

y2=ax,x=a,y§0,a>0, e) y:az—xz,yzO,a>O,

xX\2 0?2 2
C)+(3) st rzo ® ay=x’ x+y=2a, a>0,
a

a,b >0, h) y=x,y=x2,
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i) x2+y2<4d% a>0, jeli p(x, y) pfimo im&mé vzdilenosti bodu

[x, y] od bodu [a, 0].

10. Vypoctéte uvedeny moment setrvacnosti rovinné desky A omezené danymi

11.

12.

kfivkami resp. urené danymi nerovnostmi, je-li p plo$nd hustota:

a) I,, Aix=0, x=4, y=x/2+3, y=x/2-3, p(x,y) =x,

b) I, A:x><y<x, px,y)=k, k>0,

c) I, A:x2+y2§r2, ox,y)=1, r >0,

d) Ix’ A:1§x2+y2§49 yé% yz_x9 P(xay):y,

)1sz+y2 LY LY 0<b <b

e) I, A: =+=5=1, =+ =1, 0<a; <ay, 0 <b < by,
a% b% a% b% 1 2 1 2

plx,y)=1.

Vypoctéte objem télesa omezeného danymi plochami resp. uréeného danymi
nerovnostmi:

a) z=x2+y2, x+y=4 x=0, y=0, z=0,

b) y=x* z=0, y+z=2,

©) x—y+z=6 x+y=2 x=y, y=0,z=0,
d) z=4—y, z=y"+2, x=—1, x =2,

2

e) z=x>4+y% y=x% y=1, z=0,

) z=x>4+y, z=x"+2y% y=x, y=2x, x =1,

g y=+x, y=2Jx, 2=0, x +7=6,

hy x+y+z=a x*+y*=R* x20, y20, 220, o, R > 0,
a = V/2R.

Vypoctéte objem télesa omezeného danymi plochami pomoci transformace
do cylindrickych resp. sférickych soutadnic:

a) =4/ 47, P +yi=1 2+ =4, 2=0,

2

b) x+y+z=3a, x*+y*=a’ z=0, a>0,
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13.

14.

) z=x>4y% x>+y?=x, x> +y?=2x, =0,
d) x>4+y*=4, X2+y>—72=—4,

e) x>y 4+zt=1,

) (+y +2)>=a’x, a>0.

Vypoctéte objem télesa omezeného danymi plochami resp. ur¢eného danymi
nerovnostmi pomoci transformace do zobecnénych cylindrickych resp. sfé-
rickych soufadnic:

[\S}

X2 2 2 2 2

y Z X y b

a) ;+ﬁ+§:17 ;+ﬁ§§v 2207 avb7c>0’
X2 )2 %2 32
b =xy, —+*==1, — +-— =1, a,b > 0, v I oktantu,
) TEY T 4a " a2
X2y 2 X2y

C) ; ﬁ_ciz:_l,;_i—ﬁ:l’ a,b,c>0.
Vypoctéte objem télesa V, kde

a) V={lxyzeR:1<y<x<2 0Zz<x/y},

b) V={[x,y,z]eR32x2+y2§r2, 0§z§(v/r)y},r >0,v>0,

c) V= {[x,y,Z] eR X+ y* Zax, a’2? S AP+ yY), 22 O},
a>0,¢c>0,

d) V:{[x,y,z]e]R3:x2+y2§x, x2+y2§2x,x+Z§0, x>+
+y* 2z},

e) V={lx,y,z1eR:x*+y*—2x <0, z<2—x*— )% 720},

f) V:{[x,y,z]eR3:x2+y2+z2§r2, x2+y2§a2},0<a <r,

g) V je prinik vilci x>+ y* < a?, x> + 72 < a?, a > 0,

h) V je omezeno horni polovinou kulové plochy x* + y* 4+ z> = 2az
a kuZelovou plochou x> 4+ y* = 2%, a > 0,

i) V= {[x,y,z] eR X2+ +22 <% P 4yP < rx}, r >0, je
Vivianiho' t&leso (prtnik vélce s kouli),

i) Vjeomezenéplochamix—i—i—y—z:l,%zx—z+y—2az=0,a>0,

a b2 c Pt g2

b>0,c>0,p>0,qg >0,

Vincenzo Viviani (1622-1703) (Cti viviany) — italsky inZenyr. Zabyval se geometrii.
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k) V je omezené plochami x +y+z=a,x+y+z=2a,x+y =z,
x+y=2z,y=x,y=3x,a >0,

i) pomoci transformace x =u —v, y=u+v, 7 =z,
ii) pomoci transformace x + y+z=u, (x + y)/z=v, y/x = w.

15. Vypoctéte hmotnost nehomogenniho télesa o objemové hustoté p(x, y, z)

a) omezeného rovinami x =0, x =1, y=0, y=2, z=1,
z=4, p(x,y,2) =%y,

b) omezeného vélcovou plochou x> = 2y a rovinami y +z = I,
2y+z=2, p(x,y,2) =y,

¢) omezeného vilcovou plochou x4+ y2 =9 a rovinami z = 0,
z=35, p(x,y,2) =4 +x,

d) omezeného plochou x* + y* — z2 = 0 a rovinou z = c,
px,y,2)=z,¢>0,

e) omezeného plochou x* + y? 4+ z% = 4,
p(x,y,2) =k(x* +y* +2%), k> 0.

16. Urcete dany staticky moment nehomogenniho télesa M o hustoté p(x, y, z):

a) Sy;, M je omezeno plochami z = —x2, z=—y% x <1, pritemz
- X é y éo’ ,O(x’)’»z) = |)7|,
b) S,., M je omezeno plochami z = —x3, z=¢", y=1—ux,

pficemz x 20, y 20, p(x,y,2) =x,

c) Sy, M je omezeno plochami z = X2+ yz, z =3, pfi¢emZ y = |x|,
p(x,y,2) =y,

d) S.., M je uréeno nerovnostmi x>+ y> =1, 1 £z <5—x2 —y?,
y 2 Ixl, plx,y,2) =1yl

17. Urcete t€Zisté télesa o hustoté p(x, y, z) (neni-li ddno jinak, je p = 1), které

je omezené plochami:

a) x2/p+y’/g=2z, z=c, p>0, ¢ >0, ¢c>0, v oktantu,

b) z=y%/2, x=0, y=0, z=0, 2x +3y—12=0,

¢) x=0,x=2,y=0,y=2,2z=0, z=4, p(x,y,2) =x,

d) az:az—xz—yz, z=0, a >0,

e) z=1y2/2, 2x+3y—12=0, x=0, y=0, z=8.
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a)

b)

c)

d)

*€)

2%

osminy elipsoidu x*/a® 4+ y*/b* 4 z*/c* = 1 v prvnim oktantu, kde
px,y,2) =k,a,b,c,k >0,

¢asti koule se stredem v pocatku a polomérem r > 0 leZici v prvnim
oktantu, je-1i hustota p v kaZzdém bod¢ piimo imérnd jeho vzdélenosti
od pocatku,

krychle (0, 1) x (0, 1) x (0, 1), je-li hustota d4dna vztahem p(x, y, z) =
= xSy T kdek > 0, 12<a <1, 12< 8 <1,1/2<
Sy <,

vysece koule o poloméru r > 0 se stfedem v pocatku, kterd ma stfedovy
thel 2« a jejiz osa lezi v kladné C4sti osy z; pfitom p(x, y,z) =1,
kulového klinu vyfatého z koule o poloméru r > 0 se sttedem v po-
¢atku; roviny vytinajici klin prochézeji osou x a sviraji dhel 2«, osa
soumérnosti klinu leZi v kladné Cdsti osy z; pfitom p(x, y,z) = 1.

19. Urcete moment setrvacnosti (p je hustota):

20.

a)
b)
c)

d)

g)

homogenniho rota¢niho vélce vzhledem k ose rotace, je-li vyska vélce v
a podstava je uréena kruznici x> +y>*=r>, v>0,r >0, p =1,
nehomogenni koule x* 4+ y? + z> = R? vzhledem k ose jdouci stfedem,
R >0, je-li p(x,y,2) =+x%2+y2+ 22,

homogenniho rotacniho kuZele o poloméru podstavy r > 0 a vySce
h > 0 vzhledem k jeho ose rotace, p =1,

homogenniho kvadru o rozmérech a x b x ¢ vzhledem k ose jdouci
sttedem kvadru rovnobézné s hranami délky a, p = 1,

homogenni krychle o velikosti hrany a vzhledem k jeji télesové thlo-
pricce, p =1,

osminy koule x> +y* 4z =a
je-li p(x,y,2) =z,

rotaéniho vélce (x —a)’+(y—b)> <r?,0<z<wv,kder >0, v > 0,
a,b € R, vzhledem k ose z, je-li p(x,y,z) = 1.

2, a > 0, v I. oktantu vzhledem k ose z,

Vypoctéte celkovy elektricky ndboj Q rozloZeny na rovinné desce M ome-
zené danymi kfivkami, resp. uréené danymi nerovnostmi, je-li ddna jeho
ploS$nd hustota o:

a)
b)

M:0=x=<1, 05y < 7/2 o(x,y)=xsiny,
M:1<x<3, x=y, y=x+2, o(x,y) =2x + 3y,
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21.

22.

23.

24.

©) M:y=x, y=x", o(x,y)=x+y,
d) M:O§X§l, }’207 )’§1—X, U(x»)’)=x+y_x)’»
e) M:x:y,y=x2, G(x,y)=x2+y2,

X+ y==xa, x —y ==xa, o(x, = ac—x*, a>0.
f) M y==£ y==a, o(x,y) =2Va*—x? 0

Vypoctéte celkovy elektricky ndboj Q rozloZeny v télese M uréeném danymi
nerovnostmi, je-li ddna objemova hustota o tohoto naboje:

a) M:x20,y20 220, x+y+z=1, o(x,y,2) =xyz,

x+y
447

) M:x20, y=20, 250, 4x>+y*+22< 1, o(x, y,2) = x%yz,

d M:05xZ<e—1,05y<e—x—1,esz<x+y+e,

b) M:x+y=<3, x20, y20 05z54, o(x,y,2) =

In(z—x —y)
x—e)(x+y—e)

o(x,y,2) =

Vypoctéte objemy nésledujicich téles:

a) n-rozmérného rovnobéznosténu omezeného rovinami a;1x; + a;»x> +
+ -+ ainxy ::Iil’l, (l = 1,2,...,1’1), kde ]’l,’ >0 adet(aij) ;éO
T X1 X2 Xn .
b) n-rozmérného jehlanu —+—+---+— <1, x, 20 =1,2,...,n),
a ar a,
je-lia; >0 =1,2,...,n).
x> x?
¢) n-rozmérného elipsoidu —12 + —é 4+ -4
aj a;

—1,2,...,n).

Sl jelliag >0(G =

=QN ‘ :km

Necht M, N jsou méfitelné mnoZiny v R®, které leZi mezi rovinami z =
=a az = b, kde a < b. Nechf pro kazdé z € (a, b) jsou fezy M,.. .,
N(... ., méfitelné mnoZiny v R? (viz oznadeni z lemmatu 3.47). Nechf existuje
konstanta k > O takovd, Ze my(M,.. ) = kmy(N,.. ) pro kazdé z € (a, b).
Dokazte, Ze pak plati m3(M) = km3(N) (tzv. Cavalieriiiv! princip).

Nechf A C R” je méfitelnd mnoZina. Ozna¢me B = {[xl, e X, 0] € R
[x1,...,x,] € A}. Bud V =[0,...,0,v] € R""! kde v > 0. Uvazujme

IBonaventura Francesco Cavalieri (1598-1647) (¢ti kavalieri) — italsky matematik. Ve své

teorii nedélitelnych velicin rozvinul Archimedovu exhaustivni metodu — viz [25]. Jeho myslenky
prispély k rozvoji integralniho poctu.
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25.

,jehlan“ s podstavou B a vrcholem V v R"*!, tj. mnoZinu
M= {[d—=Mxi,....,(0 =x,, ] : [x1,...,x,,0] € B, 0S A< 1}

(M je tvorena body dsecek spojujicich vrchol V s body podstavy B). Je-li M
méfitelnd mnoZina, najdéte vzorec pro vyjadieni m,;(M) pomoci m,(A)
av.

Ukazte, Ze pti oznaceni ze cviceni 24 z méfitelnosti mnoZiny A v R" plyne
méfitelnost mnoziny M v R"*!, takze tento predpoklad Ize vynechat.

Vysledky
l.a) 6—4In2, by 202, o i1-1 @ V2-1,

e) a*(¥ —m4), O 4, g @, hy 1+m%2, i) 7m2.
20 ((1+45). b 3(x-2. 0 5. 9 L o e+
3.a) 3m,

b) %az (pouzijte transformaci do zobecnénych eliptickych soutfadnic

x = pcos’ g, y = gsin® ),
C < ta ouzijte transformaci do zobecnenych eliptickych souradnic
) 2mna’® (pouzij formaci do zobecnénych eliptickych soufadni
x =gcos’ g, y = gsin’ ),
1 2
d) Ena.
4.2 2, b L.
5.2 2, b) Lap?, o 4 2d e

n 7. g . h) 32, IR o DI
6.a) 443, b 13, o 1-1d 472, e) 2m,

fH 36, g :n(v8-—1), h Bx, i) 2d*(nw-2).

7.a) 32, b)) 100k, ¢ gka’p?, d) I, e 3, O .
8 a) In2— L, b) A2 ) B2
d 24 e 2, f) lab?.
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9.2) T=[3 %] by T=[37%] o T=[05]
d) T:[35“,3§”}, e) T:[O,lei], f) T:[O’%]’
9 T=[labd, n T=[.12, D T=[-%0]

10. a) 384, b)) £ o X, d) IV2, e Z(ba—bia).

28 4 6
11.a) 1%, b) 2.2, c 1o, d) 8,
) 8. H 1 9 6, hy T 2R3
12. a) 8nIn2, b) 3ma’, ) 2,
d 2r(2v2-1), e fm, f =
13.2) Zabc(2—+/2), b) La%?, ©) Labc(2v2-1).
14. a) 2In2— %, b) %vrz, c) gazc, d) gn,
e 3w, H 5[ -0 —a)Vrr—a?], g Fa,
b ma’, D=1 D (R b S
15.2) 2, b 22, c) 180m, d = e) 12x
16.2) 2T, by 12662335 c) 185 d) 3(r+2).
17.a) T =[22cp, 22/2cq, %], by T=[%121%,
o T=I[512] d) T=1002%] e) T=[3% 2 1
18.a) T=[3a2b 3], b T=I[:rirsr], o T=[aB vl
d T= [O, 0, %rcos2 %}, e) T = [O, 0, %x’ sma]
19.2) Lnurt, b) 4R o) d)  Labe® + e,
e) %as, f) 2—“86, g) wriv(r?/2+a® + b).

200a) 1, b) 52, o Z, 4 %L, e =. 0 dGn-4.
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21.

22.

23.

24.

25.

a) %, b) 9In2, c) —%, d) 2e-—5.
a) mifl)hl" (pouzijte afinni transformaci u; = a;1x) +apxs + -+ + ainXy,
ij
i=1,...,n, viz cviCeni 5 ke kapitole 3),
b) “er (srovnejte priklad 4.6),

ntl J

c) Aara. 25 L L3l (pouzijte dilataci (3.19) a sférické soutadni-

ce (3.20) — srovnejte priklad 4.7).

Z verze Fubiniovy véty uvedené v lemmatu 3.47 vyplyva, Ze plati m3(M) =

= [[fdxdydz = [P( [ dxdy)dz = [’ ma(M(...)dz a analogicky m3(N) =
M M.z

= [P ma(N.,. ) dz. Tudiz m3(M) = [? kma(N(... ) dz = km3(N).

Mnozina M lezi mezi nadrovinami x,4+; = 0 a x,41 = v. UvaZujme jeji fezy
M. x,.p» 0 = X401 = v. Z rovnice Av = Xx,yq1 plyne, Ze A = x,41/v, tedy
M.z, = {[(1 — Xpt1/0)X1, oo, (1 — Xpg1/U)X0] ¢ [X1, ..., %] € A}. Tu-
diz M x,,,) je afinnim obrazem (konkrétné jde o dilataci — viz (3.19)) mno-
Ziny A. Podle cviceni 5 ke kapitole 3 je proto kazdy fez méfitelnd mnoZina a plati
m, (M. x,,1)) = (1 —=xp41/v)" m, (A). UZitim verze Fubiniovy véty z lemmatu 3.47
dostaneme

mn+1(M) — ffdxl "'dxn-‘,-l — fov(f...fdxl dxn) dxn+l —
M M('*XnJrl)
= Jo ma(M( 1) dxagr = Jo (1= =) m, (A) dxp gy =

— Xn n+lyv _ mu(A)

= mn(A)[_ﬁ(l — =) = e
Nejprve uréime vnitiek mnoziny M. UvaZujme zobrazeni F: R"T! — R**! dané
vztahem F(x1,...,x,,A) = [(1 —A)x1, ..., (1 —A)x,, Av]. Pak F je diferencova-
telné a pro jeho jakobidn plati

1—X 0 0 —X1
0 1—A 0 —X2
JrE = =(1-1"v
0 0 1—A —x,
0 0 0 v

Mno¥ina A x (0, 1) je oteviend v R"*! a F je na ni reguldrni. Podle dasledku 3.37 je

[e] [e] o
mnozina F (A x (0, 1)) oteviend a je ¢asti M, takze F(Ax (0, 1)) € M. ProtozZe body
uzavéru mnoziny M jsou limity konvergentnich posloupnosti bodl této mnoZiny,
snadno se ovéri, Ze

M={[1=Mx1,....d=Mxp, Av] : [x1, ..., x5, ] €A, 0SA <1}



Cviceni 239

Tudiz h(M) € B U C, kde (pfipometime, 7¢ B = A x {0})

C={[(1=Mx1,.... (1 =1)xu, Av] : [x1, ..., x,] € R(A), 0= A S 15,

(Neni t&7ké ovit, 7e ve skutetnosti F(A x (0, 1)) = M a h(M) = BUC, ale tento
vysledek nebudeme potiebovat.) ProtoZe mnoZina B je omezend a je podmnoZinou
nadroviny x,41 = 0, je podle cviceni 18 ke kapitole 2 mé&fitelnd a m,,{(B) = 0.
Nechf R C R” je n-rozmérny nedegenerovany interval. UvaZujme jehlan K s pod-
stavou R a vrcholem V. Hranice kvddru R v R” je sjednocenim 2n degenerovanych
n-rozmérnych intervald Hy, ..., Hp,. Zavedeme-li mnoZinu C analogickym zpitiso-
bem jako vySe, bude platit C = C1 U --- U Cyy, kde

Ci={[(1 = Mx1, .oy (1= Mg, A0l [x1, ..., 5] € Hy, 0S4 S 1.

i =1,...,2n. KaZzdd mnoZina C; je omezend a je podmnoZinou jisté nadroviny
v R"*!, takze podle cvi¢eni 18 ke kapitole 2 je méfitelnd a m,;1(C;) = 0. To
vSak znamend, Ze m,41(h(K)) = 0. Podle analogie disledku 1.41 pro obecné n
je proto mnozina K méfitelnd. Podle cviceni 24 k této kapitole plati m,4+1(K) =
= m, (R)v/(n + 1).

Nyni jiz dikaz snadno dokoncime. ProtoZe mnoZina A je méfitelnd v R”, podle
zminéného ddsledku 1.41 je m,(h(A)) = 0. Podle analogie cviceni 17 ke ka-
pitole 1 pro obecné n existujl’ k libovolnému ¢islu ¢ > 0 n-rozmérné intervaly
Ri, ..., Ry takové, Ze U Ri D h(A) a Zmn(R) < ¢/v. Nechf K; je jehlan

i=1
s podstavou R; a vrcholem V,i =1,.. k Podle pfedchoziho jsou mnoZiny K;

méfitelné a m, 41 (K;) = m,(R;)v/(n + 1). Z definice pivodné zavedené mno-
Ziny C vyplyvd, 7e C C K1 U --- U K, tudiZ plati my,4(C) £ m, (K1) +---+
4+m,4+1(Kg) = mu(R)v/(n+1)+---4+m,(Ryv/(n+1) < e/(n+1) < ¢. ProtoZe
& > 0 bylo libovolné, musi byt m,1(C) = 0. Odtud m,, 11 (h(M)) = 0, takZe podle
disledku 1.41 je mnoZina M méfitelna.



240

Kapitola 5

Nevlastni vicerozmérné integraly

Integraly, které jsme zavedli v predchozich kapitoldch, mély dvé podstatnd omezeni —
integraénim oborem byla omezend mnoZina a integrand byla ohranicena funkce. Pro
jednoduchy ur¢ity Riemanniv integrdl se v zdkladnim kurzu zavddi zobecnéni, tzv.
nevlastni Riemanniv integrdl. Podobné rozsiteni je moZné udélat i pro vicerozmérné in-
tegrdly. Omezime se na dva piipady — funkci s omezenym integraénim oborem, kterd
je neohranicend v okoli jednoho bodu, a funkci s neomezenym integraénim oborem.
V pozndmce 5.27 se zminime o obecnéjsi definici. Kvili jednoduchosti vyklad prove-
deme pro funkce dvou proménnych. Zobecnéni na funkce vétstho poctu proménnych je
snadné.

5.1. Nevlastni integral z neohranicené funkce

Uvazujme funkci f definovanou na neprizdné mnoziné 2 C R2.

Definice 5.1. Bod A € 2 se nazyva singuldrni bod funkce f, jestlize f neni ohrani-
¢end na Zadné mnoziné tvaru 2N O(A), kde O (A) je libovolné kruhové okoli bodu A.

ProtoZe bod A nemizZe byt izolovanym bodem mnoZiny £2, jsou mozné dva piipady.
Bud’je A vnitfnim bodem mnoZiny £2 (obr. 5.1 a)), nebo je jejim hromadnym hrani¢nim
bodem (obr. 5.1 b)); v druhém piipad€ nemusi A leZet v mnoZing 2.

Definice 5.2. Rekneme, Ze posloupnost omezenych mnozin {M,}, M, C R2, n e N,
se smrstuje k bodu A, jestlize:

i) Bod A je vnitfnim bodem kaZzdé z mnoZin M, .
ii) Plati lim d(M,) =0.
n—od

Cislo d(M) = sup{o(X,Y) : X, Y € M} je primé mnoziny M C R?; pfitom ¢ je
eukleidovskd metrika v R2. Posloupnost {M,} nemusi byt monotonni (nerostouci resp.
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a) Vnitini bod b) Hrani¢ni bod

Obr. 5.1: Singularni bod

klesajici) vzhledem k inkluzi, tj. nemusi platit M1 2 M> D ---, a mnoZiny M,, nemusi
byt souvislé.

Dale u¢inime o funkci f definované na omezené mnoZiné §2 a majici A za singularni
bod nésledujici predpoklad (neni podstatné, zda je f definovand v bodé€ A).

Piedpoklad 5.3. Funkce f je integrovatelnd na kazdé mnozing 2 ~ M, kde M C R?
je libovolnd méfitelnd mnoZina obsahujici A ve svém vnitiku. (Z tohoto predpokladu
plyne, Ze je mnoZina £2 méfitelnd — viz cviceni | k této kapitole.)

Nyni jiZ miZeme zformulovat definici nevlastniho integralu.

Definice 5.4. Nechf funkce f je definovand na omezené mnoziné 2 \ {A}, 2 C R2,

kde A je singularni bod funkce f spliiujici pfedpoklad 5.3.

Rekneme, Ze nevlastni integrdl z funkce f konverguje na mnoZiné £2, jestlize existuje

¢slo I € R takové, ze lim  [[ f(x,y)dxdy = I pro libovolnou posloupnost
n—>00 o M,

méfitelnych mnozin {M,,} smrsfujici se k bodu A. Pak piSeme

/ f(x,y)dxdy = 1.

2

V opacném pripadé, tj. pokud takové Cislo neexistuje, fikdme, Ze nevlastni integral
z funkce f na mnoZiné §2 diverguje.

Existence limity z predchozi definice ani jeji hodnota I tudiZ nesmi zdviset na
volbé posloupnosti mnozin smrsfujici se k singuldrnimu bodu A. Integral ve smyslu
definice 1.3 resp. 1.45 budeme v dal$im textu pro odliSeni nazyvat viastni. Podotknéme
jesté, Ze obecné miZe limita z definice 5.4 zdviset na vybéru posloupnosti méfitelnych
mnozin smr$fujici se k bodu A. Situace je podobnd jako v piipadé nevlastniho integralu
na neomezené mnoZiné (viz odstavec 5.2, piiklad 5.22 a jemu pfedchazejici komentar).
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Poznamka 5.5. Vzhledem k aditivité vlastniho integrdlu vici integracnimu oboru lze
pri vySetfovani konvergence nevlastniho integrdlu funkce f pfes omezenou mnoZinu §2
se singuldrnim bodem A nahradit £2 jinou vhodnou mnoZinou £21. Je-1i A vnitini bod £2,
Ize za £2; vzit libovolnou méfitelnou podmnoZinu mnoZiny £2, pro nizZ je A vnitfni bod.
Je-li A hrani¢ni bod £2, lze za £2¢ vzit prinik £2 s libovolnou méfitelnou mnoZinou,
pro niZ je A vnitfnim bodem. Tim se sice obecné zméni hodnota nevlastniho integrélu,
ale nezméni se jeho vlastnost ,,byt konvergentni“ resp. ,,byt divergentni‘.

Naskyta se pfirozend otdzka, co se stane, kdyZ postup z definice 5.4 pouZijeme na
funkci f integrovatelnou na mnoZin€ £2, pro niZ bod A neni singuldrni. Odpovéd dava
ndsledujici lemma, podle kterého, stru¢né feceno, pocitdme-li vlastni integral jako by $lo
o nevlastni, dostaneme spravny vysledek. (Jind verze ndsledujiciho lemmatu je uvedena
jako cviceni 2 k této kapitole.).

Lemma 5.6. Necht funkce f je integrovatelnd na méFitelné mnoZiné §2 C R?. Necht
posloupnost méritelnych mnozin {M,} se smrstuje k bodu A € §2. Pak plati

hm // f(x, y)dxdy—/ f(x,y)dxdy.

2\ M,

Diikaz. Podle predpokladu je funkce f integrovatelnd na £2, tedy existuje konstanta K
takovd, Ze | f(x, y)| £ K pro kazdé [x, y] € £2. Ddle pro kazdé n € N plati rovnost
2N (82 M, = 2N M,. JelikoZ d(M,,) — 0 pro n — oo, bude m(M,) — 0
pro n — oo. Protoze mnoziny £2 N M, jsou méfitelné a 2 N M,, € M,,, dostaneme
0 < m(2NM,) <m(M,), takie m(£2 N M,) — 0 pro n — oo. Odtud vyjde

‘/ fx, y)dxdy—/ fx, y)dxdy’ ‘/ fx, y)dxdy‘é

//|f(x y)| dxdy < //dedy:Km(.QﬂMn)—>0

2NM,, 22NM,

pro n — oo, coz dokazuje tvrzeni. O

Nasledujici vysledek ukazuje, Ze nevlastni integrdl je (stejn€ jako vlastni integral)
linearni funkci svého integrandu.

Véta 5.7. Necht funkce f, g jsou definované na omezené mnoziné 2 ~ {A}, 2 C R?,
a A je jejich spolecny singuldrni bod. Necht obé funkce splituji predpoklad 5.3.
Jestlize neviastni integrdly ff f(x,y)dxdy a ffg(x, y)dxdy konverguji a o, B
2 Q

Jjsou libovolné konstanty, pak konverguje také integral [[[of (x,y) 4+ Bg(x, y)ldxdy
2

(pokud je viibec nevlastni) a plati

//[af(x,y>+ﬁg(x,y)]dxdy=a//f<x,y)dxdy+ﬂ//g(x,y)dxdy. 5.1)
2 2 2
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Diikaz. Necht {M,} je libovolnd posloupnost méfitelnych mnoZin, kterd se smrstuje

k bodu A. Podle piedpokladi platf rovnosti hm [ fx,y)dxdy = ff f(x, y)dxdy
.Q\M,,

a hm [ g(x,y)dxdy = f [ g(x, y)dxdy. Z linearity vlastniho 1ntegra1u vzhledem
.Q\M,,
k integrandu (véta 1.49) plyne, 7e

//[af(x )+ Bg(x. )] dxdy—a// Fxy)dxdy + B // g(x. ) dxdy.

2~M, 2\M,

Odtud limitnim pfechodem pro n — oo dostdvame

im // laf (x, ) + Bg(x, y)]dxdy—a//f(x y)dxdy+/3//g(x y) dxdy.

2~\M,

Pokud je ff[otf(x, y) + Bg(x, y)]dxdy nevlastni, znamena to podle definice 5.4, Ze je
Q

konvergentni, protoZe posloupnost {M,} byla libovoln4, a Ze plati rovnost (5.1). Vzhle-
dem k lemmatu 5.6 je tato rovnost spravnd i v piipad€, Ze je zminény integral vlastni. [J

Poznamka 5.8. Z dikazu véty 5.7 a lemmatu 5.6 je zfejmé, Ze jestliZe jeden z integrald,
napt. ff f(x, y)dxdy, bude vlastni, bude integrl ff[af(x y) + Bg(x, y)]dxdy (ktery

je nevlastm pokud je B # 0) konvergentni a bude platlt rovnost (5.1).

Nasledujici véta udava nutnou a postacujici podminku konvergence nevlastniho in-
tegralu pro ptipad, kdy je integrand nezdpornd funkce.

Véta 5.9. Necht nezdpornd funkce f je definovand na omezené mnoZiné 2 ~ {A},
2 C R?, kde A je singuldrni bod funkce f spliujici predpoklad 5.3.
Pak nevlasmi integral [[ f(x,y)dxdy je konvergenmi pravé tehdy, kdyz existuje
Q

posloupnost méritelnych mnoZin {M,} smrstujici se k bodu A takovd, Ze ciselna po-
sloupnost majici cleny ff f(x,y)dxdy, n € N, je ohranicend.
2\M,

Diikaz. Nutnost podminky je ziejma. DokdZeme postacitelnost.
Predpoklddejme, Ze existuje posloupnost mnoZin {M,} smrsfujici se k bodu A ta-
kovd, Ze Ciselnd posloupnost se Cleny

/ f(x,y)dxdy, neN, 5.2)

2~\M,

je ohranicCena.
1) Nejprve ukdZeme, Ze existuje posloupnost mnozin {N,} smrsfujici se k bodu A,
jez je klesajici vzhledem k inkluzi a takovd, Ze Ciselnd posloupnost (5.2) (v niZ
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M,, nahradime N,) je konvergentni. Tuto posloupnost zkonstruujeme jako vybranou
podposloupnost z {M,,}.

PoloZzme i; = 1. ProtoZe A je vnitfnim bodem kazdé mnoziny M, a d(M,) — 0
pro n — oo, musi existovat index i > i tak, Ze M;, D M;,. Obdobné najdeme in-
dex i3 > i tak, Ze M;, D M,,, atd. Pro kazdé n zvolme N, = M; a oznalme
2, = $£2 . N,. Posloupnost mnoZin {£2,} je rostouci. ProtoZze dvojny integral
je aditivni vzhledem k integracnimu oboru a funkce f je nezdpornd na £2, plati

J[ f(x,y)dxdy = fff(x ydxdy + [[  f(x,y)dxdy = fff(x y) dxdy

Qn+1 -Qn+1\9
pro kazdé n. Tedy posloupnost se Cleny [ f(x,y)dxdy, n € N je neklesajici.
2NN,

Jelikoz je vybrand z posloupnosti (5.2), je ohranicend, a tedy konvergentni (viz [7,
véta 2.20]). Oznacme jeji limitu 7.

2) Dokézeme, Ze pro libovolnou nerostouci posloupnost métitelnych mnozin {L,}, kterd
se smrsfuje k bodu A, plati

lim // f(x,y)dxdy =1, (5.3)
n—oo
2\L,

kde I # oo je limita urcend v zavéru Casti 1).
ProtoZe posloupnost {L,} je nerostouci, je posloupnost {£2 \ L,} neklesajici, takze
vzhledem k nezdpornosti f na £2 je ¢iselnd posloupnost se &leny [ f(x, y) dxdy
neklesajici. 2Ly
Nechf {N,} je posloupnost z bodu 1). Podobné jako v predchozi ¢asti zkonstruu-

jeme posloupnost mnoZin {K,}, vybranou z {N,} a takovou, Ze K, € L, pro kazdé

n € N. Pak s ohledem na [ f(x,y)dxdy = [[ f(x,y)dxdy je posloupnost
2\K, 2Ly
se Cleny f f f(x,y)dxdy, n € N, ohranicend. ProtoZe je soucasn¢ neklesajici, je
2\L,
konvergentni. Oznacme jeji limitu /;. Z pfedchozich nerovnosti limitnim pfechodem

vyplyva, ze I} < 1.
Zéménou posloupnosti {N,} a {L,} analogicky dostaneme, Ze I < I;. TudiZ plati
rovnost (5.3).

3) Nakonec dokdzeme, Ze rovnost (5.3) plati pro libovolnou (nikoliv nutné nerostouct)
posloupnost méfitelnych mnozin {L,}, kterd se smr$fuje k bodu A.
Bud a hromadny bod posloupnosti nezdpornych &isel [ f(x,y)dxdy, n € N

2\L,
(viz [7, str. 32] — kaZd4 posloupnost md alespori jeden hromadny bod). Pak 0 < a <
< +oo a existuje podposloupnost {Ly,} takovd, Ze lim [ f(x, y)dxdy = a.
=0 o\l kn
Pritom Ize predpoklddat (po pifpadném piechodu k podposloupnosti), Ze {Lg,} je
nerostouci. Z ¢asti 2) nyni vyplyva, Ze a = I. Pfipomenme, Ze I # oo.
Hromadny bod a byl libovolny, takZe posloupnost [ f(x,y)dxdy, n € N, ma
2\L,

jediny hromadny bod /. TudiZ je konvergentni (viz [7, véta 2.42]) a plati (5.3). Podle

definice 5.4 je integral [[ f(x, y)dxdy konvergentni. O
o)
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V konkrétnich pfipadech obvykle vysta¢ime s ndsledujicim disledkem.

Dusledek 5.10. Necht nezdpornd funkce f je definovand na omezené mnoziné 2 \ {A},

2 C R? kde A je singuldrni bod funkce f spliujici pFedpoklad 5.3. Bud {(Kn}o2

posloupnost kruhii se stredy v bodé A a poloméry r,, p¥icemZ posloupnost {r,} je

klesajici a r, — 0 pro n — oo. Pak je integral [[ f(x,y)dxdy konvergenini pravé
2

tehdy, kdyZ je posloupnost [[ f(x,y)dxdy, n € N, ohranicend.
2\K,
Piiklad 5.11. Nechi M C R? je méfitelnd mnoZina, A = [xo, yo] jeji vnitini bod
a « redlné &islo. Oznaéme r = /(x — x0)2 + (y — yo)2. DokaZte, Ze nevlastni integrél
jf Xdy konverguje pro 0 < @ < 2 a diverguje pro @ = 2 (pro « < 0 jde o vlastn{

M
integral).

Reseni. Bod A je pro « > 0 zfejmé& singuldrnim bodem integrandu 1/r%, protoZe
1/r% — 400 pro [x, y] = [x0, Yo]. Podle pozndmky 5.5 Ize mnoZinu M pii vySetiovani
konvergence nahradit kruhem K se stfedem A o dostate¢né¢ malém poloméru R > 0.
Ozna¢me K, kruh se stfedem v A a polomérem 1/n, n € N. Posloupnost {K,} se
smrituje k singuldarnimu bodu A a pro kazdé n = ng, kde no = |[1/R] + 1, je K, C K.

Vypocitame integrdly [ dx , n = ng. ProtoZe mnoZina K \ K, je mezikruzim
KK,
se sttedem v bod€ A s poloméry 1/n a R, pouZijeme transformaci 7', kterd je sloZenim

transformace do polarnich soufadnic a posunuti o vektor (xg, yo). Tedy x = xo+o0 cos ¢,
¥y = yo + @sing. Jakobidn této transformace je J, = ¢. MnoZina K \ K, je obrazem
obdélniku L, = (1/n, R) x (0, 27w). Vyjde

dxdy o dodg 2 R
5= ] =] e, s
r ) 0 0 1/n

K~\K,
2]’{[ o a]f/n_ 2_-;[a(R27a_na72) pro a # 2,
2n[lng]1/n =2n(In R + Inn) pro o = 2.
Yo = 3y
x0=3+
. K~ K3
a) b)

Obr. 5.2
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Odtud je vidét, Ze pro 0 < a < 2 je lim [[ dXdy = 2nR*>™%/(2 — a), zatimco

n— 00
KK,

pro @ = 2 je lim f f dXdy = +o00. ProtoZe integrand 1/r% je kladnd funkce, podle

n— OO \Kn
disledku 5.10 integral konverguje pravé pro 0 < o < 2.
Na obr. 5.2 je zndzornéno téleso omezené shora grafem funkce 1/r* a zdola rovinou
z =0 na mezikruzi K N\ Kz proa =1, xg=yy=3a R =2. A

Poznamka 5.12. Analogicky 1ze dokézat zobecnéni vysledku z piikladu 5.11:

Nechf M C R”" je méfitelnd mnozina, A = [y,..., y,] jeji vnitini bod a «
redlné &islo. Oznaéme r = +/(x; — y1)2 4 --- 4 (x, — yn)2. Pak nevlastni integral
ffw konverguje pro 0 < o < n a diverguje pro @ = n (pro « < 0 jde

o vﬁstm’ integral).

Pfi vypoctu se pouziji sférické souradnice (3.20) — srovnejte piiklad 3.32. Je-li
specidlné M = K, kde K je n-rozmérnd koule se stfedem v bodé A a polomérem
R > 0, vyjde pro o < n konvergentni integral s hodnotou

/.../d“'“d’“ﬂ R el
re n—a)(n —2)!!
K

Pro n = 1 je tfeba v pfedchozim vzorci poloZit (—1)!! = 1. Vzorec plati i pro o < 0,
kdy jde o vlastni integrdl — srovnejte s vysledkem piikladu 3.32, v némZ je vzhledem
k odliSnému oznaceni integrandu tfeba nahradit ¢islo « ¢islem —o/2.

Pfi rozhodovani o konvergenci nevlastnich integrdli ndm mutZe pomoci ndsledujici
kritérium, které je obdobou zndmého kritéria pro nevlastni jednorozmérné Riemannovy
integrély (viz [20, str.45]).

Véta 5.13 (Srovnavaci Kkritérium). Nechf nezdporné funkce f, g jsou definované na
omezené mnoZiné 2 ~ {A}, 2 C R%, a A je jejich spolecny singuldrni bod. Necht
obé funkce spliiuji predpoklad 5.3. Predpoklidejme, Ze plati f(x,y) < g(x,y) pro
kazdé [x, y] € S2.

i) JestliZe integral ff g(x, y)dxdy konverguje, konverguje i integrdl ff f(x, y)dxdy.
ii) Jestlize integral ff f(x,y)dxdy diverguje, diverguje i integrdl ff g(x, y)dxdy.

Diikaz. Tvrzeni vyplyva bezprostfedné z véty 5.9 a véty 1.49, ¢ast d). O

s X2

Ve zbyvajici c¢asti tohoto oddilu se budeme zabyvat vztahem mezi konvergenci in-
tegrdlt z funkei f a | f].

Lemma 5.14. Nech? funkce f je definovand na omezené mnoziné 2 ~ {A}, 2 C R?,
kde A je singularni bod funkce f splitujici predpoklad 5.3. JestliZe nevlastni integrdl
ff | f(x, y)| dxdy konverguje, pak konverguje i integrdl ff f(x,y)dxdy.

2 Q



5.1 Nevlastni integral z neohrani¢ené funkce 247

Diikaz. Poloime g = |f| — f. Pak plati 0 < g < 2|f| na £2. Ze srovndvaciho kri-
téria 5.13 a predpokladu, Ze integral f [ |f(x,y)|dxdy konverguje, plyne, Ze rovn&z
Q

integrdl [/ g(x, y) dxdy konverguje. ProtoZe f = |f| — g, vyplyvd z vty 5.7, Ze inte-
2
grdl [[ f(x,y)dxdy je konvergentni. O
Q
Véta 5.15. Necht funkce f, g jsou definované na omezené mnoziné 2 ~. {A}, 2 C R?,
a A je jejich spolecny singuldrni bod. Necht obé funkce spliiuji predpoklad 5.3. Predpo-

kladejme, Ze funkce g je nezdpornd, | f (x, y)| £ g(x, y) pro kazdé [x, y] € 2~{A} a in-
tegrdl [[ g(x,y)dxdy je konvergentni. Pak je konvergenmi i integrdl [ f(x,y)dxdy.
2 2

Diikaz. Tvrzeni plyne bezprostfedné z véty 5.13 a lemmatu 5.14. O

Definice 5.16. Rekneme, Ze nevlastni integrdl [[ f(x, y) dxdy konverguje absolutné,
fe)

jestlize konverguje integral [ |f(x, y)|dxdy.
fe)

Z lemmatu 5.14 vyplyva, Ze kazdy absolutné konvergentni integral je rovnéZ kon-
vergentni. UkdZeme, Ze Zadné jiné konvergentni integrdly neZ absolutné konvergentni
neexistuji. To vyplyvd z nésledujici véty, v niZ se dokazuje opacné tvrzeni k tvrzeni
lemmatu 5.14.

Véta 5.17. Necht funkce f je definovand na omezené mnoziné 2 ~ {A}, 2 C R?,
kde A je singularni bod funkce f splitujici predpoklad 5.3. JestliZe nevlastni integrdl
[[ f(x,y)dxdy konverguje, pak konverguje i integral [ |f(x,y)|dxdy.

2 Q

Diikaz. Pripustme, Ze integrdl [[|f(x,y)|dxdy diverguje. Oznatme f+ = (|f| +
2

+ f)/2a f~ = (|f| — f)/2 kladnou a zdpornou ¢ast funkce f (srovnejte cviceni 29
ke kapitole 1). Ziejm& f+ a f~ jsou nezdporné a f = f+ — f=, |fl=fT+ f.
Z véty 5.7 vyplyva, Ze oba integrdly [[ fT(x,y)dxdy, [[ f~(x,y)dxdy musi byt
divergentni. 2 2

Zvolme libovolnou klesajici (vzhledem k inkluzi) posloupnost uzavienych soustfed-
nych kruhii {K,} majicich stied v bod& A, kterd se smrituje k bodu A, tj. d(K,) — 0
pro n — oo. Oznacme KA,, =K,N$2. Pak 2 D K; D Ky D ---. Protoze {K,} se
smr¥tuje k bodu A, 2 \ K, = 2 \ K,,, funkce fT je nezdpornd a jeji integrél pies £2
diverguje, musi platit

lim // f+(x, y)dxdy = 4o0. 5.4

n—o00
22\K,

Zvolme pevné n € N. Pak pro prirozené m > n plati 2 \ K,,, = (K,, ~\ K;,) U(£2 \ K,,),
pficemz (K, \ K;;,) N (2 \ K,,) = 0. Plati tudiz K,, \ K, = (2 ~ Kp) ~ (2 ~ Kp).
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JelikoZ rozdil méfitelnych mnoZin je opét méfitelnd mnoZina, plyne z predpokladu 5.3,

Ze mnoZina K, \ K,, je pro kazdé ptirozené ¢islo m > n méfitelna. Z (5.4) nyni vyplyva,

ze lim  [[ f*(x,y)dxdy = +oo. Lze tedy predpoklddat (piipadnym prechodem
m—0oQ Kn \Km

k podposloupnosti), Ze posloupnost {K,} je zvolena tak, Ze plati

// fH(x, y)dxdy > // | f(x,y)|dxdy + n. (5.5)

Kn~K;+1 2N\K,

Zvolme pevné n € N. Bud R obdélnik takovy, Ze R D M, kde M, = K,, \ Kj41.
Z definice vlastniho dvojného integrdlu a nerovnosti (5.5) plyne existence déleni D
obdélniku R s dilky R;, i € J = {1, ..., k}, takového, Ze

[ rreemady = [[ ou oo axay 2
R

My

zs(D,anf+)>/ FGopldedy +n. (56)
22\K,

OznaCme u; = inf{(XManr)(x,y) : [x,y] € R;} pro i € J. Dédle polozme J; =
={ieJ:u >0} Poie€lJ je RR € M, Ozmatme G, = |J R, € M,. Na

mno%ing G, plati f = fT. ieh
Uvazujme nyni funkci x; f*. Oznatme v; = inf{(xg, f)(x,y) : [x,y] € Ri},
ieJ.ProieJiplatiu; =v; >0aproi € J~ Jy plati u; = v; = 0, tudizZ

s(D, xp, fT) =5(D, xg, f1). Odtud a z (5.6) dostaneme

// f(x,y)dxdy = // fT(x, y)dxdy = //(x(;nf+)(x,y)dxdy 2
Gy R

Gn

> 5(D. xg, 1) = 5(D. xy, f) > / FGeldady +n. (57)
2N\K,

// Fx. y) dxdy = —// f (x, )] dx. (5.8)

2N\K, 2N\K,

Ozna¢me H, = (2 K,)UG,. Ziejmé H, C 2\ K1, odkud plyne K,,+1 C 2\ H,.
ProtoZe mnoZiny £2 \ K, a G, jsou disjunktni, dostaneme sectenim (5.7) a (5.8), Ze

Ziejmé plati

/ f(x,y)dxdy > n. (5.9

Hy,

ProtoZe n bylo zvoleno libovolné, plati nerovnost (5.9) pro kazdé n € N.
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Polozme P, = (2~ H,)U(K,~ ). Pak plati 2~ P, = H, a K, 2 P, D Ky41. To
znamend, Ze A je vnitinim bodem P, pro kazdé n € N a d(P,) — 0 pro n — oo, takZe
posloupnost {P,} se smr$fuje k bodu A. ProtoZe integral z funkce f podle predpokladu
konverguje na 2, musi platit

lim // f(x,y)dxdy = lim //f(x, y)ydxdy =1,
n—o0 n—o0
Hy

2\P,

kde I € R, coZ neni mozné vzhledem k nerovnostem (5.9). Pfedpoklad, Ze integral
J[1f(x, y)|dxdy diverguje, tedy vede ke sporu, takZe tento integrdl musi konvergovat.
12 O

Poznamka 5.18. Jak jiz bylo feceno, analogicky lze vybudovat nevlastni n-rozmérné integraly
z neohraniené funkce pfes omezené mnoziny pro libovolné n € N. Tyto integraly jsou tzv.
absolutné konvergentni, tj. integral z funkce f konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje integral
z|f].

V zdkladnim kurzu se zavadi nevlastni Riemanniv integral funkci jedné proménné (viz [20,
str. 43]). Tento integral vSak neni absolutné konvergentni, existuji funkce, jejichZ integral konver-
guje, avSak integrdl jejich absolutni hodnoty je divergentni. Pro n = 1 mdme tedy dva rtizné pojmy
nevlastniho integralu, které davaji rizné tfidy funkci majicich konvergentni integraly. Nevlastn{ in-
tegral v zékladnim kurzu se zavadi jen na intervalech. Napf. je-li b jediny singuldrni bod funkce f
na 2 = (a, b), definuje se ff f(x)dx = liI}; fac f(x)dx. Tedy mnoziny smrstujici se k bodu b

c—>

jsou pouze intervaly tvaru K. = (c, b), takZze 2 \ K. = (a, c) jsou opét intervaly, tj. souvislé
mnoziny (jiné souvislé mnoZiny neZ intervaly v R neexistuji). V definici 5.4 se vSak souvislost
mnozin 2 \. M, nepfedpoklddd. K rozdilu mezi témito pojmy se jesté vratime v piikladu 5.25.

Dalo by se ocekévat, Ze pro n = 2 bude situace obdobnd a 7e poZadavek souvislosti mnoZin
v definici 5.4 povede na jinou mnoZinu funkci majicich konvergentni integral. Tak tomu ale
neni. Obecné neni moZné poZadovat souvislost mnoZin §2 \. M. Napf. je-li pocdtek singuldrnim
bodem funkce f na mnoziné 2 = (K| \ K7) U (K3 \ K4) U---, kde K;, je kruh se stfedem
v pocitku a polomérem 1/n, n € N, nelze najit smrsfujici posloupnost {M,} tak, aby mnoZiny
§£2 . M, byly souvislé. Pokud je ov§em singuldrni bod vnitfnim bodem mnoZiny §2, takZe lze
vzhledem k pozndmce 5.5 predpoklddat, Ze £2 je kruh, je mozné uvaZovat pouze souvislé mnoZiny
2\ M. I pak vsak véta 5.17 zGstane v platnosti. Z jejiho diikazu je totiz vidét, Ze obdélniky R;
tvofici mnoZinu Gy, lze spojit izkymi ,,pasky* s mezikruzim £2 \ K, tak, aby zistala zachovana
nerovnost (5.9). Pak budou mnoZiny H, souvislé, pfesto obdrZime stejny spor.

5.2. Nevlastni integral na neomezené mnoZziné

Pro kazdé r > 0 oznacme K (r) kruh se stredem v pocatku a polomérem r.

Definice 5.19. Bud 2 € R? neomezend mnoZina. Rekneme, e posloupnost omeze-
nych mnoZin {M,}, M, C R?, n € N, vylerpdvd mnoZinu $2, jestlize:

i) Plati M, C §2 pro kazdé n € N.
ii) Ke kaZzdému r > 0 existuje m € N tak, Ze pro kazdé n = m plati 2 N K(r) C M,
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Posloupnost {M,,} nemusi byt monotonni (neklesajici resp. rostouci) vzhledem k in-
kluzi, tj. nemusi platit M1 € M> C ---, a mnoZiny M, nemusi byt souvislé.

Uvazujme funkci f definovanou na neomezené mnoZingé £2 € R2. O funkci f
ucinime ndsledujici predpoklad.

Predpoklad 5.20. Funkce f je integrovatelnd na kazdé (omezené) méfitelné mnozZiné
M C 2.

Nyni jiz miZeme zformulovat definici nevlastniho integralu.

Definice 5.21. Nechf funkce f je definovand na neomezené mnoziné §2 C R?. Necht
je splnén predpoklad 5.20.

Rekneme, 7e neviastni integrdl z funkce f konverguje na mnoZiné £2, jestlize exis-
tuje &islo 1 € R takové, Ze hm f [ f(x,y)dxdy = I pro libovolnou posloupnost

méfitelnych mnozin {M,}, kterd Vycerpava mnozinu £2. Pak piSeme

/ f(x,y)dxdy = 1.
Q

V opacném piipade, tj. pokud takové Cislo neexistuje, fikdme, Ze nevlastni integral
z funkce f na mnoZiné §2 diverguje.

Existence limity z predchozi definice ani jeji hodnota I tudiZ nesmi zdviset na
volbé posloupnosti mnoZin vycerpévajici §2. Nasledujici ptiklad ukazuje, Ze limita z de-
finice 5.21 obecné miiZe zdviset na vybéru posloupnosti mnozin vycerpavajici £2.

Priklad 5.22. UkaZte, Ze nevlastni integral f [ sin(x? + y?) dxdy, kde 2 = {[x, y] € R?:
x 20, y 2 0}, diverguje.

Reseni. Nalezneme dvé vyCerpavajici posloupnosti {K,}, {M,} takové, Ze

hm // sin(x? + y?) dxdy # hm // sin(x? + y?) dxdy.

Tim bude dokdzdno, Ze dany integrdl diverguje.

Oznaéme Kg = {[x,y] e R?: x2+y> < R?, x 20, y =20}, M, = {[x, y] € R?:
0<x<a 0=y <a}proR > 0,resp. a > 0. Pak transformaci do poldrnich
souradnic dostaneme

2 2 3 oy
//sm(x +y)dxdy=/ </ osing dQ)d(p:
0 0
Kg

7 [ —coso? R
=—|—=| ==(—cosR?,
2[ 2 }o 4( cos K
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takze limita lim [/ sin(x? + y?) dxdy neexistuje. Naproti tomu
R—oop

lim // sin(x? + yz) dxdy = lim //(sin x2 cos y2 + cos x? sin yz) dxdy =
a— o0
M

a— o0
a a a a
= lim </ sinxzdx/ cosyzdy> + lim (/ cosxzdx/ sinyzdy> =
a— 00 0 0 a— o0 0 0

o0 o0 T
=2/ sinxzdx/ cosxzdxz—,
0 0 4

nebof pro Fresnelovy' integrdly [;°sinx?dx a [;°cosx?dx plati [;°sinx’dx =

= fooo cosx2dx = @ (viz napt. [15], priklad 2 na str. 340 v kapitole VIII, nebo [16],
cvieni 23 v kapitole 5). Pfitom posloupnosti M,, K,, kde n € N, jsou posloupnosti
mnoZin vycerpavajici £2. A

Nyni je moZné prenést na tento typ nevlastniho integrdlu vSechna tvrzeni z od-
dilu 5.1. Zejména plati, Ze kazdy integrdl konverguje absolutné. Dlkazy jsou téméf
analogické, takZe je nebudeme uvadeét.

Piiklad 5.23. Nechf M C R? je vnéjiek otevieného kruhu se sttedem v bodé& [xo, yo]
a polomérem R > 0 a « je redlné &islo. Oznaéme r = /(x — x0)2 + (y — yo)2.
Dokazte, Ze nevlastni integral f f d;‘:}y konverguje pro « > 2 a diverguje pro o < 2.
M

Reseni. Vypo&et bude podobny jako v pifkladu 5.11. Oznaéme K, mezikruZi se stfedem
v bodé A = [xq, yo], vnitinim polomé&rem R a vn&j§im polomérem n, n € N, n 2 ny,
kde ngp = |R] + 1. Posloupnost {K } zfejmé vycCerpdva mnoZinu M.

Vypoditdme integraly f i xa , n 2 ng. ProtoZe mnoZina K, je mezikruZim se

sttedem v bodé A s polomery R a n, pouZijeme transformaci 7', kterd je sloZenim
transformace do polarnich soufadnic a posunuti o vektor (xg, yo). Tedy x = xo+ 0 cos ¢,
y = Yo + osing. Jakobidn této transformace je J; = . MnoZina K, je obrazem
obdélniku L, = (R, n) x (0, 2m). Vyjde

dxdy o dody 2 no
o= e = e e
A Q 0 R

e = (2 — R*) proa #£2,
2n[lngl, =2n(lnn —InR) pro o = 2.

Odtud je vidét, Ze pro a > 2 je lim [[ d’r‘# = 2nR?>*/(a — 2), zatimco pro o < 2
n— oo
Kn

je lim f f dXdy = 4-o00. ProtoZe integrand 1/r* je kladna funkce, podle analogie
n—od

disledku 5 10 integral konverguje pravé pro o > 2. A

lAugustin Jean Fresnel (1788-1827) (¢ti frenel) — francouzsky matematik, fyzik a inZenyr.
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Poznamka 5.24. Analogicky lze dokdzat zobecnéni vysledku z pfikladu 5.23:
Nechf M C R” je vnéjSek n-rozmérné koule se sttedem v bodé A = [y, ..., y,]
a polomérem R > 0. Oznaéme r = /(x; — y1)2 +--- + (x4 — y»)2. Pak nevlastni
integral f f % konverguje pro o > n a diverguje pro a < n.
M

Pfi vypoctu se pouziji sférické soufadnice (3.20) — srovnejte piiklad 3.32. Pro

a > n vyjde
/.../dxl'“dx": R™% ol L8,
re (@ —n)(n —2)!!
M

Pro n =1 je tfeba v pfedchozim vzorci polozit (—1)!! = 1.

Priklad 5.25. Pro kazdé n € N ozname [, = (n — 1,n). Definujme funkci f na
intervalu (0, o) vztahem f(x) = (—1)”_1/11 pro x € I, (obr. 5.3). Rozhodnéte, zda
. P o0 .

integrdl [;° f(x)dx konverguje:

1) jako nevlastni integrdl zavddény v zdkladnim kurzu pomoci blim jbb f(x)dx.
— 00

2) jako nevlastni integrdl zavedeny v definici 5.21.

Reseni. Polozme g = |f], h = f/|f|; pak f(x) = g(x)h(x), x = 0. Plati lim g(x) =
X—> 00

=0,0 < fobh(x) dx £ 1 pro kazdé b = 0. Podle Dirichletova kritéria (viz [20,
str, 46]) tudiz integral [ f(x)dx = [;* g(x)h(x) dx konverguje jako nevlastni integrél
zavadény v zdkladnim kurzu. Déle funkce F(b) = f(f? | f(x)| dx je rostouci na (0, co)
apron € Nje fon |f(x)]dx =1+ % +- 4+ % , COZ je n-ty CasteCny soucet harmonické
rady, kterd diverguje. Proto blim F(b) = oo. Konvergence je tedy neabsolutni, coz
—00

jiz znamend, Ze nevlastni integrdl ve smyslu definice 5.21 diverguje. I kdyZ je feSeni
pfikladu dplné, posudme jeSté existenci a hodnotu limit z definice 5.21 pro nékteré
posloupnosti, které vycerpdvaji interval (0, co).

Zvolme nejprve M, = I} U --- U, = (0,n), n € N. Pak plati an fx)dx =
= [0 f@dx=1-1+ 4+ (D" To je n-ty ¢dstetny soudet alternujici fady,
kterd podle Leibnizova kritéria konverguje (viz [8, str.23]; jeji soucet je In2, coZ neni

I Iy i Is

I I

—_— )

Is @ ——— I

Obr. 5.3
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podstatné — ovéfeni lze provést napf. pomoci mocninnych fad). Rada konverguje ne-
absolutné, protoZe fada z absolutnich hodnot jejich ¢lent je harmonickd fada, kterd je
divergentni.

Ozna¢me a, = (—1)*~1/n, n € N. Podle Riemannovy véty (viz [8, str. 30]) existuje
o o

takové pierovndni Y ai, této fady, Ze ) ap, = 00. Zvolme N, = I, U--- U It ,
n=1 n=1

n € N. UkdZeme, Ze posloupnost {N,} vyCerpava interval (0, co). Bud r > 0 libovolné.
Ozname m = |r| + 1. Pak existuji indexy kj,, ..., ks, takové, Ze I} = Ik”, o Ly =
= I, . Polozme p = max{sy,...,s,}. Pro kazdé n = p je N, D (0, r). Pfitom plati
nli>nc}o an f(x) dx = nli>nolo(akl Tt ak”) =0

Podobné 1ze vzhledem k Riemannové vété najit vyCerpavajici posloupnosti takové,
Ze limita piislusnych integrald z funkce f je rovna libovolnému piedem danému &islu 7,
resp. Ze tato limita viibec neexistuje. Cleny takovych vy&erpdvajicich posloupnosti jsou
ovSem nesouvislé mnoZiny (na piimce). A

Poznamka 5.26.

1) V definicich 5.4 a 5.21 jsme pfedpoklddali, Ze funkce ma bud jediny singuldrni
bod, nebo nemd Zadny singuldrni bod a integracni obor je neomezeny. Analogicky
je mozné zavést integrdl v piipad€ libovolného konecného poctu singuldrnich bodd
a pripadné soucasné¢ neomezeného integracniho oboru. K tomu staci rozdélit inte-
gracni obor na C4sti tak, aby presné jedna z nich byla neomezend a neobsahovala
Zadny singuldarni bod a ostatni byly omezené a obsahovaly po jednom singuldrnim
bodu; pfitom integrované funkce v téchto ¢astech musi spliiovat pfedpoklady 5.3
resp. 5.20. Vysledny integrdl bude konvergentni pravé tehdy, kdyZ budou konver-
gentni vSechny integrdly na téchto ¢astech; v tom piipadeé bude roven jejich souctu.
Definice je korektni, protoZe vysledek nezdvisi na konkrétnim rozkladu, coZ plyne
z aditivity vlastniho integrilu vzhledem k integracnimu oboru.

2) Pro jednorozmérny Riemanndv nevlastni integrdl se zavadi pojem hlavni hodnoty
(viz napf. [13] pozndmka 3.15 v kapitole 3). Obdobou pro vicerozmérné nevlastni
integraly je pozadavek, Ze limity v definicich 5.4 a 5.21 existuji pro monoténn{
(vzhledem k inkluzi) posloupnosti soustfednych kruhd resp. mezikruzi.

Poznamka 5.27. V aplikacich se setkdvame s integraly majicimi nekone¢né mnoho sin-
guldrnich bodi, které vypliiuji napt. néjakou kiivku nebo obecnéji nadplochu. Takovym
je napt. integrdl z prikladu 4.9, kde mnoZina singuldrnich bodl vypliiuje povrch S,_»
(n — 1)-rozmérné koule K,_;. Srovnejte téZ pozndmku 4.10. Uvedeme nyni, jakym
zpisobem je moZné zobecnit definici nevlastniho (vicerozmérného) integralu na takové
pripady (viz [27, str. 154]).
1) Nechf 2 € R” je nepridzdnd mnoZina. Rekneme, e posloupnost méfitelnych mno-
o0
Zin {My}, neklesajici vzhledem k inkluzi, vycerpdvd 2, jestlize |J My = £2.
k=1
2) Bud f funkce definovand na celém $2. Rekneme, Ze nevlastni integrdl funkce f na
mnoziné §2 konverguje, pravé kdyz existuje ¢islo I € R takové, Ze pro libovolnou



254 Nevlastni vicerozmérné integraly

posloupnost {My}, kterd vyCerpdvd mnoZinu §2 a je takovd, Ze f je integrovatelnd
na kazdé mnoZiné M, plati klim [ [ fCxr, ..., xp)dxy -+ - dx, = 1. (Pfedpokld-
— 00
My
ddme, Ze alesponi jedna takova posloupnost existuje.) Pak klademe

S [ fOa, s xy)dxg e dxy, = 1
2

Pokud takové ¢islo neexistuje, fikdme, Ze nevlastni integrdl diverguje.

3) Pokud je mnozZina §2 jordanovsky méfitelnd a funkce f je na ni riemannovsky in-
tegrovatelnd, je nevlastni integrdl roven vlastnimu integrdlu — viz cviceni 2 k této
kapitole.

4) O takto definovaném nevlastnim integralu je mozné dokdzat vSechna tvrzeni z od-
dilu 5.1 resp. 5.2. Dtikazy jsou vesmé&s analogické. Zejména plati:

a) Ke konvergenci integrdlu z nezdporné funkce je nutné a staci, aby existovala
alespoii jedna vycerpavajici posloupnost { My} takova, Ze ¢iselnd posloupnost inte-
grald [+ [ f(x1, ..., x,)dx -+ -dxy,, k € N, je ohraniCend (viz cviteni 4 k této

My
kapitole).
b) Plati srovndvaci kritérium a z absolutni konvergence plyne konvergence.
¢) Z konvergence plyne absolutni konvergence (viz cvi€eni 5 k této kapitole).

5) Pro nevlastni integrdly (jak pro pfedchozi typy, tak pro toto zobecnéni) je mozZné
dokazat za jistych predpokladii Fubiniovu vétu a vétu o transformaci integréalu (detaily
viz [2, 10, 27]). Zhruba lze fici nésledujici (formulace jsou kvtli jednoduchosti pro
dvojny integrél):

i) Pokud jde o Fubiniovu vétu, Ize pfechodem k charakteristické funkci x,, f vZdy
predpokladat, Ze integraénim oborem je RZ. Je-li integrand nezdporny, konver-
gence dvojndsobného integrilu fjo? ( fj;o fx,y) dy) dx zarucuje konvergenci
dvojného integrdlu [ f(x, y)dxdy; v tom pifpadg pak plati rovnost

R2

727 fx, y)dy) dx = H{! f(x,y)dxdy. (5.10)

V pripadé¢ integrandu majictho hodnoty libovolnych znamének konvergence dvoj-
nasobného integralu fjf; ( fj;o | f(x, y)|dy) dx zarucuje konvergenci integralu
J[ f(x,y)dxdy a platnost rovnosti (5.10).
R2
ii) Pokud jde o substituci, z konvergence integrdlu [ f(x, y)dxdy, kde A € R?
T(A)
je oteviend mnozina a T: A — T(A) je difeomorfismus, plyne konvergence
integrdlu [[(f o T)(u, v)|J7(u, v)| dudv; oba integraly jsou si pak rovny. Casto
A

se stavd, Ze druhy integrdl je vlastni.
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Cviceni
1. DokaZzte, Ze predpoklad 5.3 zarucuje, Ze mnoZina §2 v ném vystupujici je méfitelnd.

2. Necht {M}} je neklesajici posloupnost méFitelnych mnoZin v R" takova, Ze mnoZina

9]

M = |J M je méfitelnd. Nechf funkce f je integrovatelnd na M. Dokazte, Ze pak
k=1

plati:

a) lim m,(My) = m,(M).
k—o00

b) lim [ [ fxi, ..., x)dxg--dxy = [ [ f(x1, ..., x0) dxg - - dog.
k— 00 M M

3. Nechf { Ny} je posloupnost po dvou disjunktnich méFitelnych mnoZin v R" takova, Ze
o

mnoZzina N = |J Ny je méfitelnd. Necht funkce f je integrovatelnd na N. DokaZte,
k=1
Ze pak plati:

a) > my(N) = m,(N).
k=1

b) > [ [ fxrs . x)dxg e dxy = [ [ f(xa, s xe) dxg s dig.
k=1 Ni N

4. DokaZte tvrzeni 4 a) z pozndmky 5.27.

5. Necht £2 C R” je oteviend mnoZina. Necht funkce f, kterd je definovand na £2, je
integrovatelnd na kazdé kompaktni méfitelné podmnoZiné mnoZiny £2. JestliZze ne-
vlastni integrdl z funkce f pfes mnoZinu £2 konverguje (ve smyslu pozndmky 5.27),
pak konverguje také nevlastni integrdl z funkce | f| pfes §2. DokaZte.

6. Dokazte, Ze integrdl ze cvieni 13 ke kapitole 2, ktery je nevlastni pro a < 0, je
konvergentni, pravé kdyZ —n < a < 0, a pro tato a najdéte jeho hodnotu.

7. Vypoctéte nevlastni dvojny integrdl dané funkce pfes danou mnoZinu £2:
—x2—y? 2
a) xye Y dxdy, 2 = (0, 400)~,
2

dxd
b) // e .Q:O<x2+y2§x,
2
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dxd
0 // i = (0. 1)U (1,28))*,
Mxy—x—y—+1
dxd 2 2
d) // = 2+ <1, x20,y20,a>0, b>0,
a b?
e) //x/ydxdy 2:0<y<1, x20, y2=4/x,
f) //lnidxdy, .Q:O<x2+y2§a, a >0,
' Vx2+y?
*g) //lnsin(x—y)dxdy, 2:0<y<x<m,
2
dxd
h) //ix L
1+x2+y?2
dxdy 5
i = (0, +00)°, a > 0,
) //(x +y2+a?’ ( )
7 //e_x_ydxdy, 2:05x <y,
2
_a2_ ¥
k) //e “ b dxdy, a>0,b>0,
R2
) // e—lxl—\)ldxdy
R2
dxd
m) //xy’ Q:xy21, x21, p>0, ¢ >0,
)prq
2
dxdy
n R:x+y=21,05x<1, p>0,
e easisis
2
dxdy ) 2
*0) //x4+y2 2:y2x"+1,
2
p) //e‘)‘z‘y dxdy,
R2
q) //efx2 Y cos(x” + y°) dxdy,
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// 2% Gin(x + y2) ddy,

//ln(x + y%) dxdy, 2:0<x?+y?<2ax, a>0.

8. Vypoctéte nevlastni trojny resp. n-rozmérny integral dané funkce pies danou mno-

Zinu £2:
dxdydz
/// St 2 = (0, +00)’,
I+x+y+2)
b) ///ln(x2+y2+22)d)€dydz, Q2:0<x®+y*+2<d? a>0,
? /// e dxdydz,
R3
¥ /// V2x?y dxdydz, 2:0=x=1/yz, | =y = +oo,
“ 1 <z < o0,
dxdyd
© ///xyz’ =013 p>0¢>0, r>0,
xl’yqzr
2

2 2
f) /-~-/e_(x1+“'+xn)dx1-~-dxn,
Rn

/~-~/ln(x12+-~-+x,2,)dx1~~~dxn, Q:O<x12+-~-+x,%§a2, a> 0.

9. Vypoctéte gravitacni potencidl U homogenni koule K : X2+ y2 + 2> < R? o hus-
toté¢ p a poloméru R > 0 v libovolném bodé A = [xg, yo, zo]. (Gravitacni potencidl

je dan vztahem U (xo, yo, 20) = Gp dxdydz , kde G je gravitadn{
! (x0. Y0. 20) fo‘[ N (x—=x0)>+(y=y0)2+(z—20)> e

konstanta. Jednd se vlastné o potencidlni energii hmotného bodu [xg, yo, zo] 0 jed-
notkové hmotnosti v gravitanim poli koule K.)

10. Vypoctéte intenzitu g gravitatniho pole homogenni koule K : X242+ 2 <R?
o hustot€¢ p a polomé€ru R > 0 v libovolném bodé A = [xg, yo, zo]. (Intenzita
g (xo0, y0, z0) = (81, &2, g3) je ddna vztahy

— Gp(x—x0)dxdydz — Gp(y—yo) dxdydz
=1l 7= s =l =

—x0)2+(y—y0)2+(z—20)%] —x0)24+(—y0)?*+H(z =202’

_ Gp(z—zp) dxdydz
&= 75

—x0)2+(y—y0) >+ (220021’
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kde G je gravitani konstanta. Jednd se vlastné€ o silu, kterou pfitahuje koule K
hmotny bod [xg, Yo, zo] 0 jednotkové hmotnosti.)

11. Vypoctéte gravitani potencidl U (viz piiklad 9) gravitacniho pole daného homo-
genniho télesa M o hustoté p v danych bodech A, pfip. B:

*a) M je rotacni vélec o poloméru zdkladny R > 0 a vySce h > 0, bod A je stfed
zékladny.

*b) M je rotacni kuZel o poloméru zdkladny R > 0 a vySce i > 0, bod A je vrchol,
bod B je stfed zdkladny.

Vysledky

1. Nejprve dokdZzeme, Ze pro libovolné dvé mnoziny A, B € R? plati h(A U B) C
C h(A)Uh(B) (tvrzeni plati pro libovolné metrické prostory). Pfipomeiime, Ze pro
kazdé C,D CR?je h(C) =CNC' (C'=R>~ C je doplné&k C), CUD =CUD
aCNDCCND —viz [6]. Odtud h(AUB) = AUBN(AUBY =(AUB)N
NANB C(AUBN(ANB)Y=(ANANB)YUBNANB)C (ANA)U
U(BNB) =h(A)Uh(B).

Bud e > 0 libovolné. Nechf M je uzavieny Ctverec se stiedem v singuldrnim bodé A

takovy, Ze m(M) < ¢/2. Plati 2 = (2 ~ M) U (£2 N M). Podle pfedpokladu 5.3

je mnoZina £2 ~\ M meéfitelnd, tedy jeji hranice ma miru nula (dasledek 1.41).

Podle cviceni 17 ke ka’Pitole 1 existuji obdélniky My, k = 1, ..., n, takové, Ze

h(2 M) C U My, > m(My) < ¢/2. Déle plati h(£2 N M) C M. Pak h(£2) C
=1 k=1

Ch(i2~M)YUh(2NM)C MU U My a m(M) + Z m(My) < e. Podle téhoz

cviceni je m(h(£2)) = 0, takze mnozma 2 je merltelna

2. a) ProtoZe posloupnost {m(My)} je neklesajici a shora ohranicend, nebot m(My) <
< m(M), k € N, existuje jejf limita a plati hm m(My) < m(M). Stadi tedy
ukazat Ze plati i opacnd nerovnost.

Bud’'e > 0 libovolné. Protoze M je méfitelnd, je podle disledku 1.41 m(h(M)) =
= 0, takZe podle cviceni 17 ke kapitole 1 existuji obdélniky Ry, k =1, ..., r
takové, ze h(M) C |J Rk, >, m(R;) < . Bez Gjmy na obecnosti l1ze pfedpo-

k=1 k=1
klddat, Ze obdélniky Ry jsou oteviené (staci nepatrné zvets1t jejich rozméry tak,

aby zistala v platnosti posledni nerovnost). Ozname N = U Ry a M =NUM.
Pak M a N jsou oteviené, m(N) < e a M C M. k=1
Piedchozi konstrukci zopakujeme pro kazdou mnoZinu My, k € N, s ¢islem &/ 2k,
Dostaneme posloupnosti otevienych mnozZin Ny a My = My U N; takovych, Ze

P ~ oo o
My € My C My, m(Ny) <¢/2a | My 2 U My =M.

k=1 k=1

Oteviené mnoziny N, My, M, ... tvoii pokryti kompaktni mnoZiny M. Podle
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Heineho-Borelova lemmatu existuje index kg tak, Ze N, M I A7Ik0 je konecné

pokryti M. Protoze M| € M, C --- C M, pro kazdé k = ko, jsou mnoZiny

N, Ni, ..., Ny, My rovnéZ pokrytim M, pficemZ m(M) < m(M) < m(My) +

+m(N)+m(Np)+---+m(Ny) < m(Mg)+e+e/2+---+¢e/25 < m(My) +2e.

Odtud vyplyvd, ze m(M) < klim m(My) + 2¢. ProtoZe ¢ > 0 bylo libovolné, je
— 00

m(M) £ lim m(My), coZ s prvni Casti davd, Ze m(M) = lim m(My).
k— 00 k— 00

b) Protoze funkce f je integrovatelnd na M, existuje konstanta K > 0 tak, Ze
|f(x)] < K pro x € M. Z dokdzané casti a), véty 1.52 a aditivity vlastniho
integrdlu vzhledem k integra¢nimu oboru vyplyvé, Ze plati | [ --- [ f(x)dx —

M

[ [ fdx| = [ [ f@dx| £ [ [1f@)]dx £ K m(M~M) — 0
M, M~ My, M ~Mj,
pro k — oo.

3. Poloime M = N, M = N1 U ---U N, k € N. Tvrzeni plyne ze cviceni 2 k této
kapitole.
Tvrzeni fikd, Ze Jordanova mira je aditivni i vzhledem ke sjednoceni spoc¢etné mnoha
po dvou disjunktnich méfitelnych mnoZin (tzv. o-aditivita), pokud je jejich sjedno-
ceni méfitelnd mnoZina (coZ obecné neplati
Obdobny vysledek plati pro aditivitu integrdlu vzhledem k integra¢nimu oboru,
pokud je funkce integrovatelnd na sjednoceni spocetné mnoha disjunktnich inte-
graénich oborti.

4. Necht funkce f je nezdpornd na mnoziné £2 C R”, posloupnosti mnozin {A,},
{B,,} vyCerpavaji £2 (ve smyslu pozndmky 5.27), f je integrovatelnd na kazdé A,,
resp. B, a &iselnd posloupnost [ --- [ f(x) dx je ohraniCend. ProtoZe je neklesajici,

Am
existuje konecnd limita 11m f f f(x)dx = I4. Pro pevné k oznatme C,, =

= A;; N By. Posloupnost {C,} vycerpava mnoZinu By, tudiz podle cviceni 2 k této
kapitole platlf [ f)dx = hm f [ f)dx £ hm f [ fx)dx = I4.

ProtozZe posloupnost [ [r (x)dx je neklesapm existuje hm f [ fx)dx =
By

= Ig £ I4. Zaménou posloupnosti {A;,} a {B;;} obdrZzime opaénou nerovnost takZe

plati 14 = Ip. JelikoZ posloupnost {B,} byla libovolnd, integral f f fx)dx

konverguje (ve smyslu pozndmky 5.27).

Pozndmka: Dokazany vysledek umoZziiuje zavést pojem neomezené métitelné mno-

Ziny konecné miry.

Neomezenou mnozinu £2 € R" nazveme méFitelnou, pravé kdyz konverguje ne-

vlastn{ integral f f dxj - - - dx,. Miru méfitelné mnoZiny pak definujeme vztahem
2

m,(£2) = [+ [dx;---dx,. Z dokdzaného vysledku plyne, Ze mnoZina £2 bude

méfitelnd pravé tehdy, kdyz existuje jeji vyCerpdvajici posloupnost (omezenych)
méfitelnych mnoZin {A,,} takova, Ze ¢iselnd posloupnost {m, (A,,)} je ohranicena.
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5. Nejprve ukdZeme, Ze libovolnou neprazdnou otevienou mnozinu 2 C R” lze vyja-
dfit jako sjednoceni spocetné mnoha kompaktnich n-rozmérnych nedegenerovanych
intervald takovych, Ze libovolné rizné dva z nich nemaji spoleéné vnitini body.
Uvazujme vSechny n-rozmérné krychle o hrané délky 1 tvaru (kj,k; + 1) x --- x
X (ky, k, + 1), kde k1, ..., k, € Z. Bud A; sjednoceni vSech takovych krychli,
které jsou podmnoZinou 2. Déle uvaZujme vSechny n-rozmérné krychle o hrané
délky 1/2 tvaru (k1 /2, k1/2+1/2) x -+ x (kn/2, kn/2+1/2), kde k1, ..., k, € Z.
Pfidejme k A; body vSech takovych krychli, které jsou podmnoZinou §2, avSak
nejsou podmnozZinou Aj. Dostaneme mnoZinu A;. Analogicky postupujeme dale.
Dostaneme posloupnost {A,,}, kterd je neklesajici vzhledem k inkluzi, kazda A,, je
sjednocenim kone¢né nebo spocetné mnoha krychli, které nemaji spole¢né vnitfn{
oo

body, pficemz |J A, = £2. Systém vSech krychli tvoficich mnoZiny A,,, m € N,
m=1

md poZadované vlastnosti. (ZvaZte, Ze nemiZe byt kone¢ny — 2 by byla omezend

neprdzdnd mnoZina, kterd by byla souCasn¢€ oteviend i uzaviend, coZ je spor se
souvislosti prostoru R".)

Nechf {K,} je vySe popsany systém krychli. Oznaéme E,, = K; U --- U K,
m € N. Kazd4d mnoZina E, je sjednocenim kone¢né mnoha krychli, a je tudiz
kompaktni a méfitelnd. Takovou mnoZinu nazveme elementdrni kompaktni mnoZina.
Posloupnost {E,,} vyCerpavda mnoZzinu 2. Pfipustme, Ze integrdl funkce | f| pfes £2
diverguje. Pak hm f [ 1f(x)]dx = +oo.

Tvrzeni se nyni dokaze obdobne jako véta 5.17. Uvedeme tudiZ jen hlavni body:

a) ProtoZe integrdl f pres £2 konverguje a integrdl | f| diverguje, musi také integraly
= (f1+ f)/2a f~ = (1f] - f)/2 pres 2 divergovaL.
b) Lze pfedpokladat (pfechodem k podposloupnosti), Ze plati [--- [ f*(x)dx >

Epy1~Epn
> [+ [1f(x)|dx +m pro kazdé m € N.
¢) Z definice dolniho integralu se odvodi pro kazdé m € N existence elementdrni
kompaktni mnoZiny F,, takové, Ze F,, € Epq1 ~ E, aplati [+ [ f(x)dx >

m

- f...f|f(x)|dx+m pro kazdé m € N.
Eﬁl

d) Posloupnost {G,,}, kde G,, = E,, U Fy, je tvofena elementdrnimi kompakt-

nimi mnoZinami a vyderpava 2. Pfitom f Jf@)dx = [ [ fx)dx +
E"

+ [ [fx)dx > [ f|f(x)|dx+m—f [1f(x)]dx = m — oo pro

Em Em En

m — 00, COZ je Spor.

V nésledujicich vysledcich {S,,} resp. {V,,,} znaéi smrifujici se resp. vyCerpéavajici po-
sloupnost mnoZin, pomoci nizZ 1ze ur¢it hodnotu daného integrélu.
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6. m, Sm={lx1,....x0] € R" : |xq| + -+ + |xu| < 1/m}. Postupujte jako
ve cviCeni 27 z kapitoly 3.
7. a) 1/4, V,, = (0,m)?,
b) 2, Sp:x*+y2<x/m,
©) 144, V= ((0,1— 1/m) U (1 + 1/m,28))2,
d) mwab/2, Vy:x*/a®> +y?/p> <1 —1/m, x 20, y >0,
e) 1/2, Su:0<y=<1/m, 0<x < y2
f) naz(l —2Ina)/2, Su: x2+y? < 1/m?,
g —(n?In2)/2, Vm 1/m <x <7r—1/m O<y<x—1/m,
h) diverguje, V,: x%+ y> < m?,
i) m/(4a?), Vp:x24+y2<m? x>0, y=>0,
D12 Ve 0Sx<y<m,
K) mab, Vy:x2/a* + y2/b* < m?
D 4, V= (-m,m)?
m) 1/[(p—q)(g— 1], p>q > 1 (jinak diverguje), V;;: 1 £ x < m,
I/x <y =m/x,
n) 1/(p—1), p>1 (jinak diverguje), V,,: 0<x <1, 1 —x <y <m—ux,
0) TV2W2—-1), Vp: —m<x<m, 1+x2<y<m+x2%
P T Vi x?+y? Sm?,
QT2 Vi x2 42 <m?,
N w/2 Vu:x?+4y?<m?
s) 2ma’lna, Sp:x%+y2 < x/m.
Navod:
g) Pouiijte transformaci T: x = u + v, y = v a Fubiniovu vétu. Plati Jr = 1,
T7'2):0 <u <m 0<w < M- Podle poznamky 5.27, ¢ast 5), je
I = fflnsm(x y)dxdy = [ (fo “Insinudv) du = [ (m—u) Insinudu =
= |subst. n—u = s| = [ sinsinsds, odkud 2/ = 7 [ Insinsds. Dile
ze symetrie grafu funkce sinus vzhledem k pfimce o rovnici x = w/2 plyne
Jo Insinsds = 2]0“/2 Insins ds. Kone¢né I} = foﬂ/z Insins ds = |subst. s =
=2t =2 [*Insin2rdr = 2 [[/*(In2 + Insins + Incos 1) dr = (1/2)In2 +
+ 2[0/ Insinz dr + 2f0n/ Incosrdt = |subst. t = m/2 —r| = (n/2)In2 +
+2fn/4lnsintdt+2f$/421ncos(:rt/2—r)dr = (Tt/2)ln2+2fon/4lnsintdt+
+ 2[“/2 Insinrdr = (7/2)In2 + 21, tak¥e I; = —(7/2) In2.
0) Pouzijte Fubiniovu vétu. Podle pozndmky 5.27, &ast 5), je I = [[ Xi)fyyz dxdy =
2
_ f+0<>( HC;O yrer 2)dx Didle pro x # 0 je F(x) = ﬁfz xnyyz = XLZ(% _
— arctg & 'H) aprox =0je F(0) = +°° ‘;—y = 1. L'Hospitalovym pravidlem

se lze presveédcCit, Ze F je spojitd v nule

Odtud integraci per partes (volime u = 7 —arctg = +1 av %; vyraz [G(x)]fg
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je tfeba chdpat jako lim G(x)— lim G(x)) dostaneme I = fj;o F(x)dx =
—0Q

—2[ (3 —arctg X +1)}+Oo+f - x4+;i++]/2 Snadno se vidi, iexliriloo%(%—

1 +00 d
arCtgx+ ):0, tedy1= —00 W;—H/Z

Plati x* + x2 +1/2 = x> = 1¥/2)? = (V2 = Dx? = (x2 = V2 - 1x +
+1/4/2) (x?+V V2 — 1x+1/+/2). Oznaéme h(x) = x> +v/+v/2 — 1x+1/4/2.
Pak x* 4+ x2 4+ 1/2 = h(—x)h(x). Rozklad na parcidlni zlomky ma tvar

1 __ Ax+B + Cx+D
x4 x24172 T h(=x) h(x) >

kdeC:—A:x/«/iJrl/ﬁ,B:D:l/ﬁ.

Nevlastn{ integral funkce 1/ @x*+x2+1/2) konverguje na intervalu (—oo, 0)
i (0, 400). Ddle pro ¢ > 0 je [ A+B gy — [¢ CED 4y Odsud odvodime,

¢ h(=x) ¢ hx)
7e I = 20_1)151100 I . C}TJ’D dx. (Pozor, [ C,f(j)D dx je divergentni!) Plati
©Cx4D g, _ MAV2+1 FREVAVA 2x+4/V2
IS, /f(ﬁ;) dx ) [lnh( )] 7 {arctg X\/_ }
> 11+‘f (%—i—%)z“\}?* pro ¢ — +o0.

s) PouZijte poldrni soufadnice a Fubiniovu vétu. MnoZina §£2 ma v polarnich sou-
fadnicich popis —m/2 < ¢ < /2, 0 £ ¢ < 2acos ¢ (srovnejte obrazek 3.7

k piikladu 3.13). Podle pozndmky 5.27, &st 5), je [ = ff In(x? + y?) dxdy =
fn7/52< 2a cos ¢
=2a%(21n2a — 1) cos? ¢ + 4a> cos? ¢ In cos ¢. TudiZ, protoZe integrand je sudd
funkee, I = 2a%(21n2a—1) [;77/*(14cos 2¢) dp +8a? [77/* cos® g Incos ¢ dp =

= |subst. cosp = 1| = na*(2In2a — 1) + 8a? [} %dt — 2na® Ina. Plati

0 an do) d. Vnitini integral je fza COW 20lnpdo =|p.p.|=

totiz

fl 12 lnt Y = 1

+f0(lnt+1)v1 —t2dt=f01v1 —tzdt—i-follnt«/l —12dt =

2
=%+fl (1— t)lntdt_4+f0 lili dr — f()l tlliz dr.

— _Ji—2|= [—tInt/1 _,2](1)_,_

Z ptedchozich rovnic dostaneme

Il—z(fo \/l%dtjt%):%—%lnl

Int

protoze fol
navod k tdloze g) tohoto cviceni.

dr = |subst. t = sinu| = fon/zlnsinudu = —% In2 — viz
t2
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8. a) 1/120, V,, = (1/m,1)3,
b) (8/97ma*Blna —1), Sp: x>+ y2+22 < 1/m?,
<) 732 v, = (—m, m)3 (viz cviceni 16 ke kapitole 3),
d e2-1, Vp:1<y<m, 1<z<m, 0<x < 1/yz,
e) 1/[0—pd—-—g)d—=r)], p<]1, g <1, r <1 (jinak diverguje),
Vin = (1/m, 1)",
f) 7% V, = (—m,m)" (viz cviceni 16 ke kapitole 3),
n+3

9 Gmina— 12l sl g, x4 b a2 < 1/m?

9. Ozna¢me a = Vx(% + yé + z(z). Pfi a £ R je integral pro U(xg, yo, o) nevlastni.
Jeho konvergence vyplyvd z pozndmky 5.12 (pro a < R) a véty 5.13 (pro a = R).
Vyjde:

%JTR?’,OG% proa 2 R,

5.11
(2nR* — %naz)pG proa < R. ©-11)

U (x0, y0, 20) = {
Postup: Predpokladejme nejprve, Ze A = [0,0,z0], zo0 = 0, tj. a = zo. Podle
Fubiniovy véty 3.47 s pouZitim polarnich soufadnic plati:

_ Gpdxdydz — R dxdy
v0.9,20) = fof x24y2 4 (z—a)? Gp f—RS{{{) x2+y2+(z7a)2)dZ

=2nGp f_RR(«/R2 —2az +a? — |z —al)dz,

kde K. = {[x,y] € R? : x? + y2 < R? — 7?}. Déle

2 p31 >
R 5 a1 3 3, J5R’;+2Ra proa =R,
VR*—2az+ a*dz = :-[(R+a)’—|R—al’] =
f—R 3a[( ) | |] {2R2+§a2 proa§R
a
2Ra pro a = R,

R*>+d?> proa <R,

f_RRIZ—a|dz={

odkud vyjde (5.11) pro tento piipad.

Pro A = [0,0, z0], z0 < 0, tj. @ = —zp, pouZijeme transformaci S: x = u, y =
= v, z = —w s jakobidnem Jg = —1. Z véty o transformaci integrdlu dostaneme
U(@©,0,z9) =U(0,0,—2z09) = U(0,0, a), takze (5.11) plati i v tomto piipadé.

V obecném piipadé€, kdy xg + yg > 0, pouZijeme vhodnou izometrickou transfor-
maci T (viz cvieni 5 a 6 ke kapitole 3), kterd prevede bod A = [xg, yo, zo] do
bodu B = [0, 0, a] a pocatek souradnicového systému ponechd na misté (napf. oto-
¢eni kolem vhodné piimky prochézejici pocitkem soufadnicové soustavy). Nechf
[x,y,z1" = Qlu,v,w]”, kde Q je jistd ortogondlni matice; pak [xo, Yo, z0]T =
= 0[0,0,a]”, T(K) = K a pro jakobian plati |J7| = |det Q| = 1. Déle plati
(x —x0)2 + (v — y0)> + (z — 20)> = x> + y* + 22 — 2(x0x + Yoy + 202) + x5 + ¥Z +
+25 =[x, y, 2llx, ¥, 21" =2[x0, 0, 20llx, y, 21" +a* = [u, v, w]QT Qlu, v, w]" —
—2[0,0,al07 Q[u, v, w1 +a* = [u, v, wllu, v, w]” —2[0, 0, allu, v, w]” +a> =
=ul+vi 4+ w?—2aw+a? =ul+v2+ (w —a)z. Z véty o transformaci dostaneme,
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10.

ze U (xo, y0,20) = U(0, 0, a), coz dokazuje (5.11). VSimnéte si, Ze jsme nepotie-
bovali konkrétni prvky matice Q, staila ndm jen informace, Ze jde o ortogondlni
matici, tj. Ze QT Q je jednotkova matice.

Poznamenejme, Ze Fubiniova véta i véta o transformaci zde plati i v pfipadé, Ze
dany integral je nevlastni — viz pozndmka 5.27, ¢ast 5).

Oznac¢me a = \/x(% + yé + z(z). Pfi a £ R jsou integrdly pro sloZky g; nevlastni.
Jejich konvergence vyplyva z véty 5.13 a z poznamky 5.12. Pro A # (0, 0, 0) vyjde:

g(x0, Yo, z0) = —( =2 0 2 )Igl (5.12)

«/X§+y0+zo «/x0+)0+20 \/xo-&-yo

kde
gl = é pGI;—; proa = R,
gl =
%na,oG pro a < R.
Pro A =10, 0, 0] je g(0,0,0) = (0,0,0).
Postup: Pti vypoctu budeme postupovat obdobné jako ve cviceni 9 k této kapitole.

Piedpoklddejme nejprve, Ze A = [0, 0, zol, zo 2 0, tj. a = zo. Podle Fubiniovy
véty 3.47 s pouzitim poldrnich soufadnic plati:

0,0, _ Gp(z—a)dxdydz _
83( 20) = fff m

dxd
=pr_R(Z—“) ff «/m)
_ZTEG,Of <|Z o 7—a )dZ,

N R2—2az+a?

kde K(..; = {[x, y] € R? : x® + y? < R? — 7?}. Dile

—2R proa 2 R,
—2a proa <R

f,RR |§:Z| dz = f,RR sgn(z —a)dz = {

a (substituci t = ~/R2 —2az + a?)

2
3

‘ =

—2R proa

)

A1V
~ =

f_R Vi R2 2a2+a2 {

a pro a

W\-P Q

Celkem vyjde
n,on—; proa = R,

_4
£3(0,0,z0) = i
—3mapG  proa = R.
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Déle analogicky dostaneme

Gpx dxdyd dxd
01(0.0.20) = [[[ SRR = Gp [ (ff JTg)) dz =0,

Gpy dxdyd dxd
000.0.20 = [ 7 SRERE L — G [ <ff T 4 =0

(vnitfni dvojné integrdly jsou rovny nule pro kazdé z € (—R, R)), coZ odpovida
vztahu (5.12).

Transformaci S: x = u, y = v, z = —w s jakobidnem Jg = —1 ovéfime, Ze
vztah (5.12) plati i pro A = [0, 0, z0], z0 £ 0, tj. a = —zo.

V obecném pripadé€, kdy x(% + yg > 0, pouZijeme izometrickou transformaci T
(viz cviceni 5 a 6 ke kapitole 3), kterd pfevede bod A = [xp, Yo, 20] do bodu
B = [0,0,a] a pocitek soufadnicového systému ponechd na misté. Oproti cvi-
¢eni 9 k této kapitole budeme potfebovat prvky ortogondlni matice Q, kterd od-
povida této transformaci. Nechf T je rotace kolem soufadnicové osy z takovd, Ze
T1(xo0, y0, 20) = [v xg + yg, 0, zo}, a T, je rotace kolem soufadnicové osy y ta-
kové, Ze T» (Vx5 +¥§.0,20) = [0,0,Vx3 + y§ + 2] = [0,0,al. Pak transfor-

mace 7> o 71 md poZadované vlastnosti. Matice odpovidajici transformacim 77, T»

jsou
X0 Y0 0 20 0o —_Y X+Y5
Vi N Vg 433+ Vag+33+3g
0=|__» w . e=| o 1 o
\/x5+y§ \/x5+y§ m 0 20

Bud T =T,oTi: [x,y,2] — [u,v,w] jejich sloZzeni. Potom plati [u, v, w]T =

= 00ilx,y, 217, 4. [x, y,2)T = QT OF [u, v, w]". Odtud dostaneme, Ze

N xE+y3 20

a utgw

7=-

Stejn& jako ve cviceni 9 odvodime, Ze (x — x0)> + (y — y0)* + (z — z0)* = u’ +
+ 02 + (w —a)?. ProtoZe T(K) = K a jakobidn Jr = |det(Q2Q1)| = 1, obdrZime
z véty o transformaci integralu, Ze

Gp(z—z0) dxdydz —
—x0)2+(y—y0)2+(z—20)

83(x0, Yo, 20) = fff Vi

x0+y0 fff _ Gpududvdw iofff Gp(w—a)dudvdw _ _

Vv +(w—a)?? (2 +v2+(w—a)2]3

_VEEG 0 0,0,a) + 2 63(0,0.a) = £ g5(0. 0, ).
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11.

Obdobné se odvodi, Ze

g1(x0, Yo, 20) = %081(61,0, 0) = %083(0, 0,a),
» y
82(x0, ¥0, 20) = > £2(0,a,0) = 2> g3(0, 0, ).

Poznamenejme, Ze Fubiniova véta i véta o transformaci zde plati i v piipadég, Ze
dané integraly jsou nevlastni — viz pozndmka 5.27, ¢dst 5).

Plati g(xo, y0,20) = gradU = (% U, % U, % U), kde U je potencidl ze cviceni 9
k této kapitole. Takové pole g se nazyva potencidlové.

Vsimnéme si jeSté pro zajimavost velikosti intenzity zemského gravitacniho pole
v bod¢€ na povrchu zemékoule. Predpoklddejme pro jednoduchost, Ze Zemé ma tvar
dokonalé koule o polomé&ru R = 6378 - 103m a Ze se jednd o homogenni t&leso
o hustot& p = 5518kgm~3. Polozime-li a = R a vezmeme-li v tivahu, 7e pro gra-
vita¢ni konstantu plati G = 6,67 - 10~ 1N m?2 kg_z, dostavame z odvozeného vzorce
hodnotu |g| = 9,83 ms™2. Tato hodnota predstavuje velikost gravitaéniho zrychleni
na povrchu Zemé. Podotknéme jest€, Ze gravitani zrychleni je tfeba odliSovat od
tthového zrychleni, ve kterém se bere v tivahu také odstfediva sila zpiisobend rotac{
Zemé kolem své osy.

h 24h2
2) U(A) = pGruR> In 2 o oG (VR 2 — h).
Zvolte umisténi M = {[x, y,z] e R :x24+y2 < R, 0<z< h}, A=10,0,0].
213 2
b) U(A) = wh(l — h)pG, U(B) = &= pGIn ’,jgf,’f; + 281 pG(R — 1), kde
I =~R>+h?

Zvolte umiséni M = {[x,y.z] € B> : x>+ )2 < z = *K, 0 < z < n},
A =10,0,h], B =1[0,0,0].

Navod: Postupujte jako ve cviceni 9 k této kapitole.
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