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Uvod

1. Anotace

Tento text je urcen zejména pro studenty predmétu ,,M3121 Pravdépodobnost a statis-
tika I“. Jde o zékladni kurz pravdépodobnosti a matematické statistiky, ktery je vychozim
pro dalsi teoretické i aplikacné zamérené stochastické predméty.

Kurz obsahuje axiomaticky pristup k teorii pravdépodobnosti, dale popisuje nahodné
veli¢iny a nahodné vektory a rozdéleni pravdépodobnosti. Poté se zabyva charakteristikami
rozdéleni pravdépodobnosti, zejména charakteristikami polohy a variability, zminka je téz
o charakteristické funkci. Zavér kurzu je vénovan zakonim velkych ¢isel a centralni limitni
Zkoumana problematika je demonstrovana na prikladech se snahou o lepsi srozumitelnost
textu. Pro vice prikladi odkazujeme studenty na cviceni k tomuto kurzu.
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KAPITOLA 1

Kolmogorova axiomaticka definice pravdépodobnosti

1. Nahodny pokus

Teorie pravdépodobnosti se zabyva matematickymi modely ndhodnych déj, jejichz vy-
sledek neni jednoznac¢né urcen. Takovému ndhodnému jevu budeme fikat nahodny pokus.

Vysledkem takového pokusu muze byt

» cislo, naptiklad pocet bodii na horni strané hraci kostky pii jednom vrhu, nebo pocet vrhii
hraci kostkou nez padne Sestka,

» namétrena velicina, napriklad krevni tlak pacienta,

» Ciselné vektory a posloupnosti, Casovy pribéh néjaké funkce na daném intervalu

» libovolny kvalitationi ukazatel, naptiklad vytazeni koule dané barvy z osudi obsahujici
ruznorodé barvy, odpovéd ano ¢ ne respondenta pii prizkumu minéni.

O nahodném pokusu hovofime tedy tehdy, kdyz

e koname pokus, jehoz vysledek neni jednozna¢né urcen podminkami, za nichz je
provadeén;

e pritom nas zajimaji je takové pokusy, u kterych sledovany jev, oznacme jej A, vy-
kazuje v opakovanych pokusech jakousi stabilitu (tzv. statistickou stabilitu), tj.
relativni ¢etnost f,(A) = "4 vyskytu jevu A v posloupnosti n ,nezéavislych® pokust
mé tendenci pii velkych hodnotach n se prilis neménit, tedy mé tendenci drzet se
n&jaké f,(A) = p(A), tj. lim f,(A) = p(A).

Déle jiz budeme ptredpokladat, ze nahodny (nebo téZ stochasticky) pokus je statisticky
stabilni.

2. Znadeni

V dalsim budeme pouzivat nasledujici znaceni:

Q prostor elementarnich jeva,  ktery  chapeme jako  mno-
Zinu  vSech  moznych ,hejjemnéjsich® (tj. téch, které  lze
jesté  rozlisovat)  vysledkt daného pokusu. Predpoklada se, zZe
« Q +# ( je neprazdné abstraktni mnozina,

» pocet jejich prvkt muize byt konecny, spocetny i nespocetny,
» je vyCerpavajici, tj. obsahuje absolutné vsechny mozné vysledky,
» vysledky jsou neslucitelné.

w elementarni jev, ktery chiapeme jako jednobodovou mmnozinu. Napiiklad
pri jednom hodu kostkou jsou elementarnimi jevy jednotlivé mozné vysledky,
tj. padnuti 1, 2, 3, 4, 5, 6.

A B,... jevy (znacené velkymi pismeny ze zac¢atku abecedy) ziskdme mnozinovymi

Aq,..., A, operacemi nad elementarnimi jevy. Specidlnimi jevy jsou:

() nemozny jev

Q jisty jev

Napiiklad pfi jednom hodu kostkou kromé elementarnich jevi (padnuti 1, 2,
3, 4, 5, 6) mizeme uvazovat i dalsi jevy jako je padnuti sudého ¢i lichého éisla,
padnuti ¢isla mensiho nez Sest, apod.

expQ = 2%  systém vSech podmnozin mnoziny €.

7
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Mezi jednotlivymi jevy mohou platit rtizné vztahy a miizeme pomoci nich vytvaret nové
jevy, napriklad
C=AUB jev C nastane, pokud nastane jev A nebo jev B

C=ANB jev C nastane, pokud spole¢né nastane jev A i jev B.
Pokud AN B =0, jevy A a B se nazyvaji nesluéitelné.

C=A-B jev C nastane, pokud nastane jev A pii vylouceni (nenastoupeni) jevu B
A=A =Q—A jev A je jev opacny k jevu A
C=U A, jev C nastane, pokud nastane alespon jeden z jevil Aq,..., A,,...
n=1
C=N A, jev C nastane, pokud nastanou vSechny jevy A{,..., A,,...
n=1

3. Definice jevového pole

Abychom mohli zavést exaktni matematicky model ndhodného pokusu, je vhodné uvazovat
vhodny systém nahodnych jevii.

DEFINICE 3.1. Mé&jme neprazdnou mnozinu € # () a neprazdny systém podmnozin
A C exp (), pro ktery plati

(i) QeA
(i) A€ A = Z eA
(i1) Ai,...,An,...€ A = U A, € A (o aditivita),

pak A nazyvame jevovou c—algebrou na (), dVOJlCl (Q, A) nazyvame jevové pole a li-
bovolny prvek A € A nazgviame ndhodny jev (vzhledem k (2, A)).

Poznamka 3.2. Dvojice (€2,.4) se v teorii miry nazyvd méFitelnym prostorem.

Poznamka 3.3. Podminka (i) v pfedchozi definici je vlastné zbyteéna a uvadi se spise
z historickych diivodii. Pfedpokladdme totiz, Ze A je neprazdny systém podmnozin, tj.
existuje A € A. Dle podmlnky (i) je také A € A. Polozime-li A} = A, A, = A pron > 2,

pak podle (iii) Q = U A, e A
n=1

Poznamka 3.4. S ndhodnymi jevy pracujeme jako s mnozinami, takze pro né plati
de Morganovy vzorce

U A= N 4 a (] A= U 4.

n=1,2,.. n=1,2,.. n=1,2,.. n=1,2,..
Uvedeme zde dtikaz prvniho z nich, druhy by se dokazal analogicky a doporucujeme ho cte-
nari jako doméci cvicend.
Dikaz.we | Arewée U AveVneNwdA, eVneNweAd, cwe [ A,

n=1,2,.. n=1,2... n=1,2,..

g
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VETA 3.5. Necht (2, A) je jevové pole. Pak plati

(1) e A

(2) Al,AQGA = AjUAye A
AiNAye A
A —A, e A

3) Ai... Ap,...eA = A, cA
n=l1

Dikaz.

(1) V definici jevového pole z vlastnosti (i) a (i) dostavame: Q € A = Q = () € A.

(2) Necht A;, As € A.
Sjednoceni: pro n > 3 polozime A, = (), takze pron = 1,2, ... plati A,, € A. Z definice
jevového pole z vlastnosti (iii) dostavame: A; U Ay = Ej A, € A

n=1

Prunik: AlﬂA2:A1mA2: A_l U A_2 EA.
~—

~—~
cA cA
ROZdili Al — A2 = Al N A_Q c A
~ =~
cA cA

(3) Necht Ay,..., A,,... € A, pak s vyuzitim de Morg. pravidel dostaneme:

ANA =) A cA
nrjl nL:le
cA

4. Posloupnosti jevl a jejich limity

DEFINICE 4.1. Horni limitou posloupnosti jevi {4, } -, nazgvame mnozinu vSech w € Q,

které patii do nekone¢né mnoha mnozin A,,. Oznacujeme lim sup A,,.
n—0o0

Dolni limitu posloupnosti jevii {A, } - | definujeme jako mnozinu vSech w € €2, které patii

do vSech mnozin A,, s vyjimkou konec¢ného poctu téchto mnozin. Oznac¢ujeme lim inf A,,.
n—,oo

Poznamka 4.2. 7 definice je zfejmé vidét, Ze plati liminf A,, C lim sup A,,.
n—0o0 n—00

VETA 4.3. Plati

(1) liminf A, = Ej ﬁ Ay,
N0 =1k=

=

(2) limsup A, = U 4k

n—oo n=1k=n

(3) limsup A, = liminf A,

n—00 n—r00

Dikaz.
(1) Jestlize w € liminf A,,, pak patii do kazdé A, s vyjimkou kone¢ného poctu A, < I n
n—o0

takové, zew e [ Ay ©we U ) Ak

k=n n=1k=n
(2) Jestlize w € limsup A,,, pak patii do nekoneéné mnoha A, < pro V n 3 k > n takové,
n—oo

zew€ Ay < proVnplatiwe J Ay cwe N U Ak

k=n n=1k=n
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(3) w € limsup A, < neplati, Ze w patii do nekone¢né mnoha A,, < neplati, ze proVn 3 k >

n—oo

ntakové, e w € Ay @ InVk>nw g A InVik>nwe Ay & Inwe () Ahe
k=n
we U N Ar =liminf 4,,.
n—oo

n=1k=n

Poznamka 4.4. (Motivace)
Uvedme jesté trochu jiny pohled na vztahy v predchozi vété, ktery by mohl mit spise mo-
tivacni charakter. Konkrétné sledujme vztah (1). Ozna¢me I, = inf{Ay;k € {n,n+1,n+

2,...}} = () Ag. Zfejmé plati I, C I, C ... a mizeme psat liminf A, = lim [, =
k:n n—oo n—roo
sup L,=UIL.=U N A
ne{l,2,... } n=1 n=1k=n

DEFINICE 4.5. LIMITA POSLOUPNOSTI JEVU. Rekneme, 7e posloupnost nadhodnych jevii
{A,},2, ma limitu A, pravé kdyz
A =limsup A, = liminf A,,.
n—00 =89

(e.0]

VETA 4.6. Pokud existuje limita posloupnosti nahodnych jevi {A,} pak lim A, € A.
n—o0

n=1"
Ditkaz. Piedpoklddejme, Ze limita existuje, pak A = lim A, = | ﬂ A € A O
n—oo n=1
k=n
cA

VETA 4.7. (1) Je-li A, CApyr (n=1,2,...) = FA=lim A, aplati A= ] A..
n—roo

n=1

(2) Je-li Ay D Apir (n=1,2,...) = FA=1lim A, aplati A= ) A,.
n—00 n—1

Dikaz. Chceme-li dokéazat, ze existuje pfislusna limita, musime prokazat, ze horni i dolni
limita se rovna.
(1) Necht A, C A,11.

(a) Horni limita: limsup A, = (| U A. Ozna¢me B,, = |J Ag. S vyuzitim vztahu

n—00 n=1k=n k=n

BlzB2:"’:§n:Bn+1 = ... upravujme
limsup A, = ﬁ UAk = ﬁ B, =B, = Ej Ap.
n—00 n=l,_, n=1 k=1
B.=Bi
(b) Dolni limita: liminf A, = Ej ﬁ Aj. Oznacme C,, ﬁ Ag. S vyuzitim vztahu

n—oo n=1k=n k=n
C, = A, upravujme

o0 o0 o0
liminf A, = J () 4x = U An.
n—00 n=l,_ . n=1
Cn=A,
Protoze horni i dolni limity jsou shodné, plati prvni tvrzeni véty.

(2) Necht A, D A,11.
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(a) Horni limita: limsup A, = (] U A. Ozna¢me B,, = |J A. S vyuzitim vztaht

n—00 n=1k=n k=n
Bl = Al, BQ = AQ, ey Bn = Ana Bn+1 = An+17 Ce upravujme
limsup 4, = U A= An.
n—r00 n=1,_. n=1
Bn=A,
(b) Dolni limita: liminf A, = |J () A Oznacme C, = [ Ax. S vyuzitim vztahu
n—ro0 n=1k=n k=n
Ci=0,=---=C, =C,41 = upravujme
o0 0 o0 [ee]
liminf A, = J [ Ar= U C1 =C1 = ] A
n—reo n=1, . n=1 k=1
Cn=C1

Protoze i v tomto pfipadé horni i dolni limity jsou shodné, plati i druhé tvrzeni véty.

g

5. Borelovské mnoziny
VETA 5.1. Necht' S je systém podmnozin Q. Pak existuje mnoZinovd o—algebra o(S) takovd,
ze platt
(1) S Co(S)
(2) Je-li A* mnoZinovd o—algebra takovd, Ze S C A*, pak o(S) C A*.

Diikaz. Polozme o(S) jako prinik mnozinovych o—algeber obsahujicich S. Pak samoziejmé
S C 0(S) a o(S) je o—algebra, nebot axiomy plati pro kazdy prvek priniku, tedy i pro
prunik. Il

DEFINICE 5.2. Mnozinovéa o—algebra o(S) z predchozi véty se nazyvad minimalni mnoZzi-
nova c—algebra generovana (systémem) S.

Poznamka 5.3. BORELOVSKE MNOZINY.

Polozme € = (—o00,00) =R
S, ={(—0,z); z€R}S, C2%=2%

Podle predchozi véty existuje minimalni mnozinova o—algebra
o(S,) =8B

generovand systémem intervali (—oo,x); x € R. Nazveme ji borelovskou mnozinovou
o—algebrou v R. Jeji prvky se nazyvaji borelovské mnoziny.

Analogicky lze definovat borelovskou mnozinovou o—algebru v R" B" = 0(S,):
Q=R"
Sy = {(—00,21) X (—00,x3); X - -+ X (—00,x,); x € R"}, S, C 2% = 28",
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6. Definice pravdépodobnostniho prostoru

DEFINICE 6.1. AXIOMATICKA DEFINICE PRAVDEPODOBNOSTI. Necht (€2, .4) je jevové pole
a P je mnozinova funkce definovana na A s vlastnostmi

(1) P() =1 (tj. P je normovana)
(2) proVAe Aje P(A) >0 (tj. P je nezapornad)
(3) je-li {A,} ~ posloupnost ndhodnych jevi, které jsou po dvou neslucitelné, tj. A;,NA; =

() pro i # j, pak P ( Ej An> = i P(A,) (tj. P je o—aditivni)
n=1 n=1

Funkci P nazyvame pravdépodobnosti a trojici (€2, .4, P) pravdépodobnostnim pro-
storem.

Priklad 6.2. (PRIKLADY RUZNYCH DEFINICI PRAVDEPODOBNOSTI)

(1) KONECNA MNOZINA €O

Q={wi,...,w,} koneénd mnozina elementdrnich jevi
A =29 A je systém vSech podmnoZin mnoziny 2
P pravdépodobnost libovolného jevu A = {w;,,...,w; } € A

k n
je rovna P(A) = ) P(w,), pfitom plati ) P(w;) = 1.
j=1

=1

Jestlize plati P(w;) = + mluvime 0 KLASICKEM PRAVDEPODOBNOSTNIM POKUSU, ve kte-
rém plati

PA) =

kde | A| znaci pocet elementarnich jevi v A.

(2) VAHOVA DEFINICE PRAVDEPODOBNOSTI:

Q= {w;}°, spofetnd mnozina elementarnich jevi

A =29 A je systém vSech podmnozin mnoziny (2
P pravdépodobnost libovolného jevu A = {w;;}2, € A
jerovna P(A) = > P(w;;)= > pi,, pritom plati > p;, = 1.
wij €A wij €A wij [SY]

(3) GEOMETRICKA DEFINICE PRAVDEPODOBNOSTTI:

QCR" borelovska podmnozina

A =B"(Q) A je nejmensi borelovska o—algebra nad (2

P pravdépodobnost jevu A je rovna P(A) = %,
kde Lebesgueova mira u je koneéna a kladna.
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7. Vlastnosti pravdépodobnosti

VETA 7.1. Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Pak pravdépodobnost P md nd-
sledugict vlastnostz’:

) P(0) =

(1

(2)A,Bc A ANB=0 = P(AUB)= P(A)+ P(B)

3)A,BeA ACB = P(B-A) =P(B)- P(A)

(4) = P(A) < P(B)

(5)Ac A ~ 0<PA)<1

(6) ~ P(A)=1- P(4)

() A,Be A — P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

(8) As,..., A, € A N P(L:LJAZ) :ﬁjP(Al)—nil > P(A:in4y)
LY S N4 N4+
(=1 P(A M- Ay)

9) N P(iQAZ) < il P(A4).

Dikaz.
(1) Protoze jevy jisty © a nemozny ) jsou neslucitelné, miizeme upravovat
=1
~ =
1=P(Q) :F(Quﬁu(ﬁ...) :P(Q)—I—P(@)—I—P(@)—i-..; = P(0)=0.

N— ~~
axiom (1) def.psti aziom (8) definice pravdépodobnosti

(2) Predpokladejme, ze A,B € A, AN B = (). Uvazujme posloupnost po dvou neslucitel-

nych jevii: A, B, 0,0, .... Pak s vyuzitim axiomt (3) definice pravdépodobnosti mtzeme

upravovat

P(AUB) = P(AUBUOUPU---)=P(A)+P(B)+P0)+P0)+---= P(A)+ P(B).
=0 =0

(3) Predpokladejme, 7ze A, B € A, A C B. Pak muZeme psat:
B = AU (B — A), takze s vyuzitim predchozi vlastnosti (2) dostaneme
————

neslucitelné jevy

P(B)=P(AU(B—-A))=PA)+P(B—A) = PB-A)=PB)—P(A).

(4) Analogicky jako v pfedchozim ptipadé dostaneme
P(B)=P(A)+P(B-A) = PA=PB)—PB-A) = P(A)<P(B).
———

>0
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(5) Predpokladejme, ze A € A. Pokud A = () nebo A = ), tvrzeni zfejmé plati.
Proto uvazujme

hcAc.

S vyuzitim predchozi vlastnosti (4) dostaneme

0= P(0) < P(A) < P(Q) = 1.

(6) Jestlize A € A, pak také A = Q — A € A. Pokud A = () nebo A = Q, tvrzeni ziejmé
plati.

Proto uvazujme

PcAcC.
Diky tomu, 7ze A C Q a vlastnosti (3), dostaneme

P(A) = P(Q— A) "

P(Q) — P(A) =1 — P(A).

(7) Jestlize A, B € A, pak jejich sjednoceni lze vyjadfit jako sjednoceni t¥i nesluéitelnych
jevi, tj.

AUB=(A-—(ANB)UANB)U(B - (ANB)),

~———

———
1.jev 2.jev 3.jev
takze pravdépodobnost

P(AUB) = P((A—(ANB))U(ANB)U(B - (AN B)))

P(A-(ANnB))+ P(ANnB)+P(B—-(ANB))
= P(A)-P(ANB)+P(ANB)+P(B)— P(ANB)

-~

1. clen

-~

2. clen 3. clen

P(A)+ P(B)— P(ANB)
(8) Dokézeme matematickou indukei z pfedchozi vlastnosti.

(9) Jestlize Ay, ..

P (Q Ai)

., A, € A, pak diky vlastnosti (7) postupné dostaneme

p (nL_Jll Ai) 4 P(A,)— P (An N U Ai)

>0

n—o B n—2 n—1
P ( U Ai> +P(4,1)—P (An_l nJ Ai> +P(4,)—P (An nJ AZ)
=1 i=1 i=1
>0 >0
-1
= P(A)+--+P(A,)-P(ANAy) —--- =P <An Ny Ai>
=1
a odtud jiz dostavame tvrzeni véty, ze P (U Al) <> P(A)
i=1 i=1



RNDr. Marie Forbelska, Ph.D., Mgr. Jan Kola¢ek, Ph.D. 15
VETA 7.2. SPOJITOST PRAVDEPODOBNOSTI. Necht (£2,.A) je jevové pole, P redind mno-
Zinovd funkce definovand na A s vlastnostmi:

(i) PQ)=1

(it) proVAeA:P(A)>0

(iii) A, Be A, AnNB=0 = P(AUB) = P(A)+ P(B) (aditivita, ne o-aditivita)
pak nasledugict vlastnosti jsou ekvivalentni

(1) P je pravdépodobnost na (€2, A).

(2) spojitost pravdépodobnosti zdola:

Al,Ag,...GA, AngAn+1 = lim P(An):P(U An) :P(hm An)
n—00 n—1 n—00
(8) spojitost pravdépodobnosti shora:
Ay Ay €A Ay D Aniy = lim P(4,) =P ( N An> - P(hm An)
n—00 n—1 n—00

(4) spojitost pravdépodobnosti shora v nule:
Al,AQ,...EA, AngAn+1, ﬂAn:Q) = hm P(An)zo

n—o0

Diikaz.
(1)=(2) Nejprve dokazeme, ze pravdépodobnost P je spojita zdola.

Predpokladejme, ze P je pravdépodobnost a méjme posloupnost nahodnych jevil
{A,} 2, takovou, ze A, C A, 41.

Polozme By = Ay, B, = A, — A,_1 pron > 2, takze |J A, = |J B, a pfitom
n=1 n=1

B; N Bj =0 pro i # j. S vyuzitim vztahu A, = |J B; postupné upravujme:
i=1

= lim [P(A;) + P(Ay — A) + -+ P(A, — A,

N—00 N\

:P‘(,An)
(2)=(3) Predpokladejme, ze P je spojita zdola. Dokazeme, Ze je spojita i shora.

Necht pro posloupnost ndhodnych jevii {A4,} 7, plati A, D A,41.

Protoze A, € A, pak pro posloupnost opa¢nych nadhodnych jevii {A,}°°, plati
A, C A, 1. Diky predpokladu a de Morg. pravidlim

lim P(A,) = P (nfjl Zn) =P (ﬁ An) =1-P (ﬁ An) ,

takze
lim P(A,) = lim [1-P(4,)] =1- {1 —P (ﬁ An)} =P (ﬁ An).

(3)=(4) Predpokladejme, ze P je spojita shora. Dokazeme pak, Ze je spojita shora i v nule.

Necht pro posloupnost ndhodnych jevii {A4,}°7, plati A, D 4,41 a ﬂ A, =0, pak

podle predchozf implikace lim P(A,) = (ﬂ A ) 0, nebot ﬂ A, =0.

(4)=(1) Predpokladejme, ze P je SpOJlta shora v nule. Ukazeme, ze P SplnuJ101 vlastnosti
(i), (#i) a (iii) je pravdépodobnost.

Jedina vlastnost, kterda v tomto vyctu vlastnosti chybi, je o—aditivita:
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P(UBZ»);;P(BZ»), kde B;NB; =0 proi+# j.

Mg&jme n lib., pevné. Ozn. Z, .1 = U B;. Pak Z, D Z,.1 a ﬂ Z, = 0, nebot

i=n+1 n=1

N Z,= () U B; =limsup B, = {w € Q : w patii do nekonecné mnoha B;} = 0,
= n=11i=n n—00
protoze B; jsou po dvou disjunktni.

Protoze podle predpokladu je P spojita shora v nule, tak plati lim P(Z,) = 0.

n—oo

Nyni vyuzijeme aditivitu mnozinové funkce P a pro n > 2 pocitejme

g (Ul Bi) = LB U B U ) = i | 2 P+ D)
= lim 32 P(B) + lim P(Zun) = X P(B),
=1

=0

U
VETA 7.3. Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, A, € A pron =1,2,... a existuje
limita A,. Pak plati P ( lim An) — lim P(A,).

Diitkaz. Pfipomerme, Ze limita existuje, pokud existuje horni i dolni limita a rovnaji se, tj.

A = lmA4, = lminfd, = U ()4 = limsupd, = A
ozn. Bn ozn.Cy,
Diky vztahtim (| Ax = B, C B,y1 = ﬂ A a U A, =C, 2 Chy1 = U Ag dosta-
k=n k=n+1 k=n k=n+1
neme
0o o0 0 V72 B,CA,
P (hmiann) -P(U N Ak) :P( U Bn) 2 lim P(B,)=liminf P(B,) <
o ) AnCCn ) V7.2,(3)
<liminf P(A,) <limsup P(A,) < limsupP(C,)= lim P(C,) =
n—00 n—00 n—00 n—00
=P(N C’n) =P{N U Ak) =P (limsupAn)
=1 =1k=n n— 00

Protoze prvni a posledni ¢len se rovnaji, vSude plati rovnost, takze i

liminf P(A,) = limsup P(4,) = lim P(A,)
n—oo

n—00 n—00

a diky tomu i tvrzeni véty. U

VETA 7.4. CANTELLIHO LEMMA. (téZ Borelovo-Cantelliho lemma). Necht {A,} ", je po-

sloupnost nahodnych jevi na (2, A, P) takovd, Ze Y P(A,) < oo, pak P(limsup A,,) = 0.

n=1 n— o0

Dikaz. Nejprve vyjadieme

S vyuzitim faktu, ze
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je klesajici posloupnost nahodnych jevii, miizeme upravovat

n=-—00 =1 k=n

0 < P(limsupA,) =P ﬁ Ej Ak) =P ﬁ C’n)
=1

o0
= lim P(C,) = lim P(| ] 4
n—oo n—oo
=n
——
V.7.1,00(9) oo
<

> P(Ag)
k=n

< lim 3 P(A)

n—oo k=n

Protoze -
Zn = P(A)
k=n

je zbytek konvergentni fady, nebot predpokldddme, zZe

i P(A,) < oo,
n=1

pak musi platit
P(limsup A,,) = 0.

n—oo

U

Piiklad 7.5. I kdyz jesté nezname pojem ,nahodna veli¢ina“, uvedeme motivacni priklad
pro lepsi pochopeni predchozi véty.

Necht {X,,}22, je posloupnost nahodngch veli¢in, pro které plati P(X,, = 0) = -5 a ozna¢me
A, jev X,, = 0 (pfesnéji 4,, = {w € @; X, (w) = 0}). Zkoumame pravdépodobnost, ze jev A,

oo
nastane pro nekonené mnoho n. Rada Y P(A4,) je konvergentni, nebot lim -5 = % < co.
n=1 n—oo

Je tedy splnén predpoklad pro Cantelliho lemma, které tika, ze pro nekonecné mnoho n
nastane jev A, s pravdépodobnosti 0. Naopak, témér jisté (s pravdépodobnosti 1) je X,, # 0
pro vSechny konec¢né n-tice.






KAPITOLA 2

Podminéna pravdépodobnost a nezavislost

1. Motivacéni priklad
Méjme urnu s a ¢ernymi a b bilymi koulemi. Dvakrat tdAhneme bez vraceni po jedné
kouli.
Zajima nas pravdépodobnost, s jakou ve druhém tahu vytdhneme bilou kouli, za pred-
pokladu, ze také v prvnim tahu jsme vytahli bilou kouli.

Nejprve ozna¢me ndhodné jevy Bj...v 1. tahu jsme vytahli bilou kouli

By ...v 2. tahu jsme vytahli bilou kouli
Z klasické definice pravdépodobnosti plyne, ze P(B;) = a%b Obdobné, v situaci, kdy jsme
uz vytahli v 1. tahu bilou kouli, dalsi bilou kouli vytahneme s pravdépodobnosti

b—1

P(B|By) = PR

protoze pro 2. tah je k dispozici pouze b — 1 bilych a a ¢ernych kouli.

Oznaceni P(Bs|B;) jsme pouzili pro PODMINENOU PRAVDEPODOBNOST nahodného jevu Bs
za podminky vyskytu ndhodného jevu Bj.

Kromé toho je pravdépodobnost pruniku nahodnych jevii B; N By rovna

b b—1

P<B1mB2):a+b : a—}-b—l’

nebot priznivych jevi je b(b — 1) a vSech moznych vysledki dvou tahi je:

1 R | 1 - a
1 (biu blz) (bll ) bls) e (biu bib) (bi27 Cj1) T (bilv Cja)
2 (bi27 bll) (bi27 bls) T (bi27 bib) (bi27 Cj1) T (biw Cja) .
. : . . . JeV Bl
b (biw bZl) (bibv b12) o (bibvbib_1) (bib7 Cj1) o (bib’ Cja)
1 (le’ bi1) (cj17 bi2) e (Cjn bib) (ij Cjz) T (Cjn Cja)
a (¢ bi) (b)) - (CGaby) (Gacn) o (GuCin)

1 2 o b 17 o a1

jev Bz

takze vsech moznych jevi je
bb—1+4+a)+alb+a—1)=b-b+ba+ab+a®>—a=(a+b)(a+b—1).
Podminénou pravdépodobnost Ize zapsat i takto

P(BiNBy) 75 @ =55 b—1
(B2 B1) P(By) . a+b—1

Tedy z €2 jsme presli na By a z ndhodného jevu B, bereme jen ty, které jsou také v Bj.

19
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2. Definice a vlastnosti podminéné pravdépodobnosti

DEFINICE 2.1. Necht (€, A, P) je pravdépodobnostni prostor, B € A, P(B) > 0. Pak ¢islo
P(ANB)
P(B)

nazyvame podminénou pravdépodobnosti jevu A za podminky (Ze nastal jev) B.

P(A|B) =

Poznamka 2.2. 7 predchozi definice ihned vyplyva, ze pravdépodobnost pruniku ndhod-
nych jevu lze vyjadiit P(A N B) = P(A|B)P(B) a pfitom se predpoklada, ze P(B) > 0.
Ukazeme, Ze tento vztah plati i v ptipadé, ze P(B) = 0.

Nejprve je tfeba si uvédomit, ze AN B C B. Je-li tedy P(B) =0, pak P(AN B) =0.

Zcela symetricky plati také P(AN B) = P(B|A)P(A).

ZNACEN{: Mé&jme pevné dany nahodny jev B € A, pro ktery plati P(B) > 0. Ozna¢me
Pg: A—(0,1): Pg(A) = P(A|B)

VETA 2.3. Pg je pravdépodobnost na (2, A) pro kazdé B € A, pro které P(B) > 0.

Diikaz. Je-li Py je pravdépodobnost na (£2,.4), musi byt normované, nezdporna a o-aditivni.

(1) Normovanost Pg(Q2) = Pj(f(}g?) = % = 1.

(2) Nezapornost Pg(A) = Pl(fég?) >0proVAe A

(3) o-aditivita {A,}.2je posloupnost po dvou nesluéitelnych ndhodnych jevii
o P(( 0 An> mB) P( U (Ant)) S P(AnNB)
Py (nL:Jl An>: 7 £ Ry £V

e

P(A|B) = ). Pp(4A,)
n=1
VETA 2.4. Plati
(1) P(A|Q2) = P(A) proV A€ A.
(2) P (ﬂ AZ») = P(Ay) - P(A3]A;) - P(A3|A1NAg) - -+ - P(AJA1N...NA,1)
=1
n—1
pro P ( N Ai> >0 (VETA O NASOBENI PRAVDEPODOBNOSTI)
i=1

Dukaz.
(1) P(AIQ) = “5g2 = B = P(A) proV A€ A,

2) P ((:11 AZ-> —P (An N ("rj AZ»)) P22 p (An| "@11 Ai> P (ﬁl AZ)

%,_/
pozn.2.2
n—1 n—2
=P (An| N Az) P({A.1] N AZ> P(Ay]Ay) - P(Ay)
i=1 i=1
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DEFINICE 2.5. Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Ndhodné jevy {A4,} - € A
tvofi aplny systém jevu na (92, A, P), jestlize plati

A;NA; =0, proi#j, a UAn:Q.

n=1

VETA 2.6. (VZOREC PRO UPLNOU PRAVDEPODOBNOST). Necht posloupnost {A,} " | tvord
uplny systém jevi na (2, A, P) takovy, Ze P(A;) > 0 proi=1,2,.... Pak plati

P(B) = P(A)P(B|4;).
Dikaz.

P(B)=P(BNQ)=P (BHGAZ) o (G(BmAQ)

i=1

g

VETA 2.7. (BAYESUV VZOREC). Necht posloupnost {A,} -, tvori dplny systém jevi na
(Q, A, P) takovy, ze P(A;) >0 proi=1,2,... a B€ A, kde P(B) > 0. Pak
P(A;))P(B|A;)

n

;P(Ai)P(BMi)

P(A;|B) =

pro j=1,2,....

Dikaz. S vyuzitim poznamky 2.2 a vzorce pro uplnou pravdépodobnost miizeme upravovat

pozn.2.2

~

P(A;NB) _ P(4,)P(B|A)

P(A;|B) = == .
o > P(A4)P(BIA)

-~

upl.pst(V2.6)

g

VETA 2.8. (BAYESUV VZOREC — MODIFIKACE). Necht posloupnost {A,} ", tvori dplny
systém jevi na (2, A, P) takovy, Ze P(A;) > 0 proi=1,2,..., A€ A, kde P(A) >0 a
B e A. Pak

> P(A)P(A|A)P(BIAN A;)
_ {i:P(ANA;)>0}

P(B|A) = =
> P(4)P(A]4)
Ditkaz. Vyuzitim pfedchozich vztaht lze lehce dospét k tvrzeni (zkuste jako doméci cviceni).
U
TERMINOLOGIE: A; -+ hypotézy, j =1,2,...
P(A;) -+ apriorni pravdépodobnost
P(A;|B) --- aposteriorni pravdépodobnost
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Poznamka 2.9. Bayesiv vzorec se pouziva v pripadé, jestlize:
e Mame uplny systém hypotéz Ay, ..., A,, které se navzajem vylucuji a vyCerpavaji vSechny
moznosti.
« Pfitom zname jejich apriorni pravdépodobnosti P(A;).
« Nastal jev B a navic zname podminéné pravdépodobnosti P(B|A;).

e Co nés predevsim zajimé, jsou nové aposteriorni pravdépodobnosti P(A;|B), které berou
v uvahu, ze nastal jev B.

Piiklad 2.10. (LEKARSKA DIAGNOSTIKA).

Je zndmo, ze né&jakou konkrétni nemoci, ozna¢me ji D (disease), trpi 1% populace. Nemoc je
diagnostikovana na zakladé vySetieni, jehoZ spolehlivost je 95%, jestlize vySetfovand osoba
trpi nemoci D, a je 70%, pokud nemoci D netrpi. VySetfujeme nahodné zvolenou osobu.
y y e , (a) pozitivni,
Urcete pravdépodobnost spravné diagnézy, pokud byl vysledek (b) negativni.
RESEN{: Ozna¢me jev A --- vySetiované osoba trpi chorobou D

jev B --- vysledek vySetfeni je pozitivni

Ze zadani zname: apriorni pravdépodobnost P(A) = 0.01, coz je pravdépodobnost, Ze na-
hodné vybrana osoba ma danou nemoc D, tika se ji prevalence nemoci.

Spolehlivost vySetfeni se popisuje pomoci dvou charakteristik:

o pro pozitivni vysledek P(B|A) =0.95 ... tzv. senzitivita testu

o pro negativni vysledek P(B|A)=0.7 ... tzv. specificita testu

(a) Urcime aposteriorni pravdépodobnost spravné diagnézy, pokud byl vysledek pozitivni,
tj. spoc¢itame podminénou pravdépodobnost P(A|B) = P ](3?;])3 ). Nejprve vypocitame

P(B)=P(BNQ)=PBN(AUA)=P(BNAU(BNA)=PBNA) +PBNA)

.

~
neslucitelné jevy pozn.2.2 pozn.2.2

—P(A)P(B|A) + P(A)P(B|A)

=0.01-0.95+ (1 —0.01) - (1 —0.7) = 0.0095 + 0.297 = 0.3065

=P(ANB) =P(ANB)
Nakonec dosadime P(A|B) = PI(D‘?;)B = P(Allfgf‘A) = 20 — (.030995 tj. 3.1%, coz je
prekvapivy vysledek, ¢ekali jsme o mnoho lepsi. Vétsina lidi bez zavahani odpovi, ze by

mélo byt 95%, nebot takova je prece spolehlivost vySetieni pro pozitivniho jedince.

Vysvétleme si podrobné, co znac¢i aposteriorni pravdépodobnost spravného urceni
diagnézy, kdyz vysledek testu byl pozitivni.

Je tfeba si uvédomit, ze uvazujeme ndhodné vybraného jedince. Pravdépodobnost, ze
mé danou chorobu, je dédna prevalenci, a ta ¢ini 1%. Naproti tomu 99% nemoci netrpi.
Mezi témi, ktefi nemoci trpi, dava test s 95% spravny (tj. pozitivni) vysledek, (senzitivita
testu). Mezi témi, ktefi nemoci netrpi, dava test s 70% spravny (tj. negativni) vysledek
(specificita testu), takze pozitivni (nespravny) vysledek s 30%.

(b) Naprosto analogicky dostaneme

P(A|B)*P(AQB) . P(A)P(B|A) . (1-0.01)-0.7 o 0.693
- PgB) — P(A)P(B[A)+P(A)P(BJA) — (1-0.01):0.740.01-(1-0.95) __ 0.693+0.0005
=205 = 0.99928.

Na konkrétnim prikladu s 100 000 jedinci si ukazeme, pro¢ vysla pravdépodobnost spravného
vysledku pii pozitivnim testu tak mald a pravdépodobnost spravného vysledku pfi negativ-
nim testu tak vysoka.
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A ... nemocma | A... nemoc nema | celkem
prevalence= 0.01
1 000 99 000 100 000
B ... test senzitivita= 0.95 30 650 P(A|B)=512%
je pozitivni 950 29 700 =0.030995
B ... test specificita= 0.7 69 350 P(A|B)=3%
je negativni 50 69 300 =0.99928

3. Nezavislost nahodnych jeva

Velmi dilezitym pojmem je nezavislost. Intuitivné citime, ze jevy A a B jsou nezavislé,
pokud hodnota pravdépodobnosti podminéného jevu bude rovna nepodminéné pravdépo-
dobnosti, tj.

P(A|B) = 2488 = P(A) a P(B|A) = 2400 = P(B).

P(B) P(A)

Odtud pak vychazi nasledujici definice nezavislosti.

DEFINICE 3.1. Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Pak fekneme, ze jev A € A
a jev B € A jsou nezavislé (vzhledem k pravdépodobnosti P), jestlize

P(AN B) = P(A)P(B).

VETA 3.2.

(a) Libovolny nahodny jev A € A a jev jisty jsou nezdqvislé.

(b) Libovolny ndhodny jev A € A a jev nemozZny jsou nezavislé.

(c) Necht A € A a B € A jsou nezdvislé jevy. Pak také A a B, A a B, A a B jsou
nezavislé.

Dtikaz.

(a) P(Q)=1 AN P(ANQ)=P(A)=P(A)-1=P(A)- P(Q)

(b) P(0)=0 A P(AND)=P®)=0=P(A)- P(0)

(c) Necht A,Be€ A N P(ANB) = P(A)P(B), pocitejme

P(ANB)=P(AN(Q—B)) = P(ANQ) — (AN B)) = P(A — (AN B))

CA
_ P(A) — P(AN B) = P(A) — P(A)P(B) = P(A)(1 — P(B))
= P(A)P(B)

Analogicky dokéazeme i ostatni tvrzeni.
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DEFINICE 3.3. (SKUPINOVA (SDRUZENA) NEZAVISLOST). Necht (2, A, P) je pravdépodob-
nostni prostor a Ay,..., A, € A. Rekneme, Ze ndhodné jevy A, ..., A, jsou skupinové
(sdruzené) nezavislé, jestlize pro libovolné k € {1,...,n} a libovolnou mnoZinu indexi

{i1, ..., i} C{1,...,n} plati

(1) - T

Necht M = {A; € A,i € J}, kde J je dand indexovd mnoZina (i nekoneéna). Rekneme,
7e ndhodné jevy systému M jsou nezavislé, jestlize pro kazdou kone¢nou mnozinu indexi
{i,...,in}, kdei; € J,j =1,...,n plati

Piiklad 3.4. Dvakrat hazime kostkou.
Uvazujme nésledujici jevy A ... v 1. hodu padne sudé ¢islo

B ... v 2. hodu padne liché ¢islo

C ... v obou hodech padne ¢islo stejné parity
Protoze plati

P(A) = 36-1 P(AN B) — 33 _1_ p(A)P(B)
p(B) = -1 P(ANC) — 33 _1_ pA)P(C)
p(C) = 3331 P(ANBNC) = & =0+ P(A)P(B)P(C)

jsou jevy A, B a C po dvou nezavislé, ale ne skupinové nezavislé.
Poznamka 3.5. Ziejmé plati: jsou-li jevy Ay,..., A, nezavislé, jsou i skupinové nezavislé.

VETA 3.6.

(a) Libovolnd podmnoZina skupinové nezdvislijch nahodnijch jevi je mnoZinou nezavislych
ndahodnych jevii.

(b) Jestlize v dané mnozZiné nezavislych nahodnich jevi nahradime libovolny pocet jevi
jevy opacnymi, opét dostaneme mnozinu nezdvislych nahodnych jevi.

(c) Jestlize Ay, ..., A, jsou nezdvislé nahodné jevy, pak
P (Uz‘h) =1 —H(l — P(4)))
i=1 =1

Dikaz. (a) i (b) zfejmé.

() P ([:]1 Ai) _p ((jl—A) _1_p <ﬁ A

i1

~——
I
|
—
e
3

N
Il
i
.
Il

(A)=1-1[(1-P(A). O

1

VETA 3.7. (BORELOVO LEMMA ). Necht {A,} 7 jsou nezdvislé jevy. Pak P(lim supAn> =

n—o0
0V 1 podle toho, zda tada Y P(A,) konverguje nebo diverguje.
n=1

Dikaz.
(a) Jestlize fada i P(A,) < oo konverguje, pak podle Cantelliho lemmatu (V.7.4), které
n=1

dokonce nepozaduje ani nezavislost nahodnych jevi, plati P (lim sup A,,,) =0.

n—oo
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(b) Necht io: P(A,) = oo diverguje. Protoze P(hmsupA> ﬁ fjAk>, oznafme nejprve
n=1 n—00 =1k=n
U Ay 1= Ej Ay a upravujme
k=n k=n+1
, (= V72,(3)
PllimsupA, |=P( N U Ax ﬂ B, 1_) P(By) Pro z € (0,1) plati
n—00 =1k=n N oo \ln(1—$)|ZI, tj-
— _ In(l—2)< -2z
~im (0 Ak) i i P (0 4 —r<e
1
=i i P4 =1 i P(0 A N
Clim tim ] PR =l i [[0-P(4) | SO
T P = i [P A) R
o) 0.4 AN 0.368
21- lim lim k“f k s
_ P(A \
=1— lim lim e kzn ) =1-0=1. % 05 .

n—o00 N—o00






KAPITOLA 3

Nahodné veli¢iny a nahodné vektory

1. Nahodna velid¢ina

Pro popis ndhodného pokusu bylo zavedeno jevové pole (€2,.A). Velmi ¢asto je vysle-
dek pokusu w € () znacné komplexni entita, zatimco nas mohou zajimat jen nékteré jeho
numerické vlastnosti, bézné oznac¢ované Xi(w), Xa(w), . . ..

DEFINICE 1.1. Necht (2,4, P) je pravdépodobnostni prostor, X : O — R je takové zobra-
zeni, ze pro V x € R plati

{we: X(w) <z} =XY(~o00,2)) €A

Pak X nazyvame nahodnou veli¢inou (vzhledem k jevovému poli (22, A)).

Poznamka 1.2. X je ndhodnd veli¢ina < {w € @ : X(w) <z} € AproVz € R &
{weN: X(w) € B} = X !(B) € A pro V borelovskou mnozinu B € B.

Poznamka 1.3. JestliZe pro kazdou borelovskou mnozinu B € B plati X 71(B) € A, fikame,
ze X je borelovsky méritelna vzhledem k A. Tento fakt se znaéi X : (2, A) — (R, B).

Priklad 1.4. Uvazujme experiment, pii kterém hazime homogenni hraci kostkou. Expe-
riment mé 6 riznych stejné pravdépodobnych vysledki, takze Q = {wq,wq, w3, wy, ws, we}
Uvazujme jevové pole A = {0, Q, {wy, wo, w3}, {ws, ws,we } }.

Pro déle definované funkce X (w) a Y (w) zjistime, zda jde o ndhodné veli¢iny na daném
jevovém poli (22, .A).

¥ 1 padne ¢islo > 3, v — 1 padne sudé dislo,
10 padne ¢slo < 3 10 padne liché &slo.
e A z <0, heA x <0,
{we@: X(w) <z}=< {w,w,witeAd 0<z<l |[{we:Y(w) <z}= (wr,wnws) ¢ A 0<z<1
X je nahodna veli¢ina na (Q, .A) Y neni nadhodné veli¢ina na (Q, A)

ZNACENI: {X < ua} = {weQ: X(w) <z}

P(X <ux) = P{weQ: X(w) <z})

P(X € B) = P{weQ:X(w) € B})

P(Xe€BNBy) = PlweN: X(w)eBi}N{weN: X(w) € By})

27
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2. Distribuéni funkce

Pravdépodobnostni chovani nahodné veli¢iny lze popsat pomoci distribu¢ni funkce.

DEFINICE 2.1. Necht X je ndhodna veli¢ina definovana na pravdépodobnostnim prostoru
(Q, A, P). Pak funkci F(x) = Fx(x) = P(X < z), kde x € R, nazyvame distribuc¢ni
funkci nahodné velic¢iny X.

Priklad 2.2. 3 NEZAVISLE HODY MINCI.

Mnozina elementérnich jevit ma 23 = 8 prvki:

Q= {w1 = (L, L, L), W = (L, L, R),wg = (L, R, L), Wy = (R, L, L),W5 = (R, R, L), We =
(R,L,R),w;=(L,R,R),ws=(R, R, R)}. Jako o-algebru zvolme nejpodrobnéjsi A = 2.
Definujme ndhodnou veli¢inu X je pocet lict ve tfech hodech. Pak X € {0, 1,2, 3}.
Distribuc¢ni funkce pak ma tvar

1‘ F@)  F(z)=P(0) = x <0
g M—
=P(X=0)= 0<z<l
N —P(X= 0v1):§+§:§ 1<z<2
1 =P(X=0V1V2)=4+2+3=41 2<x<3
s
53 g =P(X=0V1V2V3)=3+3+3+1=1 z>3

VETA 2.3. Necht F(x) je distribucéni funkce nahodné veliciny X definované na (92, A, P).
Pak

(1) F je neklesajict.

(2) F je zprava spojitd.

(3) lim F(z)=1a lim F(z)=0.
T—r00

T——00

(4) 0 < F(x) <1 proz €R.
(5) P(X =z) = F(x) — lim. F(y).

(6) F md nejvyse spocetné mnoho bodi nespojitosti.
(7) P(x; < X <x9) = F(xa) — F(x1) pro x1,22 € R, 21 < 9.

Dikaz.
(7) Méjme z1,29 € R, 21 < z9. S vyuzitim vztahu {X < 21} C {X < x5} upravujme
Plri <X <m) = PUX <ao} —{X <o) 2P P(X < 2) — P(X <)

= F(x2) — F(1)

(1) Je-li 1,29 € R, 21 < @9, pak F(z2)—F(21) o P(xy < X <15)> 0 = F je neklesajici.

(2) F je zprava spojita < pro V {xn} ° | takovou, Ze 1 > xo > - > 1, > o0 > 0, (t].
hm Ty, =x0) je {X < a1},... {X < z,},. {X < zy} je klesajici posloupnost jevi a

{X <z} = ﬂ {X < z,}, takze s vyuzitim spojitosti pravdépodobnosti shora

n=1

lim F(z,) = lim P(X <ux,) v p ( N{X < xn}) =P ({X <xp}) = F(zo).
n—00 n—00 n=1
(3) Méjme rostouci posl. redlnych ¢isel z7 < 29+ < x,, < Tpyq < -+ -, tj.

lim x, =00,
n—oo
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takze existuje limita

lim U{X <apt= U{X <z} =9
k=1 n=1

n— o0

a plati

n—o0 n—oo T—r00

lim F(z,) = lim P(X < ) = P < E:j (X < xn}> —PQ) =1 = lim F(z)=1.

Analogicky méjme klesajici posl. realnych ¢isel

T1 > T > Ty > Tpgep > -0

.
lim x,=—o0,
n—o0
takze existuje limita lim {X < ax} = N{X < x,} = 0 a plati
0 =1 n=1
lim F(z,) = lim P(X <uz,)=P < N{X < xn}> =P()=0 = lim F(z)=0.
n—o0 n—00 n=1 T—>—00

(4) Dtikaz nerovnosti
0<F(z)<1 pro z€R

je ziejmy, nebot distribu¢ni funkce je definovdna pomoci pravdépodobnosti.
(5) Pro libovolné, ale pevné x € R mé&jme rostouci posl. redlnych ¢isel

1 < To-- < Ty < Tpyp < --- takovou, ze lim x,=uw,
n—oo

pak posloupnost ndhodnych jevi {z, < X < z} je klesajici posloupnosti a existuje limita
lim {z, < X <z} ={X =z}
n—oo

a plati
P(X=2) = lim P(z, < X <z)= lim [F(z) — F(x,)]
n— o0

n—o0
= F(z)— lim F(z,) = F(z) — lim F(y).
n—oo Y=
(6) Na zavér dokazeme, ze F' ma nanejvys spocetné mnoho bodi nespojitosti. Vime, Ze
pro V z € R plati
0< F(x) <L
Ozna¢me symbolem €}, mnozinu bodi, ve kterych ma F' skok > %, tj.

Chn={zx€eR:F(zx)— EmﬁF(y):P(X:x)Z%}.

Protoze pravdépodobnost jakéhokoliv jevu lezi v intervalu (0, 1), miZze mit mnozina C,,
nanejvys n prvki.
Oznacme S mnozinu vSech bodt, kde méa funkce F' skok, tj.

S ={re€R:F miv bodé xr néaky skok}.

[ee]

Pak S = |J C, a jde o spocetné sjednoceni koneénych mnozin, takze S je nejvyse spo-
n=1

cetna.

0
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Poznidmka 2.4. LEBESGUEOVA — STIELTJESOVA MIRA

Méjme funkci F': R — R, kterd je (a) neklesajici,

(b) zprava spojita.
Ozna¢me R mnozinu vSech kone¢nych sjednoceni po dvou disjunktnich polouzavienych in-
tervali typu (a,b), kde a,b € R a a < b. Jde o mnoZinovy okruh.

Na tomto mnozinovém okruhu se definuje aditivni mira yp : R — R pro kazdé A € R,
kde

A=

-

(ai,bi), a; < b; a (a;,b;) N (aj,b;) =0 proi #j

=1

predpisem

ur(8) = e (Ut ) = 52 1900 — (0}
Déle mtizeme aditivni miru pp definovanou na okruhu R konec¢nych sjednoceni disjunkt-
nich polouzavienych intervali rozsifit na minimalni mnozinovy o-okruh B = o(R) genero-

vany okruhem R, kdy pro kazdy prvek A € B takovy, ze
A= U (ai,bi>, a; < bz a (Cl,i7bi> N (aj,bj> = @ pro 1 7&]
i=1

definujeme o-aditivni miru ur : B — R predpisem

pr(A) = pr <,U1(ai>bz‘>) = ; [F(bi) — F(ai)].
Takto ziskand o-aditivni mira pr na borelovském o-okruhu B se nazyvad Lebesgueova —
Stieltjesova mira indukovana funkci F'. Jestlize F'(z) = z, jde o Lebesgueovu miru.

D4 se ukazat, ze pokud navic plati lim F(z) =1a lim F(z) =0, pak pup je pravdépodob-
T—r00 T—>r—00
nost na (R, B).

DEFINICE 2.5. ROZDELENI PRAVDEPODOBNOSTI. Necht X je ndhodna veli¢ina
na (2, A, P) a F je jeji distribuéni funkce. Pak mnozinova funkce Py definované vztahem
Px(A) = P(X € A), kde A € A, nazyvame rozdéleni pravdépodobnosti nahodné
veli¢iny X.

Poznamka 2.6.

(1) Méjme polouzavieny interval B = (a,b), kde a,b € R, a < b. Pak
Px(B)=P(X € B)=P(a< X <b)=F(b) — F(a) = pr((a,b)).

[e.9]
(2) Déle uvazujme borelovskou mnozinu A € B = J(a;, b;), tvofenou disjunktnimi polouza-
i=1
vienymi intervaly, pak

o0

Px(4) = P(X € 4) = 3, [F(bs) = Fla)] = pr(4).
Tedy Px < up <> F, takze pomoci distribu¢ni funkce 1ze jednoznac¢né popsat rozdéleni
pravdépodobnosti Py(B) = P(X € B) pro kazdou B € B. Z teorie integralu pak pro kazdou
B € B lze psat

Px(B) = up(B)= [dur -+ Lebesguetiv — Stieltjesiiv integral

B
= [dF(x) --- jiné znaceni
B
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VETA 2.7. Necht G : R — R je neklesajici, zprava spojitd funkce, pro kterou plati

lim G(z) = 1 a lim G(z) = 0. Pak ezistuje pravdépodobnostni prostor a na ném nd-
T—r00 T—r—00

hodnd velicina X takovd, Ze G(x) je jeji distribucni funkce.
Dikaz. Uvazujeme-li Q = R, A = B, pak (22, A) = (R, B) je jevové pole.

Polozme X (w) = w pro kazdé w € Q. V tom piipadé pro kazdé = € R dostaneme, Ze
mnozina {w € Q : X(w) <z} = (—o0,z) € B je jevem, takze X je ndhodnd veli¢ina.

Daéle pro kazdé B € B polozme P(B) = ug(B). Pak z vlastnosti Lebesgueovy — Stieltje-
sovy miry plyne, Ze jde o pravdépodobnost.

Pocitejme distribu¢ni funkci nové vytvorené nahodné veli¢iny X:

F(z) = P(X < 2) = P((—00, 1)) = pa(B) = pe((—o0, x)) = G(x)

a tim jsme vétu dokazali. O

3. Nahodné veli¢iny diskrétniho typu
V praxi se casto setkdvame s nahodnymi veli¢cinami, které nabyvaji naptiklad pouze
celoc¢iselnych hodnot, nebo mohou nabyt pouze hodnot z néjaké nejvyse spocetné mnoziny.

DEFINICE 3.1. Rekneme, 7e ndhodn4 veli¢ina X je diskrétniho typu, pokud existuje nejvyse
spocetna mnozina M C R takovd, ze plati Px (M) = 1.

Poznamka 3.2. Méjme nejvyse spocetnou mnozinu M C R takovou, ze Px (M) = 1. Pocitejme

Px(M) = P(X € M) :P< U {x ::@) = % PX=0)=1

DEFINICE 3.3. Necht X je diskrétni ndhodnd veli¢ina. Pak funkci p(z) = P(X = z), x € M,
nazyvame pravdépodobnostni funkei diskrétni ndhodné veli¢iny X a mnozinu M oborem
hodnot X.

ZNACENI: Fakt, ze jde o diskrétni ndhodnou veli¢inu budeme znacit X ~ (M, p).

Poznamka 3.4. Pravdépodobnostni funkci lze definovat pro vSechna realné ¢isla, kdyz polozime
p(z) =0 pro x ¢ M.

VETA 3.5. (VLASTNOSTI PRAVDEPODOBNOSTNI FUNKCE). Necht X ~ (M, p). Pak
(1) p(z) >0 proVzeR a > px)=1.

xeM

(2) P(X€B)= > p(x) pro libovolné B € B.
zeMNB
(8) F(x) = t; p(t) pro VzeR.
(4) p(x) = F_(KU) - yl_igg F(y) pro VYaxeR.
Diikaz.
(1) p(z) = P(X =2)>0; > p(z) = X P(X=$)=P< U {X=$}> = Px(M) =1
zeM zeM zeM

(2) Pro libovolné B € B pocitejme B B
P(XeB) = P{(XeMnB}u{XeMnB})=P({XeMnB})+P({XeMnB})

neslucitelné jevy =0
- r( Y (X=a))= T PX-0= T 4
z€MNB z€MNB z€MNB
(3) Je-li B=(—o00,x) pro libovolné = € R, pak
Fl)=P(X <z)=PXeB)= > plt)= >  pt)=> p@d).
teBNM te(—oo,z)NM t<w

4) pz) = P(X =2) "2 F(z) - lim F(y) pro VazeR.

Yy—xr—
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0

4. Priklady diskrétnich rozdéleni

Piiklad 4.1. ALTERNATIVNI ROZDELENI.
4+ pravdépodobnostni

| funkce p(x)
1 o Uvazujme nahodny pokus, ktery muze skoncit s pravdépodobnosti

0.7 4 0 € (0,1) ,aspéchem® a s pravdépodobnosti 1 — 6 ,netspéchem®. Prostor
elementarnich jevii ma proto dva prvky Q = {wy,ws}, o-algebra ndhod-
0.3 4 nych jevii ma tvar A = {0, {w1}, {w2},Q} a pravdépodobnost P(()) = 0,
P(w)=1-0, P(wy) =0 a P(Q) =1.
0 1 Néahodn4 veli¢ina je definovdna takto: X(w;) =0 (netispéch),
X(we) =1 (Gspéch).
distribué¢ni «

Jde o diskrétni nahodnou veli¢inu s defini¢nim oborem M = {0,1} a prav-

funkce F'(x
‘ (@) dépodobnostni funkci

11 —
0 x=1
6*(1—0)'~* z=0,1
0.7 1 p(r) =<1-46 :1::02{ ( ) 3: ’
.. Jinak.
03 0 Jinak
' Nahodnou veli¢inu zna¢ime X ~ A(0) .
0 1

Vidime, Ze popis ndhodného pokusu prostfednictvim ndhodného prostoru (2, .4, P) je neprak-

ticky, mnohem nazornéjsi je popis pomoci ndhodné veli¢iny a pravdépodobnostni funkce.
Poznamka 4.2. Konecnd, popf. nekoneéné posloupnost nezavislych alternativnich pokusu typu

uspéch /netspéch s pravdépodobnosti uspéchu § € (0,1) pro vSechny pokusy se nazyvéa (konecné,
resp. nekoneénd) bernoulliovska posloupnost pokusi.

Priklad 4.3. BINOMICKE ROZDELENI.

Uvazujme kone¢nou bernoulliovskou posloupnost délky n s pravdépodobnosti tispéchu 6 € (0,1).
Necht X je ndhodnd veli¢ina udavajici pocet tspéchu v n pokusech.

Abychom mohli odvodit pravdépodobnostni funkci této ndhodné veli¢iny, oznaCme A; jev, Ze
v 7-tém pokusu nastal uspéch.
Pak pocitejme pro z € M

P(X=x2)=P(AN---NANA 1N NAHU---U(A N NA_zNA 21NN A))

neslucitelné jevy

=PAiN---NANAz 1N NA)+--+PAN---NA, s NA, 21NN A)

nezavislé jevy nezavislé jevy
= P(A1) -+ P(Ay) P(Agir) - P(Ap) +- - 4 P(A1) - - P(Ay—) P(Ap—yi1) - P(Ap)
—pe —(1-g)n—= —(1-g)n—= —pe
() dlenit

= (Z) 6 (1 — 6)""

Takze obor hodnot ndhodné veli¢iny X ma tvar
M={0,1,...,n}
a pravdépodobnostni funkce
"Me*1—-6)"* x=0,1,...,n,neN, 6 (0,1
p(z)= (o1 =6) y ©.1)
0 Jinak.

Néhodnou veli¢inu zna¢ime X ~ Bi(n,0) .
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Piiklad 4.4. HYPERGEOMETRICKE ROZDELENT.

bilé erné Mgéjme celkem N kouli, (N > 2)
z toho K bilych, (K < N)
 ln—z N — K cernych.
Néhodné vybereme bez vraceni n kouli.
K N-K Necht ndhodn4 veli¢ina X znadéi poéet bilych kouli mezi n vybranymi.

vybrano bez vraceni n kouli

Oznacime-li symbolem x konkrétni pocet bilych kouli mezi n vybranymi, pak musi platit

pro bilé koule 0 <z <K = >0
> _
pro ¢éerné koule 0<n—-ax<N-K = xZn—N+K:>x—maX(0’n N+ K),
tim jsme ziskali dolni hranici oboru hodnot.
n<K = z<n
Pfitom mohou nastat dva ptipady: = z < min(n, K)
n>K = <K
coz je horni hranice oboru hodnot. Takze M = {max(0,n — N + K),..., min(n, K)}.

S vyuzitim faktu, ze

e pocet vSech mnoznych n-tic z celkového pocétu N kouli . (]X )
e pocet vSech moznych z-tic bilych kouli mezi K bilymi koulemi . ({f )
e pocet vSech moznych (n — z)-tic éernych kouli mezi N — K ¢ernymi koulemi (]X:f)

pravdépodobnostni funkce ma tvar

p() = (K)<(§>K) v € {max(0,n = N+ K), .., min(n, K)}

0 Jinak

a znacime X ~ Hg(N,K,n) .

Poznamka 4.5. Fakt, ze pii vybéru n kouli tyto koule nevracime, hraje podstatnou roli. Pokud
bychom koule vraceli, lze snadno ukazat, ze jde o ndhodnou veli¢inu s binomickym rozdélenim
Bi (n, %), nebot jde o bernoulliovskou posloupnost n nezévislych pokusti, ve kterych s pravdépo-
dobnosti § = % vytahneme bilou kouli.

Poznamka 4.6. Dale jestlize N, K — oo tak, ze lim % =0e (0,1), pak
N,K—o0

X ~Hg(N,K,n) — Bi(n,0),
tj. hypergeometrické rozdéleni konverguje k binomickému rozdéleni, coz dokazeme diky tomu, Ze

z Clenu n—z Clenu
K\ _K(K-1)(K-z+1) (N-K\_(N-KN-K-1(N-K-n+a+1)
x) x(x-1)--- 1 ' n—x ) (n—z) (n—xz—-1)-- 1
N\ N! _ NN-1)--(N—2z+4+1) (N-2)(N—2—1)---(N—n+1) e
<n “aN=n)! n(n—-1-(n—2z+1) (n—z)(n—x—1)--- 1 , takze limita
T é‘l:anﬁ n—z Clenu
x Clent, tj. konverguje k 6* (n—x) Clent, tj. konverguje k (1-9)" =
(O : n! K K-1 K-z41 N-KN-K-1 N-K-n+z+1
lim ~273=2>= lim ~ :
NEK—oo (n) NEssoxln—z)) N N-1 N-z+1 N—x N—z—1 N—-n+1
N N —— ——
:(n) —0 =0 —0 —(1-9) —(1-9) —(1-0)

= (Z) 0% (1—0)"*, coz je pravdépodobnostni funkce binomického rozdéleni.

Tento vysledek 1ze komentovat tak, ze pokud tahédme z obrovskych soubord, prilis nezalezi
na tom, zda po tahu vybranou véc vracime ¢i nevracime.
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Piiklad 4.7. P0OISSONOVO ROZDELENTI.

Jestlize M = {0,1,2,...} a pravdépodobnostni funkce je tvaru
e 2=0,1,2,..., A>0

p(z) = ah , pak znac¢ime X ~ Po(]) .
0 Jinak

Poissonovo rozdéleni popisuje vyskyt ridkych jevi za urcitou jednotku c¢asu, prostoru apod.
Jako priklad mtzeme uvést

e pocet organismu v jednotce ptudy
o pocet listi na stromech
o pocet havarii za ¢asovou jednotku (den, tyden, mésic, rok, ...)

e pocet hovoru v telefonni siti za ¢asovou jednotku

Poznamka 4.8. Poissonovo rozdéleni je limitnim rozdélenim pro binomické rozdéleni. Jestlize
X,, ~ Bi(n,0,) a hrn nf, = A\> 0, pak nejprve oznacme nf,, = \,, tedy 0,, = ’\77 a lim A\, = A\

n—o0
Nyni pocitejme hmltu

lim P(X, =2) = lim (2)7(1—0)"" = lim - (A)® (1= 2)"7"

n—00 n—00 n—00 n

_ yp e mon—l n—x+1< /\n>n< >\n>_x
— 1m? — 1 - — 11— —
n—oo ** n n n n n

-~

—e—A —1
pravdépodobnostni funkce Poissonova rozdéleni

—1 —1 —1

Priklad 4.9. GEOMETRICKE ROZDELENT.

Uvazujme nekone¢nou bernoulliovskou posloupnost s pravdépodobnosti tspéchu 6 € (0, 1). Necht
X je ndhodné veli¢ina udavajici pocet neuspéchu pred prvnim uspéchem. Defini¢ni obor
nahodné veli¢iny je roven M = {0,1,2,...}.

Nejprve ozna¢me A; jev, Ze v i-tém pokusu nastal Gspéch a pocitejme pro x € M
P(X=z)=PA1Nn---NA,NAz1) = (1-0)"0.

Pravdépodobnostni funkce je pak tvaru

p(x):{(le)xe r=0,1,2,..., 6¢€(0,1)

- a znacime X ~ Ge(0)
0 jinak

Priklad 4.10. NEGATIVNE BINOMICKE ROZDELENT.

Uvazujme opét nekonecnou bernoulliovskou posloupnost s pravdépodobnosti tspéchu 6 € (0,1).

Necht X je ndhodnd veli¢ina udéavajici poéet neuspéchu pred k-tym tuspéchem. Definiéni

obor ndhodné veli¢iny je roven M = {0,1,2,...}.
k+x

! Y gk(1— o) 2=0,1,2,...,
EEEEEEEEEEEEED e
h-ty Gspech  p(x) = (") 01— 6)” 0 <€ (0,1)
rozmistit (k—1) Gspécha do (k—1+x) pozic lze B
0 jinak.
(k;i—’l_x) zpusoby, stejné jako rozmistit do danych
pozic x netisp&chd, tj. (k;i?”) = (kfglf‘r) Znac¢ime X ~ NeBi(k,0)

Vidime, zZe pro k = 1 je geometrické rozdéleni specialnim pripadem negativné binomického.

V nékterych publikacich se negativné binomické rozdéleni také oznacuje jako Pascalovo.



RNDr. Marie Forbelska, Ph.D., Mgr. Jan Kolacek, Ph.D. 35

5. Nahodné veli¢iny absolutné spojitého typu

Nez zavedeme pojem absolutné spojité ndhodné veli¢iny, pfipomeneme nékteré pojmy a bez da-
kazu i vlastnosti z matematické analyzy, které se tykaji absolutné spojitych funkci.

5.1. Absolutni spojitost a jeji vlastnosti.

DEFINICE 5.1. Funkce F(x) je absolutné spojita (na R), jestlize k libovolnému ¢ > 0 existuje
také 0 > 0 takové, ze pro kazdou posloupnost realnych cisel a1 < by < ag < by < --- < a, < by,
n n

takovou, ze Y (b; —a;) < ¢ plati Y |F(b;) — F(a;)| < e.

=1 =1

VETA 5.2. VLASTNOSTI ABSOLUTNE SPOJITE FUNKCE.
(1) Jestlize F' je absolutné spojitd, tak je i spojitd.
(2) Jestlize F je absolutné spojitd, tak ma skoro vsude (s.v.) vzhledem k Lebesqueoveé mire

vlastni derivaci. Tato derivace je integrovatelna v Lebesquovée smyslu a plati
x
F(z)= [F'(t)dt+ F(a) pro kaZdé a € R.
a
(3) Jestlize F' je absolutné spojitd a plati F'(x) = 0 skoro vsude (vzhledem k Lebesqueové mire),
potom je F' konstantni skoro vsude (vzhledem k Lebesgueové mife).

(4) Je-li F' neurditym integralem funkce f v Lebesgueové smyslu, tj. F(x) = ff(:n)dx, pak
je F absolutné spojita a plati F'(x) = f(x) skoro v§ude (vzhledem k Lebesgueové mire).
(5) Jestlize F' je absolutné spojitd, pak md na kazdém konecném intervalu (a,b) koneénou va-

b n
riaci, tj. \/(F) =sup > |F(z;) — F(x;-1)|, pricemz suprémum se bere pres vsechnan € N a
a

Dy i=1
v§echna moznd délent intervalu (a,b) D, = {a =29 < 21 < --- < x5, = b}.

5.2. Definice absolutné spojité nahodné veliciny.

DEFINICE 5.3. Rekneme, Ze ndhodn4 veli¢ina X definovana na (£, A, P) je absolutné spojitého

typu, jestlize existuje nezaporna integrovatelna funkce f takové, ze rozdéleni pravdépodob-
nosti

Px(B) = [ f(x)dx pro kazdé B e B.
B

Funkci f nazyvame hustotou rozdéleni pravdépodobmnosti ndhodné veli¢iny X absolutné
spojitého typu, strucnéji f je hustotou X.

VETA 5.4. VLASTNOSTI HUSTOTY. Necht X je ndhodnd velicina absolutné spojitého typu, f jeji
hustota a F jeji distribucni funkce. Pak

(1) _}O flz)de =1

() F@) = [ S

(8) F je absolutné spojita funkce.
(4) Hustota f je uréena skoro vSude jednoznacné vzhledem k Lebesgueové mife, tj. jsou-li f a g
hustoty ndhodné veliciny X, pak pu({x : f(x) # g(z)}) =0, kde p je Lebesgueova mira.

(5) Ezistuje F' skoro vSude vzhledem k Lebesgueové mite a funkce g(x) = F'(x) je hustotou
ndahodné veliciny X .
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a také P(a<XSb)=P(a§X<b)=P(§XSb)sz(:c)dx.
)+

(7) Ezistuje-li v bodé x derivace F'(x), pak P (z — heX<z+ %) = hf(x
»malé o“ je takovd, Ze lim @ =10
h—0

Dtikaz.
(1) Je-li f hustota ndhodné veli¢iny X, pak podle definice Px(B) = [ f(z)dz pro VB € B. Polozme
B

B =R apocitejme  Px(B) = Px(R) = 1= [ f(z)dz = [ f(x)da.
R —00

(2) Vime, 7o F(z) ¥ P(X < 2) = Py((—o0,2)) & _f F(t)dt.

€T
(3) Protoze plati F(z) = [ f(t)dt, kde f je integrovatelna funkce, pak protoze F je integralem
—0o0
integrovatelné funkce, je F' absolutné spojita (viz V.5.2 (4)).
(4) Predpoklddejme, Ze f a g jsou hustoty ndhodné veli¢iny X, tj. pro V B € B plati
Px(B) = [ f(x)dz = [g(zx)dx = [[f(z) —g@)]de =0 = p({z:f(z)#g(x)}) =0,
B B B
kde i je Lebesgueova mira.
(5) viz vlastnost (2) absolutné spojité funkce — V.5.2.

6) Pla<x <) "0 pe)— F@) 2 [ f()de.

Déle vime, ze plati (viz V.2.3,v1.(5)) P(X = z) = F(z) — lim F(y).

Yy—xr—

Protoze distribuc¢ni funkce je absolutné spojita, tak je také spojitda v kazdém bodé, takze plati
lim F(y)=F(z) = PX=x)=0
yi)l'i

a odtud jiz plyne, zZe
b
Pla<X <b)=Pla< X <b)=P(<X <b) = [ f(z)dz.

(7) Existuje-li v bodé x derivace F’(x), pak mizeme psat

5)-F(z—% z—1 o+ b
f(z) = F'(z) = lim F(”z)hF( ) — lim Plz—lb<X<z+h)
h—0

h—0 h h—0

. o(h
— lim (h)‘

2

6. Priklady spojitych rozdéleni

Priklad 6.1. ROVNOMERNE ROZDELENT.

1
A y _J)va me(a,b),a<b,
f(z) /(@) { jinak.
i i 0 r < a,
fbb%dle F(z) =452 ze(ab), a<b
o 3 1 a>b
4 I

Zna¢ime X ~ Ro(a,b) .
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Vidime, Ze rovnomeérné rozdéleni ma ve vSech bodech daného intervalu (a, b) konstantni hustotu.
Pritom podle véty 5.4, vlastnost (6), z pravdépodobnostniho hlediska nezalezi na tom, zda pridame
¢i odebereme krajni body, tyto hustoty se lisi v bodech miry nula.

Interpretace tohoto rozdéleni je jednoduchd, jistota (jednotkova pravdépodobnost) je na inter-
valu (a, b) rovnomérné ,rozprostiena‘.

Néhodnou veli¢inou s rovnomérnym rozdélenim je napi. chyba pii zaokrouhlovani. Naptiklad
zaokrouhlujeme-li na &k desetinnych mist, pak chyba X ~ Ro (—5 107k 1 5. 1O_k_1).

Priklad 6.2. NORMALNI (GAUSSOVO) ROZDELENI.

Toto spojité rozdéleni hraje centralni roli, nebot, jako uvidime pozdéji, za uréitych okolnosti
dobfe aproximuje celou fadu spojitych i diskrétnich rozdéleni.

RN
flz) = \/21706_%( ) reR;ueR, 0>0 znaéime X ~ N(u,o?) .
o(u) = \/%e—%lﬁ u€eR znac¢ime U ~ N(0,1) .

Hustota ¢(u) je hustotou tzv. standardizovaného normalniho rozdéleni. Byva zvykem znagcit
u

jeji distribuéni funkei jako ®(u) = [ o(t)dt.
—00

x
Distribu¢ni funkei normélniho rozdéleni F(z) = [ f(t)dt nelze vyjadiit pomoci elementarnich
—0o0

funkci, Ize ji vSak zapsat pomoci mocninnych rad.

Hustoty Distribucnd funkce

0.9

pu=0; 0= 0.5

9

Nejbéznéjsim typem normalnich (gaussovskych) veli¢in jsou ndhodné chyby (chyby méfeni, zpu-
sobené velkym poctem neznamych a vzajemné nezavislych pfi¢in). Proto se normélnimu rozdéleni
nékdy rika rozdeéleni chyb.

Rovnéz mnohé nahodné veliciny jako jsou napiiklad hmotnost balicku s moukou plnéného au-
tomatem, télesnd vyska ¢i délka koncetin (homogenni populace) a celd fada dalsich fyzikalnich a
technickych velicin.

Priklad 6.3. EXPONENCIALNI ROZDELEN].

Necht nahodny jev A se vyskytuje v nédhodnych okamzicich (napf. preruseni vyroby, vyhofeni
zérovky, porucha pfistroje, atd.) a predpokladame, ze vyskyty tohoto jevu v nepiekryvajicich se
intervalech jsou nezavislé. Oznac¢me

Q(t) ... pravdépodobnost, Ze jev A nenastane v pribéhu ¢asového intervalu délky t.

Jestlize t1,t2 jsou délky dvou na sebe navazujicich intervalti, pak tedy plati

Q(t1 +t2) = Q(t1)Q(t2). (3.6.1)

Necht @ je diferencovatelna funkce ¢asu a pro ¢t = 0 nabyva svého maxima, tj. Q(0) = 1.
Prot >0, At > 0 plati dle (3.6.1)

InQ(t+ At) = InQ(t) + In Q(A?),
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tj. prot >0 je

WmQE)Y = lm RQUFA) QW) WmOAY

At—0+ At Aot At
. Q0+ At) — InQ(0) ,
R At Q)] = —A

Jde o derivaci zprava, kterou oznacime A, ptficemz A > 0. Resime tedy diferencidlni rovnici s
pocatecni podminkou

dInQ(t)

T -\, Q(0)=1.
Jejim fesenim je Q(t) = e *. Oznacme
X ... ndhodna veli¢ina udavajici ¢as, kdy poprvé nastane sledovany jev A.
Ziejme
F(t) = P(X <t) = P(jev A nastane v ¢ase (0,1)) =1 — Q(t),
tedy

1— -z
Fz) = e x>0,
0, x <0.

Hustotu f(x) ziskdme derivovanim distribuéni funkce

@) = {)\e_)‘fc, x>0,

0, x <0.

Rekneme, ze X méa exponencialni rozdéleni s parametrem A a zna¢ime X ~ Ez()\) . Toto rozdéleni
je speciadlnim pfipadem Gamma rozdéleni, viz Piiklad 6.4.

Priklad 6.4. GAMMA ROZDELENTI.

Jestlize ndhodna velicina X maé abustotu
2 le"un a>0,2>0,

f(z) =+l zna¢ime X ~ Gamma(p,a)
0 x <0.
Specialni pfipady: a =1 EXPONENCIALNI ROZDELEN{
a=n¢€ N ERLANGOVO ROZDELEN]
Hustoty Distribucni funkce
*r ' Funkce T' je pro a > 0 definovdna
0.8 0.9
(e.o]

o7} o pfedpisem I'(a) = [ 2% e *dz .
o6l 0.7 0
05 =2, a=1 0e Jejl nejcastéji pouzivané vlastnosti
N\ jsou

0.4
o3 03 F(a + 1) = aF(a),

=2, a=1.5

02r ° =2, a=3 0.2 F (1/2) =T
01 01 I'n)=(n—-1)!proneN

0 0
o 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Gamma rozdéleni se pouziva predevsim v teorii spolehlivosti, kdy napriklad exponencialni roz-
déleni modeluje dobu do poruchy u komponent, které nejsou trvale namahany, Erlangovo rozdéleni
se vyuziva pro popis doby zivota do n-té poruchy apod.

Priklad 6.5. BETA ROZDELENT].

Jestlize ndhodné veli¢ina X ma hustotu

0 jinak

znac¢ime X ~ Beta(a,b)

Specidlni pfipady: a=1, b=1 ROVNOMERNE ROZDELENI Ro(0, 1)
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Hustoty Distribucni funkce
Funkce B(a,b) je pro a,b > 0 defino-

/ vana piedpisem

1
B(a,b) = [2* (1 — 2) dx .
0

a=0.5, b=0.5 0.9

a=0.5, b=0.5

Plati vztah mezi beta a gamma funkci

I'(a)L'(b)

B(a,b) = Tath)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

V souvislosti s predchozimi rozdélenimi se daji ukazat také nasledujici vztahy

lim nBeta(1,n) = Exp(1),

n—oo

lim nBeta(k,n) = Gamma(k,1).

n—oo
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7. Singularni rozdéleni

! F. (), n=1 DEFINICE 7.1. Distribu¢ni funkci F', kterd mé skoro vSude derivaci rovnu 0
vzhledem k Lebesgueové mite, nazyvame singularni, kdyz F' je spojita v R.
Odpovidajici nahodnou veli¢inu pak také nazveme singularni ndhodnou
velic¢inou.
Poznamka 7.2. Je zfejmé, Ze singularni funkce nemtze byt absolutné spo-
jita. Jestlize absolutné spojita funkce méa (na néjakém intervalu) nulovou
derivaci, pak je také (na né&jakém intervalu) konstantni.

Cantor-Set 1 ;

1 F (x), n=2 Priklad 7.3. CANTOROVA FUNKCE.

" Jde o kanonicky pftiklad singularni funkce, ktera je zalozena na Cantorove
mnoziné. Cantorovu mnozinu dostaneme tak, ze naptiklad interval (0, 1) roz-
délime na 3 shodné c¢asti a prostfedni ¢ast vypustime. Obé okrajové casti
opét rozdélime na 3 ¢asti a pravidlo o vypousténi stfedniho intervalu apliku-
jeme do nekonecna, takze misto iivodnich nékolika tisec¢ek dostaneme v limité
nekonec¢né mnoho bodi.

0 =<0,
Cantor-Set 1 Definujme Fj(x) = qz 0<z<1
1 F (x), n=3
n 1 z>1
1F.(3 0< 1
5 (37) <z<g,
_ 1 1 2
Fpa(z) = (3 3sv <3,
1+iF,B2-2) 2<a2<1
A — a polozime F'(x) = lim F,(z)
Cantor-Set 1 n— 00
1 F (x), n=4 0 z<0,
1 12
3 TE(33)
1 12
i 7€ (g3)
. 3 78
t. Fx) = <1 =€(59)
1 12
s 7€z
- - _CantorfSet_ - ! 1 r Z 1
1 Fn(x), n=5 1 Fn(x), n=6 1 Fn(x), n=7 1 Fn(x), n=8
’ "CamorfSeI" - - 1 C h ”‘CamorfSelw h h 1 - ‘ “CantorfSelH ‘ 1 ‘ ’ CantorfSet‘ ‘ 1

Nasledujici vétu uvedeme bez dikazu.
VETA 7.4. Necht X je ndhodnd velicina s distribucni funkci F(z). Pak F lze napsat ve tvaru
F(z) = a1 Fo(z) + a2Fy(x) + asFs(x)

kde
ai,as,az > 0 pritom ar+as+az=1
a F, je distribucni funkce diskrétni nahodné veliciny
1By absolutne spojite

F singuldrni
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8. Nahodné vektory

DEFINICE 8.1. Necht (2,4, P) je pravdépodobnostni prostor, X = (X1,...,X,) : @ — R" je
takové zobrazeni, ze pro V x € R™ plati

{weQ:X(w) <x}eA

Pak X nazyvame n-rozmérnym nadhodnym vektorem.

Poznamka 8.2. Uvédomme si nejprve, ze diky definici n-rozmérného ndhodného vektoru plati
Xi,..., X, jsou ndhodné veli¢iny na (9, A, P) &
proVi=1,....,n: X;:(QA4) — (R,B)
X=(X1,...,X,): (24 = (R",B")

X je borelovsky méritelné zobrazeni vzhledem k A
proV B € B" je vzor X }(B) € A

S R

pro Vx=(z1,...,2,) € R" je N{w e N: X;(w) <z;} € A
i=1

ZNACENI: Analogicky jako v jednorozmérném piipadé zavedeme zjednoduSené znaceni pro jevy
n
[Xl € By,.... X, GBn] = [Xl e BiIAN...NX, GBn] = ﬂ{WGQZXi(w) EBZ'},
i=1
podobné zkracené budeme oznacovat pravdépodobnosti téchto jevi

P(X € B)= P(X, € By,..., Xn € By) = P (fjl{xi e BZ-}> —p (fjl{w €0 Xi(w) € Bi}>

PX<x)=P(X1<a1,...,Xn < 2n) = P (iﬁl{xi < m) —p (ﬁ{w €0 Xi(w) < xi})

kde x = (z1,...,2,) € R"a B=B; X --- X B, € B".

Poznamka 8.3. Vsechny vlastnosti ndhodnych veli¢in, které jsou vlastné jednorozmérnymi né-
hodnymi vektory, 1ze velmi jednoduse modifikovat pro n-rozmérny ndhodny vektor. Zvlast si vsak
v§imneme vicerozmérné distribuc¢ni funkce.

DEFINICE 8.4. Necht X = (X1,...,X,,)" je n-rozmérny ndhodny vektor definovany na pravdépo-
dobnostnim prostoru (2, .4, P). Potom redlnou funkci

F(z1,...,2n) = P(X1 <21,..., X, <z,) = PX <x)

definovanou pro kazdy vektor x = (z1,...,2,) € R" nazveme distribu¢ni funkci nahodného
vektoru X.

ZNACENI: zavedeme pro diference funkce F' v proménné x; s krokem h > 0 néasledujici znaceni
i)
A,(1 F(z1,...,2n) = F(x1,..., i1, 2 + by Tig1, ..., xn) — Fx1, ... 2p),

a pokracujme rekurentné
Al(zi)Agi)F(xh“'vxn) = Ag) [A,(L?F(xl,...,xn)
= A%)[F(l’l,...,.’bi_l,l‘i+hi,$i+1,...,$n)—F(Ct?l,...7$n)]
= F(x1,...,xi+hi, ...,z +hj, ..., xn) — Foy, .., x + hiy o, 2p)
—F(z1,...,25+hj,...,xn) + F(z1,...,20)
= AYAD P2, )
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VETA 8.5. VLASTNOSTI VICEROZMERNE DISTRIBUCNI FUNKCE. Pro distribucni funkci nahodného
vektoru X platt

(1) F(x1,...,x,) je neklesajict v kazdé z proménnych x1,...,x,, pri pevné danych hodnotdch
ostatnich promeénnych.

(2) F(x1,...,xy,) je zprava spojitd v kazdé z proménnyjch x1, ..., Ty, pri pevné danych hodno-
tach ostatnich proménngch.

(8) ProVi=1,...,nje lm F(xy,...,2,) =0, tj. vicerozmérna distribucni funkce je nulovd,
Ti;—>—00
jestlize alespon jedna z promennych jde k —oo.
lim F(x1,...,z,) =1, tj. vicerozmérnd distribucni funkce je rovna jedné, jestliZe vsechny
T1—00
1
promenné jdou k oco.
: ; 1) A (2
(5)OPT0‘V’X= (1,...,2n) €ER" aproV h; >0,i=1,...,n je Agl)AELZ)...A,Y:L)F(ml,...,xn) >
(6) Prol<k<mnapro¥h;>0,kdeie {i1,...,ig} a{j1,--  Jn—s}={1,...,n}\ {i1,... ik},
platt

P(l‘il < Xil < T —i—hil,...,l‘ik < Xik < g, +hik7Xj1 < B 5 < "7X.7'n7k: < .’L‘jnik)

ZP(

Dtkaz. Vlastnosti (1) az (4) lze snadno dokdzat jako analogii jednorozmérného pifipadu.
Vlastnost (5) plyne z (6), kdyz polozime k = n.

i
N {zs < Xs < x5+ hs}

s=i1 t=j1

N [jhk{Xt <z}

) - Ag‘;l) . ..Aﬁj;;)F(xl, e an) >0

(6) Zbyva tedy dokazat posledni vlastnost, a to matematickou indukei.

(a) Polozme k = 1 a bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze i = 1. Pak pro h; > 0 a
kazdé x = (z1,...,7,) € R" je

ASRF(I1,---7%) F(xy+hy,xo,...,20) — F(z1,...,2,)

= P(Xi<zi1+h,Xo <zo,.., Xp <) —P(X1 <21, X2 < 22,.., Xy, <)

TEOP (X1 < a1+ ) — (X1 < @} 0 {Xe @2} 0N (X < 20))

= Plai<Xi<z1+h,Xo<w,..., X, <ap)
(b) Pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro libovolnych (k — 1) vybranych indext {i1,...,75—1}.

Bez jmy na obecnosti predpokladejme, ze {i1,...,ik—1} = {1,...,k — 1}. Pak snadno
nahlédneme, Ze plati nasledujici identity

AVAL AFVAN Py, 2,) = A [A(I)Am LAY YR ,xn)}

hg_1 - hy hi ha * hg_1

= Ag’z)P(m <Xi<apdhy, oo wpey < X Sapog F o, X <oy, X < 1)

=Pr <Xy <ar+hy,.o w1 < Xy S oy + by, X <@g+ g, X < g, -0, X < )

—P(r1 < X1 <@+ hyy w1 < X1 S @pr + e, X <@g, X < g, X <)
V7.1(3) k=1 n

=P vﬂl{xi<Xi§xi+hi}ﬂ[{ngxk—i-hk}—{ngxk}]ﬂ 4 N {X]‘ij}

Jj=k+1
=Pl < X1 <x+hy,.o e < X <@g+ by, Xipr < 2y, X <)

¢imz je tvrzeni dokazané.
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Poznamka 8.6. Lze snadno ukazat, ze pokud plati podminky (2) az (5), pak F(z1,...,2,) je
neklesajici, tj. plati podminka (1).

Poznamka 8.7. Naopak vsak to, ze F'(z1,...,z,) je neklesajici v kazdé z proménnych pfi pevné
danych hodnotéch ostatnich proménnych, nestaci k tomu, aby AELII)AEL? e A,(Z:I)F (z1,...,2y) > 0.
I kdyZ tato podminka (tj., Ze F' je neklesajici) se zda pfirozenych zobecnénim jednorozmérného
pripadu, piesto to nestaci.

Priklad 8.8.

1 > 0,20 >0 >1
M&jme F(z1,22) = ?6'1 = 0,22 20,01 + 2 2 1,
0 jinak.
I kdyz je tato funkce neklesajici v obou proménnych, ﬁ’ 1 <@
presto nejsou zaruceny neziporné diference, nebot ~ %
S e
; </
1) A (2 1 S
AVAPF,1)=AY [F(1,2) - F(1,1)] g N,
=1-1-141=0
AMAP 0, 0)=AY [F(0,1) — F(0,0)] 1
F(z1,22) =0

—F(1,1) — F(0,1) — F(1,0) + F(0,0)

=1-1-1+4+0=-1
* = nejde o distribuc¢ni funkci.

VETA 8.9. Necht F(x1,...,x,) spliuje podminky (2) aZ (5) véty 8.5. Pak existuje pravdépodob-
nostni prostor (2, A, P) a na ném nahodny vektor X = (X1, ..., X,,) takovy, Ze F(x1,...,x,) je
jeho distribucni funkce.

Dtikaz. Polozme 2 = R", A = B", P(B) = ur(B), kde up je Lebesgueova-Stieltjelsova mira indu-
kovana funkci F'. Analogicky jako v jednorozmérném piipadé pro kazdé w € €2 polozme X (w) = w
a oznacme
Fx(x) = P(X<x)=Px((—oo,z1) X -+ X (—00,x))
= pup((—o0,x1) X -+ X (=00, 2y)) = F(x1,...,25)
Il

Poznamka 8.10. Snadno lze ovérit, ze rozdéleni pravdépodobnosti Px(B) = P(X € B)
je pravdépodobnost na jevového poli (R™, B") a ze distribuéni funkce F(z1,...,x,) ndhodného
vektoru X jednoznac¢né urcuje rozdéleni pravdépodobnosti Px. K tomu si stac¢i uvédomit, ze
Px(B) = pp(B) pro B € B", kde pup je n-rozmérna Lebesgueova-Stieltjelsova mira indukovana
distribu¢ni funkei F(x1,...,z,) ndhodného vektoru X.

8.1. Diskrétni nahodné vektory.

DEFINICE 8.11. Rekneme, ze ndhodny vektor X = (X71,..., X,,)" je diskrétniho typu, jestlize
existuje nejvySe spofetnd mnozina M C R"™ takova, ze Px(M) = 1. Funkci p(xy,...,z,) =
P(Xy = z1,...,X,, = x,,) nazyvame pravdépodobnostni funkci ndhodného vektoru X =
(X1,...,X,) a M nazyvame oborem hodnot ndhodného vektoru X = (Xy,..., X,)" a znac¢ime
X ~ (M, p).

Poznamka 8.12. Ziejmé plati p(x) = p(z1,...,2,) > 0 pro kazdé x € R",

Ypx)=P(XeM)=Px(M)=1aP(XeB)=Px(B)= >, pz1,...,Tn).
xeM xeBNM
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Priklad 8.13. MULTINOMICKE ROZDELENI.
Uvazujme pokus, ktery muze mit n disjunktnich vysledka Ajp,...,A,. Necht 0, = P(A;)
n
proi=1,...,n, pficemz Y 6; = 1. Tento pokus budeme k-krat nezavisle opakovat.
i=1
Necht X; znadi pocet nastoupeni jevu A; v provedenych k& pokusech. Naleznéme rozdéleni
pravdépodobnosti ndhodného vektoru X = (Xi,...,X,)".

Ziejmé X; € {0,1,...,k} proi=1,...,n a pravdépodobnostni funkce je rovna
k\ (k—z1 k1 — - — .
() (o o
— k! (k—z1)! (k—x1—x2)! .. (k—wl—"'—mn )! 9361 g’m . fTn
T xil(k—z1)! xl(k—z1—22)! z3l(k—x1—22—23)! zn! (k; — 1T — — ) n
p(x) = =or=1
= 1, o 071057 - O pro x; € {0,1,...,k}, pficemz > z; =k
i=1
L 0 jinak

Néhodny vektor budeme znacit X ~ Mn(k,6,...,0,) .
8.2. Absolutné spojité nahodné vektory.

DEFINICE 8.14. Rekneme, ze ndhodny vektor X = (Xj,...,X,) definovany na (9, A, P) je
absolutné spojitého typu, jestlize existuje nezaporna integrovatelna funkce f takova, ze
rozdéleni pravdépodobnosti

:/f(x)dx_/ /fxl,..., ) day ... dzy,
B

B=B;x ---x B, cB".
Funkci f nazyvame hustotou rozdéleni pravdépodobnosti ndhodného vektoru
X = (Xy,...,X,)" absolutné spojitého typu, struénéji f je hustotou X.

pro kazdé

Poznamka 8.15. Pro hustotu ndhodného vektoru plati:
(1) f(x)> 0 pro kazdé x € R"
) [ fx)dx=1
R”

(3) Protoze Px(B) = P(X € B) ) dx, pak polozime-li

U:J%

B = (—o00,x1) X -+ X (—00, Zp),
dostaneme

€1

F(xl,...,xn) f fftl,... )dtl...tn

—0o0

(4) Hustotu lze pomoci distribuéni funkce VyJadrlt takto

flz1,...,2n) = ﬁF(:ﬁl,,mn)

pricemz uvedend derivace existuje skoro vsude vzhledem k Lebesgueové mifte.
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Priklad 8.16. VICEROZMERNE ROVNOMERNE ROZDELENI

Rekneme, 7e nahodny vektor X = (Xi,...,X,) méi vicerozmérné rovnomérné rozdéleni
(multidimensional uniform distribution) s parametry aq,bi,...,an,b, € R (a; < b, 1 =1,...,n),
pokud jeji hustota ma tvar

n

fa ) I biiai pro z; € (a;,b;), a; < bj, i=1,...,n,
Ly-wy@n) = i=1
0 jinak.

Nahodny vektor budeme znadit X ~ Rsp(a,b1,...,an,by) .

Priklad 8.17. VICEROZMERNE NORMALNI ROZDELENTI.

Rekneme, 7e ndhodny vektor X = (X1, ..., X,,)’ ma n-rozmérné normélni (Gaussovo) rozdé-
leni s parametry p = (p1,...,4n) € R™ a ¥ > 0, pokud jeji hustota mé tvar

fx) = (2m) 75 B[ zem 200 wEOCW),
a budeme psat
X ~ Np(p, X2)

Jestlize piseme 3 > 0, znamend to, Ze matice je pozitivné definitni a tedy i regularni. Symbolem
|2| rozumime determinant matice.

Pro n = 2 mé hustota tvar

1 | (mm 2_2pz‘1—u1 Ty—pp | (T2—pa 2
_ 1 2(1—p?) o1 o1 o2 o2

f(z1,20) =———F—e

2mo1024/1—p

Budeme psat

X = (X1, X2)" ~ No(u1, pi2, 02,02, p)

Ukéazky hustot f(x1,x2) ~ Na(p1, p2,0%,03, p)

_ a2 o2 _
m =3 p2=3,0{=103=1p=0 m =3, u=3,00=1,03=065p=075 =3, pu2=3,0r=103=1p=-05

P m
ol T R i
302 i 5 o2 1IN
o ///;/I " ““ \ o /I;""’{""“““%t‘\
0.1 //I/;II" "‘ § ‘\\ 01 M}“““:‘:“‘s&‘
7 X I

osay osa x osay osa x osay 0sa x

Vrstevnicovy graf hustoty Vrstevnicovy graf hustoty Vrstevnicovy graf hustoty

5 45 5
45 45 f
4 4
35
| o
25 25
2 2
15 15 J
1 2 3 4

5

IS

@
&

~

Jak vidime z vrstevnicovych grafi dvourozmérnych normélnich hustot, tak mnozina vsech
hodnot (71, 72)" € R?, pro které je hustota f(z1,7s) konstantni, tvori elipsu, popifpadé kruznici

(pro p =0).



46 M3121 Pravdépodobnost a statistika I
9. Marginalni nahodné vektory

. . . sy , d . ; ‘ cye
Pfipomenime, ze X = (X71,..., X;,)" je ndhodnym vektorem é{ X1, ..., X, jsoundhodné veli¢iny
definované na (2, A, P). Zvolme pfirozené k < n a libovolnou k-tici indext {i1,...,it} C {1,...,n},
pak X* = (X;,,...,X;,)" nazveme marginalnim ndhodnym vektorem.

VETA 9.1. Vsechna margindlni rozdéleni ndhodného vektoru X = (X1, ..., X,)" jsou jednoznacéné
uréena rozdélenim ndhodného vektoru X, pfitom pro margindglni distribuéni funkci F*(x*) mar-
gindlniho ndhodného vektoru X* = (Xi, ..., X;,)" plati

F*(x*) = F*(ziy, ..., %) = x]_lligloo F(zx1,...,2n),
xjn_l;—mo
kde
{jl,...7jn,k} = {1,...,n}\{i1,...,ik}.
[e.9]
Dukaz. Pro libovolny index j € {1,...,n} uvazujme posloupnost redlnych ¢isel {xév }N . — 00,
; =

jdouci k nekoneénu a ozna¢me ndhodny jev Ay = [\ {X; < i} n{X; < mé\f} Protoze jde

i=1ij
o neklesajici posloupnost nahodnych jevii Ay C Any1, pak (viz véta 4.7, kap. 1) existuje limitni

oo o0 n n
nahodny jev A= |J An,tj. A= U N {Xi<z}n{X; < mév} = N {X; <z} Prav-
N=1 N=1 |i=1,i#j i=1,i#j

dépodobnost tohoto limitniho jevu je rovna

n
P(A) = P( N {Xi§$¢}>ZP(Xl§$17---,Xj—1ij—hXjﬂSl‘j+17~-,Xn§fEn)

i=1,i#j
= F*(xl, ey L1y Ly e e ey xn) = F*<X*)
a jde o distribu¢ni funkci (n—1)-rozmérného ndhodného vektoru X* = (X1,..., X1, Xjq1,..., Xp)".

Navic mizeme psat

F*(X*) :F*(xl,...,xj_l,xj+1,...,xn)
=P(X1<z,...,Xjm1 <zjo1, Xjp1 <zjqr,..., Xy <)
= P(A) = lim P(Apn)
N—oo

: N
:]\}E}n P(Xl lea'--ij—l ij—hXj ij ,Xj+1 ij—i-l,---aXn an)
00

= lim P(Xl < xl,...,X]’_l < xj_l,Xj < SL‘]’,X]'+1 < SL‘j+1,...,Xn < l‘n)

Zj—>00
= lim F(z1,...,2p).
X j—>00
Pfedchozi tivahy lze zobecnit i na libovolnou k-tici indexu {i1,...,ix} C {1,...,n}. Oznacime-li
{15y Jn—k} ={1,...,n}\ {i1,...,ix}, pak plati
F*(X*) = F*(mil,...,xik) = P(le S .’L'il,...,Xil S xlk)
= lim P(X“ SZL‘@I,...,X“ Sl’ik,le Sl‘jl?"WXjnfk ngnfk)

Tjq —00

zjnfl‘c_ﬂ)o
= lim P(Xi<z,....,Xp<zp)= lim F(xy,...,zp).

Tj —>00 Tjq — 00

Ijn_k—)oo xjn_k—mo

Poznamka 9.2. SDRUZENA I SIMULTANNI ROZDELENT.

Aby se zdtraznilo, ze jde o cely ndhodny vektor X = (Xy,...,X,)’, tak se jeho distribu¢ni
funkci ik sdruzena (simultanni) distribuéni funkce.
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Obdobné mluvime i o sdruZeném rozdéleni, sdruzené hustoté a sdruzené pravdépo-
dobnostni funkci ndhodného vektoru X = (Xq,...,X,)".

VETA 9.3. Pro prirozené k < n méme indexy {i1,...,ix} C {1,...,n} a {j1,

'--7jn—k} =
S

(a) Necht X ~ (M,p). Pak margindlni nahodny vektor X* md margindlni pravdépodobnostni
funkci rovnu

p*(x*) = p*(xiy,...,x) = PX* =x") = Z Z p(z1, ..., Tn),
€My @i, p €My,

kde M = My x --- x M, pricemZ M; je obor hodnot nahodné veliciny X;, i =1,...,n.

(b) Necht X je nahodny vektor absolutné spojitého typu s hustotou f(x). Pak margindlni nahodny
vektor X* md margindlni hustotu tvaru

(e.9] (e.9]

f*(x*)zf*(xil,...,xik)z/---/f(ml,...,xn) dxj, ...dzj, .

Dtikaz.

(a) Mé&jme X ~ (M,p) a ozna¢me M je kartézsky souc¢in M = My X --- x M,, kde M; je obor
hodnot diskrétni nahodné veli¢iny X;.

Podle definice je pravdépodobnostni funkce ndhodného vektoru X* = (X;,,..., Xik)/ rovna

pr(x*) =p (@i, ..., zi,) = P(Xi, = x4y,..., Xi, = 4,)
= P(Xi1 :xi17"'7Xik = xikvle € Mjl""’Xjn—k € Mjn—k)

P U {Xh:.%‘il,...,Xik:ﬂfik,lezﬂZjl,...,Xjn_k:a?jn_k}

.’L'jl th ,...,acjnikGMjnik

— Z Z P(Xi=x1,...,Xp=x,)

leeMjl zjn—keMjn—k

= Z Z p(],‘l,...,xn).

Zj1 EMjl i EMjnfk

(b) Je-li X* = (X;,,...,X;,)" absolutné spojitého typu, pak diky predchozi vété 9.1 méme

F*(x*)= lim F(z1,...,2,)

leﬁoo

xjnikﬁoo
T Tn
= leligloo /”-/f(tl,...,tn)dtn...dtl
. —00 —00
:cjn_l;—mo
Tiq Tig [ oo )
:// /--./f(tl,...,tn)dtjl...dtjn_k dt;, ...dt;
—00 —00 |- —00

=[*(@iq peesTiy,)
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Priklad 9.4. Méjme dvourozmérny ndhodny vektor, ktery tentokrat oznacime (X,Y")". Necht jeho
sdruzena hustota ma tvar

L(z ¥y 9
(KYY~ﬂ%w:{GG+3)?mxem,%yem3%
0 jinak.

Nasim tkolem bude uréit sdruzenou distribué¢ni funkci, marginalni hustoty i distribu¢ni funkce.

Z definice hustoty vidime, ze definiénim oborem nahodného vektoru je obdélnik B = (0,2) x (0, 3).
(1) Nejprve pocitejme sdruzenou distribué¢ni funkci. Budeme muset rozlisit nasledujici pii-
pady
(a ) Pro ( )’ € B je distribuéni funkce rovna

xT

f ffuvdudv—ff (4 g)dudv:{&[Ofdv]du—i—oflls[gyvdv]du

—00 —O0

:g{udu+g2gdu:lg($}f+mgf) pro (z,y)' € (0,2) x (0,3).
(b) Nyni uvazujme pripad, kdy y > 3 a x € (0, 2).
3 x T

f f f(u,v)dudv :ffé(12‘+§)dudv—f1“2[fdv]du+f18 [fvdv]du
—00 —00 00 0
:%fudu—i—%fdu:%(z;—l—x) pro z € (0,2),y > 3.

0 0

(¢c) Obdobné pro x>2aye€(0,3).
w=J ] Sy = |
1
6

2 2 Y 2 Y
Futa g auo= [ g [Fao] s o[ Foae]

2 2
:%fudu—i—%fdu: (%—i—y) pro x > 2,y € (0, 3).
0 0
(d) Dale ziejmé F(xz,y) =0proz<0ay<0a F(z,y)=1prox >2ay>3.

(2) Nyni odvodime marginalni distribu¢ni funkce.

(a) Nejprve pocitejme ’FX(:U) =P(X <ux) ‘

Ziejmé Fx(z) =0 prox <0 a Fx(x) =1 pro z > 2. Pro z € (0,2) pocitejme
)= i e ) s (2 8) 1 (5

(b) Dale pocitejme | Fy ( y) = P(Y <y)|

Ziejmé Fy(y) =0proy <0a Fy(y) =1 pro y > 3. Nakonec pro y € (0, 3) pocitejme

2 2 2
Fy(y) = Jim Flay) = lim & (5! + %) = § (5 +v)
(3) Nyni odvodime marginalni hustoty.
(a) Nejprve pocitejme m
Ziejmé fX( ) =0 proz <0 aproxz > 2. Prox € (0,2) poéitejme
3 3 3
fx(x ffxydy—f% )dyf%{y+ﬁgww=i@+D

(b) Déle odvodime m

Zrejmeé fy( )—Opr0y<0aproy>3 Pro y € (0, 3) pocitejme
2 2

f(y ffxydx—fa@) — 5 [ado+ 3 [do=§ (% +1)
0 0

0
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Ptedchozi vypocty nyni shrneme a graficky zndzornime. V§imnéme si nejdiive sdruzené distri-
buéni funkce

0 z < 0neboy <0
z? x) ze(0,2),y>3
y) @>2y€(03)

2 2
5 (5 ) z €0,2),y € (0,3)
1 $>27y>3

N Vidime, ze

<)

Fx(x) e pro x € (0,2) ay > 3, kdy marginalni slozka Y je mimo
defini¢ni obor, je sdruzena distribu¢ni funkce rovna mar-

ginalni, tj.

QY

=0
w

i

|

i

\

nebof hodnoty y nehraji zadnou roli;

F(z,y)

F F
(@9) v () « a analogicky pro z > 2 a y € (0,3), kdy nyni je to

marginalni slozka X, kterd je mimo defini¢ni obor, je
opét sdruzend distribuéni funkce rovna marginalni, tj.

v F($>y) :Fy(y)
) a v tomto pfipadé hodnoty x nemaji vliv na hodnotu
sdruzené distribu¢ni funkce.

<)
1%
e
8
N
I
S)

Q&

Na nasledujicich grafech shrneme vysledky o vSech sdruzenych i marginalnich funkcionéalnich
charakteristikach daného rozdéleni.

Marginalni distribuéni funkce

Sdruzena
distribuéni funkce 0 ) v=0 0 s y<0
Fx(@) =44 (5+2) €02 Fr(y) =34 (% +y) ve03),
1 x> 2. 1 y >3
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0
i 5 T 5 3 - : P PR
Marginalni hustoty
Fe) = {é (5+9%) fmealiow y€(0,3), e {}l(x +1) we02), e {é (%v n 1) y € (0,3),
: 0 jinak. 0 jinak.
1 1
0.8 0.8

0.6 0.6

0.4 0.4 :
|
0.2 |

0.2 |
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10. Nezavislé nahodné veli¢iny

Pomoci nezavislych jevii mizeme definovat i nezavislé ndhodné veli¢iny.

DEFINICE 10.1. Rekneme, Ze nahodné veli¢iny X7, ..., X, jsou (stochasticky) nezavislé, jestlize
jsou nezéavislé ndhodné jevy {X; < z1},...,{X, < x,} pro libovolné x = (z1,...,2,) € R™.

Nejprve vyslovime vétu, kterd poskytuje ekvivalentni vyjadieni nezavislych ndhodnych velicin
pomoci distribu¢nich funkei.

VETA 10.2. Necht ndhodny wvektor X = (Xi,...,X,) md sdruZenou distribuéni funkci
F(x) = F(x1,...,2n) a necht proi = 1,...,n je Fi(x) margindlni distribucni funkce nahodné
veli¢iny X;. Pak ndhodné veli¢iny X1, ..., X,, jsou (stochasticky) nezdavislé, pravé kdyz

n
F(x) = F(x1,...,%n) :HE(QBZ) pro Vx=(r1,...,x,) €R™
i=1

Diikaz. ,=“ Nejprve predpokladejme, ze X1, ..., X, jsou nezavislé. Pak podle definice 10.1 jsou
nédhohodné jevy {X; < z1},...,{X, < 2} nezavislé pro V x = (z1,...,2,)" € R", takze miizeme
upravovat
n n n
i=1 i=1 i=1
n
»<*“ Naopak nyni pfedpoklddejme, ze plati F'(z1,...,2,) = [] Fi(x;) proV x = (21,...,2,) €
i=1
R™. Zvolme libovolné 1 <k< n a vyberme {i1,...,it} C {1,...,n}. Zbyvajici indexy oznacme
{1,y gn—t}t =A{1,...,n}\ {i1,...,ix}. Pro vybranou k-tici indext pocitejme marginalni distri-
bucni funkci .
F*(ziy, ..., x,) = zjlligoo F(zy,...,zy) = Ijlligoo 1131 Fi(x;)
xjn_];—HX) $jn_];—>00
k n—k k
= H Fih (xih) H 119 F]s (x]s) = H Fih (xih)
h=1 s=1 Fjs 70 h=1

=1
Vidime, ze pro libovolné {iy,... i} C {1,...,n} plati

k k k
P(ﬂ{X’lelh}> :F*(xil7“"$ik): H Fih(xih): H P(Xih leh)’
h=1 h=1 h=1

coz je definice nezavislosti ndhodnych jeva {X1 < z1},...,.{X, < z,}. O

Nyni vyslovime vétu, ktera nabizi ekvivalentni vyjadreni nezavislych ndhodnych veli¢in pomoci
pravdépodobnostnich funkci pro diskrétni nahodné veli¢iny a pomoci hustot pro ndhodné veli¢iny
absolutné spojitého typu.

VETA 10.3.
(a) Méjme diskrétni ndhodny vektor X = (Xi,...,X,) ~ (M,p). Pak Xi,...,X, jsou
nezavisle, prave kdyz
n
p(z1, ... 2n) = [[ pi(zs) pro Vx=(x1,...,2,) €R",
i=1
kde proi =1,...,n je p;(x;) margindlni pravdépodobnostni funkce ndhodné veliciny X;.
(b) Necht X = (Xi,...,X,) je absolutné spojity ndhodny vektor se sdruZenou hustotou
f(z1,...,2p). Pak X1,..., X, jsou nezdavislé, pravé kdyz
n
f(xlv"wxn) = Hfl(xz) pro S.v. X:(xlv"wxn),ERnr
i=1

kde proi=1,...,n je fi(x;) marg_z'ncilm’ hustota ndhodné veliciny X;.
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Dikaz.
(a) Mé&jme diskrétni ndhodny vektor X = (X1,...,X,)" ~ (M,p).

,=* Nejprve predpokladejme, ze X1, ..., X, jsou nezavislé. Pak podle definice jsou ndhodné
veli¢iny nezavislé, pravé kdyz jsou nezavislé nahodné jevy {X; € B1},...,{X1 € Bp} proV B; €
B. Pro libovolné z1,...,z, € R polozme B; = {z;} a upravujme

n

; P(Xi = i) = [] pi(:)-
=1 i=1

n
p(z1,...,xn) =P(X1=21,....,.Xpy=2p) =P <ﬂ{Xz :xl}> e
i=1 2
n
»,<* Naopak nyni predpokladejme, Ze plati p(z1,...,2,) = [] pi(z;) a upravujme sdruzenou
i=1
distribuc¢ni funkci

Flyi,.oooyn) = X - % plan,..,zn) = X - X pi(@1) - palan)

z1<Yy1 Tn<yn z1<y1 Tn<Yn
= > pil@) - > palzn) = Fi(yn) - Fulyn),
z1<y1 Tn<yYn
=F1(y1) =Fn(yn)
takze nadhodné veli¢iny X1, ..., X, jsou podle piredchozi véty 10.2 nezéavislé.

(b) Necht X = (Xj,...,X,,) je absolutné spojity nédhodny vektor se sdruzenou hustotou
flxy, .. xy).

.= Nejprve predpokladejme, ze X1, ..., X, jsou nezavislé. Pak podle podle predchozi véty
10.2 lze sdruzenou distribu¢ni funkci vyjadrit jako soudin marginalnich, tj.

n
F(z1,...,zn) = [] Fi(x;). Vzhledem k tomu, ze sdruzenou hustotu lze vypocitat z distribuéni
i=1

funkce, dostavame
n n
flxy,...,m) = &Bl.a.i.a%F(ffl: ey Tp) = amﬁi.azn Hl Fi(z;) = ]1 aiin‘(sz') = [I fi(xi).
1=

n
i=1 =1

—

,<* Naopak nyni pfedpoklddejme, Ze plati f(x1,...,2,) = [] fi(x;) a upravujme sdruzenou

1

K2
distribu¢ni funkci

Flyi,...,yn) = ‘yfl yfnf(xl,...,xn)da:n...d:clz ?1 Tfl(ml)“-f(a:n)dmn...dxl

Fub.veta v yn
=" [ filw)dzy--- [ filz)dz, = Fi(y) - Fi(yn)

—0o0

takze ndhodné velic¢iny Xy, ..., X, jsou podle pifedchozi véty 10.2 nezavislé.
O

Pfiklad 10.4. MAXIMUM A MINIMUM STEJNYCH NEZAVISLYCH NAHODNYCH VELICIN.

Necht X7i,..., X, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny se stejnym rozdélenim se sdruzenou distri-
n
buéni funkci Fx(z1,...,2,) = ][ F(x;), nebot vSechny maji totéz rozdéleni. Hledejme rozdéleni
i=1
nahodnych veli¢in X)=min{Xy,..., X,} . S vyuzitim faktu, Ze jde o nezavislé nahodné velic¢iny
X(n) :max{Xh ce ,Xn}
upravujme:
n n
Foy(r)=P(X) < x) = P(min{Xy,...,Xp} <x)=P <U {X; < x}) =1-P (U {X; < x})
i=1 i=1
n n
:1—P<ﬂ{Xi >x}> "E1-[IPX;>2)=1—(1— F(x)"
i=1 =1 N——

=1-F(z)

Fipy(2)=P(X(,) < z)=P (max{Xy,..., X, } <z)=P <61{Xi < $}> nez. '

2

=t
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Priklad 10.5. ROVNOMERNE ROZDELENI NA RUZNYCH OBLASTECH GG

Necht dvourozmérny ndhodny vektor méa rovnomérné rozdéleni na oblasti G. Zjistéte, zda ndhodné
veli¢iny X a Y jsou stochasticky nezavislé, jestlize

(a) G={(z,y) eR:0<2<1; 0<y <1},
(b) G={(z,y) eR:0<2<1; 0<y<1; 2+y<1}

Protoze jde o ndhodny vektor s rovnomérnym rozdélenim na oblasti G, (jed-
notkovy ¢tverec), tak hustota musi byt na G, konstantni, tj.
Ga ¢ (z,y) € Gq L1
flz,y)= o al= [[f(z,y)dedy= [ [cdrdy=c-1 = c=1.
0 jinak a 00
0 1

Nyni spocitdme marginalni hustoty:

1
filx)= [ flz,y)dy = Of Y pro 0 <z <
- 0 jinak
1
fo(y)= [ f(z,y)dx = of €L pro 0 <y <
- 0 jinak

Protoze pro kazdé (z,y) € R? plati f(z,y) = f1(x)f2(y), ndhodné veli¢iny X a Y jsou neza-
vislé.
(b) Necht (X,Y) ~ Rs(G),kde G={(z,y) eR:0<2<1;0<y<1; z4+y<1}

y

1 Obdobné
_J)¢c (x7y)/€ G%
f(x)yy_{o ﬁnak
11—z

G N 1=t aeiy=e [ [ T as] de=c
Gy o Lo

0 1

O
—~~
—_
|
8
~—
U
8
I
o
—
8
|
ol8
I
N[
o
(@)
I
[\

Marginalni hustoty:

T

1—
o0 _ 1—x __ o r
fil@)= | fg)dy =42 [ dy=20yly* =21 -2) pro0 <<l

0 jinak
1-y 1—
fz(y):Tf(asjy)dx: 2 Of dr =2[x], =2(1-y) pro0<y<1
- 0 jinak

Protoze f(x,y) # fi(z)f2(y), ndhodné veli¢iny X a Y nejsou nezavislé.
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11. Rozdéleni transformovanych ndhodnych veli¢in

VETA 11.1. Necht X je ndhodnd veli¢ina a h je borelovsky méritelnd funkce. Potom Y = h(X)
je nahodnd velicina.

Ditikaz. Necht = € R je libovolné. Oznaéme h=1(B,) = {t € R : h(t) < x}. Protoze h je borelovsky
méfitelnd funkce, pak také h=1(B,) € B a tedy

{we: Yw<z}={weQ: (Xw)<z}={weQ: Xw) eh}(B)}ecA
a odtud Y je ndhodna veli¢ina. O

VETA 11.2. Necht zobrazeni h : R™ — R™ je borelovsky méritelné, tj. pro ¥V B € B™ je
{(x1,...,2) € R" : h(x1,...,2,) € B} € B". Necht X = (X1,...,X,) je n-rozmérny nd-
hodny vektor definovany na (Q, A, P). PotomY = (Y1,...,Yy) = h(X) je m-rozmérny ndhodny
vektor.
Ditkaz. Necht B € B™ je libovolna. Pak z méfitelnosti h plyne, Ze
h=YB) = {(t1,...,tn) € R": h(ty,...,t,) € B} € B"

Proto

Y=M,....Yn) eB}={h(X)eB}={Xech }(B)}cA
je ndhodnym jevem, nebot X = (X1,...,X,,)" je ndhodny vektor. O

Poznamka 11.3. V nésledujicich odstavcich nés bude zajimat rozdéleni takto transformovanych
nahodnych veli¢in a vektort.

Poznamka 11.4. Pii odvozovani rozdéleni transformovanych ndhodnych veli¢in budeme pracovat
s Lebesgueovym integralem z borelovsky méfitelné funkce ¢ vzhledem k Lebesgueové-Stieltjesove
mife pp na borelovské mnoziné A, tj. budeme pracovat s integralem

T = [ () dur(t) ™S [ o(t)dF(t).
A A

Situace je obdobna, jako kdyz pracujeme s Lebesgueovym integralem z borelovsky métitelné funkce
© vzhledem k Lebesgueové mife u na borelovské mnoziné A, tj.

I= [ o(t)du(t) ™™ [ o(t)dt.
A A

Poznamka 11.5. Pokud distribuc¢ni funkce F' je funkci skokii, tj. je distribu¢ni funkci diskrétni
nahodné veli¢iny s pravdépodobnostni funkci p(x) a oborem hodnot M, tak

I =£s@(t)dF(t) > @()p(t).

teANM

Poznamka 11.6. Pokud je distribu¢ni funkce F' absolutné spojita, tj. je distribuc¢ni funkci
spojité ndhodné veli¢iny s hustotou f(z), tak
I'= [@(t)dF(t) = [ (t)f(t)dt,
A A
kde posledné uvedeny integral je Lebesgueovym integralem s Lebesgueovou mirou.
VETA 11.7. Necht ndhodnd velicina X md distribucni funkci Fx a h je borelovsky méritelnd

funkce. Oznacme Fy distribucéni funkci ndhodné veliciny Y = h(X). Potom distribucéni funkce
transformované nahodné veliciny Y je rovna

Fy(y) = / dFx(z),  kde  h B, ={t€R:h(t) <y}
h=1(By)

Diikaz. Pro libovolné y € R polozme h™!(B,) = {t € R: h(t) < y} a postupné dostaneme

Fy(y) = P(Y <y) = P(h(X) < y) = P(X € h™(By)) = Px(h™'(B,))

_ / dup(r) = / dFx(z).

h=1(By) h=1(By)
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0

Poznamka 11.8. DISKRETNI NAHODNE VELICINY.
Necht X ~ (M,px) a h je borelovsky méfitelnd funkce. Opét oznacme h=(B,) = {t € R :
h(t) = y}, pak pravdépodobnostni funkce transformované ndhodné veli¢iny je rovna

py(y) = PY =y)=Ph(X)=y) =PXeh ! (By)) =P U {X= w}>
x€h—1(By)NM

x€h~1(By)NM

Poznamka 11.9. SPOJITE NAHODNE VELICINY.
Necht X ~ fx(x) a h je borelovsky méfitelna funkce. Oznacme h=!(B,) = {x € R : h(z) < y},
pak distribu¢ni funkce transformované ndhodné veli¢iny je rovna

Fy(y) = P(Y <y)=P(h(X) <y)=P(X €h(By))

= [ fx(z)dz, pro Yy € R.
h=1(By)

Jednoduse lze stanovit hustotu fy (y) transformované ndhodné veli¢iny Y = h(X), pokud transfor-
mace y = h(z) je vzajemné& jednozna&néa (prosta a na), tj. kdyz existuje derivace -4 wh Ly) a
je spojita. Potom z véty o substituci plyne

R

h=1(By)
& =fv (1)
Takze transformovanou hustotu fy vyjadiime pomoci ptivodni hustoty fx a inverzni transformace
takto

Fr (@) = fx (h ())\dh

(v)
d—y’. (3.11.2)

Priklad 11.10. LINEARNI TRANSFORMACE.

Necht ndhodna veli¢ina X je absolutné spojita s hustotou fx (x). Naleznéme hustotu transformované
nahodné veli¢iny
Y =a+bX,kde a,be R, b#0.
Reseni:
muzeme postupovat dvojim zpiisobem:

(1) Dosazenim do vzorce (3.11.2)

K transformaci y = a + br existuje inverzni transformace h=!(y) = 5%, kterd ma derivaci

dh=1(y)
dy

= b, takze hustota transformované nahodné veli¢iny je rovna
_ dh=(y) y—a\ 1
= h 1 —_— = —_
fr(w) = fx (W) ‘ 0y ' fx ( o )T

(2) Vypoctem pres distribucni funkci

P(X <%%) =Fx (59) pro b >0
Fy(y)=P(Y <y)=Pla+bX <y) = " a
P(X 2 %5%) =1 Fx (%3%) prob<0

Hustotu pak dostaneme jako derivaci distribuéni funkce
—a\ 1
dFy (y) Fie (59 4= fx (5% % prob>0 a1
fy(y) = = 1 iy
—Ix (%)

b
W e
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Priklad 11.11. TRANSFORMACE NAHODNE VELICINY POMOCI FUNKCE, KTERA NEN{f PROSTA.

Naleznéte pravdépodobnostni funkeci, resp. hustotu nové ndhodné veli¢iny Y = X2, pokud ndhodna
veli¢ina X je diskrétni, resp. spojita.

Reseni:

(a) DISKRETNI PRIPAD X ~ (Mx,px)
S vyuzitim faktu, Ze transformovand ndhodna veli¢ina Y nabyva nezapornych hodnot, odvo-
zujme pravdépodobnostni funkci:

py(y) = P(Y =y)=P(X?=y)=P({X =5 U{X =-y3})

px(V/Y) pokud —\/y¢ Mx a /y€< Mx
px(—\/ﬂ) -y EMx a \/gjgéMX

= px(—vY) + px (VY) -y EMx a JyeMx
px(0) pokud y=0

0 jinak
(b) SPoJITY PRIPAD X ~ fx(x)

Transformovana ndhodna veli¢ina Y nabyva nezapornych hod- \
not, proto pro y > 0 ozna¢me nejprve

Y ...pevné

h1(By) ={z eR:2? <y} dané

a pocitejme distribuc¢ni funkci transformované nahodné veli- < > -
¢iny: Vi (B vy
0 proy <0

Fy(y) =PY <y)=4 P(Xeh \(B)=P(—/g< X<,y proy>0
= Fx(y) — Fx(—=%)

a derivaci distribuéni funkce dostaneme hustotu:

0 pro y < 0
dF ) )
N Clile(y) =\ BWY) v - B(—vY) 3y 2 (-1) pro y > 0
= oy [/x (V) + fx (=)

12. Transformace nahodnych vektoru

Vzorec fy(y) = fx (b7 () | 252

jednoduse rozsitit i na vicerozmérny pripad. Proto nejdiive pripomeneme nékolik zakladnich pojm1.
Méjme zobrazeni h : R" — R", kde h(x) = (h1(x),...,hn(x)). To znamena, ze hq,...,h, jsou
funkce proménnych x1,...,x,.

fr(y)

lze pomoci véty o substituci v mnohorozmérnych integralech

Predpokladejme, Ze existuji parcialni derivace W (i,j = 1,...,n). Matice téchto par-
J

cidlnich derivaci se nazyva Jacobiho matice.
Potom Jacobiho determinant (jakobian) je determinant Jacobiho matice

ox1 0T ox1 Oxn
oh
Dy (x) = det 5 det | = :
x Ohy .. Ohy Ohy . Ohy
ox1 Oxn ox1 Oxp
Ozna¢me nyni y = h(x), tj. y1 = h1(X),...,yn = hp(x) a piipomerne definici reguldrniho

zobrazeni.



56 M3121 Pravdépodobnost a statistika I

DEFINICE 12.1. Rikdme, ze zobrazeni h : R” — R” je regularni v mnoziné M C R”, pravé
kdyz

(1) M je oteviena mnozina,
(2) funkce hi,...,h, maji spojité prvni parcialni derivace v M,
(3) pro Vx € M je jakobian nenulovy, tj. Dy(x) # 0.

Ptipomenme, Ze zobrazeni h je prosté na M, jestlize pro x1,x2 € M takové, Ze x1 # Xa, je
h(Xl) 75 h(XQ).

VETA 12.2. VETA O SUBSTITUCI. Necht h je zobrazeni oteviené mnoZiny P C R™ na @ C R™.
Necht h je reqularni a prosté s jakobidnem Dy. BudiZ M C @) borelovska mnoZina a budiz
H : R"™ — R méritelna realna funkce. Potom plati

/ H(y)dy = / H(h(x)) |Dn(x)| dx. (3.12.3)
M h—1(M)
Diikaz. Jarnik, V.: Integrdlni pocet I,II, NCSAV, Praha, 1955. U

Bezprostrednim dusledkem této véty je nasledujici véta.

VETA 12.3. VETA O HUSTOTE TRANSFORMOVANEHO NAHODNEHO VEKTORU. Necht ndhodnj
vektor X = (X1,...,X,) md hustotu fx(x), x € R". Necht h je zobrazeni R™ do R", které je
requldrni a prosté na oteviené mnoziné G, kterou zobrazuje na h(G) a pro niz plati

/fx(x)dx =L
G

Necht h=! je inverzni zobrazeni k h. Potom ndhodny vektor Y = h(X) md hustotu fy(y) tvaru

x(y) = {gx (h™(¥) [1Pa () i?:az' € h(G),

(3.12.4)
Diikaz. Ziejmé plati
1= /fx(x)dx =PXeG)=PhX)eh(G) = PhiX)<¢h(G))=0.
G

Proto pro libovolnou borelovskou mnozinu B € B"™ pocitejme rozdéleni pravdépodobnosti transfor-
movaného nahodného vektoru Y = h(X)

Py(B)=P(YeB)=P{Y eB}n{Y €h(G)})+ P{Y € B} n{Y ¢ h(G)})

=0
= P(Y € BNh(G)) = P(h(X) € BNh(G)) = P (X € h" (BN h(G)))
véta
- / fx(x)dx * = / £ (0L (y)) (Do (y)ldy + / 0dy.
h-1(BNh(Q)) BNh(G) BA(R"—h(Q))

Pokud polozime B = (—00,y1) X -+ X (—00,Yn), a
Py(B) = P(Y € B) = P(Y <y) = Fy(y)
a protoze
_ dFy(y)
dy

fx(y)

odtud ihned dostavame tvrzeni véty, ze

Jx (h7!(y)) [Dn-1(y)| proy € h(G),
0 jinak.

fx(y) = {
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VETA 12.4. ZOBECNENA VETA O HUSTOTE TRANSFORMOVANEHO NAHODNEHO VEKTORU. Necht
ndhodny vektor X = (X1,...,X,) md hustotu fx(x), x € R™. Necht h je zobrazeni R" do R",
které je requldrni a prosté ma disjunktnich otevrengych mnozindch Gi,Gs,..., které zobrazuje
na mnoziny h(G1), h(G2), ... a necht plati

[segac=1, we o=
G =il

Oznacme h;l inverzni zobrazeni kh : G; — h(Gj), j = 1,2,.... Potom ndhodny vektor Y = h(X)
ma hustotu fy(y) tvaru

fy(y) = ij(y) kde  f(y) = {(J; (h™'(y)) [Dn-1(y)] ZZ)GZ € h(G;), (3.12.5)

Dukaz. Provede se analogicky jako v predchozi vété. O

Piiklad 12.5. Necht ndhodny vektor X = (X1,..., X,,)’ mé hustotu fx(x), x € R". Necht A je
reguldrni matice typu n x n. Naleznéte hustotu nadhodného vektoru Y = AX.

Reseni:

Protoze A je regularni matice, je také zobrazeni y = h(x) = Ax regularni na oteviené mnoziné
G = R". Inverzni zobrazeni je

Oznacme
o An -1 _ g\
A = (aij); ;4 a A7 = (a )i,j:l’
tedy inverzni zobrazeni h™!(y) mtizeme explicitné rozepsat takto
oz oz Clll . Clnl
x1:a11y1+"'+an1yn Tyi o e Tyi
: aodtud Dy-1(y) =] : L=
— gln cee g™ Oz ., Oz
xn— a y]. + + a yn ay;L 83/: aln PR ann

a protoze plati det A=! = ﬁ, pak hustota ndhodného vektoru Y = AX je rovna

1

fy(y) = Mf

(A_ly) proy € R™ .

Poznamka 12.6. VYPOCET HUSTOTY NAHODNE VELICINY, KTERA JE TRANSFORMACI NAHOD-
NEHO VEKTORU.

Casto potiebujeme poéitat hustotu ndhodné veli¢iny Y, ktera vznikne borelovskou transformaci
nahodného vektoru X = (Xi,...,X,)’, tedy [¥ = h(X) .

Oznatme Fx(x) = P(X < x) distribu¢ni funkci ndhodného vektoru X. Pak zfejmé pro distri-
buéni funkci ndhodné veli¢iny Y plati

Fy() =P(Y <9) = PX) <) = [ dFx(an,...,an)
h=1(By)
kde
hY(B,) = {x € R": h(z1,...,z,) < y}.
(1) DISKRETNI PRIPAD X ~ (Mx,px)
py(y) = P(Y =y) = P(M(X) =y) = P (X € h™'(K,) = {x € R" N Mx : h(x) = y})

= / dFx(x) = Z px(x).

h=1(K,) xeh~1(Ky)
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(2) SpoJITY PRIPAD X ~ fx(x): v tomto pfipadé mizeme postupovat dvojim zptsobem:
(a) 1. zPUSOB: pres distribu¢ni funkci

Fy(y) = P(Y <y) = P(h(X) <y) = (X € K1 (By) = {x € R" : h(x) < y})

= / dFx(x / fx(x
h=1(By) 1(By)
dFy (y)
dy
(b) 2. zPUSOB: rozsifenim transformace h(X) na regularni transformaci, tj. polozime
Y =(Y,Y,,...,Y,): Y =nX)

Hustotu pak dopoé¢itame jako derivaci distribu¢ni funkce, tj. f,(y) =

Yo = Xo
Y, =X,
Pak z této regularni transformace vypocteme inverzni transformaci, jeji jakobian a dosadime
do vzorce
fy(y)=f (7)) [Da ()],
¢imz ziskdme sdruzenou hustotu celého vektoru Y = (Y, Ys,...,Y,)".
Na zavér zbyva dopocitat marginalni hustotu fy (y) = [ fy(v,v2,-- -, yn)dy2 ... dyn.

Rnl

Priklad 12.7. SOUCET DVOU NAHODNYCH VELICIN S POISSONOVYM ROZDELENIM. Mé&jme dvé
nezavislé nahodné veli¢iny X; ~ Po(A1) a X2 ~ Po()A2) s pravdépodobnostnimi funkcemi

o
N o
e z; =0,1,...,

Xi ~ pi(x;) =
0 jinak.

a s defini¢nimi obory M; ={0,1,2,---} (i =1,2).

Vypocitejme pravdépodobnostni funkci nahodné veli¢iny Y = X7 + Xo.

Nejprve uréime defini¢ni obor transformované nahodné veli¢iny Y € {0,1,2,---}.

Déle ozna¢me h™1(Gy) = {(x1,22)" € My x My : x1 + 22 = y}.

Pak pocitejme pravdépodobnostni funkci transformované nadhodné veli¢iny Y = X7 + Xo

py(y) = P(Y =y) = P(X1 4+ Xy =y) = P((X1,X3) € h1(G,)) = Z P(x1,X2) (71, 72)
(z1,22)'€h=1(Gy)

Vidime, ze potfebujeme znat sdruzenou pravdépodobnostni funkei p(x, x,)(z1, 72), kterou diky
faktu, Ze jde o nezavislé nahodné veli¢iny ziskdme jako soucin jejich marginalnich pravdépodob-
nostnich funkci. A mtuzeme pokracovat ve vypoctu

py(y) = Z p(xl,xz)($1,$2) = Z px: (21)px, (72)

(ml,xg)’eh*I(Gy) (z1,22) €= (Gy)
y —
_ Z 3. AT 2227 _ () ) AT
| I(y — |
r1=02x2=y—11 2 £1=0 $1-(y 331)-
—(A1+A Y — (A4 Y
_ U Ve e > (y>/\gf1/\gzl
| | — |
y! = 1y — x1)! y! =
=(A1+A2)¥
e—(A1t+A2)

T(/\l + )\Q)y ~ PO()\l + Ag)
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Na zékladé vysledku, mizeme konstatovat, ze sec¢teme-li dvé nezavislé ndhodné veli¢iny s Poisso-
novym rozdélenim, dostaneme nahodnou veli¢inu, kterd mé opét Poissonovo rozdéleni.

VETA 12.8. SOUCET DVOU SPOJITYCH NAHODNYCH VELICIN. Necht ndhodny vektor (X1, X2)'
je absolutné spojitého typu s hustotou f(x, x,)(w1,r2). Potom ndhodnd velicina Y = X1 + X3 je
absolutne spojiteho typu a md hustotu

fr(y) = / fx,x2) (Y — 72, x2)dT2 = / fx,x2) (@1, y — 1) dzy (3.12.6)

Dukaz. Postupné dokadzeme obé varianty, kdy transformaci y = h(z1, x2) rozsifime dvojim zptiso-
bem tak, aby byla regularni.

(a)
Yy =1+ X2 T =Y — Y2 1 -1

= = D _ s e :]_
Y2 = T2 T2 = Y2 no (4 42) '0 1‘

Nyni dosadime do vzorce (3.12.5) a vypoc¢itame sdruzenou hustotu

forvay W v2) = fixaxe) (W7 W 02)) [Da-1 (4, 92) | = fixy,xa) ( — Y2, 42)

a z této sdruzené hustoty dostaneme hustotu marginalni

fr(y) = /f(Xl,Xg)(y_y2ay2)dy2-

p— p— 1
e e |}

=1
Yy =T1+ T2 T2=Y—WN ‘

Nyni dosadime do vzorce (3.12.5) a vypoc¢itame sdruzenou hustotu
fornny W, y) = foaxe) (7 w1, 9) [1Da-1 (v v)| = fixa,xa) W1,y — y1)

a z této sdruzené hustoty dostaneme hustotu marginalni

fy(y) = /f(Xl,Xz)(yhy_yl)dyl-

DUSLEDEK 12.9. Jestlize jsou nahodné velic¢iny v predchazejici vété 12.8 nezavislé, pak nahodnad

velicina Y = X1 + Xo md hustotu

fr(y) = / Ix:(y — @2) fx, (w2)dag = / Ixy(m1) fx, (y — x1)dxy (3.12.7)

Hustotu fy(y) potom nazgvame konvoluci hustot fx, a fx, a znacime fy(y) = fx, * fx,-

Podobné jako predchozi véta se dokdze i nasledujici véta.
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VETA 12.10. Necht X1, X5 jsou nezdvislé nahodné veli¢iny absolutné spojitého typu s hustotami
fX17 fXQ' Pak

(1) ndhodnad veli¢ina Y = X1 X9 md hustotu

fr(y) = /fxl( >fx2(:132)‘3312|d902, (3.12.8)

X
(2) jestlize plati fx,(z2) = 0 proza < 0 ac > 0 je dand konstanta, pak ndhodnd veli¢ina Y = el
2
ma hustotu
1 o0
Yr2
fy(y) = Z/le (T) sz(xz)l‘zdxg. (3.12.9)
0
Diikaz.
(1) Transformaci y = xjz2 rozsifime tak, aby byla regularni.
— 1 _y
Yy = T129 xry = - 2 1
= Y2 = D, _ , — | Y2 Y5 | = —
Y2 = 2 Ty = Yo e ' Y2
Nyni dosadime do vzorce (3.12.5) a vypoéitame sdruzenou hustotu
-1 Y 1
foryy W, v2) = foxy x) (0 (,92)) [Du-1 (v, 92)| = fx, " sz(yz)@
a z této sdruzené hustoty dostaneme hustotu marginalni
1
le Ixs(y2) T dye.
2]
(2) Transformaci y = <1 opét roziiime tak, aby byla regularni.
y =<t T =42 28 gy
= ¢ = Dy, - =|¢ ¢ ===
Yo = T9 To = Yo h 1(y7y2) 0 1 c
Nyni dosadime do vzorce (3.12.5) a vypoc¢itame sdruzenou hustotu
_ Y2
fory) W, v2) = fxy,x0) (B Yy, 12)) [Du-1(y, )| = fx, ( ) sz(y2)‘ |
a z této sdruzené hustoty dostaneme hustotu marginalni
/le fX2 (y2)y2dys.
O

13. Zakladni vlastnosti normalniho a odvozenych rozdéleni

Pfipomerne, Ze ndhodnd veli¢ina X mé normalni (Gaussovo) rozdéleni s parametry p € R
a 02 > 0, pokud jeji hustota ma pro z € R tvar

Tr—pM 2
[x(z) = 217“767%( =) a piseme X ~ N(u,0?).

Jestlize p = 0 a 0 = 1, ifkdme, Ze nahodna velicina mé standardizované (téz normované)

normalni rozdéleni a piseme X ~ N(0,1).
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VETA 13.1. Mé&jme ndhodnou velic¢inu s normdlnim rozdélenim X ~ N(u,c?). Ddle nechta,b € R,
b # 0 jsou redlné konstanty. Potom nahodna veli¢ina, kterd je linedrni transformaci pivodni, ma
opét normalni rozdélent, a to

Y =a+bX ~ N(a+ by, b’c?).
Specidlné ndhodnd velicina
y=2_#

ma standardizované normalni rozdélens.

~ N(0,1)

Diikaz. K transformaci y = a + bz existuje inverzni transformace h™!(y) = ¥3%, kterd m4 derivaci

dh;i;(y) = %, takze hustota transformované nahodné veli¢iny je rovna
dh=(y) y—a\ 1 1 1 ly—(atbp)?
= hil —_— | = - = 2 252 ~ N b b2 2
fy(y) fX( (y)) dy fX( b ) ) \/ﬂ|b|ae o (a+ bp, b*c”)
Pokud polozime a = —% a b= 1, dostaneme: U = % ~ N(0,1). O

Piipomenime  definici ~ VICEROZMERNEHO NORMALNIHO ROZDELENf: ndhodny  vektor
X = (X1,...,X,) méd n rozmérné normalni (Gaussovo) rozdéleni s parametry pu € R" a
3: > 0, pokud jeho hustota ma tvar

fx(x) = (2m)"% \zr%exp{—;m X - m}.

a piseme
X =(Xy,... 7Xn)’ ~ Np(p,X).
Pro n = 2 ma hustota tvar

_ 1 1 T1—p1 2 T1—p1 T2—[42 T2 — 2 2
R&Xﬂ@h@)_2mn®vqpZWP{ﬂlf)R ) g s ()

a znac¢ime

(Xl,X?y ~ NQ(Nla ,ug,O'%, O‘%,p).

VETA 13.2. SOUCET DVOU NORMALNICH NAHODNYCH VELICIN. Nechf ndhodny wvektor

X = (X1,X2) ~ No(u,X) md dvourozmérné normdini rozdéleni s parametry p =(Z;> a

2 . 7
=( 91 PUI2) 5 md hustotu tvaru
pPo102 a5

1 T1—p1\2  T1—p1 To—po | (Ta—p2)\2
1 6_2(1*/)2){( o1 >_2p a1 o2 +( o2 )

2

f(X1,X2)($1’ .’1,’2) - 2mo1024/1—p

Pak nahodna velicina
Y=Xi1+Xo

ma také normalni rozdélent a plati
Y = X1+ Xy ~ N(uy+ po, 03 + 2poi09 + 03).
Diikaz. Mé&jme nédhodny vektor Y = (Y1, Y3)', ktery je definovan takto
Vi = Xi+Xe = h(X,Xo)

Y2 = X = ho(X1,X2)
Vypoctéme inverzni zobrazeni
o= yi—y2 = by '(y1,90)
Ty = Yo = hy (Y1, 92)
a jakobian
1 -1

Dy-1(y1,y2) = ' 0 1
SdruZena hustota nahodného vektoru Y = (Y1, Y3)' je pak tvaru

friyva) W1, 92) = fixy xo) (Y1 — y2,92) - 1
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a odtud pak marginalni hustota

le(y]-) = /f(Xl,XQ)(yl —y2,Y2)dy2

1 yi—y2—p1\2 o y1—ye—p1 ya—p2 | (y2—p2)\>
_2) [( o1 )*2p o1 [op) +( 02 )

dy2

_ 1 o 20
2mo1024/1—p?
—00

Méjme substituce = _ Y27 12 cPak u—v =y~ —pp— Y2+ 2 = Y1 — Y2 —
u o= oy e
a

— 1 1 2 2 2.2
le(u) = m / eXp{—W [02(U—U) — 2[)0']_0'2(16—1))’0"—0'1’1) ]}d?)
—00
Polozme o1024/1 — p? = a. Pak

o0

fmw) = & [ exp{-5k U%u — 203uv + o3v? — 2po1oauv + 2po102v* + o3v?) } du
—o0
oo
= 5 [ exp {—ﬁ [(0% + 2po102 + 03) v? + 203 (02 + po1) uwv + o5u?] } dv
—00

Déle polozme o3 + 2poi09 + 03 = b* a 0 (03 + po1) u = c. Potom

fri(u) = — / exXp 4 — gy (bv - %)2 - (%)2 + O'%UQ} } dv
o0
2
2 bv—c/b
= 271”1 exp{—ﬁ (0% 2 2—2)} / exp{—% < Uac/ ) }dv.
—00
Uvazujme substituci w = bu— C/ b, pak dv = Fdw a
(o]
2 2
fy, (u) = %\/217“1 eXp{ 1 <U§u2 1072)} \/% / exp {—3w?} dw = \ﬁb exp{ o <0‘%u2 — zﬁ)}
—00
=1
Protoze
22 C_ oo loa(oatpo)ul 5 5 03u*(03 +2p0102 4 pPo})
2 b2 2 a% + 2poio9 + U% 2 a% + 2poi09 + O'%
_ oau®(0? + 2po109 + 03 — 2po109 — pPo?) _ G%O‘%(l p*)u?
Uf + 2po109 + 0% 01 + 2po109 + a%
a ,
= 5

) = A exp {5 (B2 - 2)} = e {1 (1))

= U1 p1 T H2
b = 0?4 2poi09 + 03

1 1 (g — i — p2)*
v: (1 exp{ — =
Faly) = V2m1\/0F + 2poi0a + 03 p{ 203 + 2poi0y + 02

a po zpétném dosazeni mame

t.j.
Y ~ N (uy =+ p, 09 =01 +2poi0s + 03)
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VETA 13.3. LINEARNI KOMBINACE NORMALNICH NAHODNYCH VELICIN. Necht Xi,..., X, jsou
nezavislé nahodné veliciny takové, Ze

Xi NN(,U,Z',O'E), i=1,...,n.
Necht .
ap,ai,...,ap €ER a Za?>0.
i=1

Potom ndhodnd velicina, kterd je linedrni transformaci normdlnich ndhodnych velicin md opét
normdlni rozdelent, t.j.

n n n
WV = ao—i—ZaiXi ~ N (ao—i—Zaim,Za%af) .
i=1 i=1 i=1
Dikaz. Provedeme matematickou indukci.
(1) Necht n = 1. Pak z pfedpokladt véty je a; # 0 a z véty 13.1 plyne, ze
Y=a+a1 X ~ N(ao—kal,ul,a%a%).

(2) Necht tvrzeni véty plati pro libovolné prirozené n > 1 a Xi,..., X,,+1 jsou nezavislé ndhodné
veliciny takové, ze
XiNN(,uZ‘,O'?), 1=1,....,n+ 1.

Je-li ap41 =0, pak zfejmeé
n+1 n+1 n+1
Y =ag+ ZaiXi ~ N(ao+ Zaiﬂhzazzazz)‘
i=1 i=1 i=1
Je-li an4+1 # 0, pak

n
Y =ao+ Z a; Xi+an1Xn1 =Y1+ Yo

i=1 Yo

Yy
je sou¢tem dvou nezavislych ndhodnych velicin.

Prvni ndhodné veli¢ina Y; méa podle indukéniho predpokladu normélni rozdéleni
n n
Vi~ N(ag+ ) aip, Y a;o?)
=1 =1

je-li alespon jedno z ¢isel a1, ..., a, ruzné od nuly, v opacném pfipadé je tvrzeni ziejmé.

Druhé nédhodna velicina Y5 ma podle véty 13.1 normalni rozdéleni

2 2
Ys ~ N<an+1/1'n+17an+lan+1)‘

Néahodny vektor (Y1, Y2)" vytvoreny ze dvou nezavislych normalnich ndhodnych veli¢in mé nor-
malni rozdéleni

(Y1,Y2)" ~ Na(p, X)),

i=1

n / 9 o
kde l’l’ = ((J'O + Z aiuiyan-%—l/"n,-%—l) a 2 = ( 1; %7 0 ) tedy p = 0

2 2
0 Ap+10n+1

Pak podle véty 13.2 dostaneme

n+1 n+1
Y=Yi+Y ~ N (ao+2ami,2a?a?> :

i=1 =1
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0

Nasledujici definice zavadi dalsi typ rozdéleni, které budeme pri transformaci normalnich na-
hodnych veli¢in dale potrebovat.

DEFINICE 13.4. x? ROZDELENI. Rekneme, Ze ndhodna veli¢ina X mé x? rozdéleni s v > 0 stupni
volnosti, pokud jeji hustota ma tvar

i zile2® 7>0
fx(z) =4 220(3)
0 <0
a budeme psat
2
X ~ x“(v).
Grafy hustot y? rozdéleni Grafy distribuénich funkci x? rozdéleni
A
025} V=1
0.8
0.2
V=2
06 V=
0.15
04r
01 v=
v=20
0.05+ V=30 v=40 V=50 4 02F v=
0

20 30 40 50 60 70 80

VETA 13.5. SOUCET n NEZAVISLYCH 2 VELICIN.
Necht Uy, ..., U, jsou nezavislé ndahodné veliciny se standardizovanym normdlnim rozdélenim,
t.j.

U; ~ N(0,1) pro i=1,...,n.

Pak nahodna velicina
n

K= ZU12 ~ X2(n)
i=1
md x? rozdéleni o n stupnich volnosti.
Dtikaz. Vétu dokazeme indukci.
(1) Nejprve dokdzeme tvrzeni pro n = 1. Pro u > 0 pocitejme distribucni funkei Fy;2(u) (pro u <0
je zfejmé nulova)

Fya(u) = P(U} < u) = P(|U1| < Vu) = Fi, (Vu) = Fu, (—Vu).
Odtud pak derivaci ziskdme hustotu fi2(u) = F{»(u), tj.
1

1

REN [fo, (V) + fo, (—Vu)]

1 1 1 1 1
—5u ——16—5

= —— 27 = —Uu?2

Vam/u - aar(h)

fuz(u)

(nebot T'(3) = v/7), a tedy fu2(u) odpovidd hustoté rozdéleni x2(1).



RNDr. Marie Forbelska, Ph.D., Mgr. Jan Kolacek, Ph.D. 65

(2) Predpoklddejme, ze tvrzeni plati pro n > 1 a dokdZeme je pro n + 1. Podle Disledku 12.9 je

foprsvt, @ = [ fopeoglu)fos,, (0o

1
Pfipometime si nyni beta funkei z piikladu 6.5. Ta je definovana piedpisem B(a,b) = [ 01—
0
x)?~ldx a plati vztah mezi beta a gamma funkci B(a,b) = FP(EQEES)' Substituci t = ¥, udt = dx
dostavame
_u u
e 2 n_q _1
U) = — u—x)2 "z 2dx
it e gy
efgunTlfl i
= g1 1 /(1 _t)iilti%lt
= n
22T (5)0(3) 4
_ efgunTﬂfl B (1 Tl) B efgunTﬂil F(%)F(%)
— nt1 ) - n+1 1 I
25T (3)T(3) \22/ 2% (ri) Tw)

Nyni zavedeme dalsi rozdéleni, které souvisi s transformaci normalnich ndhodnych veli¢in.

DEFINICE 13.6. STUDENTOVO ROZDELENi. Rekneme, 7e nadhodné veli¢ina X mé Studentovo
t rozdéleni o v > 0 stupnich volnosti, pokud jeji hustota je tvaru

D () -4l

1 (g2 2
fX(eT)=1—2V 2<x—+1) proz € R
F(3)T () ’
Pak piseme
X ~ t).
Grafy hustot Studentova t rozdéleni Grafy distribuc¢nich funkci Studentova ¢ rozdéleni

v=30

081

061

041

021
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VETA 13.7. Necht ndhodné veliciny U ~ N(0,1) a K ~ x2(v) jsou nezdvislé. Pak ndhodnd
velicina o

T= ~ t(v
1)
ma Studentovo t rozdéleni o v stupnich volnosti.
Diikaz. Ndhodnou velicinu 7' zapiseme ve tvaru T = ‘/\/%U a vyuzijeme tvrzeni (2) Véty 13.1 o

hustoté podilu dvou nahodnych veli¢in. Odtud je

Jr(u) = \% 7fU (\%) fyr(@)zde. (3.13.10)
0

Nejprve vyjadiime hustotu f () z distribu¢ni funkce F (). Pfipometime, Ze hustota ndhodné
veliciny K je tvaru

Pro y > 0 pocitejme distribucéni funkei F 7(y)

1 v 1
_ _ 2N v_q _1
Fz(y) = P(WK <y)=P(K <y*) = /251“(V)m2 e~ 3%dg.
0 2
Substituci z = t? dostavame
i 1 1
F = | ——- Lot gt = r)= ————r g’ lem37,
= [ ) = ey
0
Dosazenim do vztahu (3.13.10) dostavame
o0
1 1 u?z? 1
U) = — e 2 ' e 2" ndx
fr(w) V/\/ﬂ 25717 (%)
0
(o]
1 _az? (W2
= 1 /6 2 (" +1)$V_1xdx
v
22T (2) \/ TV 3
Provedenim substituce t = % <§ + 1) upravime na tvar
21/71 oo
frlw) = : o [t
v—1 o
2TT(HT ) Vo (L +1) 7 3
—_———
r(+5+)
v+1 2 -t
_ FV( 2 )1 IJ_% <u+1> 2
L'(5)T(3) v

A nakonec zavedeme posledni rozdéleni souvisejici s trasformacemi normélniho rozdéleni.
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DEFINICE 13.8. FISHEROVO-SNEDECOROVO F ROZDELENI. Rekneme, ze ndhodn4 veli¢ina X ma
Fisherovo—Snedecorovo F rozdéleni o v; > 0 a v, > 0 stupnich volnosti, pokud jeji

hustota je tvaru
_vitvy

r(xatx o
())() TyTl(2y+1) T g0,
2

r
0 y < 0.

Pak piseme
X ~ F(l/l, 1/2).

Grafy distribu¢nich funkei
Fisherova—Snedecorova I’ rozdéleni

Grafy hustot Fisherova—Snedecorova F' rozdéleni

15

VETA 13.9. Necht K1 a K1 jsou nezavislé ndhodné veliciny a
Ki~x*w), i=1.2.

Pak nahodna velicina
. Kl/l/l
B K2/l/2

md Fisherovo—Snedecorovo F' rozdéleni o v a vy stupnich volnosti.

~ F(Vla U2)

Dtikaz. Hustota pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny K; je rovna

1 L i o
-, e 2% ;>0
Frei(m) =4 27r0(3)" o
z; <0

Opét vyuzijeme tvrzeni (2) Véty 13.1 o hustoté podilu dvou ndhodnych veli¢in. Odtud je

12

fr(u) = V; /le <uiyl> fr,(z)xd.
0

Dosazenim dostavame

2z - 1 ur] %_1 7%(1;11/1) 1 va_q _1,
fF(u) = — Iz e 2 ) ———X 2 e 2%xdx
w231 () \me

1 Y1 1

)
- (Zl) h vty - /x"l;lﬁleéz(":;Jrl)dx.
) T ()
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Provedenim substituce t = § (“V—”; + 1) upravime na tvar

_ritvg

Ny u 71" <uul;l + 1) DT
fr(u) = <) e /t T et
= L(3)r (%)

-~

o(253)

v vty
LT () ()
rEHT ) e "

0

VETA 13.10. LINEARNf TRANSFORMACE NORMALNICH NAHODNYCH VEKTORU. Necht ndhodnj
vektor

X =(X1,...,X) ~ Np(p, %)
md n—rozmérné normdlni rozdélent a B je regquldrni matice redlnych cisel typu n x n, ddle necht
a € R" je vektor redlnych cisel. Potom ndahodny vektor

Y =a+BX ~ N,(a+Bu,B'EB).
Dikaz. Hustota pravdépodobnosti ndhodného vektoru X je tvaru
_n _1 -
fx(x)=(2m) 2 B[ zexp {—3(X - )= (X —p)}.
Inverzni transformace k transformaci y = a + Bx je rovna
X = Bil(y - a)7
pricemz jakobidn této inverzni transformace je roven
Dy-1(y) = [B7!| = B[ ™.
Pak hustotu transformované nahodného vektoru Y = a + BX lze vyjadrit takto
fx(y) = fx(B ' (y —a))[B|!
noy—Li _ P
=(2m) 2 |[B[2B[exp { 3By —a) - p/=TI By —a) — ul}
= (27) % |B'SB| 2 exp{-L(y —a— Bu)|B'SB| (y —a—Bp)}.

Tim je véta dokdzéana. O

VETA 13.11. SPECIALNI TRANSFORMACE NEZAVISLYCH NORMALNICH NAHODNYCH VELICIN.

Necht X1,..., X, jsou nezdvislé ndhodné veliciny takové, Ze
X; ~ N(pi,0?), i=1,...,n
a B je ortonormdlni matice typu n x n. Poloime X = (X1,...,X,) a
Y=M,...Y) =BX-mup
kde pp = (p1, ..., pn). Potom Y; jsou nezdvislé ndhodné veliciny a
Y; ~ N(0,0?).
Dtikaz. Protoze X1i,..., X, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s rozdélenim X; ~ N(u;,0?%), ma na-

hodny vektor X hustotu

n

fx(x) = H [ 217w exp{_% (%)QH — (27r)_% exp {_; Ej: (nguz)Z} ~ Np(p, %),

=1
kde ¥ = ¢21,.

Je-li B ortonormalni matice, tj.
B ' =B
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pak z véty 13.10 plyne, ze ndhodny vektor
Y=B(X-u) ~ N,(O,B'EB),
pricemz
B'SB = ¢’B'B = 7’1,

fY(Y):ﬁ[ 5

s hustotou tvaru

1
. o

j=1
Odtud plyne tvrzeni véty.

oo {4 (2)7}] = [T i ).
j=1
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KAPITOLA 4

Ciselné charakteristiky rozdéleni pravdépodobnosti

1. Stfedni hodnota, jeji vlastnosti a vypocet

DEFINICE 1.1. Necht X je ndhodné veli¢ina definovand na (2,4, P) a necht existuje integrél
[ X (w) dP(w) < co. Potom éislo
Q

EX = | X(w) dP(w)
/

nazyvame stfedni hodnotou nahodné veli¢iny X. Pokud uvedeny integrdl neni koneény
nebo neexistuje, fikame, Ze stfedni hodnota nahodné veli¢iny X neexistuje.

Poznamka 1.2. Z definice stfedni hodnoty nédhodné veli¢iny plyne, Zze EX existuje, pravé kdyz
nahodnd veli¢ina X (coz je borelovsky méfitelnd funkce X (w)) je integrovatelnd na 2 vzhledem
k pravdépodobnostni mire P.

Casto se symbolem £; = L1(9, A, P) zna¢i mnozina vsech nahodnych veli¢in definovanych
na (Q, A, P), které maji koneéné stiedni hodnoty.

Z vlastnosti integrovatelnych funkei ihned plynou nasledujici zékladni vlastnosti stfedni hod-
noty.

VETA 1.3. Necht X, X1, X5 jsou ndhodné veliciny definované na pravdépodobnostnim prostoru
(Q,A,P), a,a1,az € R. Potom

(1) EX existuje <  E|X| existuje.

(2) Jestlize P(X =a)=1 = EX =a.

(3) Euistuji-li EX1, EXa = E(a1 X1+ a2Xs) = a1EX1 + a2 EX;.
(4) Necht ezistuji EX1, EXs a plati X; < Xy = EX; <EX,.
(5) Necht |Xi| < X9 a EXy existuje =  EX) existuje.

(6) Nechf P(X >0)=1 = EX>0.

Dalsi vlastnosti stfedni hodnoty, zejména vzorce vhodné pro jeji vypocet, plynou ze znamé véty
o pfenosu integrace z méfitelného prostoru (£2,.4) na méfitelny prostor (A, D) pomoci méfitelné
funkce h. Tuto vétu budeme citovat pro pfipad, kdy (A, D) = (R™, B™).

VETA 1.4. VETA O PRENOSU INTEGRACE. Necht X = (X1,...,X,)" je n-rozmérny ndhodny
vektor definovany na pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P), g je borelovsky méritelnd funkce
na (R™,B"), Px je rozdéleni pravdépodobnosti nahodného vektoru X. Potom

/ 9(X(w))dP(w) = / 9(%)dPx (x)

Q Rn

Poznamka 1.5. M4-li ndhodny vektor X = (X1, ..., X,,)’ distribuéni funkci F'(x), potom rozdéleni

pravdépodobnosti Px = pr, kde pp je Lebesgueova-Stieltjesova mira indukovana distribuc¢ni funkci
I a muzeme psat

[ox@nire) = [ garxeo = [ goodue "™ [ gedr )

Q Rn” R” R

71
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DUSLEDEK 1.6. Necht X je ndhodnd veli¢ina, resp. X = (X1,...,X,,) je ndhodny vektor defino-
vany na (2, A, P). Potom plati

o
(1) Ezistuje-li stredni hodnota EX , potom existuje konecny integrdl [ xdF(zx) a naopak. V tomto

—00

o0 o0
pripadé plati | EX = [ zdF(z)|, . X € L1(, A, P) & [ zdF(z) < .

(a) Necht X ~ (M,p) je diskrétniho typu, pak plati X € L£1(Q, A, P) < > ap(z) absolutné
zeM

konverguje. V tomto pripadé | EX = Y xp(z)|.
xeM

(b) Necht X ~ f(z) je absolutné spojitého typu. Potom z ezistence stiedni hodnoty EX
plyne integrovatelnost funkce xf(x) vzhledem k Lebesgueové mire a naopak. V tomto pri-

padé plati |[EX = [ zf(x)dz|, tj. X € L1(, A, P) < zf(z) je integrovatelnd vzhledem

k Lebesgueove mire.

(2) Necht g(x) je borelovskd funkce. Potom stredni hodnota transformované ndhodné veli¢iny
(0.0)

Y = g(X) existuje pravé kdyZ existuje a je koneény integral [ g(x)dF(x) < co. V tomto

—00

pripadé plati | EY = Eg(X) = [ g(z)dF(z)|.

(a) Necht X ~ (M,p) je diskrétniho typu, pak plati Y € L1(, A, P) < > g(x)p(x) abso-
xeM

lutné konverguje. V tomto pripadé |EY = Eg(X) = > g(x)p(z)|
zeEM

(b) Necht X ~ f(x) je absolutné spojitého typu. Potom FEY existuje pravé kdyz
je funkce g(x)f(x) integrovatelnd wvzhledem k Lebesqueové mife a pritom plati

BY = Eg(X) :j"o g(@)f(@)dz|, 4. BY = Eg(X) € L1(Q, A P) & g¢(@)f(z) je inte-

grovatelna vzhledem k Lebesgueové mire.

(8) Necht g(xi,...,z,) borelovskd funkce. Potom stredni hodnota ndhodné veliciny ¥ =
g(X) emistuje, praveé kdyz ezistuje integrdl [ g(x)dF(x) < oo. V tomto piipadé
Rn

EY = [ g(x)dF(x).| Ddle
R

(a) Necht X ~ (M,p) je diskrétniho typu, pak plati Y € L1(Q, A, P) & > g(x)p(x) abso-
zeM

lutné konverguje. V tomto pripadé |EY = Eg(X) = > g(x)p(x) |
xeM

(b) Necht X ~ f(x) je absolutné spojitého typu. Potom FEY existuje prdavé kdyz
je funkce g(x)f(x) integrovatelnd wvzhledem k Lebesqueové mire a pritom plati

EY = Eg(X) :an g(x)f(x)dx|, tj. EY = Eg(X) € L1(Q,A, P) & g(x)f(x) je inte-

grovatelna vzhledem k Lebesgueové mire.

Priklad 1.7. MOTIVACNI PRIKLAD

Jak bylo uvedeno v definici, stfedni hodnotu ndhodné veli¢iny oznacujeme pismenem FE. Toto
oznaceni pochdzi z anglického ,expected value“ (ocekdvana hodnota). V tomto piikladu bychom
chtéli demonstrovat vyznam slova ,ocekavany“.

Uvazujme hru ,kolo stésti“, kde acastnik hry roztoci kolo znézornéné na obr. 1. Kazdé pole tohoto
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OBRAZEK 1. ,Kolo stésti“

kola definuje vyhru (v K¢&), kterd bude vyplacena hraci v pfipadé, Ze na toto pole ukazuje Sipka po
zastaveni kola. Za kazdou hru zaplati hra¢ provozovateli 1 K¢é. Zajima nas, z pohledu hrace, jestli
se nam vyplati takovou hru hrat, tj. jaka je ,ocekavana“ hodnota naseho zisku.

Reseni:

Oznac¢me Y ndhodnou veli¢inu, kterd udava nas zisk z jedné hry a dale oznacme X nahodnou
veli¢inu udavajici ¢astku, kterou si vytoc¢ime na kole v jedné hre. Zfejmé plati Y = X — 1. Hodnoty
nahodné veli¢iny X a jeji pravdépodobnostni funkce jsou uvedeny v nasledujici tabulce:

X |01 2 4

N[
0|
=
00|

p(x)

Stfedni hodnota (tj. ocekdvand hodnota) naseho zisku z jedné hry je tedy

EY =EX —1
1 1 1
—0-Z41--+2--+4---1
s tlg+2-7+
1
=2-=0,125
8 )

To znamend, Ze se nam hru vyplati hrat, nebot napf. pii 1000 opakovénich je ocekavany zisk
125 Ke¢.

Priklad 1.8. STREDNI HODNOTA POISSONOVA ROZDELENI. Mé&jme nahodnou veli¢inu X ~ Po(\)
s pravdépodobnostni funkci

e*)‘?‘E—T xeM={0,1,...,}
p(z) =

0 jinak.
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Pocitejme stfedni hodnotu

o )\xl

oo o0 _A B B
EX:;)xp(x):;xe )‘x )‘Z 3:—1 = e ’\Z @1

= ‘subst.yzsn—l] :)\e*’\za:)\.

—_———
1= 3 p(y)

yeM

Piiklad 1.9. STREDNI HODNOTA NORMALNIHO (GAUSSOVA) ROZDELENI. Méjme ndhodnou veli-
¢inu s normalnim rozdélenim X ~ N(u,0?) s hustotou

= ool 5 (5 )

Pocitejme
[e.9] o0 1 7l(7)_ﬂ)2
EX = / xf(z)dx —/ Tagre 2V e ) dr.
—0o0 —0o0
Polozime-li y = £ tj. x = oy + p a dr = ody, pak
>~ _l(ﬂ)Q L[ 1,2
EX:/ Targ e 2\ o dﬂ::m/ (oy +pe 2¥ dy
—0oQ —00
o [T 1 o 1
= Jan ye 2Y¥ dy+pu Nk dy = p.
—0o0 —0o0
=0 (licha funkce) =1 (hustotavY~N(0,1))
VETA 1.10. STREDNf HODNOTA SOUCINU NEZAVISLYCH NAHODNYCH VELICIN. Necht X1,..., X,

jsou mezavislé ndhodné veliciny definované na (Q, A, P) a necht existuji stredni hodnoty

EXy,...,EX,. Pak plati
E (H Xi> =[[Ex:. (4.1.11)
=1 =1

n

Dtikaz. Polozme Y; = [] Xi, tj. g(x1,...,2y) = x1 - -+ - @y S vyuzitim faktu, ze Xq,..., X, jsou
i=1

nezavislé ndhodné veli¢iny, pro které musi platit F'(xy,...,2,) = Fi(z1) - -+ - Fy(xy,), pocitejme

stredni hodnotu transformované nahodné veli¢iny

EY = / x)dF(x / /:c1 ----- TndF (21, .., 2n)
—0o0
nez. / /xl _____ Tn [dFl(xl) ..... an(xn)]: /wldFl(le) ..... /xnan($n)
=EX1<00 =FEX,<oo

= EX; - EX,.
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2. Obecné a centralni momenty

DEFINICE 2.1. Necht X je ndhodnd veli¢ina definovana na (2, A, P). Potom ¢isla

wh, = EX* obecnym

pr = E(X — EX)F nazyvame centralnim momentem néhodné veli¢iny X
ir = E|X|* absolutnim

za predpokladu, ze uvedené stredni hodnoty pro k = 1,2, ... existuji.

Poznamka 2.2. Je-li k-t§ moment konecny, tj. EX* < oo, piseme X € £1(£, A, P) nebo zkracené
X e L.

VETA 2.3. VLASTNOSTI MOMENTU. Necht pro n € N existuje p,, = EX™ < co. Potom plati

p, = EXF < o0
(1) Existuji e = B(X-EX)* <o pro libovolnd k < n
o = E|X|* < 00
(2) Dadle plati
1
(i) * = (E|X|'f) Y < ()" = (BE|IX|M% pro libovolnd k < n (4.2.12)

Dukaz. Tvrzeni (1) vyplyva z vlastnosti Lebesgueovych integralti; v tvrzeni (2) jde o specialni pri-
pad tzv. Holderovy nerovnosti. [

DEFINICE 2.4.

(1) Rekneme, Ze ndhodn4 veli¢ina X ma koneény druhy moment, jestlize | i = EX? < 00|,

(2) Druhy centralni moment nazjvame rozptyl a znac¢ime | DX = E(X — EX)? = o |.

(3) Cislo 0x = VDX nazyvame smérodatnou odchylkou ndhodné veli¢iny X.

VETA 2.5. VLASTNOSTI ROZPTYLU. Necht X,X;,Xs jsou ndhodné weliciny definované
na (Q, A, P) s konecnymi druhgymi momenty, a,aq,a2 € R. Pak

(1) DX >0

(2) DX = EX? - (EX)?

(3) Jestlize P(X =a) =1, pak DX = 0.

(4) D(a; + agX) = a%DX

(5) Necht X1, Xo jsou nezdavislé nahodné veliciny, pak D(X; + X2) = DX + DXo.
Diikaz.

(1) Protoze pro transformovanou ndhodnou veli¢inu Y = (X — EX)? plati , ze P(Y > 0) = 1, pak
EY >0, pficemz EY = DX.

(2) DX = E(X-EX)?=E[X?-2(EX) X 4+ (EX)?] = EX?-2EX-EX+EX? = EX? — (EX)?
(3) Jestlize P(X = a) = 1, pak X je diskrétni ndhodna veli¢ina, tj.

1 z=a,
X ~ (M, px), kde M = {a} a px(z) = g
0 jinak.
takze EX = Y azpx(r)=apx(a)=a a DX= > (r—a)’px(x)=(a—a)*> 1=0
zeM xeM
(4) D(ay 4 axX) = Elay +asX — E(ay + a9 X)]> = Ela; + ao X — a1 — ag EX)?

= Elay(X — EX))? = a?E(X — EX)? = a23DX

(5) D(X1+X2) = E[X1+Xo—E(X1+X0)>=FE[X1+X,—EX|—EX,)?
= E[(X1—-EX))+(X2—EX,))?
= E[(X1—EX1)?4+2(X1-EX1)(X2—EXs) + (X2 — EX5)?]

= B(X1—EX1)*2E[(X1—EX1)(Xo—EX,)|+E(X;—EX2)2=DX,+DX,

=DX1 "EB(X1-EX1)-B(X2—-EX2)=0-0 =DX; 0
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Priklad 2.6. RozZPTYL POISSONOVA ROZDELENI. Mé&me nadhodnou veli¢inu X ~ Po()\) s prav-
dépodobnostni funkci

e*/\ﬁ xeM={0,1,...,}
{0 jinak.
Abychom mohli vypocitat rozptyl
DX = EX? — (EX)?
potiebujeme znat stfedni hodnotu, a ta je rovnha EX = X\ (viz pfiklad 1.8). Déle pocitejme

:ixzp Zaz2 7)‘>\ 7)‘2 (x — 1) + z]
=0

)\Z‘
!

(o]
)\l‘
A —>\
- ~1
‘ ;)x(x )ac(a:—l)(;r—Q Zz
N h/—/
—EX=\
o A 0 )\fo
Y -2
e 2ot
=\2 e M A=A 4,
=1= > p(y)
yeEM

takze
DX =XN+A-A =\

Priklad 2.7. ROzPTYL NORMALNIHO (GAUSSOVA) ROZDELENI. Méjme nahodnou veli¢inu s nor-
mélnim rozdélenim X ~ N(u,0?) s hustotou

= ool s () ]

Pocitejme rozptyl piimo podle definice

o0 liz—puy2
DX:E(X—EX)2:/ (z — EX)%f d:[:—/ 2W — )26_2( ) da
—00
Polozime-li y = “=£ tj. x — u = oy a dx = ody, potom

o0 2
ox]- [ e )

[o¢]
0.2 2 7ly2
= e 2 d
Vo / e dy

sudé funkce

[ee]
o 0.2 2 7ly2
= 2/0 aRye dy.

Polozme %yz =1, tj. y = V2t a ydy = dt. Potom dostaneme

m—a / r\ﬁeftdt—a 7 OOtgfleftalt:,

protoze

[ raseh -l - e
0
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VETA 2.8. CEBYSEVOVA NEROVNOST. Necht X je ndhodnd veli¢ina s konecnym druhgym momen-
tem. Potom pro libovolné € > 0 plati

DX
P(|X —-EX|>¢) < — (4.2.13)
Dukaz. Zvolme € > 0 a oznaéme M, = {z € R: |z — EX| > ¢}. Potom
DX = BE(X-EX)?= [ (z—EX)%dF(z)> [ (z— EX)*dF(x)
—_——

—00 ME
>e?
> &2 [ dF(z) =*P(X € M) = &?P(|X — EX| > ¢)
M.
a odtud jiz plyne tvrzeni véty. O

Poznamka 2.9. Polozime-li € = kv/DX = kox , kde k € N a DX > 0, pak mame
P(EX —kox < X <EX +kox)=P(|X —EX|<kox)=1-—P(|X — EX| > kox)

Ceb.ner. DX 1

= I-ppx =l ®
Tedy plati P(X —EX|<kox)>21-4 (4.2.14)
Zvolime-li napiiklad k=3, pak P(|X — EX| < 30x) > 1 — § = § = 0.89, coz lze slovng

charakterizovat takto:
nahodna veli¢ina X se pri své realizaci neodchyli od své stiedni hodnoty o vice nez trojnasobek
své smérodatné odchylky s pravdépodobnosti aspon 0.89.

3. Kovariance a korelaéni koeficient

V celém odstavci budeme predpokladat, ze ndhodné veli¢iny maji kone¢né druhé momenty. Je
tfeba si uvédomit, ze z existence kone¢nych druhym momenti plyne i existence prvnich momenti

a rozptylu, nebot ze Schwarzovy nerovnosti plyne, ze | |[E(X - V)| <V EX2EY?2| Polozime-1i Y = 1,

dostaneme nerovnost | | E(X)|<VEX? < oo |a miizeme vyjadtit i rozptyl| DX = EX?—(EX)%<oo|.
Dale budeme ptredpokladat, ze ndhodné veli¢iny maji nenulovy rozptyl, tj. Ze nejsou degenero-
vané.

DerFiNICE  3.1. Kovarianci dvou naéhodnych wvelicin @ X a Y nazyvame dislo

|C(X,Y) = E(X — EX)(Y — EY)] a &slo |R(X,Y)= f% nazfvéme korelaéni ko-

eficient.

VETA 3.2. Necht nahodné veliciny X a'Y maji sdruzenou distribucni funkci F(z,vy). Pak

o0

C(X,Y) = / / (z — EX)(y — BY)dF(x,y) (4.3.15)
—0o0 —O0
(a) Necht nahodné veli¢iny jsou diskrétniho typu, tj. (X,Y) ~ (M,p(x,y)), pak plati

CX,Y)= > (z—EX)(y— EY)p(z,y) (4.3.16)
(z,y)eM

(b) Necht ndhodné veliciny jsou absolutné spojitého typu, tj. (X,Y) ~ f(z,y), pak plati

C(X,Y) = / / (x — EX)(y — EY)dF(z,y) (4.3.17)

—00 —0O0

Dtikaz. Véta je dusledkem véty o stfedni hodnoté transformovaného ndhodného vektoru, kdy
9(X,)Y)=(X-EX)(Y —EY). O
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Piiklad 3.3. KOVARIANCE A KORELACE NORMALNIHO (GAUSSOVA) ROZDELENI. Necht ndhodny

vektor X = (X,Y) ~ Na(p,¥) mé dvourozmérné normalni rozdéleni s parametry p = <Zi) a

2
Y= (ﬂ;la f’f;g”?), tj. ma hustotu tvaru
102 2

f(va)(gj,y) = me}(p {_2(11[)2) |:<x;i“>2 B szgiu ygéﬂ + (9;52)2] } .
Nasim tkolem bude vypocitat korelacni koeficient.
7 ptikladta 1.9 a 2.7 vime, ze pro marginalni ndhodné veli¢iny plati
EX = m EY = p
DX = o? DY = o3

Déle vime, ze standardizovand nadhodna veli¢ina U = Xf:ﬁ ~ N(0,1) ma nulovou stiedni hod-

notu a jednotkovy rozptyl, t;j.

2 2

EU:\/%/ e dy =0 a DU:\}%/ uPe 3 dy = 1.

Protoze R(X,Y) = %, pocitejme nejprve kovarianci

C(X,Y) = E(X — EX)(Y — BY) = /_OO /_OO (z — EX)(y — EY) fxy)(z, y)dzdy

2
1 T—p1 \7_ o Top] Y—H2 Yy—K2
{( o1 ) 2p o1 02 +( p)

- [ [ ey pe T
2mo1094/1—p2? o0 o

Polozime-li nejprve u = <%, v = Y252 (tj. 2 — 1 = o1u, y — p2 = 020 a dz = o1du, dy = o2dv),
dostaneme

)2} dxdy.

2w/ 1—p?

o0 o0 -1 [u2—2puv+v2]
CX)Y)=—H= / / uwv e 20-+%) dudv
—0Q —0oQ
[e’e) 1 2 oo 1 2
— 0102 we 202" [/ ve 2(1792>(U 2puv)dv] du.

o 2w/ 1—p? 0o 0o

Protoze plati v? — 2puv = (v — pu)? — p?u?, pokracujme

0 W?(1-p?) L 0 (v—pu)?
C(X,)Y) = ‘71”2/ ue 201-0?) / ve 20-0%)dy| du.
( ’ ) ver | Ven(1-p?) J_ o

oznacme [

Zavedeme-li substituci \%”7“2 =t,pak v = /1 —p2 t+ puadv=+/1—p?dt, takze
—p
o0
% Ll
_m/ ( 1—p2t+pu)€ 2t 1—p2dt
—0o0
=1-p2 Oote_%tzdt +pu = Ooe_%tht =[pu
- P | N -

=0=FEU, kde U~N(0,1) =1 (hustota U~N(0,1))

Pokracujme

[e.9] 2

oo 2
CX,Y)|=22 | pue” 2 du=poros jﬂ/ u’e™ T du =
—00 —00

=1=DU, kde U~N(0,1)

a korela¢ni koeficient je tedy roven
C(X, Y) pPoO102
R(X, = = =[pl
( ) vDXVDY 0102
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VETA 3.4. VLASTNOSTI KOVARIANCE A KORELACE. Necht X a Y jsou ndhodné wvelic¢iny,
ai,as,bi,by € R. Potom

(1) C(X,X) = DX a R(X,X) = 1.

(2) C(X,Y)=C(Y,X) a R(X,Y) = R(Y, X).

(3) O(X,Y) = E(XY) — (EX)(EY).

(4) Jsou-li nahodné veliciny X a'Y nezdvislé, pak C(X,Y)=R(X,Y)=0.

(5) |C(X,Y)| < VDXDY a IR(X,Y)| < 1.
(5) C(a1 + as X,b1 + sz) = axbyC(X, Y)
R(ay + as X, b1 + b2Y) = R(X,Y)sign(azba), je—li ag #0 a by # 0.

(7) D(X +Y) = DX + DY +20(X,Y).
(8) R(X,Y)= 1 &  existuji konstanty [a] a takové, Ze P(Y =a+bX) =1

R(X,Y)=-1 & existugi konstanty [a] a takové, Ze P(Y =a+bX) =1
Dikaz.

_ 2 _ CX)YY) _ DX _
(1) C(X,X) = E(X — EX)2 = DX a R(X,X) = Bl = BX = 1.

(2) C(X,)Y)=E[(X—EX)(Y-EY)|=E[(Y-EY)X-EX)|=C(Y,X) < R(X,Y)=R(Y,X).
(3) C(X,)Y) = E[(X—-EX)Y—-EY)=FEXY—-X-EY-EX Y+ EX-EY]
= EXY)-EX -EY-FEX -EY+EX -EY =E(XY)—-(EX)(EY)
(4) Jestlize X a Y jsou nezavislé = E(XY) = (EX)(EY), takze
C(X,Y) @ E(XY)—- (EX)(EY)=(EX)(EY)—(EX)(EY)=0 = R(X,Y)=0
(5) Podle Schwarzovy nerovnosti pro stfedni hodnoty nahodnych velicin W a Z plati vztah
|[E(WZ)| < VEW?2VEZ?, ptifemz rovnost nastava < P(Z = ¢W) = 1, ¢ # 0, tj. s prav-
dépodobnosti 1 jsou ndhodné veli¢iny W a Z proporcionalni. Polozime-li W = X — FX a

Z =Y — EY, dostaneme
ff:):EX)(yEYdF:Uy //:nEXdF:ry//yEYdey)

—00 —O0
—00 —0O0 —00 —0O0
—DX =DY
Odtud plyne tvrzeni |C(X,Y)| < vVDXDY a ‘m

(6) C(a1 + as X, by + bQY) = E[(a1 + as X — E(a1 + agX))(bl +byY — E(bl + bQY))]
— Blaa(X — EX)][o(Y — EY)] = abhy B[(X — EX)(Y — BY)

== CLQbQC(X,Y)
b2
R a + a X,b + b Y _ C((l1+a2X,b1+b2Y) _ aszC(X,Y) _ az R X Y
( ' ? ' ? ) \/D(f11+a2X)\/ D(b1+b2Y) \/agDX\/bgDY ’CLQHbQ‘ ( )

=sign(azbz)
() DIX+Y)=EX+Y -EX+Y)?=E[(X-EX)+ (Y - EY))?
=E[(X -EX)?+2(X - EX)(Y —EY) + (Y — EY)?]
=E(X —-EX)’E(X —EX)(Y —EY)+ E(Y —EY)?=DX +2C(X,Y) + DY
=1

(8) Protoze 1 =|R(X,Y)E JQ{% < C(X,Y)=|R(X,Y)|vVDXVDY, takze nastala rovnost
ve Schwarzové nerovnosti. V tom piipadé jsou s pravdépodobnosti 1 ndhodné veli¢iny X — EX
a Y —EY proporcionalni, tj. 3 ¢c#0 a plati 1=P(Y—EY =¢(X—EX))=P(Y =EY —cEX+cX).
Polozme a = EY — cEX a b = ¢, pak P(Y = a+ bX) = 1. Vratime-li se ke korela¢nimu
koeficientu, dostaneme (©) { 1 b>0
R(X,Y)=R(X,a+bX) = sign(b) R(X,X) = ’
—_—— -1 b<O.

=1
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Poznamka 3.5. Jestlize je kovariance a korelace nulova, tj. C(X,Y) = R(X,Y) = 0, pak fikame,
7e ndhodné veli¢iny X a Y jsou nekorelované.

Poznamka 3.6. V piipadé dvourozmérného normalniho rozdéleni X = (X,Y) ~ Na(p,X)
s parametry g = <“1> aX= ( o pm{”) a s hustotou

H2 pPo102 (o5

2 2
_ 1 1 |(= i Y= =
foxn(@,y) = Ml_erXP{_zup?) [(xaf“) 2 (yagz) ]}

vime, ze R(X,Y) = p (viz priklad 3.3). Jsou-li obé nahodné veli¢iny nekorelované, tj. p = 0, tak
ze tvaru hustoty vyplyvd, Ze obé ndhodné veli¢iny jsou 1 mnezavislé, nebot plati

fxy) (@ y) = fx(@) fy(y).

Toto tvrzeni lze snadno zobecnit 1 na n—rozmérné normalni rozdéleni
X = (X1,..., X,) ~ Ny(p, X) s hustotou fx (x) = (27) 2 | S|z~ 2(X—#'27 (X-p)

kdy nekorelovanost a nezavislost jsou ekvivalentni vlastnosti, préavé kdyz matice
¥ = diag(o?,...,02).

n

Toto tvrzeni vSak neplati obecné pro jina rozdéleni, jak ndm ukéze nasledujici ptiklad.

Priklad 3.7. Mgme dvourozmérny diskrétni néhodny vektor (X,Y) ~ (M,p), kde

1

3 ) € 030313_]—7171 )
M= My x My = {0,1) x (-1,0,1}) a play) =43 ¥ UGN}
0 jinak.

Vypocitame korela¢ni koeficient a marginalni pravdépodobnostni funkce. Na zakladé toho pak ur-
¢ime, zda piipadna nekorelovanost implikuje i nezavislost.

_ —0.1l4q.2-2
v —tfo|1|px@| FX = 2 wrx@ =0g+lg=g
o | o|ilo| 1 EY = e;wypy@) =(-1)-5+0-3+1-5=0
Yy Y
1 Lol 2 1 1 1
3 3] 3 BEXY)= > azyp(@y) =0-0-3+1-(-1)-5+1-1-3
1 1|1 (z.y)eM
pv@W| 3 |33 1 =—1+1=0

Nyni dopocitame kovarianci
CX,)Y)=EXY)— (EX)(EFY)=0-0=0 = X aY jsou nekorelované.

Avsak nejsou nezavislé, nebot napiiklad
p(0,0) =3 # px(0)-py(0) =3 3= 5.

Pokud bychom si ihned vsimli, ze plati s pravdépodobnosti 1 vztah
X=Y2,
1ze ihned pocitat
CX,Y) = B(XY) — (BX) (BY) = BY* = 5 ¢ pr(y) = (-1 3400} +15- 5 =0

takze vidime, i pfes funkéni vztah X = Y? dostdvame, Ze X a Y jsou nekorelované. Je tieba si
neustale uvédomovat, ze

« korelace je mirou linearniho vztahu;

o nulova korelace neimplikuje nezavislost, ale znaci pouze, Ze mezi ndhodnymi veli¢inami
neexistuje linearni vztah, coz nevylucuje moznost jiného funkéniho vztahu.
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4. Kvantily a dalsi ¢iselné charakteristiky

K popisu rozdéleni ndhodné veliciny X slouzi mnoho ciselnych charakteristik. Zatim jsme v
prvni kapitole poznali stifedni hodnotu nahodné veliciny X jako charakteristiku jeji polohy. Ve
druhé kapitole jsem se zabyvali rozptylem ndhodné veli¢iny X, ktery charakterizuje jeji variabilitu.
Ve tfeti kapitole byla pak popsana kovariance nahodnych velicin X a Y, ktera charakterizuje
jejich vzajemnou zavislost. Zabyvejme se nyni dalsimi charakteristikami polohy. Definujme nejprve
kvantilovou funkci a kvantil.

DEFINICE 4.1. Necht F je distribu¢ni funkei a o € (0,1). Potom funkce
FHa)=Q(a) =inf{x €R: F(z) > a}

se nazyva kvantilova funkce a ¢islo
To = Q(a)

se nazyva a-kvantilem rozdéleni s distribuéni funkei F'(z).

Poznamka 4.2. Pokud je distribuéni funkce F spojité a rostouci, pak kvantilova funkce F~! je
inverzni funkci k distribu¢ni funkci F. Za téchto predpokladt také plati vztah

P(aca/g <X < xl_a/g) =1—-oa.

Mezi ¢asto pouzivané kvantily patii

025 = ((0.25) se nazyva dolni kvartil
xos5 = Q(0.5) median
xo7s = Q(0.75) horni kvartil

V souvislosti s kvantily se také Casto uvadi interkvartilové rozpéti IQR = xg75 — 2g.25 jako
charakteristika variability nahodné veli¢iny X. Nejznaméjsim kvantilem je median & = x5, ktery
udava polohu poloviny rozdéleni. Dalsi charakteristikou miry polohy je modus z.

DEFINICE 4.3. (a) Necht X ~ (M,p) je diskrétniho typu, pak & znaci libovolné x; € M, pro
které plati P(X =) > P(X =ux;), i =1,2,...

(b) Necht X ~ f(z) je absolutné spojitého typu, pak Z znaci libovolné = € R, pro které plati
f(@) > f(z), z € R.

Je dobré si uvédomit, ze ani medidn ani modus obecné nemusi byt definovany jednoznacné.

Dalsimi ¢iselnymi charakteristikami ndhodné veli¢iny X jsou miry Sikmosti a Spic¢atosti, které cha-
rakterizuji tvar kiivky rozdéleni ndhodné velic¢iny.

DEFINICE 4.4. Koeficient Sikmosti je definovan jako
13 E(X - EX)°

M= (Dxp2 T (DX)32

Nulova sikmost znaci, ze hodnoty nadhodné veli¢iny jsou rovnomérné rozdéleny vlevo a vpravo od
stfedni hodnoty. Tj. symetrickd rozdéleni véetné normalniho rozdéleni maji sikmost nula. Kladna
sikmost poukazuje na castéjsi vyskyt odlehlejSich hodnot vpravo od stfedni hodnoty a na vétsi
kumulaci hodnot v levém okoli stfedni hodnoty. Pro rozdéleni s kladnou sikmosti obvykle plati, ze
jeho modus je mensi nez median a ten je mensi nez stfedni hodnota. Pro zapornou Sikmost je tomu
naopak. Situace je znézornéna na Obr. 2.

DEFINICE 4.5. Koeficient Spicatosti je definovan jako
114 E(X - EX)*

PTDXR T (DX)
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OBRAZEK 3. Koeficient $picatosti

Kladné spicatost znaci, ze vétsina hodnot ndhodné veli¢iny lezi blizko jeji stfedni hodnoty a hlavni
vliv na rozptyl maji mélo pravdépodobné odlehlé hodnoty. K¥ivka rozdéleni je Spicatéjsi. Zaporna
Spicatost znaci, ze rozdéleni je rovnomérnéjsi a jeho krivka je plossi. Situace je znazornéna na Obr. 3.



KAPITOLA 5

Charakteristicka funkce

1. Komplexni ndhodna veli¢ina

Pravdépodobnostni chovani ndhodnych veli¢in a ndhodnych vektorti je plné€ popsano jejich
rozdélenim pravdépodobnosti Py nebo distribuéni funkei F.

Ovsem dokazovani celé fady vlastnosti ndhodnych veli¢in ¢i ndhodnych vektori pomoci distri-
bucni funkce je tézkopadné a zdlouhavé.

Proto pracujeme s jinym analytickym vyjadfenim rozdéleni nez je distribu¢ni funkce, a to
s Fourierovou—Stieltjesovou transformaci, ktera se v teorii pravdépodobnosti nazyvé charak-
teristickou funkci.

P1i zavedeni charakteristické funkce nevystacime pouze s redlnou ndhodnou veli¢inou, ale bu-
deme pracovat s komplexni ndhodnou veli¢inou.

o« Komplexni ndhodnou veli¢inou rozumime veli¢inu Z = X + ¢Y kde X a Y jsou realné
nahodné veli¢iny definované na pravdépodobnostnim prostoru (2, .4, P).

o Distribuéni funkci komplexni ndhodné veli¢iny Z = X +14Y budeme rozumét dvourozmérnou
sdruzenou distribuéni funkci ndhodnych velicin X a Y, tj. Fz(z) = Fx y)(z,y).

o Existuji-li stfedni hodnoty FX a EY, definuje se stfedni hodnota komplexni nahodné
veliciny 7 = X 4+ ¢Y vztahem FZ = EX +:FY.

o Dulezity priklad komplexni ndhodné veli¢iny dostaneme nésledujicim zptusobem: méjme dvé
borelovsky meéritelné funkce g : R — R a h : R — R, X je ndhodné veli¢ina definovana
na (2,4, P) a F je jeji distribu¢ni funkce. Polozme Z = g(X) + ih(X). Pak Z je komplexni
nahodné veli¢ina a pro jeji stfedni hodnotu plati

EZ = Blg(X) +ih(X)] = | g@)dF(z)+i | h(z)dF(),
pokud integraly existuji a jsou konecné.

o Néhodné veli¢iny 7, = X7 +1iYy,..., Z, = X,, + 1Y}, jsou nezavislé &t (X, ). (X, Vo)
jsou nezavislé.

VETA 1.1. Necht Zy,..., Z, jsou nezdvislé komplexni ndhodné veli¢iny a existuji EZy, ..., EZ,.
n n

Pak plati | E <H Zi) =[] EZ |
i=1 i=1

Dtikaz. Predpoklddejme nejprve, ze n = 2. Fakt, ze ndhodné veliciny Z; a Zs jsou nezavislé budeme
znacit Z1 L Zs. Pocitejme

EZZy = E(Xi1+i1)(Xo+1iYe)=FE [XlXQ +1X1Ys + 11X — Z'Y1Y2]
= EXiXo+iEX 1Yo+ iEY1 Xy —iEY 1Y,

Protoze Zl 1 Zg (41%5 (Xl,Yl)/ 1 (XQ,YQ)/ = X1 1 X2,X1 1 }/27}/1 1 XQ,Yl 1 Y2

takze mlzeme pokracovat

EZ1Zy = EXiXo+1EX 1Yy +1EY1 X9 — EY Yy
= EXiEXs+iEX EYs +iEY1EXy — EY1EYs
= E(Xl—l-lyl) E(X2+ZY2) =FEZ1 EZy
a zbytek se dokaze tplnou matematickou indukci. (|

83
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2. Definice a vlastnosti charakteristicka funkce

DEFINICE 2.1. Necht X je ndhodné veli¢ina definovana na (2, A, P). Pak funkce ¢ : R — C dané

vztahem | (t) = EeX | t € R, se nazjva charakteristickou funkci ndhodné veli¢iny X.

Poznamka 2.2. Uvedenou definici je charakteristickéd funkce zavedena pouze pro realné ndhodné
veli¢iny. Charakteristickou funkci pro komplexni ndhodné veli¢iny zavadét nebudeme.

Poznamka 2.3. Je ziejmé, Ze pro V¢ € R a pro kazdou nédhodnou veli¢inu X existuje koneéné
stfedni hodnota Ee¥X, nebof mitzeme psat

X = cos (tX) +isin(tX) a |cos(tX)|<1, |sin(tX)|<1 s pravdépodobnosti 1.

Poznamka 2.4. Oznac¢ime-li distribuéni funkci ndhodné veliéiny X symbolem F', pak pfimo
z definice (1) = Ee™X = f e dF(x) vidime, ze charakteristickd funkce zavisi pouze na distribu¢ni

funkeci. Proto lze také mluv1t o charakteristické funkci distribuéni funkce.

Poznamka 2.5. VYPOCET CHARAKTERISTICKE FUNKCE.

Diskrétni pfipad X ~ (M, p) : f e dF (x f cos(tx) dF (z) +i f sin(tx) dF ()
=Y cos(ta) pl@) +1 X sinta) ple) = | 5 e (o)
zeM xeM zeM
Spojity piipad X ~ f(z): femdF fcos tr dF (z) + zfsmt:c dF(x)
f dz: + 4 [ sin(tz) f( ydz = [e*f(z) dx
R R R

Priklad 2.6. Necht ndhodné veli¢ina X mé alternativni rozdéleni X ~ A(f) s parametrem
f< (0,1), coz je pravdépodobnost zdaru ¢i uspéchu. Pak pravdépodobnostni funkce je tvaru

9 —1
N {090(1—9)1—1’ z=0,1

plx) =<1-6 z=0 = a defini¢ni obor M = {0, 1}.

ik
0 jinak Juna
Pocitejme jeji charakteristickou funkci
P(t) = e = S et p(x) = 3 01 -0 =(1-0)+ e’ =1—0(1—et).
zeM x=0,1

Charakteristicka funkce alternativniho rozdéleni ma tedy tvar (t) =1 —6(1 — ") prot € R .

Priklad 2.7. Nechf ndhodn4 veli¢ina X m4a rovnomérné rozdéleni na intervalu (—a,a), a # 0.

Zna¢ime X ~ Ro(—a,a) .

f(x) Nejprve vyjadiime charakteristickou
funkci pro ¢t =0
Pak hustota méa tvar i | P
L ifcdleic:ﬁi Y(0) = BetX0 = ff
f(IE): 2a xe(—a,a),ayéo, 37(1 i 1
0 jinak. i s -
—a a

Pro t # 0 je pak charakteristickd funkce rovna
aX ’ ' it |4 1 gita_g—ita _ sin(at)
»(t) = Ee’ fe”f dx—fZe”dx—%[e, ]ﬂl——e € — =

it at 21 at

Shrneme-li pfedchozi dva vysledky, dostaneme kone¢ny tvar charakteristické funkce

p(t) = | Tt Pot#O
1 pro t = 0.
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VETA 2.8. VLASTNOSTI CHARAKTERISTICKE FUNKCE. Necht 1(t) je charakteristickd funkce né-
jaké ndahodné veliciny. Pak

(1) @) <1 (2) ¢(0)=1

(8) ¥(t) =y(—t) proVteR (4) 1 je rovnomérné spojitd na R.
Dtikaz. Necht 1 (t) je charakteristickd funkce ndhodné veli¢iny X definované na (9, .4, P) s distri-
buéni funkci F(z) = P(X < x) pro x € R.

W) (0] = |BeX| = L{emdm)

< [|e™|dF(z) = [ dF(z) = Px(R) = P(X € R) =
R -

(2)

(3)

(0) = Ee™X0 = B(1) =1.
(—t) = Be "X = Ecos (—tX) +isin (—tX)] = Fcos (tX) — isin (tX)]
= FEcos (tX) + isin (tX)] = Ee'X = (t).

(4) Dtikaz posledniho tvrzeni nebudeme provadét, lze ho najit naptiklad v knize Rényi, A., Teorie
pravdépodobnosti, ACADEMIA, Praha 1972. 0

(8
(4

VETA 2.9. Necht X je nahodnd velicina, 1V x (t) jeji charakteristickd funkce, a,b € R. Pak charak-
teristickd funkce transformované ndhodné veliciny |Y = a + bX | je rovna |y (t) = e x (tb) |.

Dikaz. 'l/JY(t) _ EeitY — Eeit(aerX) —F (eitaeith) _ eitaEeith =€im1ﬂx(tb). ]

Priklad 2.10. CHARAKTERISTICKA FUNKCE NORMALNIHO ROZDELENI.
Pravé dokéazané tvrzeni vyuzijeme pro vypocet charakteristické funkce normalniho rozdéleni.

1,2

Ozna¢me U ~ N(0, 1) s hustotou ¢(u) = \/%6_5“ ueR
o2
X ~ N(u,0?) flz) = L _—3(*5") reR;ueR, 0>0

2mo

Vzajemny vztah mezi obéma ndhodnymi veli¢inami lze vyjadrit takto (viz véta 13.1)

X=p+oU a U=Xe (tzv. standardizace)

g

Protoze je mnohem snazsi vypocitat charakteristickou funkci standardizovaného normalniho roz-
déleni, zacneme s nahodnou veli¢inu U.

1,2 R l(u2_9i
wU(t)_ EeitU — j‘ 6ztu du— f eztu\/lz?e Su° \/127 Ooe 5(u 2ztu)du
Upravujme
u? — 2itu = [u? — 2u(it) + (it)?] — (it)? = (u — it)? + 12,
pak
_ i 1 (u—it)? subst =u — it
= b T et staun |0 o
1 oo
_ 142 _ y2 _ 1y
=e — e 2V dy=e"2
V2T 4
—0o0

=1 (hustota N(0,1))

Nyni, kdyZ zndme charakteristickou funkei standardizované ndhodné veli¢iny U ~ N (0, 1), mizeme
pomoci véty 2.9 (kdyz polozime a = p a b = o) spocitat také charakteristickou funkci ndhodné
veli¢iny X = u+ oU

2t2

Ux (t) = Yupou () = ey (to) = ehe™ 37
Shrneme-li predchozi, dostaneme
nédhodna veli¢éina U ~ N(0,1)  maé charakteristickou funkci ¢y (t) = e 2t =y 2mp(t)
X ~ N(i,0%) dx(t) = ethem
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VETA 2.11. Necht X1 a X2 jsou nezdvislé nahodné veli¢iny s charakteristickymi funkcemi vx, (t)

a Q:[)XQ (t) Pak wX1+X2 (t) = wX1 (t) sz (t) 0
Diikaz. ¢X1+X2 (t) = BettXaitXa) — E(ei'fX1 - eith) "E EetXi BeitXe =iy (1) U, (t). O

vvvvvv

v teorii pravdepodobnostl, nebot velmi ¢asto potfebujeme znét rozdéleni souctu nékolika nezivis-
lych nahodnych veli¢in. V mnoha piipadech je vypocet téchto konvoluci pomoci distribu¢ni funkce,
popft. hustoty nebo pravdépodobnostni funkce velmi obtizné. Naproti tomu charakteristickou funkci
souctu nezavislych nahodnych veli¢in Ize stanovit velmi snadno, a to jako soucin jednotlivych cha-
rakteristickych funkci.

Priklad 2.13. CHARAKTERISTICKA FUNKCE BINOMICKEHO ROZDELENI

Uvazujme kone¢nou bernoulliovskou posloupnost délky n (tj. konecnou posloupnost nezavislych
alternativnich pokusii typu zdar/nezdar) s pravdépodobnosti zdaru 6 € (0, 1). Necht Y je ndhodna
veli¢ina udavajici pocet zdard v n pokusech.

Chceme-li odvodit charakteristickou funkci binomického rozdéleni, vyuzijeme faktu, ze ndhodnou
veli¢inu Y s binomickym rozdélenim lze vyjadrit jako soucet nezavislych alternativnich ndhod-
nych velic¢in, tj.

=1

V prikladu 2.6 jsme spocitali charakteristickou funkei alternativniho rozdéleni
Ux,(t) =1—6(1—e)

Vyuzijeme-li predchozi vétu, dostaneme charakteristickou funkci binomického rozdéleni
n .
Yy (t) = Hl bx, () = [L = 0(1 — )"
1=

Shrneme-li predchozi, muzeme ¥ici, ze
ndhodna veli¢ina X ~ A(0) mé charakteristickou funkci 1y (t) = 1 — 6(1 — e't)
Y ~ Bi(n,0) Py (t) = [L—0(1 —€)]"

VETA 2.14. Za predpokladu, Ze existuji prislusné momenty nahodné veliciny X, tak existuji i
prislusné derivace charakteristicke funkce a plati

(1) »®(0) = i*EXF

(2) () Z

o(t" -
0 45 = 0.

+ o(t™),

kde o(t™) j
Diikaz. Necht existuji momenty az do fadu n.

o0 oo
(1) Nejprve piedpokladejme, ze n = 1. Z existence EX plyne, ze [ |z| dF(z) <oca [ xe'® dF(z)
—0oQ —0o0
je stejnomérné konvergentni vzhledem k ¢, takze lze provést zaménu derivace a integralu a mu-
zeme pocitat
P (t)= dif HCdF (z fza: e dF(x)
R

Po dosazeni t = 0 dostaneme '(0)= f iz dF(z) =i EX.

Zbytek dokazeme matematickou indukci.

(2) Rozvineme-li ¥(t) pomoci Taylorova vzorce a uzijeme Peanﬁv tvar zbytku, dostaneme
n

W)= 3 GU0) +o(t") = 3 GFEX 4 ofr”)
k=0
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Piiklad 2.15. POISSONOVO ROZDELENI - vypocet stfedni hodnoty a rozptylu pomoci charakte-
ristické funkce. Mé&jme ndhodnou veli¢inu X ~ Po(\) s pravdépodobnostni funkci
e £=0,1,2,..., A>0
p(z) = e
0 jinak
Pak

t )
At -1)

v(t) = eitX — Z eitT =X >\' _ e*/\z
\ﬁT/

W) = e =1) ity — iy (e —1)+it =

P'(0) =iEX =iN = EX=)\

") = e”—l)-f—it()\eiti +i) = iz)\e/\(e”—l)-i-it()\eit +1)

(
"(0) = 2EX? = 2A(A+1) = DX =EX2—(EX)2=XA4+X-X2=2)

<

Shrneme-li predchozi vysledky, dostaneme
X ~ Po(\) mé tyto vlastnosti: (t) = M)
EX =)
DX =)\
Nasledujici tti véty ukazuji, ze rozdéleni pravdépodobnosti lze jednoznac¢né popsat jeji charakte-

ristickou funkci. Dtikazy lze najit v knize Rényi, A., Teorie pravdépodobnosti, ACADEMIA, Praha
1972.

VETA 2.16. INVERZNI VZOREC. Necht 1(t) je charakteristickd funkce nahodné veliciny X s dis-
tribucni funkci F, a,b € R, a < b jsou body spojitosti distribucni funkce F. Pak plati

= e g o
PO - F@) =5 [ |00 g — w0

21 21t
o0
nebo ekvivalentné .
1 e—zta e ith
F(b) — F(a) =1 — t dt
() = Fla) = lim zﬂ/W it
—r

a kazZda distribucni funkce je svou charakteristickou funkci urcena jednoznacne.
Poznamka 2.17. Je tfeba upozornit, Ze nelze psat

17 —ita _ —ith
F(b) - F(a) = 5= / w(t)%dt

nebot tento nevlastni integral nemusi existovat, avsak existuje—li, rovna se hodnoté F'(b) — F(a).

VETA 2.18. Necht ndhodnd velicina X md je charakteristickou funkci 1(t), pro kterou plati
o

[ | (t)]dt < co. Potom ndhodnd veli¢ina X je (absolutné) spojitd a md spojitou hustotu
oo

(e o]

f@ =5 [ e

—00
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VETA 2.19. Necht (t), resp. {1n(t)}52, jsou charakteristické funkce ndhodnyjch velicin X, resp.
{Xn}02 a F, resp. {F, ()}, jsou odpovidajici distribucni funkce. Necht pro kaZdé t € R plati
U(t) = lim (1)

Pak v kazdem bodé spojitosti plati
F(z) = lim F,(z).

n—oo
DEFINICE 2.20. CHARAKTERISTICKA FUNKCE NAHODNEHO VEKTORU. Necht X = (X1,...,X,)’
je n—rozmérny nahodny vektor. Funkci ¢ : R” — C definovanou predpisem
310 P 31X,
() = Y(t1, ., tn) = BV X = Be 5
pro t = (t1,...,t,)" € R" budeme nazyvat charakteristickou funkci ndhodného vektoru X.

Analogickym zpisobem jako v jednorozmérném pripadé lze odvodit nasledujici vlastnosti cha-
rakteristické funkce ndhodného vektoru.

VETA 2.21. Necht ¢(t) je charakteristickd funkce ndhodného vektoru X = (X1,...,X,)". Pak
plati

(1) |¥(t)] <¥(0,...,0)=1 pro Vt € R™.

(2) Y(=t1,...,—ty) =U(t1,...,tn) pro Vt € R™.

(8) ¥ je stejnomérné spojitd.

(4) Je-li vektor b € R™ a matice A € R™ " je typu m x n, pak  prax(t) = et'Py(A't).

J

(5) Pokud existuji prislusné stredni hodnoty, pak (%t(:)) -~ =iEX;.
t=(0,...,0)/
. or 7o . nw . 9?2 .
(6) Existuji-li stredni hodnoty E(X;Xy), pak (at;ﬁg;))t:(o o —iE(X;Xy).
(7) Je-li 1 charakteristickd funkce ndhodné veliciny X;, pak
Y;(t) = 9¥(0,...,0, t ,0,...,0).
j—ta pozice
n
(8) Necht Y = X; ma charakteristickou funkci vy. Jsou-li Xi,...,X, nezavislé ndhodné

1
veliciny, pak

d}Y(tl’ s 7tn) = H wj(tj)7
j=1

kde +; je charakteristickd funkce ndhodné veliciny X;.



KAPITOLA 6

Konvergence nahodnych veli¢in a centralni limitni véta

1. Konvergence podle pravdépodobnosti a slaby zakon velkych ¢isel

Poznamka 1.1. V matematické statistice se ¢asto pracuje s aritmetickymi prumeéry, které
se pocitaji z pozorovani ndhodnych velicin Xi,..., X, takze jde vlastné o linearni kombinaci
ptvodnich ndhodnych velicin

ZX

V dalsim nas budou zajimat vlastnosti této transformovane nahodné veli¢iny pfi n — oo.

DEFINICE 1.2. KONVERGENCE PODLE PRAVDEPODOBNOSTI. Rekneme, Ze posloupnost ndhodnych
veli¢in {X,,}7° konverguje podle pravdépodobnosti k ¢islu 6§ € R, jestlize pro libovolné
e > 0 plati

lim P(|X,—0|>¢)=0  apieme X, —— 0.

n—o0 n—o0
Poznamka 1.3. V teorii miry se uvedené konvergenci fika slaba konvergence nebo téz kon-
vergence podle miry, a to pravdépodobnostni miry P. Pokud X, —X ., 0, fekneme, ze

n—oo
posloupnost ndhodnych veli¢in konverguje podle pravdépodobnosti k nahodné veli¢iné X.

DEFINICE 1.4. SLABY ZAKON VELKYCH CfSEL. Rekneme, Ze posloupnost nahodnych velic¢in
{X,,}22 spliuje slaby zakon velkych é&isel, jestlize posloupnost ndhodnych veli¢in
n

1 P
Y, = ;(Xi - EX;) —— 0.
1=
VETA 1.5. CEBYSEVOVA VETA. Necht {X,,}°° je posloupnost po dvou nezdvisljch ndhodnych
velicin, které maji konecéné druhé momenty a platz’

lim —ZDX =0.

n—oo N2
Pak posloupnost {X,}2°, spliiuje slaby zakon velkych déisel.
n
1

= > (Xi — EX;). Podle Cebyéevovy nerovnosti pro libovolné £ > 0 plati
i=1

Dikaz. Polozme Y,, =

P(|Y,, — EY,| >¢) < 2
Proto pocitejme EY, = E [i S (X; — EX; )} e (X EX;) =
= =1 \————
! =0
DY, = D {; > (X — EX»} =D [Z(XZ - EX»}
i=1 i=1

a dosadime-li do Cebysevovy nerovnosti, dostaneme

p<
n

1 > (Xi— EX;) -0 >

i=1

n
€> < DYn _ iiZDXZ podle predp. O,

e2 n—s00

takze {X,,}°°; spliuje slaby zakon velkych ¢isel. O

89
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DUSLEDEK 1.6. Necht {X,,}° je posloupnost po dvou nezdvislych nahodnych velicin. Jestlize
pro ¥ n plati

DX, <c, kdeceR,c>0,
pak {Xn}02 spliuje slaby zdkon velkych cisel.
Ditikaz. Protoze plati
0< 537", DX; < hne=< ——0,

" n—oo
<c

jsou splnény predpoklady predchozi véty a {X,,}2°; spliluje slaby zdkon velkych éisel. O

DUSLEDEK 1.7. BERNOULLIOVA VETA. Necht ndhodnd veli¢ina Y, je rovna poctu ispéchi v po-

sloupnosti nezavislych alternativnich pokusu deélky n, ve které je pravdépodobnost uspéechu rovna
¢islu @ € (0,1). Potom posloupnost

Dy = %Yn relativnich cetnosti uspéchi
konverguje podle pravdépodobnosti k 0, tj.

P
Zn =Y, — 6.
e n—00
. . . s 0 dspéch
Dikaz. Ozna¢me ndhodnou veli¢inu X; = P

1 netispéch s pravdépodobnosti tspéchu 6. Do-
stavame posloupnost nezavislych alternativnich ndhodnych veli¢in {X; ~ A(6)}22,, ve které plati

EX, =60 aDX; =601-0)< i, tedy podle predchoziho disledku posloupnost {X,,}2°; spliuje
slaby zakon velkych ¢isel, coz znadci, ze

=Zn
——
1 & P 1< P P
S (Xi—EX;)) —— 0 & — X,—0—0 & Z,——90.
i=1 n—00 n =1 n—00 n—00
_ O
=Y,

DUSLEDEK 1.8. Necht {X,}>2, je posloupnost mezdavislych ndhodnijch wvelicin, které maji
viechny stejné rozdéleni pravdépodobnosti se stredni hodnotou p a rozptylem o®. Potom
{Xn}22, spliuje slaby zdkon velkych cisel a posloupnost priméri konverguje podle pravdépo-
dobnosti k i, tj.

1\~ i

Diikaz. Je zfejmy, nebot DX, < ¢ = o2 O

VETA 1.9. MARKOVOVA VETA. Necht posloupnost nahodnych velicin {X,};2; spliiuje podminku
n
lim -5D Y X; = 0.
7

n—00 —1

Pak { X, }22  spliiuge slaby zdkon velkyjch cisel.

Diikaz. Protoze postup diikazu je analogicky diikazu véty 1.5, nebudeme jej zde uvadét. ]

VETA 1.10. CHINCINOVA VETA. Necht {X,}>2, je posloupnost nezavislych ndhodnyjch veli-
cin, které maji stejné rozdeleni pravdépodobnosti s konecnou stredni hodnotou EX; = pu. Potom
{ X5 }o2  spliiuje slaby zdkon velkych cisel, tj. posloupnost pramérd
n
1 P
X, =Y, —— :
{n z; ‘ " oo M}

Dtikaz. Nebudeme provadét, 1ze ho najit naptiklad v knize Rényi, A., Teorie pravdépodobnosti,
ACADEMIA, Praha 1972, str. 322. O
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2. Konvergence skoro jisté a silny zakon velkych éisel

DEFINICE 2.1. KONVERGENCE SKORO JISTE. Rekneme, Ze posloupnost nahodnych veli¢in
{X,}°, konverguje skoro jisté k nahodné veli¢iné X (vzhledem k pravdépdobnosti),

jestlize
P ( lim X, = X) —1  apieme X, 2%, X,
n—0o0 n—,oo
Poznamka 2.2. Konvergenci skoro jisté se v teorii miry fika silna konvergence nebo také
konvergence skoro vSude vzhledem k mire P.

DEFINICE 2.3. SILNY ZAKON VELKYCH CiSEL. Rekneme, Ze posloupnost nahodnjch veli-
¢in {X,}°°, spliuje silny zakon velkych ¢isel, jestlize posloupnost nahodnych veli¢in
n

Y, = % > (X; — EX;) konverguje skoro jisté k nule, tj.
i=1

P(lim ;fj(xi—EXi):0> =

n—oo "' .3

Poznamka 2.4. K tomu, aby posloupnost ndhodnych veli¢in {X,,}>° spliovala silny zékon
velkych éisel stac¢i splnéni podminek Chinéinovy vétu. Toto tvrzeni se nazyva II. KOLMOGO-
ROVA VETA a jeji dikaz lze najit napiiklad v knize Dupac, V., Huskova, M. Pravdépodobnost a

matematickad statistika. Karolinum. Praha 1999.

3. Konvergence posloupnosti distribu¢nich funkci
Ozna¢me {F,}22 posloupnost distribu¢nich funkci ndhodnych velic¢in {X,,}72 ;. Definujme dalsi
typ konvergence nahodnych velic¢in.

DEFINICE 3.1. Rekneme, %e posloupnost ndhodnych veli¢in {X,}2°, konverguje v distribuci
(nebo podle zdkona rozdéleni) k ndhodné veli¢ing X s distribuéni funkei F, jestlize plati
lim F,(z) = F(z) ve vSech bodech spojitosti F(x).
n—o0
Tuto skutecnost znacime c
X, — X.

n—o0

Distribu¢ni funkce F' se nazyva limitni nebo asymptoticka distribuéni funkce.

4. Centralni limitni véty

Mg¢jme posloupnost nahodnych veli¢in {X,,}2°, které jsou - definované na (2, A, P),
- nezavislé,
- BEX; = i
- DXZ - O’,L~2.

Rekneme, Ze ndhodna veli¢ina
Ci=X; — 1 je centrovana = FEC,=0 a D(C;= af
U= % =Xizti je standardizovana = FEU;=0 a DU; =1

o; o

n

1=

— n o n
Ozna¢me ndhodnou veli¢inu X,, = % »Xi = EX,= % EX; :l(ul 4 i)
i=1 -1

o n
DX,'= 5 Y DXi =;5(of +--- +07)

i=1
1+ 1 &
. . o v = X _EY ;.ElX’Li;_Z:l'L’"L Z:I(XZ /"‘7,)
Standardizujme PRUMER X,: Uy = “2—==n = —= B
EE N e g
At ton
n n n
Z(XL /“) Z(XL /h)

Pokud EX; = p a DX; = o2 Ug =5 —— = z:lo-\/ﬁ
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Nyni vyslovime nékolik modifikaci centralnich limitnich vét (CLV). Jejich vyznam spociva
v tom, ze za velmi vSeobecnych podminek ukazuji, ze
standardizované prameéry Us z nezavislych nahodnych veli¢in konverguji k normalnimu roz-

déleni.

VETA 4.1. LINDEBERGOVA-LEVYHO CLV. Necht {X,}° je posloupnost nezamslych ndhod-
nyjch wvelicin se stejnym rozdélenim se stvedni hodnotou p a nenulovym rozptylem o?. Potom
ndahodné veliciny "
Z:l(Xi_Hi)
Uk, = = ovm
magi asymptoticky standardizované normadlni rozdéleni N(0,1), coz budeme znadit

Uz, ~ N(0,1).
Dtikaz. Ozna¢me pro k =1,2,... .

Cr=Xr—pa wck(t) = EeiCk,
V tomto pripadé plati
ECk =0a DCk = EC% = (72.

Rozvinme charakteristickou funkci ¢, (t) pomoci Taylorova rozvoje

e, () = z“t UL Ra(t), kde Ra(t)=o(t"), tj. lim %0 —o.

t—0

Protoze mame zarucenu existenci prvnich dvou momentut, pak pro n = 2

Yoy (1) = 14+ 48 4 GECL | by = 1— 22 L Ry(t),  kde lim 220 o,

Polozme
Z Cr _ Xp—
U\f U\f

Protoze .
Yaybx (t) = ePx (tb),

pak polozime-lia =0a b= mizeme psat:

f’
2,2

Pz, (t) = Yo, (ﬁ) =1- 57 + Ry (7) 1- £ +R2< f>
limw =0 < propevnéteR o2 lim nRo (a—\t/ﬁ> =0.

Pl
t—0 5 oo
o°“n

a pritom

Nakonec polozme

C Chn
a\/lﬁ+"'+a\/ﬁ'

Protoze jde o soucet nezavislych nahodnych veli¢in, pak pro jejich charakteristické funkce plati

bue (1) = Vz04t2,(8) "= klill bz, (1) = ﬁ[ (e (ﬁ) = |:ka (ﬁ)r

= -5+ R (7))

Pocitejme limitu

— _ £ t V" =y _ -\
Jim v, () = Jim [1= 554 e (577) ] = i 1=
21
=lim |[1-2| =e 2
n—0o0 n

coz je charakteristicka funkce N (0, 1) a plati tvrzeni véty. O
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Priiklad 4.2. Zaméstnanec pravidelné cestuje do zaméstnéni i ze zaméstnéni tramvaji, kterd jezdi
kazdych pét minut. Jeho prichod na zastédvku vzhledem k odjezdu tramvaje je zcela nahodny.
S jakou pravdépodobnosti procekd na cesté tam i zpét béhem 20 pracovnich dnt méné nez 120
minut?
RESENT: Ozna¢me X; ... doba ¢ekani na i-té cesté (i=1,...,40)
B ...néhodny jev, ze béhem 20 pracovnich dnfi, tj. béhem 40 cest

proceka zaméstnanec méné nez 120 minut

Nagim tkolem bude spocitat pribliznou pravdépodobnost
P(X1+ -+ X4 € B) = P(nX,, < 120), kde n = 40.

s vyuzitim Lindebergovy—Lévyho CLV véty, kterd tvrdi, ze pii velkém poctu nezavislych pokusu
konverguje standardizovany primeér k rozdéleni normalnimu.
% x € (0,5),

Néhodn4 veli¢ina X; ~ Ro (0,5) s hustotou f(z) = { .
0 jinak.

5 5
Nejprve spocitejme stiedni hodnotu a rozptyl: EX; = f %xdw = % [%}0 %g % —925
0
5
2 _ (1,24, 1 |2° 125 _ 25
BXP= [ fode = [5], =
DX; =EX*— (EX)?=% -% =2

Nyni mizeme jiz po nékolika tpravach vypocitat zddanou pravdépodobnost:

P(X1+ -+ Xy € B) = P(40X,, <120) = P(X,, < 3)

_p(XnEXn ~3-EXw )\ _p|p. < _1
( VDX, ~ /DX, Uz, = 2,/ &
= P(Ux, <2.1909) =~ ®(2.1909) ={0.9858 |.

Tedy nahodny jev, ze béhem 20 pracovnich dnti, tj. béhem 40 cest, proceka méné nez 120 minut
nastane priblizné s pravdépodobnosti 0.9858.

Dalsi verze centralni limitni véty, tzv. véta Ljapunovova, je nejobecnéjsim vyjadienim této véty
pro soucet nezavislych ndhodnych veli¢in a ¥iké, Ze rozdéleni souctu vzajemné nezavislych veli¢in
konverguje k norméalnimu rozdéleni i v ptipadé, ze veli¢iny nemaji stejné rozdéleni pravdépodob-
nosti.

VETA 4.3. LJAPUNOVOVA CLV. Méjme posloupnost nezdvislych ndhodnych wvelicin {X,}5°,
pro které existuji pro i = 1,2, ... ndsledujici momenty EX; = u;

DX;=E(X; —w)?=0?>0.

HP = E|X; — il
Polozme S, =\/o?+---+02 .

K, = H}+---+ H?

Potom Ljapunovova podminka

lim % =
o, n—oo ~n
je postacugict k tomu, aby

Uz, ~ N(0,1).

Dtikaz. Nebudeme provadét, lze ho najit naptiklad v knize Rényi, A., Teorie pravdépodobnosti,
ACADEMIA, Praha 1972. O
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VETA 4.4. INTEGRALNf VETA MOIVRE-LAPLACEOVA. Necht ndhodnd veli¢ina Y,, uddvd podcet
uspéchu v posloupnosti délky m nezavislych alternativnich pokust s pravdépodobnosti uspéchu 0.

Pak ndhodné veliciny \/% £ N(0,1).

Dukaz. Ozna¢me X,, ~ A(f). Pak posloupnost nahodnych veli¢in {X,,}°° ;s kone¢nou stfedni hod-
notou £X,, = 6 a koneénym rozptylem DX, = (1 — ) spliiuje Lindebergovu-Lévyho CLV, takze
Ug, ~ N(0,1).

Protoze binomicka ndhodnd veli¢ina je souc¢tem nezavislych alternativnich nahodnych veli¢in

n JE—
Y, =Y X =nX, ~ Bi(n,0) se stfedni hodnotou EX,, = nf a rozptylem DX, =nf(1—6),
k=1
nejprve vyjadieme

o n n
EXn:E<}12XZ->=;ZEXZ-:;n0=

X o nez. 1 < 0(1-6
DX, =D (1 £ %) " & £ DX, = ko1 - ) = 00
i=1 i=1
a pak upravujme

UYH /DX, V/n2DX,, \/ngé)(l;é)) — /no(1-9)

Tim je véta dokazana. 0

X, —EX X. —nEX, _ _ A
_ Xp,—FEX, _ nX,—nEX, __ Y,,—no _ Y,—nb NN(O,l)

Priklad 4.5. Naleznéte pribliznou hodnotu pravdépodobnosti toho, Ze podet Sestek, které padnou
ve 12 000 hodech homogenni hraci kostkou, bude mezi 1900 a 2 100.

RESENI: Ozna¢me Y, ... pocet Sestek, které padnou v n = 12000 hodech
B ...nahodny jev, ze ve 12000 hodech homogenni hraci kostkou

bude pocet padnutych Sestek mezi 1900 a 2100
Néhodné veli¢ina Y, ~ Bi (n, §), pfi¢em# n = 12000.
Nagim tkolem bude spocitat pribliznou pravdépodobnost

P(Y, € B) = P(1900 < Y,, <2100)
s vyuzitim Moivreovy-Laplaceovy (&ti: moavr laplasovy) véty, kterd tvrdi, ze pfi velkém poctu
nezavislych pokusi konverguje binomické rozdéleni k rozdéleni normalnimu.
Nejprve spocitejme stfedni hodnotu a rozptyl: EY,, =nf =12 000% = 2000
DY, = nf(1 — 6) = 12000¢5 = 20003 = 10000,

Nyni mizeme jiz upravovat:

P(1900 < Y, < 2150) = P(1900— EY, <Y, —EY, <2100— EY,)

—p 1900—EY, < Yo EY,  2100_FEY,
VDY, VDY, — DY,

10 000 Xn — 10 000
6 6

= P (—2.4495 < Ux < 2.4495)

— P (19002000 <Us < 21002000)

D(—u) 0 @(u)zlefb(éu)

~ ©(2.4495) — B(—2.4495)

Distribu¢ni funkce
standardizovaného normélniho

rozdéleni = 2®(2.4495) — 1 =0.9857.

Tedy nahodny jev, ze ve 12000 hodech homogenni hraci kostkou bude pocet padnutych Sestek
mezi 1900 a 2100, nastane priblizné s pravdépodobnosti 0.9857.



