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Predmluva

Tato sbirka tloh vznikla béhem vyuky predmétu ” Globalni analyza”v letech 2011-2013 na
Prirodovédecké fakulté Masarykovy univerzity v Brné jako doplnéni ke skriptu prof. RNDr.
Ivana Koléfe, DrSc [2].

Autor dékuje prof. RNDr. Janu Slovékovi, DrSc za vSeobecnou podporu a Mgr. Martinu
Pandkovi, Ph.D. za opravu textu.



1. Podvariety ¢iselnych prostora

1.1. Vypoctéte Jakobiho matice a Jakobidny (pokud existuji) ndsledujicich zobrazeni.
Které z téchto zobrazeni jsou imerse, submerse a difeomorfismy na svij obraz?
a) x = 3pcost, y=4psint, (p,t) € (0,1) x (0,27);

b) x =cosucosv, y=sinucosv, z=sinv, (u,v)€ (0,2m)x (=Z,2);
c) x =VpCosg, y=psing, z=p, (P, ) € (0,400) x (0,27);
d) z v) € R x R.

1.2. Ukazte, ze podmnozina M C R" je podvarietou dimenze 0 pravée tehdy, kdyz M C R"
je diskrétni podmnozina, tj. pro kazdy bod x € M existuje jeho okoli U C R™ takové, ze
MNU = {z}.

1.3. Ukazte, ze podmnozina M C R" je podvarietou dimenze n pravé tehdy, kdyz M C R”
je oteviena podmnozina.

S
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1.4. Dokazte, ze podmnozina M = {(z,y)| zy = 0} C R? neni podvarietou prostoru R
1.5. Dokazte, ze trojuhelnik neni podvarietou roviny.

1.6. Dokazte, ze mnozina

{(0,y)) eR*|—1<y<1}U {(x,sin (i)) € R?

neni podvarietou prostoru R2.

93>0}

1.7. Rozhodnéte, je-li feSeni rovnice x° + y° + 2° + w® = 1 podvarietou R*.

1.8. Rozhodnéte, je-li feSeni soustavy rovnic 23+ 1% + 23 = 1, 2 = zy podvarietou prostoru
R3.

1.9. Pro které hodnoty konstanty ¢ je mnozina
{(z,y.2) € R%la® + 9y — 2 = c}
dvourozmérnou podvarietou prostoru R3?

1.10. Ukazte, ze mnozina GL(n,R) vsech ¢tvercovych matic n-tého fddu s nenulovym
determinantem je podvarietou prostoru R™. Urcete jeji dimenzi.

1.11. Ukazte, ze mnozina SL(n,R) vSech étvercovych matic n-tého fddu s determinantem
1 je podvarietou prostoru R™. Urcete jeji dimenzi.

1.12. Ukazte, ze mnozina O(n) vsech ortogonélnich ¢tvercovych matic n-tého fadu je pod-
varietou prostoru R”. Urécete jeji dimenzi.

1.13. Necht M; C R™ a M, C R™ jsou m; a msy rozmérné podvariety. Dokaite, Ze
M; x My C R™*™2 je (my + mgy)-rozmérnou podvarietou.

1.14. Ukazte aspon dvéma zptisoby, Ze anuloid (téZ torus) 7™ = S x---x S! je podvarietou
prostoru R?™.
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1.15. Dokazte, ze graf zobrazeni f : R®™ — R™ tiidy C" je n-rozmérnou podvarietou
prostoru R™*™ tridy C".

2. Hladké variety a hladka zobrazeni

2.1. Ovéite, je-li dvojice ((—1,1), f(z) = v/1 — 22) mapou slucitelnou se standardni mapou
na R.

2.2. Ukazte, ze dvojice (R, — x?) je mapou na mnoziné R. Ukazte, Ze tato mapa nenf
slucitelnd se standardni mapou na R. Nechf R’ je varieta, jejiz diferencidlni strukturu
urcuje tato mapa. Ukazte, ze varieta R’ je difeomorfni varieté R se standardni diferencialni
strukturou.

2.3. Necht A; a A, jsou atlasy na topologickém prostoru M. Dokazte, Ze nasledujici tvrzeni
jsou ekvivalentni:

e atlasy A; a Ay jsou slucitelné (tj. A; U As je zase atlasem na M);

e kazda mapa s A; je slucitelnd s kazdou mapou s Aj;

e A; a A; jsou podmnozinami stejného maximalniho atlasu;

e A; a A urcuji stejnou mnozinu hladkych funkei na kazdé oteviené podmnoziné

UcCM.
2.4. Dokazte, ze relace slucitelnosti atlasu je relaci ekvivalence.
2.5. Sestrojte atlasy na elipsu x? + y4—2 =1

2.6. Sestrojte atlasy na sféfe S? C R3 pomoci stereografické projekce (viz. obrazek 1) a
pomoci ortogonalni projekce na souradnicové roviny. Ukazte, ze tyto atlasy jsou ekviva-
lentni.

N(0,0,1)

\

N(1,0,0

S(-1,0,0)

OBRAZEK 1. Stereografickd projekce

2.7. Sestrojte atlas na povrchu Lobacevského

L?={(t,z,y) e R}* — 2> —y* =1, ¢t > 0}
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pomoci stereografické projekce (viz. obrazek 1) a pomoci ortogondlni projekce na rovinu
t = 0. Ukazte, ze tyto atlasy jsou ekvivalentni.

2.8. Ukazte, ze na sféfe neexistuje atlas obsahujici jenom jednu mapu.
2.9. Dokaite, Ze soufadnicové funkce x,y, z jsou hladké na sféte S? C R3.
2.10. Ukazte, Ze kanonické projekce 7 : S? — RP? je hladké zobrazeni.

2.11. Dokazte, ze konstantni zobrazeni variet f: M — N, f(x) = yo pro vSechna = € M,
je hladké.

2.12. Ukazte, ze rotace kruznice je difeomorfismem.

2.13. Ukazte, ze zobrazeni hladkych variet f : M — N je hladké pravé tehdy, kdyz
zobrazeni f o g je hladké pro libovolné hladké zobrazeni g : U — M libovolné oteviené
podmnoziny U C RF.

3. Tecné bandly a vektorova pole

3.1. Dokazte, ze difeomorfni hladké variety maji stejné dimenze.

3.2. Urcete tecny prostor k elipse x2—|—% = 1vbodé <‘/7§, \/§> . Urcete relace mezi bazovymi
tecnymi vektory odpovidajicim ruznym lokalnim mapam v tomto bodé.

3.3. Ukazte, ze T(y )M x N =T, M ®T,N, kde M a N jsou variety ax € M, y € N.
3.4. Urcete tecny prostor variety SL(n,R) v bodé E.

3.5. Urcete tecny prostor variety O(n) v bodé E.

3.6. Pro hladké zobrazeni variet f : M — N ukazte, Ze tetné zobrazeni f, : TM — TN je
hladké.

3.7. Urcete X f, kde X =z +ya je vektorové pole a f = 2%+ 4%+ 22 je funkce na R3.

3.8. NechtX—a: alat e af—:c + zy. Urcete funkce X f.

3.9. Urcete Lieovy zavorky nasledujlclch vektorovych poli:

a) X =sinug; +cosv(9‘9 LY = uau +U8U,

b) X = 22 $+:vyay,Y—xyzar—l—y —l—ZL‘az,

c) X :x%—i-ya%, Y =—y2 —i—xay.

3.10. Necht M je varieta dimenze 1 a X, Y jsou vektorova pole na M, pfi tom X, # 0 pro
viechna z € M a plati, ze [X, Y] = 0. Ukazte, ze Y = cX pro néjakou konstantu ¢ € R.

3.11. Urcete tvar vektorového pole \/x? + y? < + %) v polarnich soutradnicich.

3.12. Necht z!,... 2", y',...y" jsou standardni soufadnice na R?". Ukazte, Ze ztizen{ vek-

torového pole
.0
X = t—
Z ( y ox’ e 8y1>
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na sféru S?"~! C R?" je vektorovym polem bez nulovych bodu na sféfe.

3.13. Ukazte, ze nésledujici zobrazeni urcuji toky, a urcete odpovidajici vektorova pole:
a) FIX(z,y) = (5t + z, 4t + y);

b) FIJ(z,y) = (xcosp — ysing, zsing + y cos ¢);

c) FIX(z,y) = (elz, e y).

3.14. Urcete integralni kiivky nasledujicich vektorovych poli:
a) X =a i +y;
b) X = (z+y)gr + Y5y

) X =222+ y26%.

3.15. Urcete integralm krivku vektorového pole X prochézejici bodem a pro
a) X = ysinz 2 —i—accosy(9 : a:(0,0);

b) X__yd +($+2y)ay7 = (27_1);

C) _yax_xaa _(1 1)3

d) X = (2z — 5y) & + 2z2 =(2,-1).

oy’
3.16. Pro vektorové pole X urcete integralni kiivku prochdzejici bodem (1,1), tok FI¥,
pevné body toku a obraz ¢tverce [—1,1] x [—1,1] C R? v toku, jestlize

a) X = —x% + yf)%;

b) X = —ya +a4

3.17. Uréete tok vektorového pole X = z2
(—1,2) béhem c¢asu t = 17

8% + ya%. Kam ten tok zobrazuje body (0,0) a

3.18. Urcete, které z nasledujicich distribuci na {(x,y, z) € R®|z,y, 2z > 0} jsou involutivni:
a) distribuce generovand vektorovymi poli
_ .9 0 0 _ 0 0.
X—x%+ya—y+z$,Y—%+a—y,
b) distribuce generovana Vektorovymi poli
X=uxyzg +y°5, Y=o+ (2 +y)5

3.19. Ukazte, ze kazda distribuce dimenze 1 je involutivni.

4. Tenzory

4.1. Necht A € @"V, r > 2. Ukazte, ze plati nasledujici tvrzeni:

a) SymA € S"V; A€ SV < SymA = A;

b) AltA e A"V; Ae AV & AltA = A,

c) Sym(SymA) = SymA; Alt(AltA) = AltA; Sym(AltA) = 0; Alt(SymA) = 0;
d) AV NSV = {0}

4.2. Urcete dimenzi prostoru A"V a S™V, jestlize dimV = n.
4.3. Ukaite, 7e @*V = S2VA N’ V.



7
4.4. Necht A € A%V, B € V jsou tensory se souradnicemi AY a B’. Urcete soufadnice
tensoru A A B.
4.5. Nechf A € ®*R? ® (R?)* je tensor se soutadnicemi
At =3, All=0, APP=2 AP =1,
At =0, At =1, AP =0, AP =5.
Urcete kontrakce dolniho indexu s kazdym z hornich indexu.

4.6. Urcete vztah mezi souradnicemi A” Zfs a A ;“JT tenzoru
Ae® V®Q°V* v ruznych bazich.
4.7. Prepiste vysledek predchozi ulohy pomoci matic pro nasledujici hodnoty (r, s): a) (1,0);
b) (0,1); ¢) (2,0); d) (0,2); e) (1,1).
4.8. Ukazte, Ze nésledujici zobrazeni jsou tenzory na euklidovském prostoru R3. Urcete
jejich typy a soufadnice vzhledem ke standardni bézi prostoru R3. Pfedpoklddejme, Ze
XY, Z eR3a €, neR¥™.

a) 9(X,Y) = (X,Y) je skalarni soucin vektoru;

f (
d) f(X,Y,Z) = (X,Y, Z) je smiSeny soucin vektoru;
= §(A(

e) f(X,€) =&(A(u)), kde A : R® — R? je linearni zobrazent;
X X
e[ 1)
4.9. Uvazujeme na R? tenzory s nasledujicimi soufadnicemi:
2 10 2
(X)=(1], @=6B71, (Ty=[201
0 010

Urcete soufadnice nésledujicich tenzoru: a) £(X); b) E@X;¢) tr(f®X); d) T®E e) TR X
f) trl(T ® X); g) tr3(T ® X); h) tr13(T @ X @ X).

4.10. Necht (e;) je baze prostoru R? a (e') je odpovidajici kobdze. Vypoctete (€@n)(X,Y),
jestlize

a)f=el—e?+3e3, n=e+2e2 -3 X =e; — 25+ 3, Y = —e; + e;
b)é=el+e2—ed n=e' —e?+e* X =2¢; —2ey —e3, Y =€ + €3 — 3es.

4.11. Necht £, € V* jsou nenulové. Ukazte, Ze pokud £ @ n = n ® &, pak £ = A\, kde
AeR.

4.12. Urcete souradnice tenzort Sym (€ ®n), Sym(X ®Y), tri3(Sym(£ ®@n) @ Sym(X ®Y)),

tri2(Sym(€ ® 1) ® Sym(X ® Y)), jestlize kovektory &,n a vektory X,Y maji nésledujici

soufadnice:
a)§=(1,-2),7

:( ) (172)7 Y = (17_2);
b) £ =(2,1),n=(1,-

1), X = (3,2), Y = (1,1).
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4.13. Necht b € ®?V*. Ukazte, ze pokud b(X, X) = 0 pro vechna X € V, pak Symb = 0.

4.14. Necht A € A’V a b e S*V*. Urcete tri3(A ® B).

4.15. Ukazte, ze vektory Xi, ..., X, € V jsou linedrné nezavislé pravée tehdy, kdyz
XA AX, #0.

5. Tenzorova pole

5.1. Urcete vztah mezi souradnicemi tenzorového pole T' typu (7, s) na R™ ve dvou soutadnicovych
2’ ! I
systémech z!, ..., 2" a o', ... 2™,

5.2. Necht (z,y) a (r,¢) jsou standardni a polarni souradnice na R?. Urcete soufadnice
kovektorového pole & = xdx + ydy vuci polarnim souradnicim a soufadnice kovektorového
pole n = rdr + pdy vuci standardnim soutadnicim.

! / /. ~ . 7 7 /
5.3. Necht z', 22, 2% a 2V, 2%, 2% jsou souiadnicové systémy, pro které
/ / U
z! ::vl, z? :x1+x2, 23 =t + 2%+ 23
. Lo e X v , , D
Urcete soutadnice tensorového poli X vuci prvnimu systému, jestlize

/ a ! ’ / a ! / a
X =2" " @ds* — (2" +2¥)== @da* + 27

3/
oz ozx? oz ®dr.

! ! /. -~ . 7 7’ z
5.4. Necht ' 22 2% a 21, 2% 2% jsou soutadnicové systémy, pro které
) b ) b b
! !/ /
V=2t ¥ =2t —2? ¥ =2t —a2? -2
Urcete tvar tensorového pole X vuéci druhému systému, jestlize

1 2 3
X=x Il—i—x xz—i-l’ 173'

6. Vnéjsi diferencialni formy

6.1. Urcete w(X), kde w = zdx —dz, X = ya% + xa%.
6.2. Urcete a A 3, jestlize
a = ardx + asdy + azdz, [ = bidy N dz + bydz N\ dx + bzdx A dy.

6.3. Necht w = (2% + y?)dx + z2dz a 0 = zdy A\ dx + zdz A dx
Urcete dw, df, w Aw, O N0, w A O, dlw A 0).

6.4. Urcete dw, jestlize a) w = z?ydy — zy*dr; b) w = xdy + ydz;
c) w= f(z)dr + g(y)dy; d) w = xdy A dz + ydz A dz + zdx A dy;

e) w= xigizg’y; f) w = xydr N dz + zudz A du.
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6.5. Ovérte, které z nasledujicich 1-forem w jsou uzaviené na D. Urcete vSechny funkce ¢
spliujici dp = w.
a) w = zydr + %dy, D = R?;
b) w = xdx + xzdy + rydz, D = R
o) w= (& + &) (ydw — dy), D = {(w,) € R¥z,y > 0}.
6.6. Pro 1-formu
(377 — 3yz + 2)dz + (3y* — 3vz + 1)dy + (32> — 3zy + 1)dz =0
na R3 uréete vsechny funkce f spliujici df = w.
6.7. Urcete dw, jestlize w = df A 0 a 0 je 2-formou na varieté M.
6.8. Necht M je souvisld varieta. Ukazte, ze H°(M) = R.
6.9. Ukaizte, Ze vnéjsi formy w = xdx + ydy a n = ydx + xdy na R? jsou uzaviené. Ovéite,
jestli tyto formy patii do stejné kohomologické tiidy.
6.10. Necht w je exaktni forma a £ je libovolnd forma. Ukaite, Ze forma w A€ je exaktni.
6.11. Necht f: R*\ {0} — R*\ {0}, f(r,¢) = (rcosp,rsiny) je zobrazeni. Ukazte, ze
a) f* <—zdw_ydy> =dy; b) f*(xdx + ydy) = rdr.

$2+y2
6.12. Necht g : R? — R?, g(u,v) = (uv,ucosv,e’) je zobrazeni. Urcete dw, g*w, g*dw pro
nasledujici formy w na R3: a) w = ady; b) w = ydz A dz; ¢) w = dz A dy A dz.
6.13. Necht w = dp* Adg' + -+ - +dp™ Adq" je 2-forma na R?". Ukaite, 7e w je uzaviend a
ze pro jeji n-tou vnéjsi mocninu plati

n(n—1)

WA Aw=(=1)"2 nldp' Adg* A--- Ndp™ Adq".

6.14. Ukazte, ze 2-forma
w = zydr N\ dy + 2xzdy A\ dz + 2ydx N\ dz
na R? je uzaviend, a urcete aspon jednu 1-formu 6 spliujici df = w.
6.15. Urcete | 1w, kde w je 1-forma z ptredchozi tdlohy a
M ={(z,y,2) e R¥|2* +y* + 2° =1, 2 > 0}.

6.16. Urcete [, w, kde

a) w=(x—y)dx + (x +y)dy a M je usecka AB, A= (2,3), B=(3,5);

b) w = ydx + xdy, M = {(cost,sint)|t € (0,5)} C R

¢) w=uadr+ydy+ (xr+y—1)dz a M je tsecka AB, A= (1,1,1), B=(2,3,4).
6.17. Urcete

/ dxs N\ dry + r123d2o N dy,
M
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kde M = T? = {(x1, 29,73, 74) € RY2? + 23 = 1, 23 + 27 = 1}. UvaZzujte parametrizaci
g(u,v) = (cosu, sinu, cos v, sinv), (u,v) € (0,27) x (0,27).

6.18. Pomoci Stokesovy véty urcete [ W, kde

a) w = (22 +1y?)dx+ (2* —y*)dy a M je obvod trojihelniku s vrcholy A = (0,0), B = (1,0),
C=(0,1);

b) w = zydy A dz + yzdz A dx + xzdx A dy a M je hranice standardniho trojrozmérného
simplexu v R3.

6.19. Ukaite, ze 2-forma w = (22+y2+22)" 2 (zdy Adz+ydz Adz+zdz Ady) na R3\{(0,0,0)}
je uzavriend, ale neni exaktni.

6.20. Ukazte, ze 1-forma w = %ﬁfzd@’ na R?\ {(0,0)} je uzaviend, ale nenf exaktni.

7. Linearni konexe a Riemannovy prostory

7.1. Necht V je linedrn{ konexe na R? s nulovymi Christoffelovymi symboly vii¢i souradnicim
z,y. Urcete symbol I'?, konexe V vuci polarnim souradnicim 7, ¢.

7.2. Necht V je linedrni konexe bez torse na varieté M a S je paralelni distribuce na M, tj.
VyX € I'(S) pro véechna X € I'(S), Y € I'(T'M). Ukazte, ze distribuce S je involutivni.

7.3. Ukazte jak vypadaji souradnicové vzorce pro kovariantni derivace tenzoru nasledujicich

typi: a) (0,0); b) (1,0); ¢) (0,1); d) (1,1); e) (2,0); ) (0,2).
7.4. Urcete Viéi, kde je V je linearni konexe.

7.5. Necht tenzorové pole T typu (0,2) na R? mé nésledujici souradnice:

(0 zl4a?

Urcete kovariantni derivace tenzoru 7" vuci symetrické konexi bez torze majici Christoffe-
lovy symboly
Fil = (‘rl)zu F%Q = ZEIJ]2, F%Q = (:[2)27
1

x
2 2
I'y, =0, F12—;,

2 _
F22 — 0'
7.6. Nechf V je linedrni konexe na R?, kterd md vuéi standardnim soufadnicim nulové

Christoffelovy symboly, pouze I's, = —1. Urcete vysledek paralelnfho piendseni vektoru
X = (1,0) podél drahy

o2y =2t+1, 2*(t)=-t, 0<t<1
z bodu ag (to = 0) do bodu a; (t; = 1).

7.7. Necht V je linedrni konexe na R?, kterd m4d vuéi standardnim soufadnicim nulové

Christoffelovy symboly, pouze I'f, = 1. Uréete symbol I'}; viéi soutadnicim y! = zt + 22,

y? = 2! — 22,
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7.8. Necht V je linedrni konexe na R?, kterd ma vuci standardnim soufadnicim nulové
Christoffelovy symboly, pouze I'2, = 1.

a) Necht g = dz' ® da' + dz? @ dz?. Urcete Vigio.

b) Najdéte Vw, jestlize w = dz! A da?.

7.9. Urcete Christoffelovy symboly Riemannovy metriky
g=e(dr' @dat + -+ da" @ da™),
kde f je funkce. Najdéte tenzor Ricciho metriky g pro n = 2.
7.10. Necht V je linedrni konexe na R?, kterd ma nulové Christoffelovy symboly kromé

2y
1+ 4?2

=z, 2° = y. Urcete souiadnice tenzoru torze a kiivosti.

2 _ 2 _
I, =195 =
O v ~ . 7 1
vuci souradnicim x
7.11. Necht Rfmj jsou soufadnice tenzoru kfivosti Riemannovy konexe metriky g;;. Urcete
ij Pl
g Rkij'
7.12. Uréete metriku na sféie S? vuéci
a) sférickym soutradnicim;
b) vuéi soufadnicim definovanym pomoci stereografické projekee.

7.13. Urcete Christoffelovy symboly pro metriku na sféfe vuci souradnicim z predchozi
ulohy.

7.14. Reste rovnice paralelnfho prenosu na sféfe s metrikou (df)? + sin? 6(dy)? podél rov-
nobézky 6 = 0y, ¢ =t € [0, 2x]. Urcete tihel mezi te¢nym vektorem ke sféfe a jeho obrazem
pri paralelnim prenosu podél této rovnobézky.

7.15. Urcete R, VR, Ric, VRic a skalarni ktivost metriky na sfére vuci sférickym souradnicim.

7.16. Uvazujeme metriku Minkowského
—(dt)* + (dz)* + (dy)?

v ¢iselném prostoru R? a definujeme metriku g na povrchu Lobacéevského L? C R? jako
metriku indukovanou. Urcete metriku g

a) vuci soutadnicim (x,¢), kde (a,x, ) jsou pseudosférické souradnice prostoru R?, tj.
t = acosh y, x = asinh y cos ¢, y = asinh y sin ¢;

b) vuéi soutadnicim (u,v) definovanym pomoci stereografické projekce (kruhovy model
Poincarého geometrie Lobacevského);

¢) vuci souradnicim (7, s) modelu geometrie Lobacevského v horni poloroviné

H = {(r,s) € R’|s > 0},
soutradnice (r, s) jsou definovany vzorcem
A +u+w

r+18 =1 —.
1—u—w
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7.17. Urcete Christoffelovy symboly pro metriku povrchu Lobacevského vici souradnicim
z predchozi tlohy.

7.18. Urcete délku kruznice (z +1)*+ (y —5)* =1

a) vuci metrice g = m((da’)z + (dy?));

b) vici metrice g = & ((dr)? + (ds)?).

7.19. Urcete geodetické drahy modelu geometrie Lobacevského

a) v kruhu; b) v horni poloroviné.

7.20. Necht dvé konexe Ffj a ffj maji stejné geodetické drahy. Ukazte, ze kazd4 konexe
=k k =k o / /e c 12 ‘

I = ol + Iy (a+ B8 = 1) mé tytéz geodetické drahy.

7.21. Necht V je linedrni konexe na R?, pro kterou

9_29 9 _g,9 9

% 0r O 0y o0z oy Oy

Najdéte geodetiku (t) takovou, ze v(0) = (0,0), ¥(0) = (Z)

7.22. Necht v(t) = (t,t), 0 <t < 1 je geodetika néjaké konexe na R?. Urcete vysledek
paralelniho pfenosu vektoru X = (2,2) € T, R? podél ~.

7.23. Necht V je linedrni konexe na R?, kterd m4 nulové Christoffelovy symboly, pouze
2z

Fil = F?z = 112 T2
Najdéte geodetiky této konexe.

7.24. Najdéte nutné a postacujici podminky pro to, aby kazda kiivka splnujici x = const
byla geodetickou kiivkou dané linedrni konexe V na R2.

7.25. Ukazte, ze Ricciho tenzor Riemannovy variety je symetricky.

7.26. Ukazte, ze pro Riemannuv prostor plati
1 0Scal

ki :
VR i = T T .
g VG 2 Oxd

7.27. Necht je (M, g) Einsteinova varieta, tj. plat{
Ric = Ag

pro vhodnou funkci A. Najdéte skalarni kiivost této variety. Ukazte, ze pokud dimenze
variety je vétsi nez 2, pak funkce A je konstantni.

7.28. Nechf V je linearni konexe na R2, kterd m4 nulové Christoffelovy symboly, pouze
1 1
Iy, =Iy =1
Najdéte Ricciho tenzor této konexe.
7.29. Necht Rfmj jsou soufadnice tenzoru kfivosti linedrn{ konexe bez torze. Urcete R}, a
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7.80. Necht M je varieta s linedrni konexi V a x € M. Ukazte, Ze mnoZina paralelnich
prenosu podél po c¢astech uzavienych hladkych drahach y bodu z tvari podgrupu grupy
GL(T,M) vsech linearnich izomorfizmu te¢ného prostoru 7, M. Tato grupa se jmenuje
holonomickou grupou konexe V z bodu z.

7.81. Ukazte, ze pokud M je souvisla varieta, pak holonomcké grupy v ruznych bodech
jsou izomorfni.

7.32. Urcete holonomckou grupu dvourozmérné sféry.

7.33. Necht n-dimenziondlni Riemannovska varieta (M, g) je plochd, tj. v okoli kazdého
jejl bodu existuje n paralelnich, bodové linearné nezavislych vektorovych poli. Dokazte, ze
a) tenzor kiivosti je nulovy;

b) v okoli kazdého bodu existuji souradnice z',. .., 2" takové, ze g = &;;dz'da’.

Navody a vysledky cviceni

1.1. a) J = 309“ —3psint ; det J = 12p; je imerse, submerse a difeomorfismus na svij
4sint  4pcost

obraz;

—sinucosv —cosusinwv
b) J=| cosucosv —sinusinv | je imerse, neni submerse, je difeomorfismus na svuj obraz;

0 COS v
1 .

2—\1//3 cosp  —,/psingp

c) J = SN sing (/pcosy | je imerse, neni submerse, je difeomorfismus na sviij obraz;
1 0

Q) J— 2 L—w?+0? 2w\ o A  sub

neni difeomorfismus na svij obraz.

1.4. Piedpokladejte, 7e existuje difeomorfismus 1) néjakého okoli U bodu (0,0) € R? na otevienou
podmnozinu v R?, ktery zobrazuje M N U na podmnozinu mnoziny {(z,0)|z € R} a ukaite, ze
Jakobidn zobrazeni 1) v bodé (0,0) je roven 0.

1.7. Je podvarietou.

1.8. Je podvarietou.

1.9. ¢ # 0.
1.10. n?.
1.11. n® — 1.
1.12. M=l

2
1.14. 1. zpusob: aplikujte predchozi tlohu; 2. zpusob: zadejte anuloid jako feSenf soustavy rovnic.
2.1. Neni slucitelnou mapou.
2.8. Tato mapa by musela byt homeomorfismem sféry (coz je kompaktni topologicky prostor) a
oteviené podmnoziny eukleidovského prostoru.

3.1. Ukazte, Ze tecné zobrazeni v libovolném bodé je isomorfismem.
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3.2. Pifmka 2z 4y — 2v/2 = 0.
8.4. Mnozina ¢tvercovych matic fadu n s nulovou stopou.

8.5. Mnozina antisymetrickych ¢tvercovych matic fadu n.
3.7 22% + 292

3.8. 202 + zy® + wy.
3.9. a) (cosv+vsinv)%—I—(smu—ucosu)[f,

b) (yz® — 2wz + xgyz)@ + (zy? — zy Z){Ty + 22882; c) 0.

3.11. r(cosap + smcp) + (cos p — sincp)%
0 0 0
3.13.a) 5 48y,b) yax—i—may,c) Ta: — Yoy
3.14. a) ( ) = zoe’, y(y) = yoe'; b) z(t) = (zo +yot)e’, y(t) = yoe's ¢) x(t) = 7%, y(t) = 120

3.15. a) x(t) = 0, y(t) = 0; b) x(¢ ) (2 —t)el, y(t) = (t — 1)et; ¢) z(t) = cost + sint, y(t) =
cost — sint; d) z(t) = e (cos3t — Lsin3t), y(t) = e’ (cos 3t + §sin3t).

L B ORASSER T T e e e e T N N
W & \:\::xl: }}t A TS
\\\\\ U VoA B T
\\\\\\ S Y A, WA T i i BT eV el i T TN T
\\\\\\\\ > or YA Lo FOF A o 2 SR = R I TN
....... R Y fi 2 LB Al BN SR o B AR R T
,,,,,,,,, 5 LR B n S e e SEA VRN YRR
............... oAy FoE W e B e & BOR A B W
............ [T SIS I s Al e AR NS e I O T
...... PR TR O I T o I T ¢ [ i O
A 2 0 _Jl T T T
[ A Lha e PN o e g Bl
L O IR HE N T S T T RERTERT V i ST T AT A
g C T [ T g Y L T VO [ S T R
R T I e g N % Neithe sonvem R o s @ bl 7
LR S T i TR L R S SRR R L e T
LY Nl N A e v N ufen v onamme oo ¥ R e NN R sorime SR e e g P
NN MR VN Y N NN N NN VN B s R RIS e sk S S
AN AR ¥ AN Nelgoe n e v N B, My ol S it
MOE LY E T LA N e v et o SN S

OBRAZEK 2. Integralnf kiivky vektorovych poli b), ¢), d) z tlohy 3.15

3.16. a) Integralni kiivka: z(t) = e7%, y(t) = €, t € R; tok: FI;*(z,y) = (ve~t,ye'); pevny bod:
(0,0); obrazem é&tverce je obdélnik [—e™t e™!] x [—el, €!];

b) Integralni kiivkou je kruznice: z(t) = cost — sint, y(t) = cost + sint, t € R; tok je soustava
rotact: FI¥ (x,y) = (zcost —ysint, xsint +ycost); pevny bod: (0,0); obrazem ctverce je tverec

[—1,1] x [-1,1] otoceny o uhel ¢.

3.17. Tok: FI¥(z,y) = (
bod (—3,2e).

3.18. a) je involutivni; b) neni involutivni.

ny (n+r—1
() ()
4.4. 3(AYBF + ATk B+ AF B,
4.5 AV = 4; AP =5, Al =4; A2 =171,

lf;t,yet>; bod (0,0) zustava na misté; tok zobrazuje bod (—1,2) na
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4.6. AZ::Z = Bﬁ;--.B;;Bﬁ ---ngA;I;j_;; , kde (B!) je matice prechodu od prvni baze (e;) k

druhé bazi (e;), tj ey = Bf,ei, a (Bf/) = B! je inverzni matice, tj. Bf,B;-l = 5;

47 ) (A7) = BU- (A): b) (Ag) = B (A o) (A%F) = B0 (4%) - (BT d) (Asy) =
BT . (A;j) - B;e) (A%) = B~'-(AY) - B.

4.8. a) g € @R?, gij = bij;

b), ¢) f € ®IR3, nenulové souiadnice: ff, = —f3 = f3 = —fA4 = a3 = —fay = 1;

d) f € ®3R?, nenulové souradnice: fio3 = fo31 = fa12 = —fa13 = —fiz2 = —fa1 = 1;

e) f € ®R3, fj = A}, kde (A7) je matice linedrniho zobrazen{ A;

f) f € @3R3, f7 =6.6] — 6j07.

—
=

4.9. a) 13;b) (€@ X)) = :¢) 13;f) (405); g) (241); h) 8.

O W o
[eniE |
O =N

4.10. a) 6; b) -6.

paz o) o) = (1) J3) Gmeeavn) = (5 0. alismmeonesmxs

YY) = 9, tr}2(Sym( © ) @ slyzm<x SY)) =9

b) (Symiesn) = () 73). symxev)) = (3
try} (Sym(¢ @ n) @ Sym(X @ Y)) = 3.

4.14. 0.
5.1.

DN nojt

, tri3(Sym(@n) @Sym(X @Y)) = 3,

. -1 : 1
g _ Oz Oxt Qe dxl
30t T Qi Oxir Hai Ot~ Ir-ds’

5.2. & =rdr,n= (ZL’ - ﬁ arctan %) dzr + (y + :szTyQ arctan %) dy.
! + 22 ! + 72 0

5.3. (X]Z) = —32!—222 —zt — 2? 0
3et 4202+ 2% 2l 422423 pl4+a?+23

5.4. X =2V S0 + 2% G 4 0¥ 0
6.1. yz.

6.2. (a1b1 + agbs + asgbs)dx A dy A dz.

6.3. dw = —2ydr Ndy+zdz Ndz, df = —dz AdyNdz, wAw =0, 0/N0 =0, wAO = —x22dx AdyNdz,
dwAN6)=0.

6.4. a) dxydx A dy; b) 0; ¢) 0; d) 3dz Ady Adz; e) 0; f) —xdx A dy A dz.

6.5.a) p = %mQy + ¢; b) w neni uzaviend; ¢) ¢ = v - 41
6.6. f =2+ 1>+ 23 — 3xyz + 2z + ylny + 2 + c.
6.7. 0.

6.9. Patii do stejné kohomologické tiidy.
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6.10. Necht w = df, pak d(O A &) =w AE.

6.12. a) dw = dx A dy, g*w = wvcosvdu — u*vsinvdv, ¢*(dw) = —(uvsinv + ucosv)du A dv;
b) dw =dz Ndy N dz, g*w = —euv cosvdu A dv, g*dw = 0; ¢) dw =0, g*w = 0, g*dw = 0.

6.14. 0 = %xzydy + 2zydz.

6.15. 0.

6.16. a) £ b) 0; ¢) 13.

6.17. 7.

6.18. a) 3;b) L.
6.19. Dukaz neexaktnosti: 1. ukazte, ze fszw # 0; 2. pomoci Stokesovy véty ukazte, Ze pro
libovolnou exaktni 2-formu w je [¢ w = 0.

2

7.1. 1.
7.8.a) f € C°(M), Vif =0f;
b) X € D(TM), VX' = X' + T}, X;
c) £ € I(T*M), Vi& = Op&i — Tji&j5 '
d) A € T(®1TM), Vi A = 0pA] + ngAé - FékAgS'
e) A € T(®2TM), VAU = 9, A% + T4, AU + T} Al
f) Ae F(@QTM), Vk,AU = 8@4{ — FlikAlj — FékAil-
7.4. 0
0 1 — (! 2 12 ozt
7.5 (ViTy;) = @+ %) (@ - %) ,
22! (1+2'2?) —2% — (z! + 32?)2'2?
—(2t 4 32D)%, 1 — (zl 4 2)ala? - 5
(VaTij) = 1,22 ! 1 2\ (22
2(1 —2'2®)” — % —(x* + 32°)(2*)
7.6. (1,0)
77 %

7.8. a) 0; b) nenulové komponenty V;wji: Viwia = —Viwy = —1.
7.9. Ffj = 5kj81f + 5;%6]f - 5U8kf, RiCH = RiC22 = —8%f — 8%f, RiC12 = RiCQl =0.

7.10. Nenulové komponenty: T3, = —Tg = —%; R, =-R3, = —2%.
7.11. 0.
_ 2 | 2 2. _ 4 2 2
7.12. a) g = (df)* + sin” O(dyp)?; b) g = (Hugﬂg)g((du) + (dv)?).
7.13. a) Nenulové symboly: I'ly = —sinf cos 6, T'?; = cotan6;
b) _Fh = F%z = _F%2 = Hfﬁa —F%z = F%l = _ng = Hfﬁ

7.14. X1(t) = sinfp(cq sin(cos Ot) — c2 cos(cos Opt)), X2(t) = c1 cos(cos Opt) + c2 sin(cos ot ), 1ihel
je 2m cos fy.

7.15. Nenulové komponenty R: R}, = —Rly, = sin?0, R}, = —R%,; = —1, (z! =0, 2% = p);
VR =0, Ric =g, VRic =0, Scal = 2.
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7.16. a) g = (dx)* +sinh® x(dg)* b) g = gz ((du)? + (dv)?)
¢) g = ((dr)’ + (ds)?).
7.17. a) Nenulové symboly: I'}, = —sinh x cosh x, ['?; = cotanhy;

b) F%l = _F%2 = F%z = 1_5%1)27 F%z = _P%l = 1%2 = 1_%_1;%
¢) nenulové symboly: —T'}, =T%, = —T%, = 1.

2 . T
7.18. a) F5ib) I

7.19. a) oblouky kruznic kolmych na hranici kruhu, a pruméry kruhu; b) polokruznice se stiedy
na ose = a polopiimky kolmé na ose z (viz. obrazek 3).

OBRAZEK 3. Geodetické drahy geometrie Lobacevského

7.20. Pro dukaz faktu, ze kazdd geodetickd draha konexe I' (a f) je geodetickou drahou konexe
T", staci uvazovat odpovfdzijl'cf rovnice. Opac¢né, necht ¥ je geodetickd draha pro I'. Necht v je
geodetickd draha pro I' (a T') splitujicf v(0) = 7(0), 4(0) = 4(0). Pak v je geodetickou drahou pro
I'. Z uvedenych podminek vyplyva, ze v = 7.

7.21. x(t) =In(t + 1), y(t) = 0.

7.22.(2,2) € T,)R2.

7.28. ax + by + ¢ = 0, kde a, b, ¢ jsou libovolné konstanty a a® + b # 0.

7.24. T, = 0.

7.25. Vyuzijte prvni Bianchiho identitu.

7.26. Vyuzijte druhou Bianchiho identitu.

7.27. Scal = n\; pro dikaz konstantnosti A vyuzijte predchozi ulohu.

7.28. Nenulovd komponenta: Ricgo = 1.

7.29. Ry, = 0; R, = —at.

7.81. Pokud 7 je uzavienou kiivkou v bodé z a p je kiivka s po¢atkem v bodé x a koncem v bodé
y, pak kompozice 1 a A je uzaviend kiivka v bodé y. Zvolime-li pevné p a uvazujeme-li paralelni
prenosy, dostaneme jisté zobrazeni z grupy holonomie v bodé = do grupy holonomie v bodé y.
7.832. SO(2), tj. grupa vsech rotaci tecné roviny.

7.83. b) necht lokdln{ vektorové pole X1, --- X, jsou paralelni. Ukazte, Ze jejich Lieovy zadvorky

1 43 _ 0
s, 2" takové, ze X; = 55,

jsou nulové. To znamend, ze existuji souradnice x
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