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7. Lineárńı konexe a Riemannovy prostory 10
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Předmluva

Tato sb́ırka úloh vznikla během výuky předmětu ”Globálńı analýza”v letech 2011-2013 na
Př́ırodovědecké fakultě Masarykovy univerzity v Brně jako doplněńı ke skriptu prof. RNDr.
Ivana Koláře, DrSc [2].
Autor děkuje prof. RNDr. Janu Slovákovi, DrSc za všeobecnou podporu a Mgr. Martinu
Panákovi, Ph.D. za opravu textu.



3

1. Podvariety č́ıselných prostor̊u

1.1. Vypočtěte Jakobiho matice a Jakobiány (pokud existuj́ı) následuj́ıćıch zobrazeńı.
Které z těchto zobrazeńı jsou imerse, submerse a difeomorfismy na sv̊uj obraz?
a) x = 3ρ cos t, y = 4ρ sin t, (ρ, t) ∈ (0, 1)× (0, 2π);
b) x = cosu cos v, y = sinu cos v, z = sin v, (u, v) ∈ (0, 2π)× (−π

2
, π
2
);

c) x =
√
ρ cosϕ, y =

√
ρ sinϕ, z = ρ, (ρ, ϕ) ∈ (0,+∞)× (0, 2π);

d) x = 2u
1+u2+v2

, y = 2v
1+u2+v2

, (u, v) ∈ R× R.

1.2. Ukažte, že podmnožina M ⊂ Rn je podvarietou dimenze 0 právě tehdy, když M ⊂ Rn

je diskrétńı podmnožina, tj. pro každý bod x ∈ M existuje jeho okoĺı U ⊂ Rn takové, že
M ∩ U = {x}.
1.3. Ukažte, že podmnožina M ⊂ Rn je podvarietou dimenze n právě tehdy, když M ⊂ Rn

je otevřená podmnožina.

1.4. Dokažte, že podmnožina M = {(x, y)|xy = 0} ⊂ R2 neńı podvarietou prostoru R2.

1.5. Dokažte, že trojúhelńık neńı podvarietou roviny.

1.6. Dokažte, že množina

{(0, y) ∈ R2| − 1 < y < 1} ∪
{(

x, sin

(
1

x

))
∈ R2

∣∣∣∣x > 0

}
neńı podvarietou prostoru R2.

1.7. Rozhodněte, je-li řešeńı rovnice x5 + y5 + z5 + w5 = 1 podvarietou R4.

1.8. Rozhodněte, je-li řešeńı soustavy rovnic x3 +y3 +z3 = 1, z = xy podvarietou prostoru
R3.

1.9. Pro které hodnoty konstanty c je množina

{(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 − z2 = c}
dvourozměrnou podvarietou prostoru R3?

1.10. Ukažte, že množina GL(n,R) všech čtvercových matic n-tého řádu s nenulovým

determinantem je podvarietou prostoru Rn2
. Určete jej́ı dimenzi.

1.11. Ukažte, že množina SL(n,R) všech čtvercových matic n-tého řádu s determinantem

1 je podvarietou prostoru Rn2
. Určete jej́ı dimenzi.

1.12. Ukažte, že množina O(n) všech ortogonálńıch čtvercových matic n-tého řádu je pod-

varietou prostoru Rn2
. Určete jej́ı dimenzi.

1.13. Necht’ M1 ⊂ Rn1 a M2 ⊂ Rn2 jsou m1 a m2 rozměrné podvariety. Dokažte, že
M1 ×M2 ⊂ Rn1+n2 je (m1 +m2)-rozměrnou podvarietou.

1.14. Ukažte aspoň dvěma zp̊usoby, že anuloid (též torus) Tm = S1×· · ·×S1 je podvarietou
prostoru R2m.
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1.15. Dokažte, že graf zobrazeńı f : Rn → Rm tř́ıdy Cr je n-rozměrnou podvarietou
prostoru Rn+m tř́ıdy Cr.

2. Hladké variety a hladká zobrazeńı

2.1. Ověřte, je-li dvojice ((−1, 1), f(x) =
√

1− x2) mapou slučitelnou se standardńı mapou
na R.

2.2. Ukažte, že dvojice (R, x 7→ x3) je mapou na množině R. Ukažte, že tato mapa neńı
slučitelná se standardńı mapou na R. Necht’ R′ je varieta, jej́ıž diferenciálńı strukturu
určuje tato mapa. Ukažte, že varieta R′ je difeomorfńı varietě R se standardńı diferenciálńı
strukturou.

2.3. Necht’A1 aA2 jsou atlasy na topologickém prostoru M . Dokažte, že následuj́ıćı tvrzeńı
jsou ekvivalentńı:

• atlasy A1 a A2 jsou slučitelné (tj. A1 ∪ A2 je zase atlasem na M);
• každá mapa s A1 je slučitelná s každou mapou s A2;
• A1 a A2 jsou podmnožinami stejného maximálńıho atlasu;
• A1 a A2 určuj́ı stejnou množinu hladkých funkćı na každé otevřené podmnožině
U ⊂M .

2.4. Dokažte, že relace slučitelnosti atlas̊u je relaćı ekvivalence.

2.5. Sestrojte atlasy na elipsu x2 + y2

4
= 1.

2.6. Sestrojte atlasy na sféře S2 ⊂ R3 pomoćı stereografické projekce (viz. obrázek 1) a
pomoćı ortogonálńı projekce na souřadnicové roviny. Ukažte, že tyto atlasy jsou ekviva-
lentńı.

Obrázek 1. Stereografická projekce

2.7. Sestrojte atlas na povrchu Lobačevského

L2 = {(t, x, y) ∈ R3|t2 − x2 − y2 = 1, t > 0}
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pomoćı stereografické projekce (viz. obrázek 1) a pomoćı ortogonálńı projekce na rovinu
t = 0. Ukažte, že tyto atlasy jsou ekvivalentńı.

2.8. Ukažte, že na sféře neexistuje atlas obsahuj́ıćı jenom jednu mapu.

2.9. Dokažte, že souřadnicové funkce x, y, z jsou hladké na sféře S2 ⊂ R3.

2.10. Ukažte, že kanonická projekce π : S2 → RP 2 je hladké zobrazeńı.

2.11. Dokažte, že konstantńı zobrazeńı variet f : M → N , f(x) = y0 pro všechna x ∈ M ,
je hladké.

2.12. Ukažte, že rotace kružnice je difeomorfismem.

2.13. Ukažte, že zobrazeńı hladkých variet f : M → N je hladké právě tehdy, když
zobrazeńı f ◦ g je hladké pro libovolné hladké zobrazeńı g : U → M libovolné otevřené
podmnožiny U ⊂ Rk.

3. Tečné bandly a vektorová pole

3.1. Dokažte, že difeomorfńı hladké variety maj́ı stejné dimenze.

3.2. Určete tečný prostor k elipse x2+ y2

4
= 1 v bodě

(√
2
2
,
√

2
)

. Určete relace mezi bázovými

tečnými vektory odpov́ıdaj́ıćım r̊uzným lokálńım mapám v tomto bodě.

3.3. Ukažte, že T(x,y)M ×N = TxM ⊕ TyN , kde M a N jsou variety a x ∈M , y ∈ N .

3.4. Určete tečný prostor variety SL(n,R) v bodě E.

3.5. Určete tečný prostor variety O(n) v bodě E.

3.6. Pro hladké zobrazeńı variet f : M → N ukažte, že tečné zobrazeńı f∗ : TM → TN je
hladké.

3.7. Určete Xf , kde X = x ∂
∂x

+y ∂
∂y

je vektorové pole a f = x2 +y2 +z2 je funkce na R3.

3.8. Necht’ X = x ∂
∂x

+ y3 ∂
∂y

a f = x2 + xy. Určete funkce Xf .

3.9. Určete Lieovy závorky následuj́ıćıch vektorových poĺı:
a) X = sinu ∂

∂v
+ cos v ∂

∂u
, Y = u ∂

∂u
+ v ∂

∂v
;

b) X = z2 ∂
∂x

+ xy ∂
∂y

, Y = xyz ∂
∂x

+ y2 ∂
∂y

+ x ∂
∂z

;

c) X = x ∂
∂x

+ y ∂
∂y

, Y = −y ∂
∂x

+ x ∂
∂y

.

3.10. Necht’ M je varieta dimenze 1 a X, Y jsou vektorová pole na M , při tom Xx 6= 0 pro
všechna x ∈ M a plat́ı, že [X, Y ] = 0. Ukažte, že Y = cX pro nějakou konstantu c ∈ R.

3.11. Určete tvar vektorového pole
√
x2 + y2

(
∂
∂x

+ ∂
∂y

)
v polárńıch souřadnićıch.

3.12. Necht’ x1, . . . , xn, y1, . . . yn jsou standardńı souřadnice na R2n. Ukažte, že zúžeńı vek-
torového pole

X =
n∑
i=1

(
−yi ∂

∂xi
+ xi

∂

∂yi

)
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na sféru S2n−1 ⊂ R2n je vektorovým polem bez nulových bod̊u na sféře.

3.13. Ukažte, že následuj́ıćı zobrazeńı určuj́ı toky, a určete odpov́ıdaj́ıćı vektorová pole:
a) FlXt (x, y) = (5t+ x, 4t+ y);
b) FlXϕ (x, y) = (x cosϕ− y sinϕ, x sinϕ+ y cosϕ);

c) FlXt (x, y) = (etx, e−ty).

3.14. Určete integrálńı křivky následuj́ıćıch vektorových poĺı:
a) X = x ∂

∂x
+ y ∂

∂y
;

b) X = (x+ y) ∂
∂x

+ y ∂
∂y

;

c) X = x2 ∂
∂x

+ y2 ∂
∂y

.

3.15. Určete integrálńı křivku vektorového pole X procházej́ıćı bodem a pro
a) X = y sinx ∂

∂x
+ x cos y ∂

∂y
, a = (0, 0);

b) X = −y ∂
∂x

+ (x+ 2y) ∂
∂y
, a = (2,−1);

c) X = y ∂
∂x
− x ∂

∂y
, a = (1, 1);

d) X = (2x− 5y) ∂
∂x

+ 2x ∂
∂y
, a = (2,−1).

3.16. Pro vektorové pole X určete integrálńı křivku procházej́ıćı bodem (1, 1), tok FlXt ,
pevné body toku a obraz čtverce [−1, 1]× [−1, 1] ⊂ R2 v toku, jestliže
a) X = −x ∂

∂x
+ y ∂

∂y
;

b) X = −y ∂
∂x

+ x ∂
∂y

3.17. Určete tok vektorového pole X = x2 ∂
∂x

+ y ∂
∂y

. Kam ten tok zobrazuje body (0, 0) a

(−1, 2) během času t = 1?

3.18. Určete, které z následuj́ıćıch distribućı na {(x, y, z) ∈ R3|x, y, z > 0} jsou involutivńı:
a) distribuce generovaná vektorovými poli
X = x ∂

∂x
+ y ∂

∂y
+ z ∂

∂z
, Y = ∂

∂x
+ ∂

∂y
;

b) distribuce generovaná vektorovými poli
X = xyz ∂

∂x
+ y2 ∂

∂y
, Y = x ∂

∂x
+ (z + y) ∂

∂z
.

3.19. Ukažte, že každá distribuce dimenze 1 je involutivńı.

4. Tenzory

4.1. Necht’ A ∈
⊗r V , r ≥ 2. Ukažte, že plat́ı nasleduj́ıćı tvrzeńı:

a) SymA ∈ SrV ; A ∈ SrV ⇔ SymA = A;
b) AltA ∈ ΛrV ; A ∈ ΛrV ⇔ AltA = A;
c) Sym(SymA) = SymA; Alt(AltA) = AltA; Sym(AltA) = 0; Alt(SymA) = 0;
d) ΛrV ∩ SrV = {0}.

4.2. Určete dimenzi prostor̊u ΛrV a SrV , jestliže dimV = n.

4.3. Ukažte, že
⊗2 V = S2V

⊕∧2 V .
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4.4. Necht’ A ∈ Λ2V , B ∈ V jsou tensory se souřadnicemi Aij a Bi. Určete souřadnice
tensoru A ∧B.

4.5. Necht’ A ∈
⊗2R2 ⊗ (R2)∗ je tensor se souřadnicemi

A11
1 = 3, A11

2 = 0, A12
1 = 2, A12

2 = 1,

A21
1 = 0, A21

2 = 1, A22
1 = 0, A22

2 = 5.

Určete kontrakce dolńıho indexu s každým z horńıch index̊u.

4.6. Určete vztah mezi souřadnicemi Ai1...irj1...js
a A

i′1...i
′
r

j′1...j
′
s

tenzoru

A ∈
⊗r V ⊗

⊗s V ∗ v r̊uzných báźıch.

4.7. Přepǐste výsledek předchoźı úlohy pomoci matic pro následuj́ıćı hodnoty (r, s): a) (1, 0);
b) (0, 1); c) (2, 0); d) (0, 2); e) (1, 1).

4.8. Ukažte, že následuj́ıćı zobrazeńı jsou tenzory na euklidovském prostoru R3. Určete
jejich typy a souřadnice vzhledem ke standardńı bázi prostoru R3. Předpokládejme, že
X, Y, Z ∈ R3 a ξ, η ∈ R3∗.
a) g(X, Y ) = (X, Y ) je skalárńı součin vektor̊u;
b) f(X, Y ) = [X, Y ] je vektorový součin vektor̊u;
c) f(X, Y, ξ) = ξ([X, Y ]);
d) f(X, Y, Z) = (X, Y, Z) je smı́̌sený součin vektor̊u;
e) f(X, ξ) = ξ(A(u)), kde A : R3 → R3 je lineárńı zobrazeńı;

f) f(X, Y, ξ, η) =

∣∣∣∣ξ(X) η(X)
ξ(Y ) η(Y )

∣∣∣∣.
4.9. Uvažujeme na R3 tenzory s následuj́ıćımi souřadnicemi:

(X i) =

2
1
0

 , (ξi) = (3 7 1), (Tij) =

1 0 2
2 0 1
0 1 0

 .

Určete souřadnice následuj́ıćıch tenzor̊u: a) ξ(X); b) ξ⊗X; c) tr(ξ⊗X); d) T⊗ξ; e) T⊗X;
f) tr11(T ⊗X); g) tr12(T ⊗X); h) tr1212(T ⊗X ⊗X).

4.10. Necht’ (ei) je báze prostoru R3 a (ei) je odpov́ıdaj́ıćı kobáze. Vypočtete (ξ⊗η)(X, Y ),
jestliže
a) ξ = e1 − e2 + 3e3, η = e1 + 2e2 − e3, X = e1 − 2e2 + e3, Y = −e1 + e2;
b) ξ = e1 + e2 − e3, η = e1 − e2 + e3, X = 2e1 − 2e2 − e3, Y = e1 + e2 − 3e3.

4.11. Necht’ ξ, η ∈ V ∗ jsou nenulové. Ukažte, že pokud ξ ⊗ η = η ⊗ ξ, pak ξ = λη, kde
λ ∈ R.

4.12. Určete souřadnice tenzor̊u Sym(ξ⊗η), Sym(X⊗Y ), tr1212(Sym(ξ⊗η)⊗Sym(X⊗Y )),
tr1221(Sym(ξ ⊗ η) ⊗ Sym(X ⊗ Y )), jestliže kovektory ξ, η a vektory X, Y maj́ı následuj́ıćı
souřadnice:
a) ξ = (1,−2), η = (1, 1), X = (1, 2), Y = (1,−2);
b) ξ = (2, 1), η = (1,−1), X = (3, 2), Y = (1, 1).
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4.13. Necht’ b ∈ ⊗2V ∗. Ukažte, že pokud b(X,X) = 0 pro všechna X ∈ V , pak Symb = 0.

4.14. Necht’ A ∈ ∧2V a b ∈ S2V ∗. Určete tr1212(A⊗B).

4.15. Ukažte, že vektory X1, ..., Xr ∈ V jsou lineárně nezávislé právě tehdy, když

X1 ∧ · · · ∧Xr 6= 0.

5. Tenzorová pole

5.1. Určete vztah mezi souřadnicemi tenzorového pole T typu (r, s) na Rn ve dvou souřadnicových
systémech x1, ..., xn a x1

′
, ..., xn

′
.

5.2. Necht’ (x, y) a (r, ϕ) jsou standardńı a polárńı souřadnice na R2. Určete souřadnice
kovektorového pole ξ = xdx+ ydy v̊uči polárńım souřadnićım a souřadnice kovektorového
pole η = rdr + ϕdϕ v̊uči standardńım souřadnićım.

5.3. Necht’ x1, x2, x3 a x1
′
, x2

′
, x3

′
jsou souřadnicové systémy, pro které

x1
′
= x1, x2

′
= x1 + x2, x3

′
= x1 + x2 + x3.

Určete souřadnice tensorového poli X v̊uči prvńımu systému, jestliže

X = x2
′ ∂

∂x1′
⊗ dx2′ − (x1

′
+ x2

′
)
∂

∂x2′
⊗ dx1′ + x3

′ ∂

∂x3′
⊗ dx3′ .

5.4. Necht’ x1, x2, x3 a x1
′
, x2

′
, x3

′
jsou souřadnicové systémy, pro které

x1
′
= x1, x2

′
= x1 − x2, x3

′
= x1 − x2 − x3.

Určete tvar tensorového pole X v̊uči druhému systému, jestliže

X = x1
∂

∂x1
+ x2

∂

∂x2
+ x3

∂

∂x3
.

6. Vněǰśı diferenciálńı formy

6.1. Určete ω(X), kde ω = zdx− dz, X = y ∂
∂x

+ x ∂
∂y

.

6.2. Určete α ∧ β, jestliže

α = a1dx+ a2dy + a3dz, β = b1dy ∧ dz + b2dz ∧ dx+ b3dx ∧ dy.

6.3. Necht’ ω = (x2 + y2)dx+ xzdz a θ = zdy ∧ dx+ xdz ∧ dx
Určete dω, dθ, ω ∧ ω, θ ∧ θ, ω ∧ θ, d(ω ∧ θ).
6.4. Určete dω, jestliže a) ω = x2ydy − xy2dx; b) ω = xdy + ydx;
c) ω = f(x)dx+ g(y)dy; d) ω = xdy ∧ dz + ydz ∧ dx+ zdx ∧ dy;
e) ω = xdx+ydy

x2+y2
; f) ω = xydx ∧ dz + zudz ∧ du.
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6.5. Ověřte, které z nasleduj́ıćıch 1-forem ω jsou uzavřené na D. Určete všechny funkce ϕ
splňuj́ıćı dϕ = ω.
a) ω = xydx+ x2

2
dy, D = R2;

b) ω = xdx+ xzdy + xydz, D = R2;

c) ω =
(

1
x2

+ 1
y2

)
(ydx− xdy), D = {(x, y) ∈ R2|x, y > 0}.

6.6. Pro 1-formu

(3x2 − 3yz + 2)dx+ (3y2 − 3xz + 1)dy + (3z2 − 3xy + 1)dz = 0

na R3 určete všechny funkce f splňuj́ıćı df = ω.

6.7. Určete dω, jestliže ω = dθ ∧ θ a θ je 2-formou na varietě M .

6.8. Necht’ M je souvislá varieta. Ukažte, že H0(M) ∼= R.

6.9. Ukažte, že vněǰśı formy ω = xdx+ ydy a η = ydx+ xdy na R2 jsou uzavřené. Ověřte,
jestli tyto formy patř́ı do stejné kohomologické tř́ıdy.

6.10. Necht’ ω je exaktńı forma a ξ je libovolná forma. Ukažte, že forma ω∧ξ je exaktńı.

6.11. Necht’ f : R2 \ {0} → R2 \ {0}, f(r, ϕ) = (r cosϕ, r sinϕ) je zobrazeńı. Ukažte, že

a) f ∗
(
xdx−ydy
x2+y2

)
= dϕ; b) f ∗(xdx+ ydy) = rdr.

6.12. Necht’ g : R2 → R3, g(u, v) = (uv, u cos v, ev) je zobrazeńı. Určete dω, g∗ω, g∗dω pro
nasleduj́ıćı formy ω na R3: a) ω = xdy; b) ω = ydz ∧ dx; c) ω = dx ∧ dy ∧ dz.
6.13. Necht’ ω = dp1 ∧ dq1 + · · ·+ dpn ∧ dqn je 2-forma na R2n. Ukažte, že ω je uzavřená a
že pro jej́ı n-tou vněǰśı mocninu plat́ı

ω ∧ · · · ∧ ω = (−1)
n(n−1)

2 n!dp1 ∧ dq1 ∧ · · · ∧ dpn ∧ dqn.

6.14. Ukažte, že 2-forma

ω = xydx ∧ dy + 2xdy ∧ dz + 2ydx ∧ dz
na R3 je uzavřená, a určete aspoň jednu 1-formu θ splňuj́ıćı dθ = ω.

6.15. Určete
∫
M
ω, kde ω je 1-forma z předchoźı úlohy a

M = {(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 + z3 = 1, z ≥ 0}.

6.16. Určete
∫
M
ω, kde

a) ω = (x− y)dx+ (x+ y)dy a M je úsečka AB, A = (2, 3), B = (3, 5);
b) ω = ydx+ xdy, M = {(cos t, sin t)|t ∈ (0, π

2
)} ⊂ R2;

c) ω = xdx+ ydy + (x+ y − 1)dz a M je úsečka AB, A = (1, 1, 1), B = (2, 3, 4).

6.17. Určete ∫
M

dx3 ∧ dx4 + x1x3dx2 ∧ dx4,



10

kde M = T 2 = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4|x21 + x22 = 1, x23 + x24 = 1}. Uvažujte parametrizaci
g(u, v) = (cosu, sinu, cos v, sin v), (u, v) ∈ (0, 2π)× (0, 2π).

6.18. Pomoćı Stokesovy věty určete
∫
M
ω, kde

a) ω = (x2+y2)dx+(x2−y2)dy a M je obvod trojúhelńıku s vrcholy A = (0, 0), B = (1, 0),
C = (0, 1);
b) ω = xydy ∧ dz + yzdz ∧ dx + xzdx ∧ dy a M je hranice standardńıho trojrozměrného
simplexu v R3.

6.19. Ukažte, že 2-forma ω = (x2+y2+z2)−
3
2 (xdy∧dz+ydz∧dx+zdx∧dy) na R3\{(0, 0, 0)}

je uzavřená, ale neńı exaktńı.

6.20. Ukažte, že 1-forma ω = −ydy+xdy
x2+y2

na R2 \ {(0, 0)} je uzavřená, ale neńı exaktńı.

7. Lineárńı konexe a Riemannovy prostory

7.1. Necht’∇ je lineárńı konexe na R2 s nulovými Christoffelovými symboly v̊uči souřadnićım
x, y. Určete symbol Γϕrϕ konexe ∇ v̊uči polárńım souřadnićım r, ϕ.

7.2. Necht’ ∇ je lineárńı konexe bez torse na varietě M a S je paralelńı distribuce na M , tj.
∇YX ∈ Γ(S) pro všechna X ∈ Γ(S), Y ∈ Γ(TM). Ukažte, že distribuce S je involutivńı.

7.3. Ukažte jak vypadaj́ı souřadnicové vzorce pro kovariantńı derivace tenzor̊u následuj́ıćıch
typ̊u: a) (0, 0); b) (1, 0); c) (0, 1); d) (1, 1); e) (2, 0); f) (0, 2).

7.4. Určete ∇iδ
j
k, kde je ∇ je lineárńı konexe.

7.5. Necht’ tenzorové pole T typu (0, 2) na R2 má následuj́ıćı souřadnice:

(Tij) =

(
0 x1 + x2

2x2 1

)
.

Určete kovariantńı derivace tenzoru T v̊uči symetrické konexi bez torze maj́ıćı Christoffe-
lovy symboly

Γ1
11 = (x1)2, Γ1

12 = x1x2, Γ1
22 = (x2)2,

Γ2
11 = 0, Γ2

12 =
x1

x2
, Γ2

22 = 0.

7.6. Necht’ ∇ je lineárńı konexe na R2, která má v̊uči standardńım souřadnićım nulové
Christoffelovy symboly, pouze Γ2

22 = −1. Určete výsledek paralelńıho přenášeńı vektoru
X = (1, 0) podél dráhy

x1(2) = 2t+ 1, x2(t) = −t, 0 ≤ t ≤ 1

z bodu a0 (t0 = 0) do bodu a1 (t1 = 1).

7.7. Necht’ ∇ je lineárńı konexe na R2, která má v̊uči standardńım souřadnićım nulové
Christoffelovy symboly, pouze Γ1

12 = 1. Určete symbol Γ1
11 v̊uči souřadnićım y1 = x1 + x2,

y2 = x1 − x2.
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7.8. Necht’ ∇ je lineárńı konexe na R2, která má v̊uči standardńım souřadnićım nulové
Christoffelovy symboly, pouze Γ2

12 = 1.
a) Necht’ g = dx1 ⊗ dx1 + dx2 ⊗ dx2. Určete ∇1g12.
b) Najděte ∇ω, jestliže ω = dx1 ∧ dx2.
7.9. Určete Christoffelovy symboly Riemannovy metriky

g = e2f (dx1 ⊗ dx1 + · · ·+ dxn ⊗ dxn),

kde f je funkce. Najděte tenzor Ricciho metriky g pro n = 2.

7.10. Necht’ ∇ je lineárńı konexe na R2, která má nulové Christoffelovy symboly kromě

Γ2
12 = Γ2

22 = − 2y

1 + y2

v̊uči souřadnićım x1 = x, x2 = y. Určete souřadnice tenzor̊u torze a křivost́ı.

7.11. Necht’ Rl
kij jsou souřadnice tenzoru křivosti Riemannovy konexe metriky gij. Určete

gijRl
kij.

7.12. Určete metriku na sféře S2 v̊uči
a) sférickým souřadnićım;
b) v̊uči souřadnićım definovaným pomoćı stereografické projekce.

7.13. Určete Christoffelovy symboly pro metriku na sféře v̊uči souřadnićım z předchoźı
úlohy.

7.14. Řešte rovnice paralelńıho přenosu na sféře s metrikou (dθ)2 + sin2 θ(dϕ)2 podél rov-
noběžky θ = θ0, ϕ = t ∈ [0, 2π]. Určete úhel mezi tečným vektorem ke sféře a jeho obrazem
při paralelńım přenosu podél této rovnoběžky.

7.15. UrčeteR,∇R, Ric,∇Ric a skalárńı křivost metriky na sféře v̊uči sférickým souřadnićım.

7.16. Uvažujeme metriku Minkowského

−(dt)2 + (dx)2 + (dy)2

v č́ıselném prostoru R3 a definujeme metriku g na povrchu Lobačevského L2 ⊂ R3 jako
metriku indukovanou. Určete metriku g
a) v̊uči souřadnićım (χ, ϕ), kde (a, χ, ϕ) jsou pseudosférické souřadnice prostor̊u R3, tj.
t = a coshχ, x = a sinhχ cosϕ, y = a sinhχ sinϕ;
b) v̊uči souřadnićım (u, v) definovaným pomoćı stereografické projekce (kruhový model
Poincarého geometrie Lobačevského);
c) v̊uči souřadnićım (r, s) modelu geometrie Lobačevského v horńı polorovině

H = {(r, s) ∈ R2|s > 0},
souřadnice (r, s) jsou definovaný vzorcem

r + is = i
1 + u+ iv

1− u− iv
.
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7.17. Určete Christoffelovy symboly pro metriku povrchu Lobačevského v̊uči souřadnićım
z předchoźı úlohy.

7.18. Určete délku kružnice (x+ 1)2 + (y − 5)2 = 1
a) v̊uči metrice g = 4

(1+x2+y2)2

(
(dx)2 + (dy2)

)
;

b) v̊uči metrice g = 1
s2

((dr)2 + (ds)2).

7.19. Určete geodetické dráhy modelu geometrie Lobačevského
a) v kruhu; b) v horńı polorovině.

7.20. Necht’ dvě konexe Γkij a Γ̃kij maj́ı stejné geodetické dráhy. Ukažte, že každá konexe

Γ̄kij = αΓkij + βΓ̃kij (α + β = 1) má tytéž geodetické dráhy.

7.21. Necht’ ∇ je lineárńı konexe na R2, pro kterou

∇ ∂
∂x

∂

∂x
=

∂

∂x
, ∇ ∂

∂x

∂

∂y
= ∇ ∂

∂y

∂

∂x
= ∇ ∂

∂y

∂

∂y
= 0.

Najděte geodetiku γ(t) takovou, že γ(0) = (0, 0), γ̇(0) =
(
∂
∂x

)
0
.

7.22. Necht’ γ(t) = (t, t), 0 ≤ t ≤ 1 je geodetika nějaké konexe na R2. Určete výsledek
paralelńıho přenosu vektoru X = (2, 2) ∈ Tγ(0)R2 podél γ.

7.23. Necht’ ∇ je lineárńı konexe na R2, která má nulové Christoffelovy symboly, pouze

Γ1
11 = Γ2

12 = − 2x

1 + x2
.

Najděte geodetiky této konexe.

7.24. Najděte nutné a postačuj́ıćı podmı́nky pro to, aby každá křivka splňuj́ıćı x = const
byla geodetickou křivkou dané lineárńı konexe ∇ na R2.

7.25. Ukažte, že Ricciho tenzor Riemannovy variety je symetrický.

7.26. Ukažte, že pro Riemann̊uv prostor plat́ı

gki∇kRicij =
1

2

∂Scal

∂xj
.

7.27. Necht’ je (M, g) Einsteinova varieta, tj. plat́ı

Ric = λg

pro vhodnou funkci λ. Najděte skalárńı křivost této variety. Ukažte, že pokud dimenze
variety je větš́ı než 2, pak funkce λ je konstantńı.

7.28. Necht’ ∇ je lineárńı konexe na R2, která má nulové Christoffelovy symboly, pouze

Γ1
11 = Γ1

22 = 1.

Najděte Ricciho tenzor této konexe.

7.29. Necht’ Rl
kij jsou souřadnice tenzoru křivosti lineárńı konexe bez torze. Určete R1

211 a

R1
121, jestliže R1

112 = x1.
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7.30. Necht’ M je varieta s lineárńı konex́ı ∇ a x ∈ M . Ukažte, že množina paralelńıch
přenosu podél po částech uzavřených hladkých drahách y bodu x tváři podgrupu grupy
GL(TxM) všech lineárńıch izomorfizmů tečného prostoru TxM . Tato grupa se jmenuje
holonomickou grupou konexe ∇ z bodu x.

7.31. Ukažte, že pokud M je souvislá varieta, pak holonomcké grupy v r̊uzných bodech
jsou izomorfńı.

7.32. Určete holonomckou grupu dvourozměrné sféry.

7.33. Necht’ n-dimenzionálńı Riemannovská varieta (M, g) je plochá, tj. v okoĺı každého
jej́ı bodu existuje n paralelńıch, bodově lineárně nezávislých vektorových poĺı. Dokažte, že
a) tenzor křivosti je nulový;
b) v okoĺı každého bodu existuj́ı souřadnice x1, . . . , xn takové, že g = δijdx

idxj.

Návody a výsledky cvičeńı

1.1. a) J =

(
3 cos t −3ρ sin t
4 sin t 4ρ cos t

)
; detJ = 12ρ; je imerse, submerse a difeomorfismus na sv̊uj

obraz;

b) J =

− sinu cos v − cosu sin v
cosu cos v − sinu sin v

0 cos v

 je imerse, neńı submerse, je difeomorfismus na sv̊uj obraz;

c) J =


1

2
√
ρ cosϕ −√ρ sinϕ

1
2
√
ρ sinϕ

√
ρ cosϕ

1 0

 je imerse, neńı submerse, je difeomorfismus na sv̊uj obraz;

d) J = 2
(1+u2+v2)2

(
1− u2 + v2 −2uv
−2uv 1 + u2 − v2

)
; detJ = 4(1−u2−v2)

(1+u2+v2)3
neńı imerse, neńı submerse, a

neńı difeomorfismus na sv̊uj obraz.

1.4. Předpokládejte, že existuje difeomorfismus ψ nějakého okoĺı U bodu (0, 0) ∈ R2 na otevřenou

podmnožinu v R2, který zobrazuje M ∩ U na podmnožinu množiny {(x, 0)|x ∈ R} a ukažte, že

Jakobián zobrazeńı ψ v bodě (0, 0) je roven 0.

1.7. Je podvarietou.

1.8. Je podvarietou.

1.9. c 6= 0.

1.10. n2.

1.11. n2 − 1.

1.12. n(n−1)
2 .

1.14. 1. zp̊usob: aplikujte předchoźı úlohu; 2. zp̊usob: zadejte anuloid jako řešeńı soustavy rovnic.

2.1. Neńı slučitelnou mapou.

2.8. Tato mapa by musela být homeomorfismem sféry (což je kompaktńı topologický prostor) a

otevřené podmnožiny eukleidovského prostoru.

3.1. Ukažte, že tečné zobrazeńı v libovolném bodě je isomorfismem.
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3.2. Př́ımka 2x+ y − 2
√

2 = 0.

3.4. Množina čtvercových matic řádu n s nulovou stopou.

3.5. Množina antisymetrických čtvercových matic řádu n.

3.7. 2x2 + 2y2.

3.8. 2x2 + xy3 + xy.

3.9. a) (cos v + v sin v) ∂
∂u + (sinu− u cosu) ∂∂v ;

b) (yz3 − 2xz + x2yz) ∂
∂x + (xy2 − xy2z) ∂∂y + z2 ∂

∂z ; c) 0.

3.11. r(cosϕ+ sinϕ) ∂∂r + (cosϕ− sinϕ) ∂
∂ϕ .

3.13. a) 5 ∂
∂x + 4 ∂

∂y ; b) −y ∂
∂x + x ∂

∂y ; c) x ∂
∂x − y

∂
∂y .

3.14. a) x(t) = x0e
t, y(y) = y0e

t; b) x(t) = (x0 +y0t)e
t, y(t) = y0e

t; c) x(t) = x0
1−x0t , y(t) = y0

1−y0t .

3.15. a) x(t) = 0, y(t) = 0; b) x(t) = (2 − t)et, y(t) = (t − 1)et; c) x(t) = cos t + sin t, y(t) =

cos t− sin t; d) x(t) = et
(
cos 3t− 40

9 sin 3t
)
, y(t) = et

(
cos 3t+ 1

9 sin 3t
)
.

Obrázek 2. Integrálńı křivky vektorových poli b), c), d) z úlohy 3.15

3.16. a) Integrálńı křivka: x(t) = e−t, y(t) = et, t ∈ R; tok: FlXt (x, y) = (xe−t, yet); pevný bod:
(0, 0); obrazem čtverce je obdélńık [−e−t, e−t]× [−et, et];
b) Integrálńı křivkou je kružnice: x(t) = cos t − sint, y(t) = cos t + sin t, t ∈ R; tok je soustava

rotaćı: FlXt (x, y) = (x cos t− y sin t, x sin t+ y cos t); pevný bod: (0, 0); obrazem čtverce je čtverec

[−1, 1]× [−1, 1] otočený o úhel t.

3.17. Tok: FlXt (x, y) =
(

xt
1−xt , ye

t
)

; bod (0, 0) z̊ustává na mı́stě; tok zobrazuje bod (−1, 2) na

bod
(
−1

2 , 2e
)
.

3.18. a) je involutivńı; b) neńı involutivńı.

4.2.

(
n
r

)
;

(
n+ r − 1

r

)
.

4.4. 1
3(AijBk +AjkBi +AkiBj).

4.5. A1i
i = 4; A2i

i = 5; Ai1i = 4; Ai2i = 7.
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4.6. A
i′1...i

′
r

j′1...j
′
s

= B
i′1
i1
· · ·Bi′r

ir
Bj1
j′1
· · ·Bjs

j′s
Ai1...irj1...js

, kde (Bi
i′) je matice přechodu od prvńı báze (ei) k

druhé bázi (ei′), tj ei′ = Bi
i′ei, a (Bi′

i ) = B−1 je inverzńı matice, tj. Bi
i′B

i′
j = δij .

4.7. a) (Ai
′
) = B−1 · (Ai); b) (Ai′) = B · (Ai); c) (Ai

′j′) = B−1 · (Aij) · (B−1)T ; d) (Ai′j′) =

BT · (Aij) ·B; e) (Ai
′
j′) = B−1 · (Aij) ·B.

4.8. a) g ∈ ⊗2R3, gij = δij ;
b), c) f ∈ ⊗1

2R3, nenulové souřadnice: f312 = −f321 = f231 = −f213 = f123 = −f132 = 1;
d) f ∈ ⊗3R3, nenulové souřadnice: f123 = f231 = f312 = −f213 = −f132 = −f321 = 1;
e) f ∈ ⊗1

1R3, f ij = Aij , kde (Aij) je matice lineárńıho zobrazeńı A;

f) f ∈ ⊗2
2R3, f ijkl = δikδ

j
l − δ

i
lδ
j
k.

4.9. a) 13; b) (ξ ⊗X)ij) =

6 14 2
3 7 1
0 0 0

; c) 13; f) (4 0 5); g) (2 4 1); h) 8.

4.10. a) 6; b) -6.

4.12. a) (Sym(ξ⊗η)ij) =

(
1 −1

2
−1

2 −2

)
, (Sym(X⊗Y )ij) =

(
1 0
0 −4

)
, tr1212(Sym(ξ⊗η)⊗Sym(X⊗

Y )) = 9, tr1221(Sym(ξ ⊗ η)⊗ Sym(X ⊗ Y )) = 9;

b) (Sym(ξ⊗η)ij) =

(
2 −1

2
−1

2 −1

)
, (Sym(X⊗Y )ij) =

(
3 5

2
5
2 2

)
, tr1212(Sym(ξ⊗η)⊗Sym(X⊗Y )) = 3

2 ,

tr1221(Sym(ξ ⊗ η)⊗ Sym(X ⊗ Y )) = 3
2 .

4.14. 0.

5.1.

A
i′1...i

′
r

j′1...j
′
s

=
∂xi

′
1

∂xi1
· · · ∂x

i′r

∂xir
∂xj1

∂xj
′
1
· · · ∂x

js

∂xj′s
Ai1...irj1...js

.

5.2. ξ = rdr, η =
(
x− y

x2+y2
arctan y

x

)
dx+

(
y + x

x2+y2
arctan y

x

)
dy.

5.3. (Xi
j) =

 x1 + x2 x1 + x2 0
−3x1 − 2x2 −x1 − x2 0

3x1 + 2x2 + x3 x1 + x2 + x3 x1 + x2 + x3

.

5.4. X = x1
′ ∂
∂x1′

+ x2
′ ∂
∂x2′

+ x3
′ ∂
∂x3′

.

6.1. yz.

6.2. (a1b1 + a2b2 + a3b3)dx ∧ dy ∧ dz.
6.3. dω = −2ydx∧dy+zdx∧dz, dθ = −dx∧dy∧dz, ω∧ω = 0, θ∧θ = 0, ω∧θ = −xz2dx∧dy∧dz,
d(ω ∧ θ) = 0.

6.4. a) 4xydx ∧ dy; b) 0; c) 0; d) 3dx ∧ dy ∧ dz; e) 0; f) −xdx ∧ dy ∧ dz.
6.5. a) ϕ = 1

2x
2y + c; b) ω neńı uzavřená; c) ϕ = x

y −
y
x + c.

6.6. f = x3 + y3 + z3 − 3xyz + 2x+ ylny + z + c.

6.7. 0.

6.9. Patř́ı do stejné kohomologické tř́ıdy.
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6.10. Necht’ ω = dθ, pak d(θ ∧ ξ) = ω ∧ ξ.
6.12. a) dω = dx ∧ dy, g∗ω = uv cos vdu − u2v sin vdv, g∗(dω) = −(uv sin v + u cos v)du ∧ dv;

b) dω = dx ∧ dy ∧ dz, g∗ω = −evuv cos vdu ∧ dv, g∗dω = 0; c) dω = 0, g∗ω = 0, g∗dω = 0.

6.14. θ = 1
2x

2ydy + 2xydz.

6.15. 0.

6.16. a) 23
2 ; b) 0; c) 13.

6.17. π2.

6.18. a) 4
3 ; b) 1

8 .

6.19. Důkaz neexaktnosti: 1. ukažte, že
∫
S2 ω 6= 0; 2. pomoćı Stokesovy věty ukažte, že pro

libovolnou exaktńı 2-formu ω je
∫
S2 ω = 0.

7.1. 1
r .

7.3. a) f ∈ C∞(M), ∇kf = ∂kf ;
b) X ∈ Γ(TM), ∇kXi = ∂kX

i + ΓijkX
j ;

c) ξ ∈ Γ(T ∗M), ∇kξi = ∂kξi − Γjikξj ;

d) A ∈ Γ(⊗1
1TM), ∇kAji = ∂kA

j
i + ΓjlkA

l
i − ΓlikA

j
l ;

e) A ∈ Γ(⊗2TM), ∇kAij = ∂kA
ij + ΓilkA

lj + ΓjlkA
il;

f) A ∈ Γ(⊗2TM), ∇kAij = ∂kA
j
i − ΓlikAlj − ΓljkAil.

7.4. 0.

7.5. (∇1Tij) =

(
0 1− (x1 + x2)

(
(x1)2 − x1

x2

)
−2x1(1 + x1x2) −2x

1

x2
− (x1 + 3x2)x1x2

)
,

(∇2Tij) =

(
−(x1 + 3x2)x

1

x2
1− (x1 + x2)x1x2 − x1

x2

2(1− x1x2)2 − x1

x2
−(x1 + 3x2)(x2)2

)
.

7.6. (1, 0).

7.7. 1
4 .

7.8. a) 0; b) nenulové komponenty ∇iωjk: ∇1ω12 = −∇1ω21 = −1.

7.9. Γkij = δkj∂if + δki∂jf − δij∂kf ; Ric11 = Ric22 = −∂21f − ∂22f , Ric12 = Ric21 = 0.

7.10. Nenulové komponenty: T 2
12 = −T 2

21 = − 2y
1+y2

; R2
212 = −R2

221 = −2 1−y2
(1+y2)2

.

7.11. 0.

7.12. a) g = (dθ)2 + sin2 θ(dϕ)2; b) g = 4
(1+u2+v2)2

((du)2 + (dv)2).

7.13. a) Nenulové symboly: Γ1
22 = − sin θ cos θ, Γ2

11 = cotanθ;

b) −Γ1
11 = Γ1

22 = −Γ2
12 = 2u

1+u2+v2
, −Γ1

12 = Γ2
11 = −Γ2

22 = 2v
1+u2+v2

.

7.14. X1(t) = sin θ0(c1 sin(cos θ0t)− c2 cos(cos θ0t)), X
2(t) = c1 cos(cos θ0t) + c2 sin(cos θ0t), úhel

je 2π cos θ0.

7.15. Nenulové komponenty R: R1
212 = −R1

221 = sin2 θ, R2
112 = −R2

121 = −1, (x1 = θ, x2 = ϕ);

∇R = 0, Ric = g, ∇Ric = 0, Scal = 2.
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7.16. a) g = (dχ)2 + sinh2 χ(dϕ)2; b) g = 4
(1−u2−v2)2 ((du)2 + (dv)2)

c) g = 1
s2

((dr)2 + (ds)2).

7.17. a) Nenulové symboly: Γ1
22 = − sinhχ coshχ, Γ2

11 = cotanhχ;
b) Γ1

11 = −Γ1
22 = Γ2

12 = 2u
1−u2−v2 , Γ1

12 = −Γ2
11 = Γ2

22 = 2v
1−u2−v2 ;

c) nenulové symboly: −Γ1
12 = Γ2

11 = −Γ2
22 = 1

s .

7.18. a) 2π√
170

; b) π√
6
.

7.19. a) oblouky kružnic kolmých na hranici kruhu, a pr̊uměry kruhu; b) polokružnice se středy

na ose x a polopř́ımky kolmé na ose x (viz. obrázek 3).

Obrázek 3. Geodetické dráhy geometrie Lobačevského

7.20. Pro d̊ukaz faktu, že každá geodetická dráha konexe Γ (a Γ̃) je geodetickou drahou konexe

Γ̄, stač́ı uvažovat odpov́ıdaj́ıćı rovnice. Opačně, necht’ γ̄ je geodetická dráha pro Γ̄. Necht’ γ je

geodetická dráha pro Γ (a Γ̃) splňuj́ıćı γ(0) = γ̄(0), γ̇(0) = ˙̄γ(0). Pak γ je geodetickou drahou pro

Γ̄. Z uvedených podmı́nek vyplývá, že γ = γ̄.

7.21. x(t) = ln(t+ 1), y(t) = 0.

7.22. (2, 2) ∈ Tγ(1)R2.

7.23. ax+ by + c = 0, kde a, b, c jsou libovolné konstanty a a2 + b2 6= 0.

7.24. Γ1
22 = 0.

7.25. Využijte prvńı Bianchiho identitu.

7.26. Využijte druhou Bianchiho identitu.

7.27. Scal = nλ; pro d̊ukaz konstantnosti λ využijte předchoźı úlohu.

7.28. Nenulová komponenta: Ric22 = 1.

7.29. R1
211 = 0; R1

121 = −x1.
7.31. Pokud γ je uzavřenou křivkou v bodě x a µ je křivka s počátkem v bodě x a koncem v bodě

y, pak kompozice µ a λ je uzavřená křivka v bodě y. Zvoĺıme-li pevně µ a uvažujeme-li paralelńı

přenosy, dostaneme jisté zobrazeńı z grupy holonomie v bodě x do grupy holonomie v bodě y.

7.32. SO(2), tj. grupa všech rotaćı tečné roviny.

7.33. b) necht’ lokálńı vektorová pole X1, · · ·Xn jsou paralelńı. Ukažte, že jej́ıch Lieovy závorky

jsou nulové. To znamená, že existuj́ı souřadnice x1, . . . , xn takové, že Xi = ∂
∂xi

.
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