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1 Uvod

V piipadé, Ze defini¢ni obor funkce jsou ekvidistantni body, jak je tomu napf¥.
u posloupnosti, pouzivé se k jejich vySetfovani diferenci (misto derivaci) a sumaci
(misto integral). Diferencni rovnice jsou tedy obdobou diferencidlnich rovnic
pro funkce s diskrétnim defini¢cnim oborem. Najdeme je v ekonomii, v poctu
pravdépodobnosti, matematické statistice, fyzice, chemii a vSude tam, kde je
povaha problému takova, ze vyzaduje feSeni metodami diskrétniho charakteru.

I ve stfedoskolské matematice se setkime s nékterymi problémy, které je
vyhodné tesit pomoci diferen¢nich rovnic, a to pfedevsim v kombinatorice a
v ucivu o posloupnostech. Nékteré diferen¢ni rovnice totiz predstavuji rekurentni
vzorce pro posloupnosti u(n) nebo soucty jejich ¢lenti s(n). ReSit tyto rovnice
znamend najit vzorce pro u(n) (resp. s(n)) jako funkce n.

Tuto praci je mozné vyuzit jako vyukovy text tématu , Diferen¢ni rovnice*
na gymnaziich s rozsifenou vyukou matematiky. Vylozime zde zaklady diferenc-
niho a sumac¢niho poc¢tu nutné k tomu, abychom v dal$im dokazali fesit jisté
typy linearnich diferenc¢nich rovnic, na néZ se predev§im zaméifime. K mecha-
nickému feSeni linearnich diferenénich rovnic pfitom staci stfedoskolské znalosti.
Teoreticky vyklad je vzdy doplnén feSenymi piiklady, navic v zavéru skoro kazdé
kapitoly je vétsi pocet tloh na procviceni véetné vysledki a pripadné i ndvodi
k jejich feSeni.

Poznamenejme, Ze podobné jako pro diferencidlni rovnice, tak i pro diferen¢ni
rovnice neexistuje obecnd metoda feseni. Pro nékteré funkce plati jisté analogie
mezi spojitym a diskrétnim pfipadem. Na nékteré z nich upozornime i v této
praci. Tyto poznamky v8ak nejsou nutné pro pochopeni ostatniho textu, proto
jsou psany mensim pismem. Ctenaf s hlubsim z4jmem o probiranou problema-
tiku ma v textu moznost najit odkazy na dalsi literaturu.

Ditive, nez pfistoupime k samotnému vykladu, uvedme nékolik motivacénich
prikladu, které naznadi, jaké typy uloh zvladneme po prostudovani této prace

v

resit.

Pfiklad 1.1: Urcete nejvétsi mozny pocet u(n) oblasti, na které lze rovinu
rozdélit pomoci n primek, které v ni lezi.

Reseni: Méjme v roviné n piimek p1, pa, ..., pn v obecné poloze, tj. n piimek
takovych, Ze Zadné t¥i se neprotnou v jednom bodé (v terminech geometrie to
znamena, ze zadné tii pfimky nepat¥i do tzv. svazku pfimek 1.druhu - viz skripta
[7]) a zZaddné dvé nejsou rovnobézné (tedy zadné dvé z téchto pfimek neurduji
svazek pfimek 2.druhu). Témito pfimkami je rovina rozdélena pravé na u(n)
oblasti. Pfidejme pfimku p,y1 tak, aby vSech n + 1 pfimek opét bylo v obecné
poloze, tzn. pfimka p, 11 je rozdélena pruseciky s pfimkami p;, po,...,pp nan+1
Casti. Kazda z téchto ¢asti déli jednu z puvodnich oblasti roviny na dvé ,nové“.
Pfidanim pfimky p,41 tedy pocet Casti roviny vzrostl o n + 1. Je zfejmé, ze
pocet oblasti, na které je rovina rozdélena pfimkami p;, pa, ..., Dnt1 je u(n + 1).
Timto jsme odvodili vztah

u(n+1) =u(n) +n+ 1.
Oznacime-li u(n + 1) — u(n) = Au(n), pak
Au(n) =n+1. (1.1)
Z kapitoly 3 vyplyne, Ze u(n) lze pfedpokladat ve tvaru:
u(n) = an® + bn + c,
kde a, b, c jsou konstanty, které musime urcit. Tedy

Au(n) = a(n+1)> + b(n + 1) + ¢ — (an® + bn + ¢),



coz po upravé da
Au(n) =2an + a + b. (1.2)

Pravé strany rovnic (1.1) a (1.2) se musi identicky rovnat
n+l=2an+a+b
a konstanty a, b proto muzeme urcit porovnanim koeficient u stejnych mocnin:

nt: 20a=1 = a=

N Y

n’: a+b=1 = b=
Zbyva urcit konstantu c. Zfejmé plati u(1) = 2, tedy

1 1
u(l)=a+b+c = 2:§+§+c = c=1

Pro hledany pocet u(n) oblasti jsme odvodili vztah

u(n) = %(n2 +n+2). (1.3)

Priklad 1.2: Uréete hodnotu souétu
1-2:342-3-4+...+n(n+1)(n+2)

pro libovolné n € N.

Reseni: Mame najit vzorec pro soudet prvnich n &lend posloupnosti
s(n) = u(l) +u(2) + ... + u(n),
kde u(n) = n(n + 1)(n + 2). V podkapitole 3.3 se dozvime, ze plati
s(n) = Zu(n +1).

Na$im dkolem je uréit tzv. sumaci u(n + 1). Sezndmime se rovnéZ s pojmem
zobecnénd mocnina (viz Definice 2.18), pomoci niZ tento vypocet snadno prove-
deme. Plati totiz

s(n) = Z(n+1)(n+2)(n+3):Z(n+3)(3) =

= Jn(nt D+ 2)(n+3) +e

(n+3)* 4 c=

RN

Konstantu ¢ uréime z faktu, ze s(1) = u(1), tj.
1
1-1-2-3-4—}—0:1-2-3 = ¢=0.
Vypocetli jsme
1
1-2:342-3-4+..+n(n+1)(n+2) = Zn(n+1)(n+2)(n+3). (1.4)
Pravé vyteSeny piiklad lze nalézt nap¥. ve sbirce [10], kterd je urcena pro
gymndzia, oviem v zadini se mluvi o dikazu vzorce (1.4). To lze samoziejmé

provést matematickou indukci, zvidavy student si v8ak jisté poloZi otazku, jak
lze vzorce podobné (1.4) odvodit. Odpovéd na ni podava i tato prace.



Rovnéz Priklad 1.1 lze najit ve stfedoskolské shirce [9]. I ten je formulo-
van jako dikaz vzorce (1.3) matematickou indukci. Ve stejné knize je ale po-
psana metoda, jak lze u posloupnosti dané rekurentné najit vzorec pro n—ty
Clen (funkéni vzorec). Postup je nésledujici. Po vypsani nékolika prvnich ¢leni
vyslovime hypotézu, jejiz platnost potvrdime matematickou indukci. Timto zpu-
sobem lze ,,uhodnout“ funkéni vzorce, které nejsou prilis komplikované a Priklad
1.1 bychom takto mozna vyftesili. Jiz v nasledujicim pfikladu by byl tento postup
tézko proveditelny a ocenime v ném vyhody diferen¢niho poctu.

Piiklad 1.3: Kolika zpusoby muZete vybéhnout n schodu, délate-li kroky o
jeden nebo o dva schody (n € N)?

Reseni: Oznaéme v(n) pocet zpiisobi pro n schodii. Uvazujme o vyb&hnuti
n + 2 schodd. Udélame-li prvni krok o jeden schod, pak ndm zbyva v(n + 1)
zpusobu pro dal$i schody. Ve druhém ptipadé, tj. udélame-li prvni krok o dva
schody, zbyva vybéhnout n schodi, coz lze udélat v(n) zpusoby. Timto jsme
odvodili rekurentni vztah

v(n+2) =v(n+ 1) +v(n), (1.5)

pfi¢emz zfejmé plati v(1) = 1, v(2) = 2. Podle terminologie zavidéné ve 4. a
5. kapitole je vlastné (1.5) homogenni linearni diferen¢ni rovnice 2. ¥adu s kon-
stantnimi koeficienty a danymi pocate¢nimi podminkami.

Rovnici (1.5) nyni vyfe$ime zpiisobem podrobné vylozenym v 6. kapitole.
Jeji charakteristickd rovnice \> — A\ — 1 = 0 m4 kofeny Alg = 1:&:2\/5‘ Obecné
feSeni je proto tvaru

1+v5) 1-v5\"
v(n):C’1< D) ) +02< 2 )

Konstanty C1, C> uréime z pocate¢nich podminek

1 1-—
L= oLt V5 L c, V5
2 2
VAR -5\’
2 = + O
2 2
Rozfesime-li tuto soustavu, dostaneme C; = 5";5/5, Cy = 5_1(‘)/3. Vypocetli jsme
54v5 (14v5) 55 [(1-V5B)
_ , : 1.
v(n) 10 < 2 ) 10 2 (1.6)

Posloupnost, se kterou jsme pracovali v Pfikladu 1.3 se nazyva Fibonacciho
posloupnost (Fibonacci, vlastnim jménem Leonardo Pisdnsky (1170 - 1240), ital-
sky matematik). Viimnéme si, Ze kdybychom postupné pocitali jeji jednotlivé
leny z rekurentniho vzorce (1.5) pfi podminkich v(1) = 1, v(2) = 2, dostali
bychom pfirozena Cisla

1,2,3,5,8,13,21, ...

Proto i hodnotami vypoé¢tenymi ze vzorce (1.6) musi byt pro libovolné n € N
pfirozend Cisla, i kdyZz tvar (1.6) obsahuje zlomky a iracionélni &isla.

Posledni priklad, ktery v této kapitole uvedeme, je z oblasti poctu pravdeé-
podobnosti.

Ptiklad 1.4: (Hrdciv problém)
Hra¢ se tiéastni hry, v jejimz kazdém kole sézi vidy stejnou ¢astku (1$). S prav-
dépodobnosti p (0 < p < 1) pfitom vyhraje dvojnésobek vsazené ¢astky, v opac-
ném piipadé sazku ztraci. Hru kondi, jestlize dosdhne stanovené vyhry N$, nebo



prohraje-li vychozi ¢astku M$ (0 < M < N). Vypoctéte, jaka je pravdépodob-
nost toho, %e hra¢ prohraje vychozi ¢astku M$.

Reseni: Ozna¢me P(n) pravdépodobnost, 7e hra¢ prohraje ¢astku n$. Pak
zfejmé plati P(0) = 1a P(N) =0. Necht 0 < n+1 < N. Ze stavu, kdy ma hrag¢
(n+1)$ se mize dostat bud do stavu, kdy ma (n+2)$, a to s pravdépodobnosti p
anebo se s pravdépodobnosti 1 —p dostane do stavu, kdy ma n$. Tuto skute¢nost
vyjadiuje vzorec

P(n+1)=pP(n+2)+ (1 —p)P(n),

coZ je linearni diferen¢ni rovnice 2. fadu, kterou muzeme prepsat do tvaru
1 1—p
Pn+2)—-P(n+1)+ TP(n) =0. (1.7)
p

Tuto rovnici nyni vyfesime zpusobem podrobné vyloZenym v 6. kapitole. Nejprve
najdéme kofeny charakteristické rovnice A2 — %)\ + % =0:

1
P 1 1 1+(2p—-1
Al,sz p? p S /4p2_4p+1: (p )

2 T 2p T 2p 2p

1_
M=1 a \=-—2
p

Nyni musime rozlisit dva pfipady. Charakteristicka rovnice totiz ma bud dvoj-
nasobny kofen a nebo dva redlné ruzné kofeny.

1. Ptipad A; = A2 = 1 nastane pravé kdyz p = % Obecné feseni rovnice (1.7)
je v tomto pfipadé
P(n) = C1 + Can.
Konstanty C1, C> uréime z podminek
P0) = C, =1,
1
P(N) = Ci+C3N =0 = CQZ_N.
Pro p = 1 jsme vypocetli
n _ N-n

P(n):l—ﬁ— N

(1.8)
2. V pfipadé, kdy A1 # )2, coZ nastane pravé kdyz p # %, je obecné feseni
rovnice (1.7) tvaru

P(n)=C1 +Cs (%)n.

Podobnym zptisobem jako vy$e vypocteme konstanty Cp, Cs.

P(O) - Cl+02 - ].,

1—-p N
P(N) = Cy1+Cs (T) = 0.
\Tfyjeéenim této soustavy dostaneme C; = (l(fpjiﬂ)jlpw aCy = ﬁ.
edy
1-p)N N 1-p\"
Py = i e (22
(1=p)N —=pN  pN —(1-p) P

Po tpravé pro p # % mame:

(1-p)"[(1—pN— —pN-"]
(1—-p)N —pN

P(n) =



Pro konkrétnéjsi pfedstavu vypo¢téme hodnotu P(n) pro dva p¥ipady:
1. Je-li M = 20$, N =40$ a p = 3, pak podle (1.8) vypocteme: P(20) = 0, 5.
2. Je-li M = 20, N = 40$ a p = 1% (co# zachycuje redlnou situaci, sazi-li

hra¢ v ruleté s jednou nulou na Cervenou resp. ¢ernou barvu), pak podle
(1.9) vypocteme: P(20) =0, 75.



2 Zaklady diferenc¢niho poctu

Nez se budeme moci zabyvat diferen¢nimi rovnicemi, musime se seznamit
s pojmem , diference®, coz v prekladu znamena ,rozdil“. V nésledujici podkapi-
tole uvedeme definici diference funkce a ukazeme si jeji zakladni vlastnosti.

2.1 Pojem a vlastnosti diference funkce

Definice 2.1: Necht je ddn bod z a ¢islo h > 0. Necht funkce y = f(z)
je definovana v bodech zg a xo + h. Cislo f(zo + h) — f(zo) nazveme diference
funkce f(z) v bodé zy. Piseme

Af(zo) = f(zo + h) — f(z0)

a ¢teme ,delta f(z)“. Cislu h fikdme diferencni krok, bodu zo pocdtecni bod
diference.

Pokud by nebylo jasné, jaky diferen¢ni krok pravé uvazujeme, piipadné po-
kud chceme zduraznit jeho délku, pak diferenci oznaéime: Ay, f(zo).

Necht h je pevné zvoleny diferenéni krok. Je-li f(z) definovdna v bodech
zo a Tg + h, miZeme v bodé zo vypoditat diferenci Af(zg). Abychom vsak
mohli uréit diferenci v bodé& zo + h, musi byt funkce f(z) definovéna i v bodé
xo + 2h. Toto podobné plati i pro kazdy dalsi bod z¢ + nh, n € N defini¢niho
oboru. K tomu, abychom mohli uréit diferenci funkce f(z) v bodech zg,zo +
hy...,zo + nh, n € N, musi definiéni obor M funkce f(z) obsahovat mnozinu
{zo,z0 + h,...,x0 + nh,zo + (n + 1)h}.

Definice 2.2: Necht funkce f(z) je definovdna ve vSech bodech neprézdné
mnoziny M. Funkci, kterd kazdému bodu z € M s vlastnosti (z + h) € M
pfifazuje hodnotu A f(z) nazyvame diferenci funkce f(z) a znatime

Af(z) = f(z+h) — f(z), z € M.
Priklad 2.3: Vypoditejte
1. Af(z) pro obecny diferenéni krok h,
2. Af(1) pro h=2,
je-li f(z) = z3.
Reseni:
1. Af(z) = f(z+h) — f(z) = (z + h)® — 23 = 3hz?® + 3h%z + A3,
2. Af(1)=3-2-12+3-22-1+42% =26.

Vsimnéme si, ze diferenci je mozZno pouzit i k definici pojmu derivace. Je totiz

. Apf(z)
"(z) = lim —2 277,
f(@) h—0+ h
Piiklad 2.4: Vypo&téte derivaci funkce f(z) = z3.
Reseni: 7 Ptikladu 2.3 vime, ze Az® = 3ha? + 3h2z + h5.
3hz? + 3h%z + h®
(@) = lim P TEERT _ hn (3% + 8ha + h?) = 322,
h—0+ h h—0+
Poznamka 2.5: V dlohich na diference a diferen¢ni rovnice byva obvykle
defini¢éni obor diference neprazdnd mnozina M - tzv. diskrétni mnoZina ekvi-
distantnich bodi {zo + nh}, kde n = 0,1,2,..., pocatecni bod diference zy a

diferen¢ni krok h jsou pfedem dana ¢isla. Oznaéme:

M = {zg,z0 + h,z0 + 2h,...}.



Poznamka 2.6: Necht je ddno h > 0 a necht f(z) je libovolna funkce defi-
novand na mnoziné M = {zg, zg + h, o + 2h, ...}. Provedme linedrni substituci

=z + h(t—1),
kde t je novd proménné. Oznac¢me g(t) = f(z) = f(zo + h(t — 1)), potom

Anf(z) = f(z+h)—f(2)=f(zo+h(t—1)+h)— flzo+h(t—1)) =
f(@o+ht) = f(zo+h(t —1)) =g(t+1) —g(t) = Aig(t).
Touto substituci jsme dostali diferen¢ni krok 1. Substituce ¢t = w navic
neméni typ vySetfované funkce (tj. napf. polynom stupné k zistane i po sub-
stituci polynomem stupné k). Pro z = zo bude ¢t = 1, pro z = zo + nh bude
t = 1+ n. Mnozina M se touto substituci zméni v mnozinu v8ech pfirozenych
Cisel N.
Popsanou substituci 1ze vzdy docilit toho, ze zo =1 a h =1, tzn. M = N.

Definice 2.7: Funkce, jejimz defini¢nim oborem je mnozina vSech pfiroze-
nych cisel N, se nazyva posloupnost.

Je-li u : N — R, byvd obvyklé misto u(n) psit u,. Aby vSak v dalsim
nemohlo dojit k nedorozuméni, kdy jde o index a kdy mame na mysli proménnou,
zistaneme u oznaceni u(n), jak je tomu napf. i v knihach [2] a [3].

Piiklad 2.8: Najdéte posloupnost, kterd ma stejnou diferenci jako funkce

= . sioxAs_ g 4 5 112
f(z) = 362® + 120z + 100 definovans na mnoziné M = {—-5,-2, -1 12 3

Reseni: Hleddme posloupnost g(n) takovou, aby platilo Ajg(n) = Apf(z).
Podle Poznamky 2.6 vime, ze poZadovanou posloupnost nalezneme pomoci sub-
stituce = = x9 + h(n — 1), tedy z = —5 + (n — 1) = 2 — L. Protoze
g(n) = f(z) = f(2 - 1), dostavame

11> 11
g(n) = 36 (g—€> +120 (g—€> +100 = 9n% — 6n + 1.

Hledand posloupnost je tedy
g(n) =9n* —6n + 1.

Poznamenejme, ze v nékteré literatufe (napf. v knize [1]) jsou diferenéni
rovnice uvazovany na obecné mnoziné M (viz Poznamka 2.5). Vyklad dalsi pro-
blematiky se vSak zpiehledni i zjednodusi, u¢inime-li nasledujici amluvu.

Umluva 2.9: Nebude-li fedeno jinak, v daliim se vzdy budeme zabyvat
posloupnostmi, tzn. budeme predpokladat, ze o =1 a h = 1, tedy M = N, coz
lze podle Poznamky 2.6 predpokladat bez ijmy na obecnosti.

Obdobnym zpusobem, jakym jsme presli od funkce k poslopnosti, mizeme
prejit od posloupnosti k funkci s libovolnym defini¢nim oborem M ve smyslu
Poznamky 2.5. Proto vSechny véty, které uvedeme v dal$im pro posloupnosti,
plati rovnéz pro zminéné funkce s defini¢nim oborem M.

Véta 2.10: Pro vSechna n, pro néz jsou soucasné definovany posloupnosti
Au(n), Av(n) plati:

1. Afu(n) £v(n)] = Au(n) £+ Av(n)
2. Ale- u(n)] = cAu(n), kde ¢ € R je libovolnd konstanta
3. Alu(n)v(n)] = v(n)Au(n) + u(n + 1)Av(n) = u(n)Av(n) + v(n + 1)Au(n)



4. Ala) = vmbel) w20 e li v(n)o(n + 1) # 0

1. Afu(n) £v(n)] = [u(n+1)xv(n+1)]—[u(n) tv(n)] = [u(n+1) —u(n)] £
[v(n + 1) —v(n)] = Au(n) £ Av(n)

2. Ale-u(n)] =cu(n+ 1) — cu(n) = clu(n + 1) — u(n)] = cAu(n)
3. Afu(n)v(n)] = u(n+1)v(n+1)—u(n)v(n) = u(n+1)v(n+1)—u(n+1)v(n)+
v(n)u(n+1) —u(n)v(n) =v(n)u(n+1)—u(n)]+u(n+1)v(n+1)—v(n)]

v(n)Au(n) + u(n + 1)Av(n)
Podobné bychom dokazali druhou rovnost.

4. Necht v(n)v(n + 1) #0
[m] — u(n+l)  u(n) — v(n)u(n+l)—u(n)v(nt1l) —
v(n) v(n+1) v(n) v(n)v(n+1)
— v(nu(nt+1)—v(n)u(n)—u(n)v(ntl)tu(njv(n) _
v(n)v(n+1)
— (M[u(ntD)—u(n)]—u(®)[v(n+1)=v(n)] _ v(n)Au(n)—u(n)Av(n)
v(n)v(n+1) v(n)v(n+1)

Obdobné vlastnosti, které jsme uvedli ve Vété 2.10 plati i pro po€itani s derivacemi. Za
povsimnuti stoji tzv. posuny (viz vlastnost 3. a 4.), které se ve spojitém p¥ipad& neobjevuji.
Tyto posuny rovnéz zpusobuji jisté odlisnosti mezi diskrétnim a spojitym pfipadem. Ale pozor:
v diferencidlnim poctu plati vzorec pro derivaci slozené funkce

[f(g(x))) = f'(g9(x)) - ¢' (),

v diferenénim poétu vSak zaddné analogie k tomuto vzorci neexistuje!

V dalsim textu vyslovime véty, které jsou opét diskrétnimi analogiemi zndmych vét z dife-
rencidlniho poétu. Pro tuto praci vSak zminéné véty nejsou stéZejnimi, proto je zde nebudeme
dokazovat. Zajemce o hlubsi proniknuti do nastinéné problematiky odkadZeme napf. na knihu
[2]. Cten4f seznadmeny s diferencidlnim poétem se piipadn& muze pokusit o samostatny diikaz
téchto tvrzeni.

Nejprve struéné vysvétlime nékteré pojmy, které budou pouzity:

® Budeme pouZivat nasledujici oznaleni: N(a) = {a,a+1,...}; N(a,b) = {a,a +1,...,b},
kdea <b<ooaa,beN.

® Necht posloupnost u(n) je definovdna na N(a,b). Pak n se nazyva uzel posloupnosti
u(n), jestlize je splnéna aspoii jedna z podminek:
* pro n = a plati u(n) =0
* pro a < n < b plati u(n) = 0 nebo u(n — 1)u(n) < 0.

Véta 2.11: (Diskrétni Rolleova véta)
Necht posloupnost u(n) definovana na N(1,m) mé Py, uzli a posloupnost Au(n) na N(1,m—1)
mé Qp uzla. Pak Qn > Py, — 1.

Vé&ta 2.12: (Diskrétni Lagrangeova véta)
Necht posloupnost u(n) je definovdna na N(a, b). Pak existuje ng € N(a + 1,b — 1) takové, ze

u(b) — u(a) < Vu(no) nebo Au(ng) > u(b) — u(a)

Au(ng) <
—a —a

> Vu(no),
kde Vu(ng) := u(ng) — u(ng — 1).

Véta 2.13: (Diskrétni [‘Hospitalovo pravidlo)
Necht u(n),v(n) jsou definovany na N(a). Déle necht v(n) > 0, Av(n) < 0 a limy,— 00 u(n) =
limp 00 v(n) = 0 (resp. v(n) > 0,Av(n) > 0 a limp o0 v(n) = o). Potom plati: jestlize
. . Au(n) . . u(n) « e . .
existuje limita lim, Ao(n)? pak existuje i limita lim, in) a obé limity jsou si rovny.

n-2nt1
3n

Pi¥iklad 2.14: Vypoctéte: limy 5o

Reseni: Nejprve bude vhodné provést tpravu:




Snadno se pfesvéd¢ime, Ze jsou splnény piedpoklady Véty 2.13 a k vypoctu tedy lze pouzit
I‘Hospitalovo pravidlo
2(n+1) —2n

n—o0 (%) :nli—>moo (%)n+1 B (3)n :nli—>moo % ( )n

=0.

wjeo [ N

2

Ctenéf si jist& v8iml, e podminky Véty 2.13 byly splnény jiz u zadané limity. Kdybychom
ovSem pouzili 1'Hospitalovo pravidlo uz na tomto misté, dostali bychom vSak opét vyraz typu

o0 «
Yoo °

Pro vypocet této limity je rovnéz mozno pouzit 1‘Hospitalovo pravidlo zndmé z diferenci-
alniho po&tu (coz po formélni strdnce znamens nahradit diference derivacemi). Ctenafi obe-

zndmenému s touto problematikou doporucujeme provést piislusny vypocet, ¢imz si ovéfi, Ze
vysledek vyjde v obou pfipadech stejné.

2.2 Diference nékterych elementarnich posloupnosti

~

Nyni si odvodime vzorce pro diference nejbéznéjsich posloupnosti, které se
nam budou hodit pro praktické pocitani.

Dohodnéme se jesté, Ze polynom stupné k£ nad pfirozenymi Cisly budeme
znacit

k
Pi(n) =ap + a1n + ... + apn® = Z ajnj,
=0

kde aj # 0. Nenulovou konstantu pfitom budeme chapat jako polynom nultého
stupné (Py(n) = ag,ap # 0).

Véta 2.15: Pro vSechna n € N plati:

1. Ac =0, kde ¢ € R je libovolna konstanta
2. An* = P,_1(n), kde k € N a P;_1(n) je jisty polynom stupné k — 1
3. A" =q"(¢g—1),kde g e R

4. Asinan = (cosa — 1)sinan + sinacosan, kde a € R je libovolna kon-
stanta

5. Acosan = (cosa — 1) cosan — sinasinan, kde o € R je libovolna kon-
stanta

Dukaz:
1. Ac=c—c=0

2. Anf =(n+ ) —nf=nf+ ()t Gt 2+ 4+ (J)n+1-nk=
=kn* '+ lk(k—1)nf2 + .+ kn+1=Pi_1(n)

3. Aq"=q¢"tt —q" =q"(¢g—1)

4. Asinan = sin(an + a) — sinan = sinancosa + cosansina — sinan =
(cosa — 1) sinan + sin a cos an

5. Acosan = cos(an + a) — cosan = cosan cosa — sinan sina — cos an =
(cosa — 1) cosan — sinasin an

Dusledek 2.16: Pro vSechna n € N plati:
1. APy(n) = Qk—1(n), kde Qr—1(n) je jisty polynom stupné k — 1
2. pro ¢ € R — {1} je A[Px(n)q"] = Qr(n)q", kde Qr(n) je jisty polynom

stupné k
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Duikaz:

1. APy(n) = AE?ZO ajn’. Podle Vét 2.10.1 a 2.10.2 plati: AZ?ZO ajnt =
Z?:o ajAnd = Z?:o a;R;_1(n) (viz Véta 2.15.2). Protoze vysledny koefi-
cient u mocniny n*~! je nenulovy, pla,ti:zf:o a;jR;j_1(n) = Qr—1(n).

2. Podle Véty 2.10.3 plati: A[P(n)¢"] = ¢"APi(n) + Pe(n + 1)Ag™ =
¢"Ri—1(n) + 5o aj(n+1)q"(q—1) (viz Dissledek 2.16.1 a Véta 2.15.3).
Tedy A[Py(n)q"] = ¢"[Rk-1(n) + (¢ — 1) Z?:o aj(n + 1)7]. Koeficient u
nejvyssi mocniny n, tj. n*, je ar(¢ — 1) a ten je nenulovy, nebot podle
pfedpokladu ¢ # 1. Vyraz v zdvorce je tudiZ jisty polynom stupné n a
dukaz je tim hotov.

Podobnych vzorcu jako v Dusledku 2.16 bychom mohli uvést vice, ale nebylo
by to tcelné. Vypoctéme radéji priklad, ktery nas presvéddi, ze patficné vypocty
miuZeme provadét i bez znalosti zminénych vzorci.

Priklad 2.17: Vypottéte diferenci posloupnosti u(n) = 2(n? + 1) cos Zn.

Reseni: Nejprve vyuzijeme vztahu pro diferenci souéinu, dale pak vlastnosti

uvedenych ve Vété 2.15.

Au(n) = A [2(n2 + 1) cos gn] =2-A(n®+1)cos gn +

+

2[(n+1)2+1]Acos%n:2[(n+1)2+1—(n2+1)]cos%n+
2 ™ ™ .. T .
+ 2[n*+2n+2] [(cosg—1)cos§n—sm§smgn]_

1
= 2(2n+1)cosgn+2(n2+2n+2) (—5cosgn—§singn> =

= [4n+2—(n2+2n+2)]cosgn—\/g(n2+2n+2)singn:
= —(n®-2n) cosgn—\/g(n2+2n+2) sin%n.

V diferen¢nim poctu je nékdy vhodné pracovat s tzv. zobecnénymi mocni-
nami, se kterymi se nyni seznamime.

Definice 2.18: Necht n, k € N. Zobecnénou mocninu znacime n(*) a defi-

nujeme vzorcem
n® =n(n—-1)..(n—k+1).
Pokud ¢&tenéf zna zaklady diferencidlniho poétu, vi, Ze pro derivaci mocniny plati (a:")’ =
kz*~1. Vidime, Ze tento vzorec a vzorec pro diferenci mocniny n* uvedeny ve V&t& 2.15.2 se

sobé pfili§ nepodobaji. UkdZeme, Ze pravé diference zobecnéné mocniny je analogii k derivaci
mocniny.

Véta 2.19: Necht n, k¥ € N. Pak pro diferenci zobecnéné mocniny plati:
An®) = fp=1),

Dukaz: An® = (n+1)*) —n®) = (n 4 Dn(n — 1)...(n — k + 2)—
—n(n—1)..(n—k+2)(n—k+1)=[(n+1) - (n—k+1)|n(n—1)..(n —k+2) =
= kn(k—1),

Vyhodu zobecnénych mocnin docenime hned v néasledujici podkapitole, kdy
uvedeme priklad, ve kterém nam jejich znalost vyrazné usnadni vypocet.
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2.3 Diference vyssich rada

Necht u(n) a v(n) jsou posloupnosti, pro néz plati Au(n) = v(n). Pocitejme
Av(n) = AlAu(n)] = Alu(n + 1) — u(n)] = Au(n + 1) — Au(n) =
=un+2)—un+1)—[un+1) —uln)] =un+2) — 2u(n + 1) + u(n).

Posloupnost Av(n) = A[Au(n)] nazveme druhou diferenci posloupnosti u(n) a
oznaéime A%u(n). Thned vidime, ze k tomu, abychom mohli uré¢it hodnotu druhé
diference posloupnosti u(n) v bodé ng € N, musime znat jeji hodnoty v bodech
no,no + 1,n9 + 2.

Podobné muzeme uvazovat dale, coZ nas vede k vysloveni rekurentni definice
k—té diference.

Definice 2.20: Necht n, k € N a u(n) je posloupnost. Polozme

Au(n) = wu(n),
A'u(n) = Au(n).

Potom k-tou diferenci posloupnosti u(n) zna¢ime AFu(n) a definujeme ji reku-
rentné vzorcem

Aru(n) = A[AFTu(n)).

Pro k = 1 misto prvni diference fikime jen diference. Pro £ > 1 kromé terminu
k—ta diference fikame téz diference k—tého ridu nebo souhrnné hovoiime o
diferencich vyssich Fddi.

Necht u(n) je posloupnost. Jeji k—t4 diference je opét posloupnosti. Jestlize
do této posloupnosti dosadime za n dané pfirozené ¢islo ng, dostaneme ,,k—tou
diferenci posloupnosti u(n) v bodé ng*, coz je ur¢itd hodnota této posloupnosti
(uréité ¢islo). V tomto piipadé budeme psat AFu(ng).

Véta 2.21: Necht n, k € N a u(n) je posloupnost. Pak

k

—_

Afy(n) = u(n+k)— ( uln +k—1)+ <§>u(n+k—2)—

zk: () (n+ 7).

J=0

Dikaz: Provedeme tplnou matematickou indukci:

1. k=1:A(n) =u(n +1) + (=) u(n) = u(n + 1) — u(n) = Au(n), tedy
pro k = 1 vzorec plati.

2. Predpokladejme, ze vzorec plati pro jisté & a dokazme jeho platnost i pro
kE+1:
ARHly(n) = A[AFu(n)] = [u(n+k+1)— (F)un+k) + E)un+k-1) -
+(=) (un+k+1—4) + o+ (=DFu(n+ 1)) — [u(n + )
—(Hun+k=1) 4.+ (1) u(n+k =)+ ..+ (D1 un+1)+
+H=Drun)] =uln +k+1) = [(7) + Huln+ k) +[(5) + ()lu(n+k - 1)~
—+ (=1I[(5) + (jfl)]u(n+k+1—y)+...+( DRI+ (5 ) u(n+ 1)+
+(=1)k*1y(n).
PouZitim identit (’S) =1= (’,z) ( ) ( k ) ht 1) dostaneme
ARly(n) =u(n +k+1) — (*F ) (n+k + ( 1)un+k—1+ —+
+(=D)I (M un+ k+1-5) +. DE () u(n + 1) + (1) 1u(n),
coZ jsme méli dokazat.

(*;
k+
2
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Pi#iklad 2.22: Naleznéte ¢tvrtou diferenci posloupnosti u(n) = e™ a ¢tvrtou
diferenci této posloupnosti v bodé ng = 2.

Reseni: Vyuzijeme Vétu 2.21:

Atu(n) = Ate" =emtt - (T) ent3 4 (;) ent? — (g) et 4 e =

= e"(e* —4e® 4+ 6e* — e+ 1).
Dosazenim ng = 2 dostavame:
A*u(ng) = e?(e* — 4e® + 6e? — e+ 1).

Piiklad 2.23: Vypocitejte tieti diferenci polynomu u(n) = n® —6n*+11n3—
4n? — 3.

Reseni: 1 v tomto p¥ipadé lze pouzit Vétu 2.21:

A3u(n) A® (n® —6n* + 11n% —4n® - 3) =
m+3)°—6mn+3)*+11(n+3)°—-4(n+3)?-3—

- (i) [(n+2)° —6(n+2)* +11(n +2)> —4(n +2)> — 3] +

+ (;) [(n+1)5 _6(n+1)4+11(n+1)3—4(n+1)2_3] _
— (n®—6n*+11n® —4n2 —3) =---

Vidime, ze pokracovani ve vypoctu elementirnimi algebraickymi tpravami by
bylo relativné pracné. Postupujme proto rekurentné piimo podle Definice 2.20.
ZapiSme zadany polynom pomoci zobecnénych mocnin. To provedeme postup-
nym délenim n, (n — 1), ..., (n — 4), coZ pomoci Hornerova schematu zapisujeme
nasledujicim zptisobem:

[ [1[-6[ti[-4]0][3]
T[1]5]6]2]2
31302
3/1[0]0

114

Tedy:
u(n) =n® —6n* +11n° —4n? — 3 = n® +4n® + 20 4 2n — 3,
Podle Vét 2.10.1, 2.10.2 a 2.19 plati:

Au(n) = A (n(5) +4n® 4+ 202 4 on — 3) =50 +16n® +4n + 2,
A2u(n) = A[Au(n)]=A (5n(4> +16n® +4n + 2) = 20n®) + 48n(® + 4,
Adu(n) = A[A2u(n)] =A (20n(3> +48n® 4 4) = 60n( + 96n =

= 60n(n — 1) 4 96n = 60n> + 36n.
Vypocetli jsme:
A3(n® —6n* 4+ 11n% — 4n% — 3) = 60n> + 36n.
Véta 2.24: Pro j = 1,2,...,k je

AIPy(n) = Qx5 (n),
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kde Qx—;(n) je jisty polynom stupné k — j.
Specialné:

AFPy(n) = c #£0,
kde c je jista konstanta a tudiz

AkJrlPk (n) =0.

Dukaz: Ziejmé, plyne z Disledku 2.16.1.

2.4 Ulohy na procviceni

Uloha 2.25: Vypoététe Au(n) a Au(ny), je-li:

L u(n) =25, ng=2

Au(n) = F22=1;, Au(2) = -5

(n1)

s

2. u(n) =sinZn, ng =25

]

[Au(n) =—isinIn+ ? cos Zn, Au(5) = \/Tg]

Uloha 2.26: Spoctéte Au(n), je-li:

1. u(n) = ng—il

2" (n?—2n—2)

[(nfl)n(n+1)(n+2)

2. u(n) = 3"cos gn

]

[3-3"(cos Zn — 3v/3sin Zn)]

3. u(n) = (3n? — 2n — 4)2"

[(3n% + 10n — 2)27]

4.u(n)=(}), kde k e N

Uloha 2.27: Vypoététe AFu(n), je-li:
l.u(n)=n2-3" k=3

[8(n? + 9n + 18)3"]

2.u(n)=n®—4dn*+2n® —n? +3n+1, k=4

[120n + 144]

Uloha 2.28: Najdéte posloupnost, kterd ma stejnou diferenci jako funkce

f(z) definovand na mnoZziné M = {zo, zg + h, zo + 2h,...}, je-li:

L f(z) =36z + 152+ 1, zo=1%, h=4%

[g(n) = 4n? + 3n]

2. f(z) = 64z° 4 1442% + 108z + 30, w9 =—3, h=1

[g9(n) =n? +3]

Uloha 2.29: Uréete piimo z definice derivace f'(z), je-li:
1. f(z) = z*

2. f(z) = L

14



3 Zaklady sumac¢niho poctu

Doposud jsme znali posloupnost a pocitali jsme jeji diferenci, nyni stojime
pred tlohou opa¢nou. Budeme znat diferenci a budeme hledat posloupnost, kte-
rou jsme diferencovali. Hledanou posloupnost nazveme sumaci dané posloupnosti
a budeme se zabyvat jejimi vlastnostmi.

Tak jako v predeslé kapitole jsme si v§imali nékterych analogii mezi diferenc-
nim a diferencidlnim poctem, rovnéz v této kapitole poukazeme na podobu mezi
sumacnim a integralnim poctem.

3.1 Pojem a vlastnosti sumace

Definice 3.1: Necht u(n) a U(n) jsou posloupnosti takové, Ze pro viechna
n € N plati AU(n) = u(n). Posloupnost U(n) nazyvdme sumaci posloupnosti
u(n) a znatime

U(n) = Z u(n).
Véta 3.2: Necht u(n) je posloupnost. Pak plati:
Au(n) =0 & u(n) =c,

kde ¢ € R je libovolna konstanta.

Dukaz:
»<=* Plati podle Véty 2.15.1.
»=“ Au(n) =0 = u(n +1) —u(n) = 0 = pro Vn € N plati u(n) = u(n + 1).
Tuto vlastnost ma libovolna konstanta.

Véta 3.3: Necht u(n) a v(n) jsou posloupnosti. Potom
Au(n) = Av(n) proVn € N & u(n) =v(n) +c,

kde ¢ € R je libovolna konstanta. Neboli, u(n) a v(n) jsou sumacemi téze po-
sloupnosti pravé tehdy, kdyz se lisi o aditivni konstantu.

Dukaz:
» & u(n) =v(n) +c = Au(n) = Afo(n) + c] = Av(n) + Ac = Av(n).
= Au(n) = Av( ) = Au(n) — Av ( ) = 0 = Afu(n) — v(n)] = 0, coz podle
Véty 3.2 znamen4, ze u(n) — v(n) = ¢, tedy u(n) = v(n) +c.

Poznamka 3.4: Z Véty 3.3 vyplyvd, Ze je-li U(n) sumaci u(n), pak existuje
nekone¢né mnoho posloupnosti y(n), které jsou sumacemi u(n) a kazdou z nich
lze vyjadrit ve tvaru

y(n) = Y u(n) = UMm) +c,

kde ¢ je vhodna konstanta. Je-li navic ddna dvojice {ng,y(no)} (tzv.pocateéni
podminka), pak je konstanta ¢ (a tim i sumace y(n)) uréena jednoznalné.

Podobné jako pojem sumace se v integralnim poctu definuje tzv. primitivni funkce, kterd
ma rovnéz vlastnosti podobné tém, které byly popsdny ve Vété 3.3.

Pf-iklad 3.5: Rozhodnéte, zda posloupnosti U(n) = —3cosEn a V(n) =
sin? —n jsou sumacemi téze posloupnosti.

Reseni:
1. zpusob: Postupujme podle Definice 3.1, tzn. hledejme posloupnosti u(n) a
v(n), jejichZ sumacemi jsou U(n) a V(n) :
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£
2
[

AU(n) =A [—%COS En] = —1 [cos (En+ E) — Cos En] =

3 2 3 3 3
= —1 [(cosﬁ—l) coszn—sinzsinzn] =
o 2 3 3 3 31
= —1 —lcoszn—ésinzn —lcoszn—i-ésinzn
o 2 2 3 2 3 T4 3 4 37
v(n) = AV(n) = Asin? %n:sin2 (%n—i—%)—sinz %n:
= (sin En cos il + cos En sin E)2 — sin? En =
n 6 6 6 6 6
2
\/gs' T +lcos7T si 2T
— sin — - — —sin” —n =
g ST %" 6"
3 3 1
=1 sin? %n + \/7_ sin %n cos %n + 1 cos? %n — sin? %n =
1 3
= 1 (cos2 %n — sin? %n) + % - 2sin %n cos %n =
B A 4 P
= 4cos3n 1 sm3n.

Vypodetli jsme, Ze posloupnosti U(n) a V(n) jsou sumacemi téZe posloupnosti
a to:
e

1 3. m
u(n) =v(n) = 783" + 4 singn.

2. zpusob: VyuZzijme Vétu 3.3, tzn. poéitejme rozdil U(n) — V(n) :

1 1
Uln)—V(n) = 5 cos gn — sin? %n =-3 (0052 %n — sin? %n) — sin? %n =
1 1 1
= -3 (1 — sin? %n) -3 sin? %n =-3

Zjistili jsme, Zze posloupnosti U(n) a V(n) se lisi o konstantu, coz znamena, ze
jsou sumacemi téZze posloupnosti. Tento vypocet je sice kratsi, nenalezli jsme
v8ak posloupnost, jejimiz sumacemi jsou U(n) a V(n).

Véta 3.6: Necht u(n),v(n) jsou posloupnosti. Pak plati:

L Y [u(n) £v(n)] = X u(n) £ 3 v(n)

2. Yeu(n)] = ¢> u(n), kde ¢ € R je libovolna konstanta

3. Y u(n)Av(n)] = u(n)v(n) — Y [v(n + 1)Au(n)] /tzv. sumace per partes/

Dtkaz: Oznaéme

£
2
I
=
2
<
£
2
I

AU(n),
Y oun) = V(n) tj. v(n) = AV(n).

1. Potfebujeme dokdzat, ze Y [u(n)+v(n)] = U(n)£V (n), tj., ze u(n)tv(n) =
A[U(n) £ V(n)]. To oviem plati podle Véty 2.10.1.

2. Potfebujeme dokazat, ze > [cu(n)] = cU(n), tj., ze cu(n) = A[cU(n)]. To
vSak plati podle Véty 2.10.2.
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3. Podle Véty 2.10.3 plati: Afu(n)v(n)] = u(n)Av(n) + v(n + 1)Au(n). Pro-
vedme sumaci a s vyuzitim ¢asti 1 této V&ty upravme:

S Afumyom)] = S fu(n)Av(n) +v(n + 1) Au(n)]
umpn) = S Tum)Avm)] + 3o + 1)Au(n)]
S [um)Av(n)] = uln)o(n) - 3 [o(n + 1)Au(n)]

3.2 Sumace nékterych elementarnich posloupnosti

Véta 3.7: Necht je ddn polynom Py(n) = Z?:o ajn’. Potom existuje poly-
nom Q+1(n) takovy, Ze
AQk+1(n) = Pi(n),
tj.
> Pi(n) = Qs (n).
k+1

Dukaz: Hledejme koeficienty b; polynomu Qy1(n) = Z]’:o bjn’, kde mé byt
brt1 #0:

k+1 ! ! ‘ ‘
AQiii(n) =D bj(n+ 1) = > bn! = bi[(n+ 1)/ —nl].
7=0 7=0 7=0

Podle binomické véty plati:

AQesa(n) = 3 LO @ " nj] |

=0

o

Vidime, Ze se ,zrusi“ mocniny n’ a také ,vypadne* by, tedy:

AQpi1(n) = Iibj [({)nj_l + (;) 7% 4 4 (j)no] .

Polynom AQj+1(n) se mé identicky rovnat danému polynomu Py (n). Hledané
hodnoty b; uréime porovnanim koeficientt u jednotlivych mocnin n’, kde j =
0,1,....k:
k. (k+1

(1)

n bip+1 = ag, odtud vypocteme by1.

nk-1. (k‘gl)bk“ + (11“) bi, = ap_1, odtud vypocéteme by, atd.

n® : bpyq + by + ... + b1 = ap, odtud vypocteme b;

Snadno nahlédneme, ze hodnoty bj41,bg, ..., b1 jsou urCeny jednoznac¢né. Navic
bry1 # 0, nebot ar # 0 (Px(n) je polynom k—tého stupné), coz jsme méli
dokézat. Polynom Qj1(n) je tedy skuteéné (k + 1)—tého stupné. Cislo by je
vSak libovolné, protoZe se nevyskytuje v zadné rovnici. To nés ale nepirekvapuje,
protoze podle Pozndmky 3.4 vime, Ze hledanych polynomi Q+1(n) = > Pi(n)
existuje nekone¢né mnoho a vzajemné se 1isi o aditivni konstantu, tj. o absolutni
Clen by. Timto je véta dokazana.

Dodejme jesté, ze pravé dokoncCeny dukaz je konstruktivni, tzn. pii feSeni
konkrétnich aloh postupujeme popsanym zpusobem - tzv. metodou neurcitych
koeficient.

CtenaF uz jisté tusi, Ze nyni se jako o analogii integralu mocniny zminime o sumaci zobec-
néné mocniny.

17



Véta 3.8: Necht n, £ € N. Pak pro sumaci zobecnéné mocniny plati:

1
E (k) — = p(k+1)
n A ln +c,

kde c € R je libovolna konstanta.

Dukaz: A[n* ™Y + o] = 27 AnM Y 4+ Ac = 25 (k + Dntk) = nlk),

Analogicky ke vzorcim pro diference plati vzorce pro sumace.

Véta 3.9: Necht ¢, ¢* € R jsou libovolné konstanty. Pak pro vechna n € N
plati:

1. Ye=cn+c*

2. Y¢"= 279" +c, kdege R— {1}
Diikaz:

1. Alen+c*) =cAn+ Ac* =c(n+1—-n)=c

2. A(0" +0) = 500" + Ac= 54" (¢ - 1) = ¢"
Poznamka 3.10: Pro sumace goniometrickych funkci plati:

E sinan = asinan + bcosan + c,

E cosan = a*sinan + b* cosan + c,

kde a,b (resp.a*,b*) jsou jisté konstanty. O platnosti téchto vzorcli se miZeme
presvédcit vypoctem diference pravych stran. Naslednym porovnanim koefici-
enti bychom nalezli i konkrétni vyjadieni zminénych konstant. Toto vyjadieni
je v8ak prili§ komplikované na to, aby mélo vyznam pro praktické pocitani, a
proto je neuvadime.

Poznamenejme rovnéz, ze uvedené vzorce lze odvodit pomoci sumace

Z e = Z (cosa +isina)”

s vyuzitim vlastnosti komplexnich éisel (Moivreova véta). Tento postup lze nalézt
napf. ve skriptech [5].

Pfiklad 3.11: Urcete nejvétsi mozny pocet v(n) oblasti, na které lze prostor
rozdélit pomoci n rovin.

Reseni: Tento piiklad je zobecnénim P¥ikladu 1.1, kterym jsme se zabyvali
v uvodni kapitole. Podobnymi iivahami odvodime rekurentni zavislost, pomoci
které provedeme vlastni vypocet.

Méjme n rovin oy, as, ..., &, v obecné poloze, tj. zadné tii nejsou rovnobézné
s touz primkou a zadné ¢tyfi nemaji spolecny bod. V terminech linearni algebry
a geometrie to znamena, ze normalové vektory libovolné trojice rtznych rovin
jsou linearné nezavislé, a ze zadné tt¥i z téchto rovin nepatii do téhoz svazku a
zadné Ctyfi z téchto rovin nepatii do téhoz trsu (viz skripta [7] a [8]). Témito
rovinami je prostor rozdélen pravé na v(n) oblasti. Pfidejme rovinu o, tak,
aby v8ech n + 1 rovin bylo opét v obecné poloze, tzn., Ze prusecnice roviny oy, 11
s rovinami oy, @, ...,y tvofl v roviné a,i1 systém pravé n primek v obecné
poloze. Podle Piikladu 1.1 vime, Ze rovina ayyi je zminénymi prisecnicemi
rozdélena na u(n) = 1(n® + n + 2) oblasti. Kazd4 z téchto oblasti déli jednu
z puvodnich ¢asti prostoru na dvé ,nové“. Pravé o %(n2+n+2) tedy vzrostl pocet
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Casti prostoru pfidanim roviny a,, 1. OvSem prostor je rovinami oy, ae, ..., 41
rozdélen na v(n + 1) oblasti. Timto jsme odvodili vztah:

1
v(in+1) =v(n) + 5(712 +n+2),
tj.-
1
Av(n) = i(n2 +n+2),
pficemz je zfejmé v(1) = 2. Hleddme tedy sumaci posloupnosti %(n2 +n+2)
s po¢ateéni podminkou v(1) = 2.

1. zpusob: Budeme postupovat podle Véty 3.7 - metodou neurcitych koefici-
entli (timto zplisobem jsme Fesili i Pifklad 1.1):

v(n) = bin3 4 ban? 4 ban + by,
kde b1, ..., by jsou konstanty, které musime uréit.
Av(n) =bi(n+ 1) + ba(n + 1)® + bg(n + 1) + bs — (b1n® + ban® + byn + bs),

po upravé:
A’U(TL) = 361n2 + (3b1 + 2b2)n + b1 + by + bs.

Identicky ma platit:

1 1
§n2 +on 1 =3byn? + (3by + 2by)n + by + by + bs.

Porovnanim koeficientu:

n?: 3b =1 = b=
n': 3bl+262:% = by =

no : b1 +by+b3=1 = b=

=[S Nen¥=T

Posledni konstantu ziskdme pomoci poc¢ateéni podminky:
U(l):b1+b2+b3+b4:2 = by=1
Vypocetli jsme:
1
v(n) = 6(713 + 5n + 6).

2.zpusob: Budeme postupovat podle Véty 3.8 - s vyuzitim zobecnénych moc-
nin. Postupnym délenim n a n — 1 pfepiSeme sumovany polynom pomoci zobec-
nénych mocnin, coz dle Hornerova schematu zapiSeme:

EIEIE
IR

Tedy:
2 2 2 ’
Pocitejme:
1 1
o) = 30 <§n(2) +n+1> N e TR

1 1 1 1
-gn@)+§n(2)+n+c:6n(n—1)(n—2)+§n(n—1)+n+c:

(n3—3n2+2n)+%(n2—n)+n+c:%(n3+5n)+c.

D =N =
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Konstantu ¢ uré¢ime z pocatecni podminky:

1
v(l):6(1+5)+c:2 = c=1
Vypocetli jsme:

v(n):%(n3+5n+6).

Z&vér: Prostor miize byt pomoci n rovin rozdélen nejvyse na &(n® + 5n + 6)
oblasti.

Poznamenejme, ze pokud se chceme presvédcit o spravnosti vypoctu, ve kte-
rém jsme hledali sumaci néjaké posloupnosti, snadno mizeme provést zkousku,
aplikujeme-li na obdrZeny vysledek vzorce pro diference uvedené v predchozi
kapitole. To vSak jiZz ponechdme na ¢tenafi.

Véta 3.12: Necht je déna posloupnost Py (n)q¢", kde g # 1. Potom existuje
pravé jeden polynom Qj(n) takovy, Ze plati:

A[Qk(n)q"] = Pr(n)q",
tj.
> [Pe(n)g"] = Qi(n)g" + ¢,
kde ¢ € R je libovolna konstanta.
Dukaz: Je zcela analogicky jako dikaz Véty 3.7, proto naznacime jen jeho
postup a nebudeme jej detailné provadét. .

Hledejme koeficienty b; polynomu Qy(n) = ijo bjn’, kde musime ukézat,
ze bk 75 0.

AlQk(n)g"] = Alg" 5 bind] = ¢t 8 bi(n + 1)7 — ¢ 0k bymd =
= " Ti—olabj (n + 1)7 — byn].
Hodnoty b; uré¢ime porovnanim koeficientt z identity:
q" S jolabs(n +1)7 = bjn] = ¢ Py (n).
Odtud rozepsanim zjistime, ze b, # 0, a Ze hodnoty by, bg_1, ..., b jsou uréeny

jednoznacné. Posledni ¢ast tvrzeni plyne z Poznamky 3.4.

Pi#iklad 3.13: Naleznéte viechny posloupnosti y(n), pro které plati y(n) =
S [5%(8n? + 8n — 1) + 2]

Reseni:
y(n) = [5"(8n° +8n—1)+2"] =) [6"(8n” +8n— 1)] + > 2"
Oznalme:
yi(n) = Z [5"(8n + 8n — 1)] ,
> om

y2(n)
Podle Véty 3.12 plati:
y1(n) = 5"(b1n® + ban + b3) + c1,
kde by, bs, b3 jsou hledané konstanty a ¢; € R je libovolné.

Ayl(n) = 5”+1[b1(n + ].)2 + bz(n + ].) + bg] - 5”(b1n2 + bzn + bg) =
= 5"[5(bin® 4 2byn + by + ban + by + b3) — bin® — bon — by =
= 5"[dbyn? + (10by + 4by)n + 5by + 5by + 4b3].
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Tedy:
5"[4b1n? + (10by + 4by)n + 5by + 5by + 4bs] = 5™(8n? + 8n — 1).
Porovnanim koeficientu:

41 =8 = b =2,
10b; +4by =8 = by = —3,
5b1 + bby +4bs3 = —-1 = b3 =1.

Dostali jsme
y1(n) =5"(2n% = 3n 4+ 1) +c1.

Podle Véty 3.9.2 je

1
y2(n) = 2271 = ﬁ2n+02 =2" + ¢o,

kde c; € R je libovolna konstanta. Oznacime-li ¢ = ¢; + ¢2, pak muZeme psat
y(n) = y1(n) + y2(n) =5"(2n> —3n + 1) + 2" + ¢,

kde ¢ € R je libovolna konstanta.

Poznamenejme jesté, Ze pfi hleddni posloupnosti y;(n) jsme mohli rovnéz
vyuzit sumaci per partes (viz Véta 3.6.3). Provedeni tohoto vypoctu vsak jiz
ponechame na, ¢tenafi.

3.3 Soucet n ¢leni posloupnosti

V této kapitole si ukdzeme, jak lze pomoci sumace ziskat vzorce pro soucet
n ¢lent posloupnosti.
Soucet s(n) prvnich n ¢lend posloupnosti u(n)

s(n) =u(l) +u(2) + ... + u(n)

se nazyva n—tgm cdsteénym souctem Elent posloupnosti u(n). Tyto souéty tvori
novou posloupnost - posloupnost édsteénijch soucti posloupnosti u(n).

Odvodme nyni funkéni vzorec (tj. vzorec, ktery je elementarni funkci pro-
ménné n) posloupnosti s(n). Plati:

s(n) = u(l)+u(2)+...+uln),
s(n+1) = u()+u2)+..+u(n)+uln+1).

Odec¢tenim téchto rovnosti dostavame:
s(n+1) —s(n) = As(n) = u(n + 1), (3.1)

.
s(n) = Zu(n +1). (3.2)

Je-li u(n) zaddna funkénim vzorcem obsahujicim posloupnosti ¢, n*, ¢", sin an,
cos an a posloupnosti z nich utvofené sou¢tem nebo soué¢inem, umime na zakladé
predchoziho vykladu tuto alohu vyfesit.

Ozna&ime-li U(n + 1) jednu ze sumaci posloupnosti u(n + 1), miZeme psat:

s(n) =U(Mm+1)+c¢,
kde c je konstanta uréena pocateéni podminkou:

s(1) = U(2) 4+ ¢ = u(1).
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Odtud ¢ = u(1) — U(2), tedy
s(n) =UMm+1)+u(l) =U(2).
Timto jsme odvodili vétu:

Véta 3.14: Necht posloupnost u(n) je ddna funkénim vzorcem. Necht U(n +
1) je jedna ze sumaci posloupnosti u(n + 1). Pak pro n—ty Casteény soucet
posloupnosti u(n) plati:

s(n) =U(n+1)+u(l) - U(2).

Piiklad 3.15: Naleznéte funkéni vzorec pro n—ty ¢asteény soucet posloup-
nosti u(n) = sin 3 (n — 1).
Reseni: Hledame
s(n) =u(l) +u(2) + ... + u(n).

Podle (3.1) plati:
As(n) = sin gn

Podle Pozndmky 3.10 budeme s(n) hledat ve tvaru:
s(n) = asin gn + bcos gn +c.

S vyuzitim Vét 2.15.4 a 2.15.5 pocitejme:

As(n) = A [asin gn + bcos gn + c] =a [sin (gn + %) — sin gn] +
+ b [cos (gn + %) — COoS %n] =a [(cos% — 1) sin%n + sin % cos gn] +
+ b[(cosg—l) cos%n—singsingn] =

= a —lsinﬁn+£coszn +b —lcoszn—ésinzn =
N 2773 2 3 273 2 3]

(Ll B an T (VB L) os ™
= 2a B sin 3n 2 a B COS 3n

Identicky ma platit:

<—1a - £b> sin —n + (éa -

1 V3
I 1
3¢~ 30 :
V3 1
29732 =0

odkud vypocteme, ze a = —3, b = — V3 tedy

1 3
s(n) = —5singn— %cos%n—i—c: —sin (gn—i- g) +ec.
Konstantu ¢ uréime z pocateéni podminky s(1) = u(1), tj.:

. 2w .
—sm? + ¢ =sin0,
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odkud ¢ = ¥2. Hledané Feseni je

SE

s(n) = —sing (n+1)+
Priklad 3.16: Naleznéte vzorec pro soucet prvnich n ¢lenti geometrické po-
sloupnosti.

Reseni: Geometricka posloupnost je posloupnost uréend rekurentné:
u(n+1) =u(n) - g,

kde u(1) a ¢ jsou dand &isla.
Nejprve potfebujeme znat funkéni vzorec pro geometrickou posloupnost. Podle
uvedeného rekurentniho vzorce plati:
w2) = u(l)-qg,
u(3) = u(2)-q = u(l)-¢%
u(4) = u(3)-q = u2)-¢,

un+1) = un)-q = u(l)-q"
Hledame
s(n) =u(l) +u(2) + ... + u(n).

Za¢néme zvlastnim pfipadem, je-li ¢ = 1, tzn. u(l) = u(2) = ... = u(n). Pak
ziejmé plati
s(n) =n-u(l).

Nyni pfedpokladejme, %e g # 1. Podle (3.2) plati s(n) = > u(n + 1). Tedy

s(n) = a0 = u() 3 ¢" =u(1) - —— " +c.

qg—1
Konstantu ¢ uré¢ime z pocatecni podminky:
1
s(1) = %q + ¢ =u(l).

Odtud

oo ud)

qg—1
Dostali jsme
sm) = 250" - ) =) L=

Pro soucet prvnich n ¢lenti geometrické posloupnosti plati:

) je_li q#la
qg-—1
s(n) = n-u(l), je—li ¢g=1.

3.4 Urcdité sumy

Definice 3.17: Necht u(n) je posloupnost. Necht a,b jsou pfirozend ¢isla,
a < b. Pak urcitou sumou posloupnosti u(n) v intervalu (a, b) rozumime soucet:

b
Z u(n) = u(a) +u(a+1) + ... + u(b—1) + u(b).

n=a
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Definici uréité sumy lze rozsifit pro libovolna cela ¢isla a, b,a < b, pokud je
u(n) definovdna ve v8ech bodech mnoziny {a,a + 1, ..., b}.

Ve spojitém piipadé je analogu k pojmu urdité sumy wurcity integrdl. Pro jeho vypocet
plati Newton-Leibnitziv vzorec (v pfipadg, Ze existuje primitivni funkce F' k funkci f)

/f 2)], = F(b) — F(a),

jehoz diskrétni analogii si pravé uvedeme. VSimnéme si, Ze v diskrétnim p¥ipadé se opét obje-
vuje posun.

Véta 3.18: Necht posloupnost U(n) je sumaci posloupnosti u(n), tj. U(n) =
> u(n). Necht a € N, b € N, a < b. Pak plati:

Y un) = U@L =U®G+1) - Ula).

Dukaz: U(n) = > u(n), tj. AU(n) =U(n+ 1) — U(n) = u(n). Proto:

Ula+1)=U(a) = u(a),
Ula@+2)—U(a+1) = u(a+1),

Ub)-UMb-1) = u(b-1),
Ub+1)—-Ub) = u(b).
Souétem téchto rovnosti dostaneme:
Ub+1)—U(a) =u(a) +ula+1) + ...+ u(db— 1) + u(b),
coZ jsme méli dokazat.

Nasledujici véta ukazuje, Ze uréitd suma ma tytéz vlastnosti, jaké jsme uvedli
pro sumaci ve Vété 3.6.

Véta 3.19: Necht u(n) a v(n) jsou posloupnosti. Necht a, b € N, a < b. Pak
plati:

L Y _fuln) £o(n)] = ¥, ulr) £ 3, _, v(n)

2. Zzza[cu(n)] = CZZ:Q u(n), kde ¢ € R je libovolna konstanta

3. Y0 [u(n)Av(n)] = [u(n)o®)]2t — S0 [v(n + 1)Au(n)] /tzv. sumace

per partes pro ur€ité sumy/
Duikaz:
1. ZZ Lu(n) £v(n)] =u(a) £v(a) +ula+1) £v(a+1) +...+u(d) £v(b) =
u(a) +u(a+1)+ ...+ u(d) £ [v(a) +v(a+1) +... +v(b)] = ¥ _, u(n)+

izn:a v(n)

2. Zzza[cu(n)] = cu(a)+cu(a+1)+...4cu(b) = clu(a)+u(a+1)+...4+u(b)] =
= ey g u(n)

3. Podle Véty 2.10.3 lze psat: Y [u(n)Av(n) + v(n + 1)Au(n)] = u(n)v(n).
Podle Véty 3.18 plati: Zzza[u(n)Av(n) +v(n+1)Au(n)] = [u(n)v(n)])i+!.

Rovnost upravme s vyuzitim casti 1 této véty:

S lu(n)Av(n)] = [u(n)o(n)]oH — S0 fu(n + 1) Au(n)].

Timto je véta dokazana.
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Priklad 3.20: Vypoctéte Ezza[nq”], kdea,be N,a<bagqg#1.
Reseni: Postupujme podle Véty 3.19.3:

b n b+1 b n+1
St = [5] - X [] - e e ve el -
_ q nyb+1l _ 1 b+l _ 0 q b+1 _ a
(q_l)z[q]a T [(b+1)g ¢°] (q_l)z(q q")
Tedy:
b
nn:L b+1_aa_ q b+1 _ _a
nZ::a[q] 1 [+ 1) )= T )

3.5 Sumace vyssich rada

Zmame-li k—tou diferenci a hleddme posloupnost, kterou jsme diferencovali,
potiebujeme zavést pojem k—té sumace.

Definice 3.21: Necht n, k € N a u(n) je posloupnost. Polozme

S Oum) = uln),
Z(l)u(n) = Zu(n)

Potom k-tou sumaci posloupnosti u(n) znacime E(k) u(n) a definujeme reku-

rentné vzorcem
Z ®u(n) = Z [Z (kfl)u(n)] .

Pro k& = 1 misto prvni sumace fikdme jen sumace. Pro & > 1 kromé terminu
k—ta sumace fikdme téz sumace k—tého rddu.

Ctenar si jisté viiml, ze definice k—té sumace je naprosto analogicka definici
k—té diference. Vypocet k—té sumace provadime rekurentné podle Definice 3.21,
tj. analogicky jako vypocet k—té diference, pokud postupujeme podle Definice
2.20 (viz Priklad 2.23).

Pi#iklad 3.22: Naleznéte alespoii jednu posloupnost y(n), kterd je tfeti su-
maci posloupnosti u(n) = 3™.

Reseni: Vyuzijme Vétu 3.9.2, kde staéi zvolit ¢ =0 :
Zu(n) 23”:%-3",
S = L [Sun] =X [5#] =355 =5
Z(S)u(n) = Z [Z (2)u(n)] = Z E -3”] = 323” = é 3"

Zadani vyhovuje napft. posloupnost:

y(n) = 23"
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Podle Poznamky 3.4 vime, Ze sumace Y, u(n) neni uréena jednoznacné, ale ze
téchto posloupnosti je nekoneéné mnoho. Je tedy zfejmé, Ze nekoneéné mnoho
je i posloupnosti, které jsou k—tou sumaci posloupnosti u(n). Hledejme tedy
obecny vzorec, ktery by ndm umozioval nalézt vSechny posloupnosti y(n), pro

které plati
y(n) =Y Wu(n).

Nejprve ale zformulujme a dokazme nasledujici vétu.

Véta 3.23: Necht n, k € N a u(n) je posloupnost. Pak plati:
Aku(n) =0 & u(n)=cr P e onfF T2 4+ e,
kde ¢c; € R pro: =0,1,...,k — 1 jsou libovolné konstanty.

Dikaz:
,»= " Dikaz této implikace provedeme postupnymi sumacemi, pfi¢emz vyuzijeme
Véty 3.2 a 3.7. Necht AFu(n) = 0, pak

AFlu(n) = ZO = Cot,
AFPu(n) = Z ()0 = Z Co1 = C12M + Co2,

A*u(n) = 3 V0= Z(ijz jflnjfz +jgjn’ P+t cogo1) =

= C¢j— 1]n -|-cJ 2]n + -+ coj,

u(n) = Z o = Z(Ckfz pean® 2 tepapoan® P ot eopo1) =
= Ck— 1kn +Ck an 2+---+00k-
V prvnim fadku je konstanta cp; podle Véty 3.2 libovolna. Ve druhém fadku je
podle Véty 3.9.1 konstanta cypz libovolna a konstanta c;> se rovna konstanté cg;,
ktera je ovSem libovolna, takZe i konstanta c;» nabyva libovolné hodnoty. Takto

lze postupné s vyuzitim Véty 3.7 zduvodnit, ze vSechny konstanty v poslednim
fadku jsou libovolné.

,<=“Necht u(n) = cp_1n* 1 +cp_on*24...4 ¢y, kdec; € Rproi = 0,1,....,k—1
jsou libovolné konstanty. Posloupnost u(n) je v tomto pfipadé polynomem a to
nejvyse stupné k — 1. Proto tvrzeni plati podle Véty 2.24.

Véta 3.24: Necht n, k € N a necht u(n) a v(n) jsou posloupnosti. Pak
AFu(n) = AFv(n) proVn € N & u(n) = v(n) +er1n* ' +eponf 2 4. +co,

kde ¢; € R proi = 0,1,...,k — 1 jsou libovolné konstanty. Neboli, u(n) a v(n)
jsou k—tymi sumacemi téZe posloupnosti pravé tehdy, kdyZz se lisi o polynom
nejvyse stupné k£ — 1.

Dukaz: Nejprve s vyuzitim Vét 2.21 a 3.19.1 ukazme platnost vzorce, kte-
rého vyuZijeme pfi dikazu obou implikaci. Pro libovolné posloupnosti u(n) a
v(n) plati:

k
AFu(n) £ Afv(n) = 3o (=1 (uln + ) £ 5o (—=1) 7 (§o(n + ) =
= 3o (1 () [u(n + j) £ v(n + )] = AF[u(n) £ v(n)].

»=“ AFu(n) — AFv(n) = 0 = AFu(n) —v(n)] =0 = u(n) = v(n) +cp_1n* 1+
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cr_an® 2 + ...+ co (viz Véta 3.23).

»<“ Necht u(n) = v(n) +cr_1n* 1 +cx_an*2 4+ ... + ¢y. Oznaéme pro zjedno-
duseni zapisu w(n) = cx_1nF 1 + cp_oan* 2 + ... + cp. Pak AFu(n) = A¥[v(n) +
w(n)] = AFv(n) + A*w(n). Ale AFw(n) = 0 (viz Véta 3.23), tedy Aru(n) =
AFy(n).

Poznamka 3.25: Z Véty 3.24 vyplyva, ze je-1i U(n) k—tou sumaci u(n), pak
existuje nekoneéné mnoho posloupnosti y(n), které jsou k—tymi sumacemi u(n)
a kaZzdou z nich lze vyjadfit ve tvaru:

y(n) = Z Bun) =Un) + cp1n* L + e oan® 2 4+ ... + o,
kde ¢c; € R pro: =0,1,...,k — 1 jsou libovolné konstanty.

Pravé vyloZenou problematiku ilustrujeme pfikladem v dalsi kapitole, kde
zjistime, Ze tloha na vypocet k—té sumace je zvla$tnim piipadem diferenc¢ni
rovnice k—tého fadu. Uvidime také, ze Poznamka 3.25 vlastné popisuje, jakého
tvaru je obecné feseni diferenéni rovnice AFy(n) = u(n).

3.6 Ulohy na procviceni

Uloha 3.29: Naleznéte viechny posloupnosti y(n), pro které plati Ay(n) =
u(n), je-li:

1. u(n) = 6n% + 8n
[y(n) =2n3 +n®—3n+ (]

2. u(n) = (2n? — 4) - 3»
[y(n) = (n? —3n+1)-3" + (]

3. u(n) =sinfn

— _1lg 1+v2
[y(n) = —5sin In — 5= cos fn + (]

Uloha 3.30: Naleznéte funkéni vzorec pro soudet prvnich n ¢lentt posloup-
nosti u(n), je-li:

1. u(n) = (2n — 1)2

[s(n) = 2n® — tn = In(2n — 1)(2n + 1)]

[s(n) =4 — (n+2) (3)"7]

[s(n) = 1(n* + 20 +n?) = [3n(n + 1)]?]

Uloha 3.31: Rozhodnéte, zda posloupnosti U(n) = cos(rn — Z) a V(n) =
L[(=1)™ — /2] jsou sumacemi téze posloupnosti.

[ano; AU(n) = AV (n) = (-1)"Y; U(n) =V (n) = ... = cosmn— :(—1)"+

=3 - ) =

Uloha 3.32: Naleznéte viechny posloupnosti y(n), pro které plati y(n) =
> nsin Zn.

[Ndvod: Postupujte metodou sumace per partes. Jejim uZitim dostanete:

y(n) = Y nsinZn = —Z(sinZn + cos In) + 1 3 (cos Zn — sin Zn). Metodou
neurcitych koeficienti vypoctete, Ze ) (cos §n — sin §n) = sin 5n.]

[y(n) = (1 —n)sinZn — 2 cos In + (]
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Uloha 3.33: Naleznéte vzorec pro soucet prvnich n ¢lent aritmetické po-
sloupnosti.

[Navod: Aritmetickd posloupnost je uréend rekurentné: u(n + 1) = u(n) + d,
kde u(1) a d jsou dand ¢isla. Funkéni vzorec pro aritmetickou posloupnost dosta-
nete ve tvaru u(n) = u(1)+(n—1)d. Vypoctem s(n) = > (u(1)+nd), s(1) = u(1)

obdrzite vzorec s(n) = 4n?+ [u(1) — £]n, ktery jesté upravte na obvyklejsi tvar.]

[s(n) = 3[u(1) +u(n)]]

Uloha 3.34: Uréete soucet vnitinich tihli konvexniho n—thelnika (n > 3).

[Ndvod: Soucet vnit¥nich hlid konvexniho n—thelnika A;As...A, je s(n).
Uvazte konvexni (n + 1)—uahelnik A;As...A, 1. Soucet jeho vniténich thli je
dén sou¢tem vnitFnich hlt n—thelnika A; A5...A,, a trojihelnika A; A, A, 11.]

[Resenim As(n) = 180°, s(3) = 180° vyjde s(n) = (n — 2) - 180°.]

Uloha 3.35: Uréete pocet thlop¥icek konvexniho n—thelnika (n > 4).

[Navod: Jeden ze zpiisobt, jak vyfesit tuto Glohu je sestavit rekurentni vztah.
Pocet thlopficek v konvexnim n—thelniku A; As...A,, je u(n). Uvazte konvexni
(n 4+ 1)—thelnik A; As...A, 1. Jeho Ghlopficky tvoii pravé vSechny thlopficky
n-thelnika A; As...A, plus ,nové“ thlopficky A1 A,, A24p+1, AsApi1, ...,
An—l An+1 ]

[Resenim Au(n) =n — 1, u(4) = 2 vyjde u(n) = in? — 3n = 2(n - 3).]

Uloha 3.36: Uréete nejvétsi mozny pocet u(n) oblasti, na které Ize rovinu
rozdélit pomoci n kruznic.

[Ndvod: Mé&jme n kruznic k1, ks, ..., ky, v obecné poloze, tj. n kruznic takovych,
ze kazdé dvé z nich se protnou ve dvou bodech a Zadné tfi z nich neprochazeji
jednim bodem. Uvazte kruznici k,4; tak, aby vSech n + 1 kruznic bylo opét
v obecné poloze. Kruznice k11 je 2n pruseciky s kruznicemi ki, ks, ..., k;, roz-
délena na 2n oblouku, pfi¢emz kazdy z téchto oblouka déli jednu z pavodnich
oblasti roviny na dvé ,nové“.]

[Resenim Au(n) = 2n, u(1) = 2 vyjde u(n) = n? —n + 2.

Uloha 3.37: Urcete nejvétsi mozny pocet v(n) oblasti, na které lze rozdélit
prostor pomoci n kulovych ploch.

[Ndvod: Mé&jme n kulovych ploch K, K>, ..., K;, v obecné poloze, tj. n kulo-
vych ploch takovych, Ze kazdé t¥i se protinaji a zadné Ctyfi neprochéazeji tymz
bodem. Uvazte kulovou plochu K, 1, tak, aby v8ech n + 1 kulovych ploch bylo
opét v obecné poloze. Priniky K11 () K;, j = 1,...,n jsou kruZnice, které roz-
déli kulovou plochu K, 1 na n? —n + 2 oblasti (viz Uloha 3.36), pficem? kazda
z téchto oblasti déli jednu z pavodnich ¢4sti prostoru na dvé ,nové“.]

[ReSenim Av(n) =n? —n +2, v(1) = 2 vyjde v(n) = 3n® —n?+ Sn =
=2(n®—3n+8)]
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4 Pojem diferenc¢ni rovnice

Definice 4.1: Necht f: N x R**! — R je funkce & +2 proménnych. Rovnici
tvaru

f(n7y7 Ag? A2y7 tety Aky) = 07 (4'1)

ve které je nezndmou posloupnost y = ¢(n), nazyvame diferencni rovnici k-tého
radu a 1. typu definovanou v IN.

KaZzdou posloupnost y = ¢(n), kterd pro vSechna n € N spliiuje rovnici (4.1),
nazveme partikuldrnim fesenim této rovnice.

Obecnym resenim pak rozumime vzorec zahrnujici vSechna partikularni feseni.

Definice 4.1 je analogickd k definici diferencidlni rovnice k-tého fadu, nahradime-li diference
derivacemi pfislusného fadu.

Piiklad 4.2: Diferen¢ni rovnice 1. typu:

1. Ay —y =4 je pro Vn € N rovnice 1. fadu

2. 3A%y +nAy = 0 je pro Vn € N rovnice 2. faddu

3. (n—1)2Ay = 5" je pro n # 1 rovnice 1. fadu

4. (A%y)?2 +2" +1 =0 je pro Vn € N rovnice 3. fddu
5. A3y = 6 je pro Vn € N rovnice 3. fadu

Ackoliv jesté diferen¢ni rovnice neumime feSit, snadno si zdivodnime, Ze
4. rovnice nemd redlné feseni, protoze (A3y)? > 0, 2" > 0 a soufet na levé
strané rovnice nikdy nemuze dat nulu.

Povsimnéme si nyni 5. rovnice. To je v8ak tloha na k-tou sumaci (k = 3),
kterou jsme se zabyvali v pfedchozim textu. Zvlastnim pfipadem diferencnich
rovnic 1. typu jsou rovnice tvaru

Aky = u(n).

Je-li y1 = p1(n) = Z(k) u(n) partikuldrni feSeni této rovnice, pak podle Véty
3.24 existuje polynom stupné nejvyse k — 1 takovy, ze libovolné jiné partikularni
feSeni y5 této rovnice lze vyjadrit jako soudet y; a zminéného polynomu. Obecné
feSeni této rovnice je tedy tvaru

y=p1(n) +cg_1n" ' + cp_an®E + L+ ein + o,

kde ¢;_1,¢5_2,...,co jsou libovolné konstanty, coZz je v souladu s Poznadmkou
3.25. Libovolné partikularni feseni dostaneme z obecného feseni vhodnou volbou
konstant ci—1, cg—2, ..., co. Tyto konstanty pak urCujeme z tzv. pocatecnich pod-
minek, které tvoii k£ danych dvojic hodnot {ng, Aly(ng)}, pro j = 0,1,....,k—1,
kde ng € N.

Pomoci vét uvedenych v kapitole o sumaci dokdZzeme Fesit rovnice A*y =
u(n), kde u(n) je specialniho tvaru: konst.,n*, ¢",sin an, cos an a funkce utvo-
fené sou¢tem nebo soudinem z nich. Re§eni hleddme postupnymi sumacemi a
to bud pfimym vypoctem pomoci p¥islusnych vzorct, nebo odhadneme tvar fe-
Seni, ktery dosadime s neur¢itymi koeficienty do patifi¢né rovnice a uréime je
porovnanim s koeficienty pravé strany u(n).

Piiklad 4.3: Najdéte obecné feSeni a partikularni feSeni uréené pocatecnimi
podminkami y(1) = 3, Ay(1) = 4, A%y(1) = 8 rovnice A3y = 6.

Reseni: Nejprve postupnymi sumacemi hledejme obecné feseni rovnice A3y =
6. Plati
Ady = A(A%y).
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Oznagime-li A%y = y;, obdrZime rovnici
Ayl = 6.

Podle Véty 3.9.1 plati
y1 = 6n + ¢35,

kde c; je libovolna konstanta. Je tedy

A%y = A(Ay) = 6n + c}.
Ozna¢me podobné Ay = y,. Resime tudiz rovnici

Ays = 6n + cj.

Podle Véty 3.8 dostavame

Yz =6 - %n@) + cyn + cf,
kde ¢} je libovolna konstanta. Koneéné vypoctéme nezndmou y z rovnice

Ay =3n® + cin +c}.

Vyuzijeme-li znovu Vétu 3.8, obdrzime

1 1
y=3--n® 4+ -n® 4 cin+ o,

3 2
kde ¢q je libovolna konstanta. Po odstranéni zobecnénych mocnin, oznac¢ime-li
o =-3+ %cg ac =2 — %cg + ¢}, mizeme zapsat obecné FeSeni ve tvaru:

2
y:n3+62n +cin + ¢y
Zbyva urdit partikularni feSeni dané pocatecnimi podminkami:

y(]') = 37 y(]-) = CI + Co,
Ay(1) =4, Ay(1) =c; +cf,

A?y(1) =8, A%y(1) =6+c5.
Odtud snadno vypocteme:
cy =2, =2, co=1.
Ale

1
62:—3+§C§ = = -2,

1
01:2—5054—01‘ = ¢ = 3.

Hledané partikuldrni feSeni tedy je
y=n>—-2n>+3n+1.

S diferenc¢ni rovnici 1. typu v dalsim pfili§ pracovat nebudeme. Ukazme si,
jak dojdeme k jinému tvaru diferencni rovnice. Podle Véty 2.21 miZeme psat:

Ay = ¢(n+1)-p(n),
A’y = p(n+2)—20(n+1)+¢(n),
Afy = o(n+k)— (T)cp(n-l—k — 1) 4 ... + (=1)*p(n).

30



Zavedme znadeni:

p(n+j)=yn+j), =012 ..,k

Definice 4.4: Necht g: N x R**! — R je funkce & + 2 proménnych. Rovnici
tvaru

g(n,y(n),y(n+1),.,y(n+k&)) =0, (4.2)

kde y(n + j7) = o(n +j), 7 = 0,1,2,...,k, ve které neznamou je posloupnost
y(n) = ¢(n), nazyvame diferencni rovnici 2. typu definovanou v N. Rikdme, 7e
rovnice je k-tého Fddu, jestlize se v (4.2) pro kazdé n € N skute¢né objevi y(n)
iy(n+ k) (,skutecné“ se mysli tak, ze nejsou napf. vyndsobeny koeficientem,
ktery je pro né&jaké n nulovy).

KaZzdou posloupnost y(n) = ¢(n), kterd pro véechna n € N spliiuje rovnici (4.2),
nazyvame partikuldrni reseni diferencni rovnice 2. typu v N.

Obecnym teSenim rovnice 2. typu pak rozumime vzorec zahrnujici vSechna par-
tikularni feseni.

Pocédteéni podminky tvofi k danych dvojic hodnot {ng + j, p(no + )} pro j =
0,1,2,....k — 1, kde ng € N.

Piiklad 4.5: Diferen¢ni rovnice 2. typu:
1. y%(n + 1) — 3y(n) = 4 je pro Vn € N rovnice 1. f4du
2. y(n+2) = % je pro n # 2 rovnice 2. fadu

3. y(n+2) —y(n+1) =0 je pro Vn € N rovnice 1. fddu (rovnice neobsahuje
leny y(n), tzn. fad rovnice uréime az po provedeni substituce t = n + 1,
kdyz dostaneme rovnici y(¢t + 1) — y(¢) = 0)

Piiklad 4.6: Rovnici 1. typu A%y + Ay = 0 pievedte na rovnici 2. typu.
Reseni: Plati:
Ay = yn+1)—-y(n),
A%y = y(n+2)—2y(n+1)+yn).
Dosadime-li do dané rovnice, dostavame:
yin+2)—y(n+1)=0.

Vsimnéme si, Ze zatimco fad rovnice 1. typu byl 2, rovnice 2. typu je 1. fadu
(viz Pfiklad 4.5.3), tedy fad neztstal zachovdn. Obvyklejsi je druhd definice
diferenc¢ni rovnice véetné definice jejiho Fadu.

Piiklad 4.7: Rovnici y(n + 3) — 3y(n + 2) + y(n) = 5n pfevedte na rovnici
1. typu:

Reseni: Ze vztaht

Ay = y(n+1)—y(n),
A’y = y(n+2)—2y(n+1)+y(n),
Ay = y(n+3)-3y(n+2)+3y(n+1)—y(n)

vyjadiime y(n + 1),y(n + 2) a y(n + 3), pfi¢emz znalime y(n) =y :

yin+1) = Ay+y,
y(n+2) = A?y+2Ay+y,
y(n+3) = Ady+3A% +3Ay+y.
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Dosadime do dané rovnice a dostavame
A3y —3Ay —y = 5n.
Jak jsme jiz naznadili, v dalsim budeme pracovat s rovnicemi 2. typu.

Uloha 4.8: Naleznéte obecné a partikularni feSeni dané rovnice, je-li:
1. A%y =9.22n+1 " 4(1) =5, Ay(1) =20
[OR:y =22 +ein+cp, PRiy =22+ —dn + 1]
2. A%y =12n, y(1) =5, Ay(l) = —4
[OR: y =2n% —6n%+cin+cy, PRiy=2n>—6n2+9]

Uloha 4.9: Naleznéte obecné feseni dané rovnice, je-li:

1. A%y = ‘/Tgsingn— TcosIn

[y=cosZn+cin+co]

2. Ay = (8n + 36) - 3"
[y=n-3"+con? +cin+co |
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5 Pojem a vlastnosti linearni diferenc¢ni rovnice

Definice 5.1: Diferenéni rovnici tvaru
ao(n)y(n) + a1 (n)y(n + 1) + ... + ax(n)y(n + k) = u(n), (5.1)

kde u(n), ap(n), ai (n), ..., ar(n) jsou libovolné posloupnosti definované v N, pfi-
Cemz ap(n) # 0, ar(n) # 0 pro viechna n € N, nazyvame linedrni diferenéni
rovnici k-tého Fddu; ao(n),ai(n),..., ax(n) nazyvame koeficienty, u(n) pravou
stranou.

JestliZe jsou posloupnosti ag(n), a1 (n), ..., ax (n) konstantami, piSeme ag(n) = ao,
ai(n) = ai,..., ag(n) = aj a Fikdme, Ze rovnice ma konstantni koeficienty.
V opac¢ném piipadé hovorime o rovnici s nekonstantnimi koeficienty.

Je-li pro v8echna n € N u(n) = 0, fikdme, Ze rovnice je homogenni (bez pravé
strany). V opa¢ném pripadé mluvime o rovnici nehomogenni (s pravou stranou).

Priklad 5.2:

1. 2y(n+2) —y(n + 1) + 3y(n) = 0 je homogenni linearn{ diferen¢ni rovnice
2. fadu s konstantnimi koeficienty

2. y(n)y(n +1) — y(n) = 1 neni linedrni diferenéni rovnice

3. y(n+1) + (n? + 1)y(n) = 5" je nehomogennf linearn{ diferen¢n{ rovnice 1.
Fadu s nekonstantnimi koeficienty

Véta 5.3: (Ezistencni véta pro linedrni diferencni rovnici)
Necht je dano k hodnot y(c),y(c + 1),...,y(c + k — 1) v k po sobé jdoucich
bodech ¢,c + 1,...,c + k — 1 z defini¢niho oboru N linedrni diferen¢ni rovnice
(5.1). Potom existuje v N pravé jedno feSeni rovnice (5.1), které spliiuje zadané
pocatecni podminky.

Dikaz: Provedeme Gplnou indukci. Necht dany bod ¢ € N lze pséat ve tvaru
c=14 N, kde N je jisté pfirozené Cislo.

Nejprve dokazeme, ze feSeni y(n) existuje pro n > ¢ + k; k tomu nejdiive
nalezneme y(c + k). Dosadme n = ¢ do rovnice (5.1):

ao(c)y(c) + ar(Q)y(c + 1) + ... + ar(c)y(c + k) = u(c).

ProtoZze ai(c) # 0, miZeme jednozna¢né vypocitat y(c + k), nebot hodnoty
y(e),y(c+1),...,y(c + k — 1) jsou pFedepsany.

ylc+k) = [u(c) = ao(c)y(c) —ar(c)y(c+ 1) — ... —ara1(c)y(c+k = 1)].

ax(c)

Predpoklddejme, Ze takto lze jednozna¢né vypocéitat hodnoty y(c+ k), y(c+ &k +
1),...,y(c+ K) pro jisté K > k. Z toho dokdzeme, Ze lze jednoznalné vypocitat
i y(c+ K + 1) a to néasledovné: do rovnice (5.1) dosadime n = c+ K —k + 1
(n € N); protoze K —k >0,jen >c+1:

ao(n)y(c+K—k+1)+ai(n)y(c+K—k+2)+...4+ar(n)y(c+ K+1) = u(c+K—k+1).

Nebot ai(n) # 0, 1ze jednoznaéné vyjadrit

ye+ K +1) = aktn)[u(c+K—k+1)—ao(n)y(c+K—k+1)—
— ai(n)ylc+ K —k+2)—...—ap_1(n)y(c+ K)].

Protoze c+ K —k+ 1 > ¢+ 1, jsou tedy hodnoty y(c + K — k + 1),y(c + K —
k 4+ 2),...,y(c + K) podle indukéniho pfedpokladu ureny jednoznacéné. To ale
znamena, ze feSeni existuje, a to jediné, pro vSechna n > c + k.
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Nyni vypoétéme feSeni pro n = 1,2,...,c — 1. Dosadme do rovnice (5.1)
n=c—1€N:

ap(c — Dy(c—1) +a1(c— Dy(c) + ... + ag(c — Vy(c— 1+ k) = u(c—1).

Odtud muZzeme jednoznaéné vypocitat y(c — 1), protoze v diferenéni rovnici
predpokldddme ag(n) # 0. Déle, dosadime-li n = ¢ — 2, vypoéteme podobné
y(c — 2) atd., az po N (kone¢né mnoha) krocich vypoéitdme y(c — N) = y(1).

Nyni se budeme zabyvat homogenni rovnici. V néasledujicich vétach si uka-
zeme nékolik vlastnosti, které maji feSeni této rovnice.

Véta 5.4: Rovnice
ao(n)y(n) + a1 (n)y(n+1) + ... + ar(n)y(n + k) =0 (5.2)

maé pro vSechna n € N vZdy tzv. trividlni FeSeni y(n) = 0.

Dukaz: Je-li pro Vn € N y(n) = 0, pak y(n+5) =0proj =0,1,....k a tedy
ao(n)y(n) + ar(n)y(n + 1) + ... + ax(n)y(n + k) = E?:o a;j(n)y(n+j) =0.

Véta 5.5: Necht p1(n) a ¢2(n) jsou partikuldrni feSeni rovnice (5.2) a necht
(4, Cs jsou libovolné konstanty. Pak funkce y(n) = C1p1(n) + C2p2(n) je rovnéz
feSenim rovnice (5.2).

Dikaz: 321, a;(n) [C11(n+) + Copa(n-+)] = 1 g as(n)ia (n+5) +
C2 Z?:o aj(n)p2(n+j)=C1-0+Cy-0=0.

Z Véty 5.5 plyne nasledujici dusledek:

Dausledek 5.6: Necht ¢ (n), p2(n), ..., pr (n) jsou partikuldrni feSeni rovnice
(5.2). Necht Cy, Cs, ..., Cy, jsou libovolné konstanty. Pak funkce y(n) = Cy¢1(n)+
Cap2(n) + ... + Crpr(n) je také fesenim rovnice (5.2).

Ditkaz: Y _a;(n)[Cig1(n + j) + Caga(n + j) + ... + Crpr(n + j)] =

c;l St g aj(m)er(n+j)+ Co S5 ga;(n)pa(n+j5) + ..t Ci g aj(n)pi(n +
j)=0.

V dalsim se budeme zabyvat linedrné nezavislymi feSnimi ¢4 (n), @2(n), ...,
¢k (n) rovnice (5.2). UkdZeme totiz, Ze posloupnost y(n) = E;?:l Cjpj(n) bude
obecnym FeSenim rovnice (5.2). Nejprve vSak uvedme definici linedrné nezivis-
lych posloupnosti.

Definice 5.7: Rekneme, Ze posloupnosti 1 (n), s (n), ..., o (n) jsou linedrné
zdvislé v N, jestliZe existuje aspon jedna konstanta C; # 0, ¢ = 1,2, ..., k takova,
ze pro vSechna n € N je splnéna rovnice

Ci1p1(n) + Copa(n) + ... + Crpr(n) = 0.

V opalném piipadé fekneme, Ze posloupnosti ¢;(n), p2(n), ..., or(n) jsou line-
drné nezdvislé v N.

Definice 5.8: Rikdme, Ze posloupnosti ¢;(n),ps(n), ..., ox(n), které jsou
partikuldrnimi feSenimi rovnice (5.2) v N, tvofi fundamentadlni systém reseni,

jestliZe jsou posloupnosti ¢1(n), pa(n), ..., o (n) linedrné nezavislé v N.

V dalsim textu vyuzijeme vétu z linedrni algebry, ktera udava dilezitou vlast-
nost linedrné nezavislych posloupnosti. Jeji dikaz lze nalézt nap¥. v knize [2].
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Véta 5.9: Posloupnosti ¢1(n), pa(n), ..., ox(n) jsou linedrné nezavislé v N
pravé tehdy , kdyz existuje ng € N takové, Ze determinant

¢1(no) ¥2(no) e ¢r(no)
p1(ng + 1) p2(ng + 1) e wr(no + 1)
= : #0.
ng(no-i‘-k—].) wa(no+k—1) ... @r(ng+k—1)

Véta 5.10: Necht posloupnosti ¢ (n), p2(n), ..., pr(n) tvofi fundamentdlni
systém FeSeni rovnice (5.2) v N. Pak obecné feSeni rovnice (5.2) je tvaru

y(n) = Crp1(n) + Cap2(n) + ... + Crpr(n), (5.3)

kde C4, Cs, ..., C} jsou libovolné konstanty.

Dukaz: Abychom mohli tvrdit, Ze tvar (5.3) je obecnym FeSenim rovnice
(5.2), musime dokéazat toto. Je-li ¢(n) libovolné partikuldrni feSeni rovnice (5.2),
pak existuji konstanty C1,Cs, ..., C}, takové, ze p(n) = Z;?:l Cjp;(n) pro kazdé
n € N. To znamend, ze kdyZz ukdzeme, jak 1ze tyto konstanty nalézt, pak budeme
umét libovolné partikularni feSeni rovnice (5.2) vyjadrit ve tvaru (5.3).

K vypoctu konstant utvorime nésledujici soustavu k linedrnich rovnic:

k
>_Cigslno) = @(no)

k
> Cipi(ng+1) = @(no+1)
j=1
k
Zngoj(no +k—-1) = omo+k—1).

Jj=1
Podle predpokladu a Véty 5.9 existuje ng € N, pro néz je determinant matice
soustavy nenulovy a tedy existuje jediné feseni C,C5,...,C}. Tim jsme doka-
zali, ze p(n) = Z?Zl C7pj(n) pro body ng,no + 1,...,n9 + k — 1 a zbyvd ovéfit,
Ze 1 pro ostatni body n € N plati p(n) = Z?:l Cipj(n).

Utvorme posloupnost g(n) = p(n) — E;?:l C7¢j(n) pro véechna n € N. Tato
posloupnost je podle Disledku 5.6 také partikuldrnim feSenim rovnice (5.2) pro
vSechna n € N. Z vypoctu konstant C7,C5,...,C} vyplyva, Ze posloupnost
g(n) nabyva ve vSech bodech ng,ng+1,...,n9+ k — 1 hodnot 0. Vezmeme-li tyto
hodnoty v & po sobé jdoucich bodech za pocateéni podminky, pak z existenéni
Véty 5.3 vime, Ze jimi je ureno jediné partikuldrni FeSeni, coZ je pravé g(n) a
toto FeSenf je trividlni, tj. pro vSechna n € N je g(n) = 0, coz jsme méli dokdzat.

Nyni se dostdvame k nehomogenni linearni rovnici.

Véta 5.11: (Princip superpozice)
Necht «, 8 € R. Necht 9 (n) je feSenim rovnice Z?:o a;j(n)y(n +j) = u(n) a
12(n) je FeSenim rovnice Efzo a;j(n)y(n + j) = v(n). Pak atp1(n) + B2(n) je

feSenim rovnice Z?:o a;(n)y(n + j) = au(n) + fv(n).

Dukaz: Z?ZO aj(n)[apr(n + j) + By2(n + j)] = « Z?:o aj(n)pi(n +j) +
BYN_gaj(m)es(n+j) = au(n) + Bu(n).
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Dusledek 5.12: Jsou-li 1 (n),2(n) libovolna FeSeni nehomogenni rovnice
(5.1), pak je rozdil 11 (n) — 12(n) FeSenim homogenni rovnice (5.2).

Dukaz: Vyplyva piimo z Véty 5.11, je-lia =1, § = —1, u(n) = v(n).

Dusledek 5.13: Necht Y (n) = Zle Cjp;(n) je obecné feSeni homogenni
rovnice (5.2), necht Z(n) = ¢ (n) je partikularni feSeni nehomogenni rovnice
(5.1). Pak obecné feSeni rovnice (5.1) je tvaru

k
y(n) = Z(n) +Y(n) = (n) + Z Cipj(n). (5.4)

Dukaz: Potfebujeme dokdzat, Zze libovolné feSeni rovnice (5.1) (oznacme jej
11(n)) lze zapsat ve tvaru (5.4). To v8ak plyne z Disledku 5.12, nebot

k
Y1(n) —9(n) = ZCJ‘%(”),

. k
Y1(n) = (n) + Z Cipj(n).

Obecné feseni nehomogenni rovnice je tedy souc¢tem jednoho partikuldrniho
FeSeni nehomogenni rovnice a obecného feseni homogenni rovnice.

Na zavér této kapitoly ukazme, jak najit partikuldrni feSeni nehomogenni
rovnice uréené poc¢atetnimi podminkami. Necht je ddno obecné Feseni tvaru (5.4)
rovnice (5.1). Hledejme partikularni ¥eSeni, které v danych k£ po sobé jdoucich
bodech ng,ng + 1,...,n9 + £ — 1 z definicniho oboru N nabyva danych hodnot
y(no) = Yo,y(no +1) = Y1,...,y(no + k — 1) = Yir_1 (pocatetni podminky).
Z téchto podminek lze uréit jednozna¢né konstanty Cy,Cs, ..., Cy nasledujicim
zpusobem: dosadme postupné do tvaru (5.4) za ng a y(no) poc¢ateéni podminky.
Dostavame soustavu k linedrnich rovnic pro neznamé Ci, Cs, ..., Cy, :

k

> Cipi(no) = Yo —1(no),

j=1
k
ZCj‘Pj(nO +k-1) = Y1 —¢Mmo+k—1).
j=1

Determinant matice soustavy je nenulovy (viz Véta 5.9), tudiZ soustava ma je-
diné feseni C1, Cs, ..., Cy.

Poznamenejme jesté, Ze uvedeny postup plati i pro homogenni rovnici (5.2)
s tim, Ze Y(ng) =Y(no +1) =... = ¢P(no+ k—1) =0.

36



6 Homogenni linearni diferenc¢ni rovnice s kon-
stantnimi koeficienty
Hledejme netrividlni feSeni homogenni linedrni diferen¢ni rovnice s konstant-
nimi koeficienty k—tého fadu:
ay(n) +a1y(n+ 1) + ... + axy(n + k) = 0, (6.1)

kde ag # 0, ar # 0 jsou redlné konststanty. Podstatnou roli zde bude hrat
jista algebraick4 rovnice (tzv. charakteristickd rovnice), jejiz kofeny nds pfivedou
k obecnému FeSeni rovnice (6.1).

Definice 6.1: Algebraickou rovnici
ao + ai X+ ... +ax\F =0 (6.2)

nazyvame charakteristickou rovnici diferenéni rovnice (6.1).

Véta 6.2: Necht A # 0. Pak posloupnost y(n) = A" je feSenim rovnice (6.1)
pravé tehdy, kdyZz A je feSenim rovnice (6.2).

Dukaz:
,=“Necht y(n) = A" je fesenim rovnice (6.1) = agA\"+a; \" T +...+ap A" T* = 0,
A # 0, tedy lze rovnici délit A\ = ag + a1 A + ... + ax A¥ = 0, neboli A je Fesenim
(6.2).
<= Ziejmé, nebot stadi ,,otoéit implikace“ v predchozi ¢asti.

Poznamka 6.3: PovSimnéme si, Ze je-li A kofenem charakteristické rovnice
(6.2), pak A # 0 nebot ag # 0 (viz Definice 5.1).

Véta 6.4: Posloupnosti AT, AR, ..., Al pro A\; # Aj, kde ¢ # 4, A\; #0, ¢,5 =
1,2,..., k, jsou linearné nezavislé v N.

Dukaz: Podle Véty 5.9 potiebujeme dokazat, ze existuje ng € N takové, ze
determinant D # 0, kde

Ao Ao ™
)\;Lo-‘rl /\;lo-H L /\Zo+1
D =
no+k—1 no+k—1 no+k—1
A7 A7 AT

Vytkneme-li z kazdého sloupce pred determinant spole¢ného délitele /\;-“’, dosta-
neme

1 1.1
Ao X N
D = \[PAJo A0
DU VD L

Oznalme D = (A1 A2.. M) Dj. Protoze (A1Az2...A5)" # 0 pro libovolné ny €
N, staci dokézat, Ze determinant D} # 0. Hodnota determinantu se nezméni,
pricteme-li k jednomu fadku nasobek jiného fadku. Nasobme tedy prvni fadek
Cislem —\; a pfi¢téme prvni fadek ke druhému, nasobme druhy fadek cislem
—)\; a seftéme ho s fadkem t¥etim, atd. az (k — 1)—ty fadek vyndsobime ¢islem
—\1 a pfi¢teme k poslednimu fadku. Dostavame

1 1 1
0 Az — AL Ak — A1
Di=]| .
0 M2 —X) ... XTPOw -\
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Rozvineme-li determinant D; podle prvniho sloupce a vytkneme-li z kazdého
sloupce spoleéného délitele, obdrzime

1 1 1
e A Ak
D= (s = A)As = M) = M) |
)\’2“"2 N2 A

Tedy
DZ - ()\2 - Al)(Ag — Al)(Ak — Al)Dlt—l'

Podle pfedpokladu je (A2 — A1)(As — A1)...(Ax — A1) # 0, coz znamend, Ze potie-
bujeme dokdzat, ze Dj_, # 0. Dale postupujeme analogicky, az se dostaneme

k determinantu
1 1

Ak—1 Ag

coZ jsme potiebovali dokazat.

D;:‘ =\t — A1 #£0,

Rovnice (6.2) mé nejvySe k ruznych kofenu A;, a to podle Pozndmky 6.3
nenulovych, coz podle Vét 6.2 a 6.4 znamena, ze zname piislusny pocet linedrné
nezdvislych partikuldrnich feSeni rovnice (6.1). V dalsim se budeme zabyvat
problémem, jak nalézt fundamentalni systém feSeni v zavislosti na charakteru
kofent charakteristické rovnice (6.2).

6.1 Charakteristickd rovnice ma k raznych realnych ko-
fenud

Véta 6.5: Necht A, Az, ., Ay A € Ry A # Xy, kde @ # 4, 4,5 = 1,2,..,k,
jsou kofeny rovnice (6.2). Pak rovnice (6.1) ma v N obecné FeSeni tvaru

y(n) = C1LAT + C2A5 + ... + Cp AL,
kde C4, Cs, ..., C} jsou libovolné konstanty.
Dukaz: Véta vyplyva z Vét 5.10, 6.2 a 6.4.

Piiklad 6.6: Naleznéte obecné feseni rovnice y(n+2)—9y(n+1)+20y(n) = 0.

Reseni: Charakteristickd rovnice m4 tvar A% — 9\ +20 = 0. Jeji feSeni uréime
snadno pomoci rozkladu na souéin: (A — 4)(A — 5) = 0, tedy A1 = 4, X\ = 5.
Podle Véty 6.5 je obecné feSeni této rovnice

y(n) = Cl4n + 025n

Piiklad 6.7: Zjistéte, kolik ,slov* délky n lze sestavit z pismen A, B, C tak,
aby zadné z nich neobsahovalo ,,podslovo“ typu AA, AB, BA, BB.

Reseni: Ozna¢me s(n) pocet hledanych slov. Rozdélme mnozinu slov délky
n + 2 vyhovujicich zadani na tfi disjunktni podmnoziny podle toho, jakym pis-
menem konéi. OvSem slova konéici pismenem A (resp. B) musi mit pfedposledni
pismeno C, aby neobsahovala zakdzané podslovo. Touto avahou dostdvame re-
kurentni vzorec
s(n+2) = s(n +1) + 2s(n),

coZ je vlastné linearni diferen¢ni rovnice, kterou lze prepsat do obvyklejsiho tvaru
s(n+2)—s(n+1)—2s(n) =0.

Ziejmé s(1) = 3, s(2) = 5.
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Charakteristick4 rovnice je A2 — A\ — 2 = 0 a jeji kofeny \; = 2, Ay = —1.
Obecné feseni mé tvar

s(n) = 01277. + 02(_1)n

Konstanty C7, C> uréime z pocate¢nich podminek s(1) = 3, s(2) = 5, dosadime-li
do obecného fesenizan =1, n=2:

= 2C; — (O,
= 4C; + Cs.
Resenim této soustavy jsou hodnoty Cy = %, C; = —%. Pro hledany pocet slov
jsme nasli vzorec
4 1
—Z.9n _ Z(_1 n’
sty = 32— 2y
tedy
1
s(n) = 3 [2°%7 4 (1))

6.2 Charakteristicka rovnice ma imaginarni koreny

Nejprve si pripomenme znamé poznatky o komplexnich cislech, o které se
opira nasledujici véta:

o Jestlize ma charakteristickd rovnice (6.2) imagindrni kofen A\; = a + i3,
pak ma i kofen Ay = a —if3.

e Kazdé komplexni ¢islo a + i3 # 0 lze vyjadfit pomoci jeho absolutni hod-
noty a argumentu v goniometrickém tvaru

r(cosw + isinw) = a + i

e Moivreova véta

[r(cosw + i sinw)]™ = r™(coswn + i sinwn)

Véta 6.8: Necht ma rovnice (6.2) imaginarni kofeny A1 » = r(cosw % isinw)
(tj. » # 0 a w # km, k € N). Pak mé rovnice (6.1) tato linedrné nezavisla
partikularni feseni

p1(n) = r" coswn, p2(n) = r"sinwn,
tedy ma za feSeni posloupnost
¢1,2(n) = r"(Ci coswn + Cy sinwn),

kde C1, Cs jsou libovolné konstanty.

Dukaz: M4-li rovnice (6.2) kofeny A; » = r(cosw + i sinw), pak podle Véty
6.2 je posloupnost A\ , partikuldrnim fegenim rovnice (6.1). Ale A7, = [r(cosw+
isinw)]™ = [r(cos(tw) + isin(£w))]™ = r*[cos(twn) + i sin(twn)] =
r™(coswn £ isinwn). Tedy

1o =r"(coswn *isinwn)

Podle Véty 5.5 jsou fesenim rovnice (6.1) i posloupnosti ¢1(n) = $(A! + %) a
p2(n) = 5;(AT = AB), tj.

p1(n) = r" coswn, p2(n) = r" sinwn.
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Dokazme déle, Ze tyto posloupnosti jsou v IN linedrné nezavislé. K tomu je tfeba
(viz Véta 5.9) ukdzat, ze existuje ng € N, pro néz je nenulovy determinant

p_| wilno) p2(no)
p1(no +1) 2(no +1)
D = p1(no)p2(no + 1) — p1(no + 1)p2(ng) = r™ coswng - 7™+ sinw(ng + 1)—
r+l cosw(ng + 1) - 7™ sinwng = r2"0 1 cos wng(sin wng cos w + cos wng sinw)—
sin wng(cos wng cos w — sin wng sinw)] = r2"0t! (cos® wng sin w + sin® wng sinw) =
r2rotlsinw. Tedy D = r2"0tlsinw # 0, nebof w # km, k € N ar # 0.

Piiklad 6.9: Najd&te obecné FeSeni rovnice y(n +2) —2y(n+1) +4y(n) = 0.

Reseni: Charakteristickd rovnice je A2 — 2\ + 4 = 0, jeji kofeny pak jsou
Ao = 25VI=16 — 1 4/3i. Abychom mohli pouzit Vétu 6.8, musime tyto kofeny
pievést do goniometrického tvaru: 1+ /3i = 2(cos 5 £ isin %), tedy r = 2,
w = 7. Obecné fesen je:

™ s
y(n) = 2n(01 Ccos gn + C5sin gn)
Zéavérem této podkapitoly uvedme vétu, kterou vyuzijeme v dalsim textu.

Véta 6.10: Necht rovnice (6.1) ma komplexni feSeni y(n) = u(n) + iv(n).
Pak jsou také posloupnosti u(n) a v(n) feSenim dané rovnice.

, k N . k I—

Dikaz: 0 = Y7, a;[u(n+j)+iv(n+j)] = 3, aju(n+j)+id ;o ajv(n+

Jj), ale tento komplexni vyraz je nulovy, kdyz E?:o aju(n+j)=0a Z?:o a;v(n+
j) =0, coz vSak znamend, Ze u(n) a v(n) jsou FeSenim rovnice (6.1).

6.3 Charakteristicka rovnice ma vicenasobny kofen

Nasledujici véta ndm da navod, jak nalézt s nezavislych partikularnich feSeni
prislusejicich s—nasobnému kofenu charakteristické rovnice.

Véta 6.11: Necht mé charakteristické rovnice dané diferen¢ni rovnice k-tého
fadu s—nasobny kofen A1, kde 1 < s < k. Pak ma diferené¢ni rovnice tato linedrné
nezavisla partikularni feSeni:

p1(n) = N
p2(n) = nAf
ps(n) = n®t AT

tj. ma za feSeni posloupnost
¢1,2,..,s(n) = Ps—1(n)AT,

kde P;_1(n) je libovolny polynom stupné s — 1.

Dikaz zde vzhledem k naro¢nosti forméalnich prav nebudeme provadét. Cte-
nar ho vSak muze nalézt v knize [1], str. 76.

Poznamka 6.12: Jestlize ma charakteristickd rovnice s—nasobny imaginarni
kofen A\; = r(cosw + isinw), pak jsou posloupnosti pi(n),p2(n), ..., s(n) uve-
dené ve Vété 6.11 komplexni. Podle Véty 6.10 jsou vSak feSenim redlné i imagi-
narni ¢asti téchto posloupnosti, tj. hledand linearné nezavisla partikularni feSeni
jsou posloupnosti

¢1;(n) = n?"1r" coswn a @a2;(n) = nI~tr"sinwn
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proj=1,2,..,s.
Piiklad 6.13: Naleznéte obecné feSeni rovnice y(n + 6) —2y(n+5) +3y(n +
4) —4y(n+3) +3y(n+2) —2y(n+ 1) + y(n) = 0.

Reseni: Charakteristicka rovnice je
A —2X5 130t — 43 4302 20 +1 =0,

coz je kladné reciprokd rovnice 6. stupné. Rovnici vydélime \* (A # 0) a sub-
stituci zavedeme pomocnou proménnou A + % = z, pak \% + % =22-2a
A% + 5 = 2% — 32. Dostavame

22 -32-2(2>-2)+32-4=0,
tj.
23— 222 =0,

tedy 21 = 2, z23 = 0. Vratme se k pivodni proménné \. Kofen z; = 2 néas
pfivede k hodnoté \; » = 1, dvojnadsobny kofen 25 3 = 0 pak ke dvojnisobnym
imagindrnim kofeniim \34 =i = cos § +isinf a A5 = —i = cos § —isin 5.
Podle Véty 6.11 a Poznamky 6.12 lze obecné feSeni zapsat

y(n) = C1 + Can + C3 cos gn + C4n cos gn + Cx sin gn + Cgn sin gn
Po apravé

y(n) = C1 + Can + cos gn(Cg + Cy4n) + sin gn(Cg, + Cgn).

6.4 Ulohy na procviceni
Uloha 6.14: Naleznéte obecné fedeni a partikulrni FeSeni uréené poc¢ateé-
nimi podminkami:
Ly(n+2)+y(n+1)-6y(n) =0, y(1) = -13, y(2) = -11
[OR: y(n) = C12" + Co(~3)", PR: y(n) = —5-2" + (~3)"]
2.y(n+2)+4y(n+1) —12y(n) =0, y(1) =-32, y(2) =32
[OR: y(n) = C12" + Cy(—6)", PR: y(n) = —5- 2"+ + 2. (—6)"]
3.y(n+2)+4y(n+ 1)+ 16y(n) =0, y(1) =2, y(2) =—-40
[OR: y(n) = C14" cos 2n + C24™ sin 2n,
PR: y(n) = 24" cos Zn + /3 - 4" sin 2]

Uloha 6.15: Naleznéte funkéni vzorec pro posloupnosti dané rekurentné:

1. u(n+2) =9u(n + 1) — 18u(n), u(l) =1, u(2)=21
uln) = =53+ 67]

2. u(n+2) =2u(n+1) +2u(n), u(l)=-1, u(2)=1
[u(n) = =52 (1= VB)" + 252 (1 + VE)"]

3.u(n+2)=2u(n+1) —2u(n), u(l)=2, u(2)=-2 .
[u(n) = v2" (3 cos In — sin Zn)]

Uloha 6.16: Naleznéte obecné Feseni nasledujicich diferen¢nich rovnic

L y(n+3)+8y(n)=0
[y(n) = C1(=2)" + C22" cos En + C32" sin n)|
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2. y(n+3) —12y(n+2) + 48y(n + 1) — 64y(n) =0
[y(n) = C14™ + Cynd™ + C3n?4™]
3.y(n+3)—5y(n+2)—4y(n+1)+20y(n) =0
[y(n) = C12"™ 4+ Ca(—2)™ + C35"]
4.y(n+3) —3y(n+2)+4y(n+1) —12y(n) =0
[y(n) = C12" cos §n + Co2" sin Tn + C33"]
5.y(n+4) —2y(n+2)+y(n) =0
[y(n) = C1 4+ Can + C3(—=1)" + Cyn(—1)"]
Uloha 6.17: Resete rovnice 1. typu:

[Navod: Rovnice 1. typu nejprve pievedte na rovnice 2. typu, které jsou jiz
doposud vyloZenymi prostfedky fesitelné]
1. A%y — Ay =0
[y(n) = C1 + C32"]
2. A3y +3A%2y +3Ay =0
[y(n) = C1 + C5 cos Zn + Cj sin Zn]

Uloha 6.18: Zjistéte, kolik ,slov¥ délky n lze sestavit z pismen A, B, C tak,
aby Zadné z nich neobsahovalo ,,podslovo* typu AA nebo BA.

[Navod: UvaZzujte podobné jako v Pfikladu 6.7. Je zfejmé, Ze slova konéici
pismenem A musi mit na pfedposlednim misté& pismeno C.]
[Resenim rovnice s(n+2) —2s(n+1)—s(n) = 0, s(1) = 3, s(2) = 7 dostanete

s(n) = $[(1+v2)"™ + (1 —v2)" ] ]

ol- 3
— B

Uloha 6.19: Zjistéte, kolik ,,slov* délky n lze sestavit z pismen A, B,C, D
tak, aby zadné z nich neobsahovalo ,,podslovo“ typu AB, BB, BC, CB, CC.

[Navod: Promyslete si, ze slova konéici pismenem B musi mit na pfredpo-
slednim misté pismeno D a slova konéici C mohou mit na predposlednim misté
pouze A nebo D.]

[Resenim rovnice s(n + 2) — 2s(n + 1) — 3s(n) = 0, s(1) = 4, s(2) = 11,
dostanete s(n) = 1[5-3" + (—1)"F1]]
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7 Nehomogenni linearni diferenc¢ni rovnice s kon-
stantnimi koeficienty

Zabyvejme se rovnici s konstantnimi koeficienty
aoy(n) + a1y(n + 1) + ... + ary(n + k) = u(n), (7.1)

kde ag # 0 a aj, # 0 jsou realné konstanty. Pfipomenime, Ze obecné feSeni rovnice
(7.1) je ddno souctem obecného FeSeni zhomogenizované rovnice a libovolného
partikuldrniho feSeni rovnice nehomogenni (viz Dusledek 5.13). Homogenni rov-
nice jiz umime fe8it, soustfedme se nyni na nalezeni partikuldrniho feSeni neho-
mogenni rovnice. K tomu lze pouzit dva postupy: metodu neurcitych koeficienti
(téz nazyvame jako metodu odhadu partikuldrniho feseni) a nebo metodu variace
konstant, coz vylozime v néasledujicich podkapitolach.

7.1 Metoda neurcéitych koeficienti

Tuto metodu je moZno pouZit jen pro specidlni pravé strany u(n), a to pro
posloupnosti typu konst, n¥, g™, sin an, cos an a posloupnosti utvorené souétem
nebo souéinem z nich. Z faktu, Ze jejich diference 1., 2., ... aZ k—tého fadu a jejich
linedrni kombinace jsou opét posloupnosti téhoz typu (viz kapitola 2), usuzujeme,
Ze toto plati i obracené. Zndme-li vyslednou posloupnost u(n) utvorenou linedrni
kombinaci Z?:o a;Z(n + j), pak posloupnost Z(n) je stejného typu jako u(n).
Plati nasledujici véta.

Véta 7.1: Necht je ddna rovnice s konstantnimi koeficienty
aoy(n) + a1y(n + 1) + ... + ary(n + k) = Py, (n)q" cosan, (7.2)
kde P,,(n) je polynom stupné m > 0.

1. Necht mé charakteristickd rovnice kofeny A; # g(cosa + isina). Pak je
partikuldrnim fe$enim rovnice (7.2) posloupnost tvaru

Z(n) = [Qm(n) sinan + Ry, (n) cos an]q™,

kde @ (n) a Ry, (n) jsou jisté polynomy stupné m.

2. Necht m4 charakteristickd rovnice néktery kofen A; = g(cos a+isina) a to
s—néasobny, s > 1. Pak je partikuldrnim feSenim rovnice (7.2) posloupnost
tvaru

Z(n) = n°[Qm(n) sinan + Ry, (n) cos anlq”,
kde @ (n) a Ry, (n) jsou jisté polynomy stupné m.
Poznamka 7.2: Analogické tvrzeni plati pro rovnici
aoy(n) + a1y(n+ 1) + ... + ary(n + k) = P, (n)q" sinan.

Dikaz zde nebudeme provadét, protoze je pomérné obtizny. Pokud se ¢tenar
chce o této problematice dozvédét vice, miZeme jej odkdzat na knihu [3], kapitola
2.4, str. 70.

P#i hledani partikularniho feSeni nehomogenni rovnice postupujeme tak, ze
do dané diferen¢ni rovnice dosadime odhadnuty tvar Z(n) (podle Véty 7.1, resp.
Pozndmky 7.2) s neurcitymi koeficienty, které pak ziskdme porovnanim s koefi-
cienty pravé strany u(n).

Piiklad 7.3: Najdéte obecné feSeni rovnice y(n +2) —8y(n + 1) + 15y(n) =
130sin §n.
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Reseni: Nejprve najdeme obecné fegeni zhomogenizované rovnice y(n + 2) —
8y(n + 1) + 15y(n) = 0. Jeji charakteristick4 rovnice A2 — 8\ + 15 = 0 m4 koteny
A1 = 3 a A2 = 5, takZe obecné feSeni homogenni rovnice je

Y(n) = 01371 + 02571.
To znamena, ze partikularni feSeni nehomogenni rovnice predpoklddame ve tvaru
™ ™
Z(n) = asin 5N + bcos 5N

Dosadme do dané rovnice:

asing(n+2) +bcosg(n+2) - 8[asing(n+ 1) +bcosg(n+ 1]+

+15[asin —n + bcos —n] = 130sin —n.
2 2 2
Uzitim souétovych vzorcu po upravé dostavame:
(14a + 8b) sin gn + (—8a + 14b) cos gn = 130sin gn

Nyni porovnejme koeficienty:

14a + 8b 130
—8a+14b = 0,
odkud a = 7, b = 4. Partikularni feSeni rovnice je
Z(n) = Tsin gn + 4 cos gn

Konecné obecné feSeni jsme nalezli ve tvaru
. s
y(n) = C13™ + C25™ + Tsin 5N + 4 cos 5

Piiklad 7.4: Naleznéte obecné feseni rovnice y(n +2) + 6y(n+1) +9y(n) =
(4n? + 4n)(=3)"*3.

Reseni: Charakteristicka rovnice zhomogenizované rovnice je A2 +6\+9 = 0
a mé dvojnasobny kofen A; » = —3. Obecné FeSeni homogenni rovnice je tedy

Y(n) = C1(—3)" + Can(-3)"™.

Proto partikuldrni feSeni nehomogenni rovnice musime hledat ve tvaru
Z(n) = n*(an® + bn +c)(=3)".

Po dosazeni do dané rovnice dostaneme:

(n+2)?[a(n+2)2+b(n+2)+c](—=3)" 2 +6(n+1)?[a(n+1)>+b(n+1)+c](—=3)" "+

+9n%(an® + bn + ¢)(=3)" = (4n® + 4n)(=3)" 2.
Rovnici vydélime (—3)" a zjednodusime:
108an® + (216a + 54b)n + 126a + 54b + 18¢ = —108n? — 108n.
Porovnanim koeficienti snadno vypocteme:

108a = —-108 = a= -1,
216a + 54b= —-108 = b=2,
126a + 54b+18¢=0 = c¢=1.
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Hledané partikularni feseni je
Z(n) = n*(—n? 4+ 2n + 1)(=3)"™.
Obecné feseni diferenéni rovnice je tvaru
y(n) = C1(=3)" + Con(=3)" + n*(—n® + 2n + 1)(=3)".

Snadno nahlédneme, Ze pravé probirany odhad partikuldrniho feseni Z(n)
uzce souvisi s vypoltem k—té sumace vyloZeném v predchozim textu. Podle

Véty 2.21 je
k ok
S, E Jutnr i) = sty
=0 —J

a tedy rovnice 1. typu
AFy = Pp(n)q™ cosan

je specidlnim p¥ipadem rovnice (7.2).

Poznamka 7.5: Metodou neurcitych koeficientu lze fe$it i rovnice se ,,slozi-
t8j81“ pravou stranou, nez bylo uvedeno ve Vété 7.1. Je-li prava strana rovnice
(7.1) souttem u1(n) +usz(n), kde ui(n) a uz(n) jsou specidlniho tvaru ve smyslu
Véty 7.1, je-li Z;(n) partikuldrni fe$eni rovnice E?:o a;y(n+3) = ui(n) aje-li

Z>(n) partikuldrni FeSeni rovnice E?:o a;y(n + j) = ua(n), pak podle principu
superpozice (Véta 5.11) vime, ze Z1(n) + Zz(n) je partikularni ¥eSeni rovnice

k .
Zj:o ajy(n +j) = ui(n) + uz(n).

V nasledujici podkapitole uvedeme piiklad, ve kterém zminéné skutecnosti
vyuzijeme.
7.2 Metoda variace konstant

Tato metoda je obecnd a nevyzaduje specidlni tvar pravé strany feSené rov-
nice (7.1). Necht

k
n) =Y Cjp;(n) (7.3)
Jj=1
je obecné feseni prislusné zhomogenizované rovnice

apy(n) + ary(n+ 1) + ... + agy(n + k) = 0. (7.4)

Metoda variace konstant spo¢ivd v nahrazeni konstant C; ve tvaru (7.3) po-
sloupnostmi C;(n). Hledejme tedy partikuldrni feSeni rovnice (7.1) ve tvaru

k
=2 Cin)g;(n)

K uréeni k£ nezndmych posloupnosti C;(n) je tfeba k rovnic. Jednou z nich je
samoziejmé rovnice (7.1), zbylych k£ — 1 rovnic si vhodné zvolime pf¥i tvofeni
hodnot Z(n + 1), Z(n +2), ..., Z(n + k). Z Definice 2.2 plyne

Cj(n +1) = Cj(n) + AC;(n),

Zn+1)=> Cin+1)p;(n+1)=>_ Cj(n)p;j(n+1) ZAC )oj(n+1).



Zvolme Cj(n) tak, aby

k
Z n)p;(n+1) =0,

tedy

k
Z(n+1) =Y Cj(n)p;(n+1).

j=1
To ale znamena, ze
k k k
Zn+2) =Y Ciln+1)pj(n+2)=>_ Cj(n)e;(n+2)+ > AC;(n)p;(n+2).
j=1 j=1 j=1

Zvolme opét C;(n) tak, aby

k
Z n)p;(n+2) =0,

tedy
k

Z(n+2)= ZCj(n)g)j(n +2).

j=1
Popsanym zptsobem postupujeme az k Z(n + k — 1), ¢im% ziskdme zminénych

k — 1 rovnic. Konecné

k k k
Zn+k) =Y Ci(n+1)p;(n+k)=>_ Cj(n)pi(n+k)+>_ AC;(n)p;(n+k).

j=1 j=1 j=1

Vyjadfené hodnoty Z(n), Z(n + 1), ..., Z(n + k) dosadme do rovnice (7.1):

k k
aOZCj(n +a120 Joi(n+ 1)+ ...+ ajp— 120 Yoi(n+k—1)+
j=1 j=1
k
+akZC n)e;(n + k) +akZAC n)e;(n + k) = u(n).
j=1

V této rovnici se objevuji hodnoty posloupnosti C; vidy ve stejném bodé n, coz
jsou jistd ¢isla. Lze tedy fici, Ze kromé posledniho ¢lenu je souet sum na pravé
strané rovnice roven nule, nebot je to vlastné leva strana rovnice (7.4). Posledni
k—ta rovnice pro ACj, j = 1,2, ...,k je tedy tvaru

akZAC n)e;(n + k) = u(n).

Dostali jsme linearni soustavu & rovnic pro k neznamych AC;(n), j =1,2,...,k :

i eiln+1)AC(n) = 0,
i eiln+2)AC(n) = 0,

: (7.5)
S pi(n+k—1)ACi(n) = 0,

[
£
2

ar Y5_y @i(n+ k)AC; (n)

46



ProtoZe posloupnosti ¢1(n), p2(n), ..., pr(n) jsou linedrné nezavislé, je determi-
nant matice soustavy nenulovy a existuje jediné nenulové feseni, ze kterého su-
maci vypo¢teme hledané posloupnosti Cj(n). Vysledek miizeme zapsat ve tvaru

Cj(n):Kj(n)-l-Kj, i=1,..k,

kde K jsou libovolné konstanty vzniklé pii sumacich a K;(n) jsou jisté posloup-
nosti zdvisejici na pravé strané u(n). Nebot ndm staéi najit jediné partikuldrni
feseni, zvolme Ky = Ky = ... = K} = 0. Nasli jsme tedy partikularni feseni
rovnice (7.1) ve tvaru

M-

Z(n) =) Kj(n)p;(n)

~
I
-

a tim jsme odvodili vétu.

Véta 7.6: Necht ¢1(n), p2(n), ..., pr(n) tvofi fundamentalni systém FeSeni
rovnice (7.4). Necht diference posloupnosti C(n), C2(n), ..., Cx(n) jsou feSenim
systému (7.5). Pak posloupnost

je partikuldrnim feSenim rovnice (7.1).

Piiklad 7.7: Naleznéte obecné feseni rovnice y(n +2) — 6y(n+1) + 5y(n) =
22n+l 7. 5n,

Reseni: Nejprve najdéme fundamentalni systém feseni zhomogenizované rov-
nice y(n+2) —6y(n+1)+5y(n) = 0. Jeji charakteristick4 rovnice > —6A+5 =0
m3a kotfeny \; = 1, Ay = 5. Tedy

p1(n) =1, @2(n) = 5"

1. zpusob: Hledejme partikuldrni feSeni nehomogenni rovnice metodou vari-
ace konstant:
Z(n) = C1(n) + C2(n) - 5™.

Podle (7.5) musime Fesit soustavu:

ACi(n) + 5" ACy(n) = 0,
ACi(n) +5"2ACy(n) = 22" 7.5,
Roztesime-li ji, dostavame:
1 7

1 /4" 7
A = — =) —=.
C:n) = 1 (5) 20
Podle vlastnosti sumace predpokladame
Ci(n) = a-4"+b-5",

Cy(n) = c- (g)n + dn.

Vypotteme-li odtud AC;(n) a AC3(n) a porovname-li koeficienty, ziskame

1 7
1 [4\" 7
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Po dosazeni a Gpravé dostavame partikularni feSeni ve tvaru

2 7 7

- 5™ lze zahrnout do obecného ¢lenu C25", takze obecné feseni je

y(n) = Cr + 035 —5-4 20n-5.

2. zpusob: Hledejme partikularni feSeni nehomogenni rovnice metodou neur-
¢itych koeficientt. Postupujme podle Poznamky 7.5. Nejprve hledejme partiku-
larni feSeni rovnice

y(n+2) —6y(n+ 1)+ 5y(n) =2-4"
Podle Véty 7.1 toto feseni predpokladame ve tvaru
Zi(n) = a- 4"
Dosadme do dané rovnice
a-4""% —6g -4 4 504" = 2.4,

odkud piimo vypotteme, ze a = —2. Tedy

Nyni hledejme partikularni feseni rovnice
y(n+2) —6y(n+1)+5by(n) = —7-5".

ProtoZe A2 = 5 je kofenem charakteristické rovnice, musime toto feseni predpo-
kladat ve tvaru
Zs(n)=n-a-5".

Dosadme do vychozi rovnice
(n+2)-a-5""2 —6(n+1)-a-5"" +5n-a-5" = —7-5".

s o _ 7 .~
Pfimym vypoctem dostaneme a = —55. Tudiz

7
Zs(n) = 50" 5",

Podle principu superpozice je partikularni feSeni nasi rovnice

2 7

Z(n) = Z1(n) + Z2(n) = —3 4" — 20" 5™,
Obecné feseni je tedy
y(n) =C1 + 025 —5-4 20n-5.

Vsimnéme si, ze partikularni feSeni vypoc¢tené metodou variace konstant ne-
musi byt stejné jako partikuldrni feSeni, které nalezneme metodou neurcitych
koeficientu, jak je vidét i v Pfikladu 7.7. To nas vSak nemusi prekvapovat, pro-
toze vime, Ze partikularni feSeni neni urceno jednoznacné.
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7.3 Ulohy na procviéeni
Uloha 7.8: Naleznéte obecné feseni nasledujicich rovnic (partikuldrni feseni
nehomogenni rovnice hledejte metodou neurcitych koeficienti):
L y(n+2)—3y(n+1)—4y(n) = 12n2 — 2n + 15
[y(n) = C1(=1)" + C24™ — 2n% + n — 3]

2. y(n+2) = Ty(n + 1) + 10y(n) = —260 cos §n
[y(n) = C12" + C25™ + 14sin §n — 18 cos §n]

3. y(n +2) + 6y(n + 1) + 9y(n) = 2(3n + 2)(-3)"*+?
[y(n) = (C1 + Can)(=3)" + n*(n —1)(=3)"]

4. 9y(n+2) — 12y(n + 1) + 4y(n) =3 —2n
[y(n) = (C1 + Czn)(%)” —2n + 15]
Uloha 7.9: Naleznéte obecné feseni nasledujicich rovnic (partikuldrni feseni
nehomogenni rovnice hledejte metodou variace konstant):
1. 2y(n+1) —6y(n) =3"—n-27"
[y(n) = C13" + 2 .31 + (2 + L).27"]
2.y(n+2)—5y(n+1)+6y(n) =3"—n
[y(n) = C12" + C23" +n-3"1 — 2 — 3]
3. y(n +2) — 10y(n + 1) + 25y(n) = 5" — 2n
2
[y(n) = (C1 4+ Con)5™ + &5 -5" — 2 — L]
Uloha 7.10: Zjistéte, kolik ,slov* délky n lze sestavit z pismen A, B, C tak,
aby zadné z nich neobsahovalo ,,podslovo* typu AC nebo BC.

[Ndvod: Uvazujte podobné jako v Pfikladu 6.7. Promyslete si, Ze slovo konéici
pismenem C je jediné, protoze musi mit kazdé pfedchozi pismeno rovnéz C.]

[Resenim rovnice s(n+ 1) —2s(n) = 1, s(1) = 3 dostanete s(n) =2-2" -1 =
2ntl _ 1]
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8 Linearni diferencéni rovnice 1. fadu s nekon-
stantnimi koeficienty

V této zavéreéné kapitole alespon nastinime problematiku feSeni rovnic s ne-
konstantnimi koeficienty a sice ukaZeme postup feseni linedrni diferen¢ni rovnice
1. fadu.

Uvazujme rovnici

a1 (n)y(n + 1) + ap(n)y(n) = u(n). (8.1)

Podle Definice 5.1 vime, Ze a1 (n) # 0 a ag(n) # 0 a proto rovnici (8.1) miZeme
vydélit a;(n). Oznaéime-li Z?EZ; =—A(n) a (Z({Ln)) = B(n), dostavdme

y(n+1) — A(n)y(n) = B(n). (8.2)

Nejprve budeme fesit zhomogenizovanou rovnici. Jeji obecné feSeni oznaéme
Y (n), y(n) pak bude znacit obecné FeSeni rovnice nehomogenni.

Na rovnici
Y(n+1)—A(n)Y(n) =0 (8.3)
muzeme pohliZet jako na rekurentni vzorec, ktery také fika, ze
Y(n) = An-1)Y(n—-1),
Y(n—1) = A(n—-2)Y(n-2),
Y(2) = AMY(),

kde Y (1) znadi po¢ateni hodnotu posloupnosti Y (n) v bodé n = 1, coz je libo-
volnd konstanta; ozna¢me ji C. Postupnym zpétnym dosazovanim za Y (2), Y (3),
ey Y(n — 1) dostdvame

Y(n)=C-A(1)-A@2)-...- A(n—1) :CﬁA(j), (8.4)

coZ je obecné feSeni rovnice (8.3).

Jednim z prvnich pojmi, se kterymi se setkivime ve stfedoSkolské kombi-
natorice, je permutace z n prvkia. Timto pojmem se rozumi kazda usporadana
n—tice sestavend z danych n prvka tak, ze kazdy prvek se v ni vyskytuje pravé
jednou. Nasledujici pfiklad ukazuje jeden ze zpusobu, jak urcit pocet vSech per-
mutaci z n prvka.

Piiklad 8.1: Vypoctéte, kolik permutaci lze sestavit z n prvka (n € N).

Reseni: Hledany pocet permutaci z n prvki ozna¢me P(n). Uvazme o rozdé-
leni P(n + 1) permutaci do skupin podle toho, ktery prvek je na prvnim misté.
Touto tivahou jsme P(n + 1) permutaci rozdélili do n + 1 skupin, z nichZ kazda
obsahuje pravé P(n) permutaci. Timto jsme odvodili rekurentni vzorec

P(n+1) = (n+1)P(n),

coz je vSak homogenni linedrni diferenéni rovnice 1. fddu s nekonstantnimi ko-
eficienty, kterou pfepiSme do obvyklej$iho tvaru

P(n+1) — (n+1)P(n) = 0.
Pfitom ziejmé plati P(1) = 1. Podle (8.4) je obecné feSeni této rovnice tvaru

P(n):C’nl:[(j+1):C-2-3-...-n,

Jj=1
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kde C' = P(1) = 1, tedy pro hledany pocet permutaci plati
Pn)y=1-2-3-...-n=n!

K nalezeni obecného FeSeni rovnice (8.2) potiebujeme znét aspon jedno parti-
kuldrni feSeni Z(n) této rovnice. Budeme postupovat metodou variace konstanty.
Partikularni feseni Z(n) tedy pfedpokldddme ve tvaru

Z(n) = u(n) - v(n), (8.5)

kde u(n) je nenulové Feseni prisluiné homogenni rovnice a v(n) nezndmé posloup-
nost, kterou potfebujeme urcit. Podle (8.4) miZzeme psit u(n) = H?:_ll A(9).
Snadno se presvédcime, ze plati

Z(n+1) =u(n+1)-v(n+1) = A(n) - u(n)[v(n) + Av(n)]. (8.6)
Dosadme (8.6) a (8.5) do (8.2):
A(n) - u(n)v(n) + Av(n)] — A(n) - u(n) - v(n) = B(n),

tj.
A(n) - u(n) - Av(n) = B(n).
Protoze A(n) # 0, u(n) # 0 plati

Podle Véty 3.18 dostavame

[u

n—

B(j

= u(j + 1) 1
kde v(1) znadi poc¢ateéni hodnotu hledané posloupnosti v(n) v bodé n = 1, coz je
libovoln4 konstanta. ProtoZe ndm sta¢i nalézt jedno FeSeni Z(n), mizeme zvolit
v(1) = 0. Mame tedy

Z(n) = u(n) - v(n) = 1:[ AG) - i %. (8.7)

Ve tvaru (8.7) jsme nalezli partikularni feSeni rovnice (8.2). MiZeme jiz zapsat
i obecné feSeni této rovnice, protoze podle Dusledku 5.13 vime, Ze je souctem
obecného feseni (8.4) zhomogenizované rovnice (8.3) a jistého partikuldrniho
feSeni (8.7) nehomogenni rovnice (8.2). Tudiz

v =C TLA6) + T 46)- 3 P2

Diferenéni rovnici (8.2) jsme vyfFesili podobnym zptsobem, jakym bychom Fegili diferenci-
alni rovnici

y' — A(z)y = B(z), (8.8)

kde A(z), B(z) jsou spojité funkce. Popisme v nejhrubsich rysech postup FeSeni rovnice (8.8).

® Nejprve vyfesime zhomogenizovanou rovnici y’ — A(z)y = 0. Jeji obecné Fedeni lze psat
ve tvaru
Y(:c) - K .efA(a:)dz,

kde K je redlnd konstanta.
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® Partikuldrni FeSeni nehomogenni rovnice hleddme metodou variace konstant: FeSeni
piedpokladame ve tvaru Z(z) = K(x) - e/A@)42  tedy ve tvaru soudinu jistého ne-
nulového FeSeni zhomogenizované rovnice a nezndmé funkce K (z), kterou vypo&teme
po dosazeni pfedpokladaného FeSeni do rovnice (8.8).

® Obecné FeSeni rovnice (8.8) dostaneme jako soulet obecného FeSeni zhomogenizované
rovnice a jednoho partikuldrniho FeSeni rovnice nehomogenni.

Piiklad 8.3: Reste rovnici ny(n + 1) — (n + 1)y(n) = n® + 4n% + 3n.
Reseni: Protoze n > 0 lze rovnici upravit na tvar

n+1

y(n+1) — " 2y(n) = n? +4n + 3,

A(n) = 2L B(n) = n? 4 4n + 3. Nejprve podle (8.4) vypocétéme, jakého tvaru

n ?
je obecné feseni zhomogenizované rovnice:

2 3 n

n—1 n—1 .
. j+1
Y(n)=C || A(j) =C —=C---=- = Chn.

1 2 n—1

Partikularni feSeni nehomogenni rovnice vypocteme podle vzorce (8.7). K tomu
pro vétsi prehlednost vypoctu nejprve vyjadieme u(n) a v(n). Jiz vime, Ze

n—1
u(n) = I 4G) =n
j=1
a zbyva nam provést vypocet:
n—1 . n—1 . . n—1 ,. .
B(j) > +4j+3 G+1DE+3)
D TR R S R T
o e  AG) = ) j=1 J
n—1 .2 qn
. +5 1
= Y U+3)= [] . J] = 5(n”+5n - 6).
=1 !
Partikularni feSeni nehomogenni rovnice je tedy:
3 2
Z(n) =u(n) -v(n) = ﬁ(n2 +5n—6) = Loy on” — 3n.
2 2 2
Konecné pro obecné feSeni plati:
3 5 2 3 5 2
y(n) = Y(n) + Z(n) = Cn+ o + 2 =3n = (C = Yn+ = + 7.

Vyraz C — 3 je libovolné konstanta (nebot C' je libovolné), ozna¢me ji K. Nalezli
jsme obecné feSeni ve tvaru

3 2
n on
yin) =Kn+ — + —.
Poznamenejme, ze o spravnosti vysledku se muzeme presvédcit zkouskou. To
vSak jiz ponechdme na ¢tenari.
Uloha 8.4: Naleznéte obecné feseni nésledujicich rovnic:

lL.y(ln+1)— Z—ﬁy(n) =n3+6n%+11n+6
[y(n) = K(n® 4+ 3n +2) + +(n* + 4n® + 5n? + 2n)]

2. ny(n +1) — (n+2)y(n) = n* + 3n® + 2n?
[y(n) = K(n® +n) + 3(n* —n?)]
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