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1 ÚvodV pøípadì, ¾e de�nièní obor funk
e jsou ekvidistantní body, jak je tomu napø.u posloupností, pou¾ívá se k jeji
h vy¹etøování diferen
í (místo deriva
í) a suma
í(místo integrálù). Diferenèní rovni
e jsou tedy obdobou diferen
iální
h rovni
pro funk
e s diskrétním de�nièním oborem. Najdeme je v ekonomii, v poètupravdìpodobnosti, matemati
ké statisti
e, fyzi
e, 
hemii a v¹ude tam, kde jepovaha problému taková, ¾e vy¾aduje øe¹ení metodami diskrétního 
harakteru.I ve støedo¹kolské matemati
e se setkáme s nìkterými problémy, které jevýhodné øe¹it pomo
í diferenèní
h rovni
, a to pøedev¹ím v kombinatori
e av uèivu o posloupnoste
h. Nìkteré diferenèní rovni
e toti¾ pøedstavují rekurentnívzor
e pro posloupnosti u(n) nebo souèty její
h èlenù s(n): Øe¹it tyto rovni
eznamená najít vzor
e pro u(n) (resp. s(n)) jako funk
e n:Tuto prá
i je mo¾né vyu¾ít jako výukový text tématu þDiferenèní rovni
e\na gymnázií
h s roz¹íøenou výukou matematiky. Vylo¾íme zde základy diferenè-ního a sumaèního poètu nutné k tomu, aby
hom v dal¹ím dokázali øe¹it jistétypy lineární
h diferenèní
h rovni
, na nì¾ se pøedev¹ím zamìøíme. K me
ha-ni
kému øe¹ení lineární
h diferenèní
h rovni
 pøitom staèí støedo¹kolské znalosti.Teoreti
ký výklad je v¾dy doplnìn øe¹enými pøíklady, naví
 v závìru skoro ka¾dékapitoly je vìt¹í poèet úloh na pro
vièení vèetnì výsledkù a pøípadnì i návodùk jeji
h øe¹ení.Poznamenejme, ¾e podobnì jako pro diferen
iální rovni
e, tak i pro diferenènírovni
e neexistuje obe
ná metoda øe¹ení. Pro nìkteré funk
e platí jisté analogiemezi spojitým a diskrétním pøípadem. Na nìkteré z ni
h upozorníme i v tétoprá
i. Tyto poznámky v¹ak nejsou nutné pro po
hopení ostatního textu, protojsou psány men¹ím písmem. Ètenáø s hlub¹ím zájmem o probíranou problema-tiku má v textu mo¾nost najít odkazy na dal¹í literaturu.Døíve, ne¾ pøistoupíme k samotnému výkladu, uveïme nìkolik motivaèní
hpøíkladù, které naznaèí, jaké typy úloh zvládneme po prostudování této prá
eøe¹it.Pøíklad 1.1: Urèete nejvìt¹í mo¾ný poèet u(n) oblastí, na které lze rovinurozdìlit pomo
í n pøímek, které v ní le¾í.Øe¹ení: Mìjme v rovinì n pøímek p1; p2; :::; pn v obe
né poloze, tj. n pøímektakový
h, ¾e ¾ádné tøi se neprotnou v jednom bodì (v termíne
h geometrie toznamená, ¾e ¾ádné tøi pøímky nepatøí do tzv. svazku pøímek 1.druhu - viz skripta[7℄) a ¾ádné dvì nejsou rovnobì¾né (tedy ¾ádné dvì z tì
hto pøímek neurèujísvazek pøímek 2.druhu). Tìmito pøímkami je rovina rozdìlena právì na u(n)oblastí. Pøidejme pøímku pn+1 tak, aby v¹e
h n+ 1 pøímek opìt bylo v obe
népoloze, tzn. pøímka pn+1 je rozdìlena prùseèíky s pøímkami p1; p2; :::; pn na n+1èástí. Ka¾dá z tì
hto èástí dìlí jednu z pùvodní
h oblastí roviny na dvì þnové\.Pøidáním pøímky pn+1 tedy poèet èástí roviny vzrostl o n + 1: Je zøejmé, ¾epoèet oblastí, na které je rovina rozdìlena pøímkami p1; p2; :::; pn+1 je u(n+ 1):Tímto jsme odvodili vztah u(n+ 1) = u(n) + n+ 1:Oznaèíme-li u(n+ 1)� u(n) = �u(n); pak�u(n) = n+ 1: (1.1)Z kapitoly 3 vyplyne, ¾e u(n) lze pøedpokládat ve tvaru:u(n) = an2 + bn+ 
;kde a; b; 
 jsou konstanty, které musíme urèit. Tedy�u(n) = a(n+ 1)2 + b(n+ 1) + 
� (an2 + bn+ 
);2




o¾ po úpravì dá �u(n) = 2an+ a+ b: (1.2)Pravé strany rovni
 (1.1) a (1.2) se musí identi
ky rovnatn+ 1 = 2an+ a+ ba konstanty a; b proto mù¾eme urèit porovnáním koe�
ientù u stejný
h mo
nin:n1 : 2a = 1 ) a = 12n0 : a+ b = 1 ) b = 12Zbývá urèit konstantu 
: Zøejmì platí u(1) = 2; tedyu(1) = a+ b+ 
 ) 2 = 12 + 12 + 
 ) 
 = 1:Pro hledaný poèet u(n) oblastí jsme odvodili vztahu(n) = 12(n2 + n+ 2): (1.3)Pøíklad 1.2: Urèete hodnotu souètu1 � 2 � 3 + 2 � 3 � 4 + :::+ n(n+ 1)(n+ 2)pro libovolné n 2 N:Øe¹ení: Máme najít vzore
 pro souèet první
h n èlenù posloupnostis(n) = u(1) + u(2) + :::+ u(n);kde u(n) = n(n+ 1)(n+ 2): V podkapitole 3.3 se dozvíme, ¾e platís(n) =Xu(n+ 1):Na¹ím úkolem je urèit tzv. suma
i u(n + 1): Seznámíme se rovnì¾ s pojmemzobe
nìná mo
nina (viz De�ni
e 2.18), pomo
í ní¾ tento výpoèet snadno prove-deme. Platí toti¾s(n) = X(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3) =X(n+ 3)(3) = 14(n+ 3)(4) + 
 == 14n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3) + 
:Konstantu 
 urèíme z faktu, ¾e s(1) = u(1); tj.14 � 1 � 2 � 3 � 4 + 
 = 1 � 2 � 3 ) 
 = 0:Vypoèetli jsme1 � 2 � 3 + 2 � 3 � 4 + :::+ n(n+ 1)(n+ 2) = 14n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3): (1.4)Právì vyøe¹ený pøíklad lze nalézt napø. ve sbír
e [10℄, která je urèena progymnázia, ov¹em v zadání se mluví o dùkazu vzor
e (1.4). To lze samozøejmìprovést matemati
kou induk
í, zvídavý student si v¹ak jistì polo¾í otázku, jaklze vzor
e podobné (1.4) odvodit. Odpovìï na ni podává i tato prá
e.3



Rovnì¾ Pøíklad 1.1 lze najít ve støedo¹kolské sbír
e [9℄. I ten je formulo-ván jako dùkaz vzor
e (1.3) matemati
kou induk
í. Ve stejné knize je ale po-psána metoda, jak lze u posloupnosti dané rekurentnì najít vzore
 pro n�týèlen (funkèní vzore
). Postup je následují
í. Po vypsání nìkolika první
h èlenùvyslovíme hypotézu, její¾ platnost potvrdíme matemati
kou induk
í. Tímto zpù-sobem lze þuhodnout\ funkèní vzor
e, které nejsou pøíli¹ komplikované a Pøíklad1.1 by
hom takto mo¾ná vyøe¹ili. Ji¾ v následují
ím pøíkladu by byl tento postuptì¾ko proveditelný a o
eníme v nìm výhody diferenèního poètu.Pøíklad 1.3: Kolika zpùsoby mù¾ete vybìhnout n s
hodù, dìláte-li kroky ojeden nebo o dva s
hody (n 2 N)?Øe¹ení: Oznaème v(n) poèet zpùsobù pro n s
hodù. Uva¾ujme o vybìhnutín + 2 s
hodù. Udìláme-li první krok o jeden s
hod, pak nám zbývá v(n + 1)zpùsobù pro dal¹í s
hody. Ve druhém pøípadì, tj. udìláme-li první krok o dvas
hody, zbývá vybìhnout n s
hodù, 
o¾ lze udìlat v(n) zpùsoby. Tímto jsmeodvodili rekurentní vztah v(n+ 2) = v(n+ 1) + v(n); (1.5)pøièem¾ zøejmì platí v(1) = 1; v(2) = 2: Podle terminologie zavádìné ve 4. a5. kapitole je vlastnì (1.5) homogenní lineární diferenèní rovni
e 2. øádu s kon-stantními koe�
ienty a danými poèáteèními podmínkami.Rovni
i (1.5) nyní vyøe¹íme zpùsobem podrobnì vylo¾eným v 6. kapitole.Její 
harakteristi
ká rovni
e �2 � � � 1 = 0 má koøeny �1;2 = 1�p52 : Obe
néøe¹ení je proto tvaruv(n) = C1 1 +p52 !n + C2 1�p52 !n :Konstanty C1; C2 urèíme z poèáteèní
h podmínek1 = C1 1 +p52 + C2 1�p522 = C1 1 +p52 !2 + C2 1�p52 !2 :Rozøe¹íme-li tuto soustavu, dostaneme C1 = 5+p510 ; C2 = 5�p510 : Vypoèetli jsmev(n) = 5 +p510 � 1 +p52 !n + 5�p510 � 1�p52 !n : (1.6)Posloupnost, se kterou jsme pra
ovali v Pøíkladu 1.3 se nazývá Fibona

ihoposloupnost (Fibona

i, vlastním jménem Leonardo Pisánský (1170 - 1240), ital-ský matematik). V¹imnìme si, ¾e kdyby
hom postupnì poèítali její jednotlivéèleny z rekurentního vzor
e (1.5) pøi podmínká
h v(1) = 1; v(2) = 2, dostaliby
hom pøirozená èísla 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; :::Proto i hodnotami vypoètenými ze vzor
e (1.6) musí být pro libovolné n 2 Npøirozená èísla, i kdy¾ tvar (1.6) obsahuje zlomky a ira
ionální èísla.Poslední pøíklad, který v této kapitole uvedeme, je z oblasti poètu pravdì-podobnosti.Pøíklad 1.4: (Hráèùv problém)Hráè se úèastní hry, v jejím¾ ka¾dém kole sází v¾dy stejnou èástku (1$): S prav-dìpodobností p (0 < p < 1) pøitom vyhraje dvojnásobek vsazené èástky, v opaè-ném pøípadì sázku ztrá
í. Hru konèí, jestli¾e dosáhne stanovené výhry N$, nebo4



prohraje-li vý
hozí èástku M$ (0 � M � N): Vypoètìte, jaká je pravdìpodob-nost toho, ¾e hráè prohraje vý
hozí èástku M$:Øe¹ení: Oznaème P (n) pravdìpodobnost, ¾e hráè prohraje èástku n$: Pakzøejmì platí P (0) = 1 a P (N) = 0: Ne
h» 0 < n+1 < N: Ze stavu, kdy má hráè(n+1)$ se mù¾e dostat buï do stavu, kdy má (n+2)$; a to s pravdìpodobností pa nebo se s pravdìpodobností 1�p dostane do stavu, kdy má n$: Tuto skuteènostvyjadøuje vzore
 P (n+ 1) = pP (n+ 2) + (1� p)P (n);
o¾ je lineární diferenèní rovni
e 2. øádu, kterou mù¾eme pøepsat do tvaruP (n+ 2)� 1pP (n+ 1) + 1� pp P (n) = 0: (1.7)Tuto rovni
i nyní vyøe¹íme zpùsobem podrobnì vylo¾eným v 6. kapitole. Nejprvenajdìme koøeny 
harakteristi
ké rovni
e �2 � 1p�+ 1�pp = 0 :�1;2 = 1p �q 1p2 � 4(1�p)p2 = 12p � 12pp4p2 � 4p+ 1 = 1� (2p� 1)2p :Tedy �1 = 1 a �2 = 1� pp :Nyní musíme rozli¹it dva pøípady. Charakteristi
ká rovni
e toti¾ má buï dvoj-násobný koøen a nebo dva reálné rùzné koøeny.1. Pøípad �1 = �2 = 1 nastane právì kdy¾ p = 12 : Obe
né øe¹ení rovni
e (1.7)je v tomto pøípadì P (n) = C1 + C2n:Konstanty C1; C2 urèíme z podmínekP (0) = C1 = 1;P (N) = C1 + C2N = 0 ) C2 = � 1N :Pro p = 12 jsme vypoèetliP (n) = 1� nN = N � nN : (1.8)2. V pøípadì, kdy �1 6= �2; 
o¾ nastane právì kdy¾ p 6= 12 ; je obe
né øe¹enírovni
e (1.7) tvaru P (n) = C1 + C2�1� pp �n :Podobným zpùsobem jako vý¹e vypoèteme konstanty C1; C2:P (0) = C1 + C2 = 1;P (N) = C1 + C2�1� pp �N = 0:Vyøe¹ením této soustavy dostaneme C1 = (1�p)N(1�p)N�pN a C2 = pNpN�(1�p)N :Tedy P (n) = (1� p)N(1� p)N � pN + pNpN � (1� p)N ��1� pp �n :Po úpravì pro p 6= 12 máme:P (n) = (1� p)n[(1� p)N�n � pN�n℄(1� p)N � pN : (1.9)5



Pro konkrétnìj¹í pøedstavu vypoètìme hodnotu P (n) pro dva pøípady:1. Je-liM = 20$; N = 40$ a p = 12 ; pak podle (1.8) vypoèteme: P (20) = 0; 5:2. Je-li M = 20$; N = 40$ a p = 1837 (
o¾ za
hy
uje reálnou situa
i, sází-lihráè v ruletì s jednou nulou na èervenou resp. èernou barvu), pak podle(1.9) vypoèteme: P (20) := 0; 75:
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2 Základy diferenèního poètuNe¾ se budeme mo
i zabývat diferenèními rovni
emi, musíme se seznámits pojmem þdiferen
e\, 
o¾ v pøekladu znamená þrozdíl\. V následují
í podkapi-tole uvedeme de�ni
i diferen
e funk
e a uká¾eme si její základní vlastnosti.2.1 Pojem a vlastnosti diferen
e funk
eDe�ni
e 2.1: Ne
h» je dán bod x0 a èíslo h > 0: Ne
h» funk
e y = f(x)je de�nována v bode
h x0 a x0 + h: Èíslo f(x0 + h) � f(x0) nazveme diferen
efunk
e f(x) v bodì x0: Pí¹eme�f(x0) = f(x0 + h)� f(x0)a èteme þdelta f(x0)\. Èíslu h øíkáme diferenèní krok, bodu x0 poèáteèní boddiferen
e.Pokud by nebylo jasné, jaký diferenèní krok právì uva¾ujeme, pøípadnì po-kud 
h
eme zdùraznit jeho délku, pak diferen
i oznaèíme: �hf(x0):Ne
h» h je pevnì zvolený diferenèní krok. Je-li f(x) de�nována v bode
hx0 a x0 + h; mù¾eme v bodì x0 vypoèítat diferen
i �f(x0): Aby
hom v¹akmohli urèit diferen
i v bodì x0 + h; musí být funk
e f(x) de�nována i v bodìx0 + 2h: Toto podobnì platí i pro ka¾dý dal¹í bod x0 + nh; n 2 N de�nièníhooboru. K tomu, aby
hom mohli urèit diferen
i funk
e f(x) v bode
h x0; x0 +h; :::; x0 + nh; n 2 N; musí de�nièní obor M funk
e f(x) obsahovat mno¾inufx0; x0 + h; :::; x0 + nh; x0 + (n+ 1)hg:De�ni
e 2.2: Ne
h» funk
e f(x) je de�nována ve v¹e
h bode
h neprázdnémno¾iny M: Funk
i, která ka¾dému bodu x 2 M s vlastností (x + h) 2 Mpøiøazuje hodnotu �f(x) nazýváme diferen
í funk
e f(x) a znaèíme�f(x) = f(x+ h)� f(x); x 2 M:Pøíklad 2.3: Vypoèítejte1. �f(x) pro obe
ný diferenèní krok h;2. �f(1) pro h = 2;je-li f(x) = x3:Øe¹ení:1. �f(x) = f(x+ h)� f(x) = (x+ h)3 � x3 = 3hx2 + 3h2x+ h3;2. �f(1) = 3 � 2 � 12 + 3 � 22 � 1 + 23 = 26:V¹imnìme si, ¾e diferen
i je mo¾no pou¾ít i k de�ni
i pojmu deriva
e. Je toti¾f 0(x) = limh!0+ �hf(x)h :Pøíklad 2.4: Vypoètìte deriva
i funk
e f(x) = x3:Øe¹ení: Z Pøíkladu 2.3 víme, ¾e �x3 = 3hx2 + 3h2x+ h3:(x3)0 = limh!0+ 3hx2 + 3h2x+ h3h = limh!0+(3x2 + 3hx+ h2) = 3x2:Poznámka 2.5: V úlohá
h na diferen
e a diferenèní rovni
e bývá obvyklede�nièní obor diferen
e neprázdná mno¾ina M - tzv. diskrétní mno¾ina ekvi-distantní
h bodù fx0 + nhg; kde n = 0; 1; 2; :::, poèáteèní bod diferen
e x0 adiferenèní krok h jsou pøedem daná èísla. Oznaème:M = fx0; x0 + h; x0 + 2h; :::g:7



Poznámka 2.6: Ne
h» je dáno h > 0 a ne
h» f(x) je libovolná funk
e de�-novaná na mno¾inìM = fx0; x0 + h; x0 + 2h; :::g: Proveïme lineární substitu
ix = x0 + h(t� 1);kde t je nová promìnná. Oznaème g(t) = f(x) = f(x0 + h(t� 1)); potom�hf(x) = f(x+ h)� f(x) = f(x0 + h(t� 1) + h)� f(x0 + h(t� 1)) == f(x0 + ht)� f(x0 + h(t� 1)) = g(t+ 1)� g(t) = �1g(t):Touto substitu
í jsme dostali diferenèní krok 1. Substitu
e t = x�(x0�h)h naví
nemìní typ vy¹etøované funk
e (tj. napø. polynom stupnì k zùstane i po sub-stitu
i polynomem stupnì k). Pro x = x0 bude t = 1; pro x = x0 + nh budet = 1 + n: Mno¾ina M se touto substitu
í zmìní v mno¾inu v¹e
h pøirozený
hèísel N:Popsanou substitu
í lze v¾dy do
ílit toho, ¾e x0 = 1 a h = 1; tzn. M = N:De�ni
e 2.7: Funk
e, jejím¾ de�nièním oborem je mno¾ina v¹e
h pøiroze-ný
h èísel N; se nazývá posloupnost.Je-li u : N ! R; bývá obvyklé místo u(n) psát un: Aby v¹ak v dal¹ímnemohlo dojít k nedorozumìní, kdy jde o index a kdy máme na mysli promìnnou,zùstaneme u oznaèení u(n); jak je tomu napø. i v knihá
h [2℄ a [3℄.Pøíklad 2.8: Najdìte posloupnost, která má stejnou diferen
i jako funk
ef(x) = 36x2 + 120x+ 100 de�novaná na mno¾inìM = f� 43 ;� 56 ;� 13 ; 16 ; 23 ; :::g:Øe¹ení: Hledáme posloupnost g(n) takovou, aby platilo �1g(n) = �hf(x):Podle Poznámky 2.6 víme, ¾e po¾adovanou posloupnost nalezneme pomo
í sub-stitu
e x = x0 + h(n � 1); tedy x = � 43 + 12 (n � 1) = n2 � 116 : Proto¾eg(n) = f(x) = f(n2 � 116 ); dostávámeg(n) = 36�n2 � 116 �2 + 120�n2 � 116 �+ 100 = 9n2 � 6n+ 1:Hledaná posloupnost je tedy g(n) = 9n2 � 6n+ 1:Poznamenejme, ¾e v nìkteré literatuøe (napø. v knize [1℄) jsou diferenènírovni
e uva¾ovány na obe
né mno¾inìM (viz Poznámka 2.5). Výklad dal¹í pro-blematiky se v¹ak zpøehlední i zjednodu¹í, uèiníme-li následují
í úmluvu.Úmluva 2.9: Nebude-li øeèeno jinak, v dal¹ím se v¾dy budeme zabývatposloupnostmi, tzn. budeme pøedpokládat, ¾e x0 = 1 a h = 1; tedyM =N; 
o¾lze podle Poznámky 2.6 pøedpokládat bez újmy na obe
nosti.Obdobným zpùsobem, jakým jsme pøe¹li od funk
e k poslopnosti, mù¾emepøejít od posloupnosti k funk
i s libovolným de�nièním oborem M ve smysluPoznámky 2.5. Proto v¹e
hny vìty, které uvedeme v dal¹ím pro posloupnosti,platí rovnì¾ pro zmínìné funk
e s de�nièním oboremM:Vìta 2.10: Pro v¹e
hna n; pro nì¾ jsou souèasnì de�novány posloupnosti�u(n);�v(n) platí:1. �[u(n)� v(n)℄ = �u(n)��v(n)2. �[
 � u(n)℄ = 
�u(n); kde 
 2 R je libovolná konstanta3. �[u(n)v(n)℄ = v(n)�u(n) + u(n+1)�v(n) = u(n)�v(n) + v(n+1)�u(n)8



4. �[u(n)v(n) ℄ = v(n)�u(n)�u(n)�v(n)v(n)v(n+1) ; je-li v(n)v(n+ 1) 6= 0Dùkaz:1. � [u(n)� v(n)℄ = [u(n+1)�v(n+1)℄� [u(n)�v(n)℄ = [u(n+1)�u(n)℄�[v(n+ 1)� v(n)℄ = �u(n)��v(n)2. �[
 � u(n)℄ = 
u(n+ 1)� 
u(n) = 
[u(n+ 1)� u(n)℄ = 
�u(n)3. �[u(n)v(n)℄ = u(n+1)v(n+1)�u(n)v(n) = u(n+1)v(n+1)�u(n+1)v(n)+v(n)u(n+1)�u(n)v(n) = v(n)[u(n+1)�u(n)℄+u(n+1)[v(n+1)�v(n)℄ =v(n)�u(n) + u(n+ 1)�v(n)Podobnì by
hom dokázali druhou rovnost.4. Ne
h» v(n)v(n + 1) 6= 0�[u(n)v(n) ℄ = u(n+1)v(n+1) � u(n)v(n) = v(n)u(n+1)�u(n)v(n+1)v(n)v(n+1) == v(n)u(n+1)�v(n)u(n)�u(n)v(n+1)+u(n)v(n)v(n)v(n+1) == v(n)[u(n+1)�u(n)℄�u(n)[v(n+1)�v(n)℄v(n)v(n+1) = v(n)�u(n)�u(n)�v(n)v(n)v(n+1)Obdobné vlastnosti, které jsme uvedli ve Vìtì 2.10 platí i pro poèítání s deriva
emi. Zapov¹imnutí stojí tzv. posuny (viz vlastnost 3. a 4.), které se ve spojitém pøípadì neobjevují.Tyto posuny rovnì¾ zpùsobují jisté odli¹nosti mezi diskrétním a spojitým pøípadem. Ale pozor:v diferen
iálním poètu platí vzore
 pro deriva
i slo¾ené funk
e[f(g(x))℄0 = f 0(g(x)) � g0(x);v diferenèním poètu v¹ak ¾ádná analogie k tomuto vzor
i neexistuje!V dal¹ím textu vyslovíme vìty, které jsou opìt diskrétními analogiemi známý
h vìt z dife-ren
iálního poètu. Pro tuto prá
i v¹ak zmínìné vìty nejsou stì¾ejními, proto je zde nebudemedokazovat. Zájem
e o hlub¹í proniknutí do nastínìné problematiky odká¾eme napø. na knihu[2℄. Ètenáø seznámený s diferen
iálním poètem se pøípadnì mù¾e pokusit o samostatný dùkaztì
hto tvrzení.Nejprve struènì vysvìtlíme nìkteré pojmy, které budou pou¾ity:� Budeme pou¾ívat následují
í oznaèení: N(a) = fa; a+ 1; :::g; N(a; b) = fa; a+ 1; :::; bg;kde a < b <1 a a; b 2 N:� Ne
h» posloupnost u(n) je de�nována na N(a; b): Pak n se nazývá uzel posloupnostiu(n); jestli¾e je splnìna aspoò jedna z podmínek:? pro n = a platí u(n) = 0? pro a < n � b platí u(n) = 0 nebo u(n� 1)u(n) < 0:Vìta 2.11: (Diskrétní Rolleova vìta)Ne
h» posloupnost u(n) de�novaná naN(1;m) má Pm uzlù a posloupnost �u(n) naN(1; m�1)má Qm uzlù. Pak Qm � Pm � 1:Vìta 2.12: (Diskrétní Lagrangeova vìta)Ne
h» posloupnost u(n) je de�nována na N(a; b): Pak existuje n0 2 N(a+ 1; b� 1) takové, ¾e�u(n0) � u(b) � u(a)b� a � ru(n0) nebo �u(n0) � u(b) � u(a)b� a � ru(n0);kde ru(n0) := u(n0)� u(n0 � 1):Vìta 2.13: (Diskrétní l`Hospitalovo pravidlo)Ne
h» u(n); v(n) jsou de�novány na N(a): Dále ne
h» v(n) > 0;�v(n) < 0 a limn!1 u(n) =limn!1 v(n) = 0 (resp. v(n) > 0;�v(n) > 0 a limn!1 v(n) = 1). Potom platí: jestli¾eexistuje limita limn!1 �u(n)�v(n) ; pak existuje i limita limn!1 u(n)v(n) a obì limity jsou si rovny.Pøíklad 2.14: Vypoètìte: limn!1 n�2n+13nØe¹ení: Nejprve bude vhodné provést úpravu:limn!1 n � 2n+13n = limn!1 2n� 32�n :9



Snadno se pøesvìdèíme, ¾e jsou splnìny pøedpoklady Vìty 2.13 a k výpoètu tedy lze pou¾ítl`Hospitalovo pravidlolimn!1 2n� 32�n = limn!1 2(n+ 1)� 2n� 32�n+1 � � 32�n = limn!1 212 � 32�n = 0:Ètenáø si jistì v¹iml, ¾e podmínky Vìty 2.13 byly splnìny ji¾ u zadané limity. Kdyby
homov¹em pou¾ili l`Hospitalovo pravidlo u¾ na tomto místì, dostali by
hom v¹ak opìt výraz typuþ11\.Pro výpoèet této limity je rovnì¾ mo¾no pou¾ít l`Hospitalovo pravidlo známé z diferen
i-álního poètu (
o¾ po formální strán
e znamená nahradit diferen
e deriva
emi). Ètenáøi obe-známenému s touto problematikou doporuèujeme provést pøíslu¹ný výpoèet, èím¾ si ovìøí, ¾evýsledek vyjde v obou pøípade
h stejnì.2.2 Diferen
e nìkterý
h elementární
h posloupnostíNyní si odvodíme vzor
e pro diferen
e nejbì¾nìj¹í
h posloupností, které senám budou hodit pro prakti
ké poèítání.Dohodnìme se je¹tì, ¾e polynom stupnì k nad pøirozenými èísly budemeznaèit Pk(n) = a0 + a1n+ :::+ aknk = kXj=0 ajnj ;kde ak 6= 0: Nenulovou konstantu pøitom budeme 
hápat jako polynom nultéhostupnì (P0(n) = a0; a0 6= 0):Vìta 2.15: Pro v¹e
hna n 2 N platí:1. �
 = 0; kde 
 2 R je libovolná konstanta2. �nk = Pk�1(n); kde k 2 N a Pk�1(n) je jistý polynom stupnì k � 13. �qn = qn(q � 1); kde q 2 R4. � sin�n = (
os� � 1) sin�n + sin� 
os�n; kde � 2 R je libovolná kon-stanta5. � 
os�n = (
os� � 1) 
os�n � sin� sin�n; kde � 2 R je libovolná kon-stantaDùkaz:1. �
 = 
� 
 = 02. �nk = (n+ 1)k � nk = nk + �k1�nk�1 + �k2�nk�2 + :::+ � kk�1�n+ 1� nk == knk�1 + 12k(k � 1)nk�2 + :::+ kn+ 1 = Pk�1(n)3. �qn = qn+1 � qn = qn(q � 1)4. � sin�n = sin(�n + �) � sin�n = sin�n 
os� + 
os�n sin� � sin�n =(
os�� 1) sin�n+ sin� 
os�n5. � 
os�n = 
os(�n + �) � 
os�n = 
os�n 
os� � sin�n sin� � 
os�n =(
os�� 1) 
os�n� sin� sin�nDùsledek 2.16: Pro v¹e
hna n 2 N platí:1. �Pk(n) = Qk�1(n); kde Qk�1(n) je jistý polynom stupnì k � 12. pro q 2 R � f1g je �[Pk(n)qn℄ = Qk(n)qn; kde Qk(n) je jistý polynomstupnì k 10



Dùkaz:1. �Pk(n) = �Pkj=0 ajnj : Podle Vìt 2.10.1 a 2.10.2 platí: �Pkj=0 ajnj =Pkj=0 aj�nj =Pkj=0 ajRj�1(n) (viz Vìta 2.15.2). Proto¾e výsledný koe�-
ient u mo
niny nk�1 je nenulový, platí:Pkj=0 ajRj�1(n) = Qk�1(n).2. Podle Vìty 2.10.3 platí: �[Pk(n)qn℄ = qn�Pk(n) + Pk(n + 1)�qn =qnRk�1(n)+Pkj=0 aj(n+1)jqn(q�1) (viz Dùsledek 2.16.1 a Vìta 2.15.3).Tedy �[Pk(n)qn℄ = qn[Rk�1(n) + (q � 1)Pkj=0 aj(n + 1)j ℄: Koe�
ient unejvy¹¹í mo
niny n; tj. nk; je ak(q � 1) a ten je nenulový, nebo» podlepøedpokladu q 6= 1: Výraz v závor
e je tudí¾ jistý polynom stupnì n adùkaz je tím hotov.Podobný
h vzor
ù jako v Dùsledku 2.16 by
hom mohli uvést ví
e, ale nebyloby to úèelné. Vypoètìme radìji pøíklad, který nás pøesvìdèí, ¾e patøièné výpoètymù¾eme provádìt i bez znalosti zmínìný
h vzor
ù.Pøíklad 2.17: Vypoètìte diferen
i posloupnosti u(n) = 2(n2 + 1) 
os �3n:Øe¹ení: Nejprve vyu¾ijeme vztahu pro diferen
i souèinu, dále pak vlastnostíuvedený
h ve Vìtì 2.15.�u(n) = � h2(n2 + 1) 
os �3ni = 2 �� �n2 + 1� 
os �3n++ 2 �(n+ 1)2 + 1��
os �3n = 2 �(n+ 1)2 + 1� (n2 + 1)� 
os �3n++ 2 �n2 + 2n+ 2� h�
os �3 � 1� 
os �3n� sin �3 sin �3ni == 2 (2n+ 1) 
os �3n+ 2 �n2 + 2n+ 2� �12 
os �3n� p32 sin �3n! == �4n+ 2� �n2 + 2n+ 2�� 
os �3n�p3 �n2 + 2n+ 2� sin �3n == � �n2 � 2n� 
os �3n�p3 �n2 + 2n+ 2� sin �3n:V diferenèním poètu je nìkdy vhodné pra
ovat s tzv. zobe
nìnými mo
ni-nami, se kterými se nyní seznámíme.De�ni
e 2.18: Ne
h» n; k 2 N: Zobe
nìnou mo
ninu znaèíme n(k) a de�-nujeme vzor
em n(k) = n(n� 1):::(n� k + 1):Pokud ètenáø zná základy diferen
iálního poètu, ví, ¾e pro deriva
i mo
niny platí �xk�0 =kxk�1: Vidíme, ¾e tento vzore
 a vzore
 pro diferen
i mo
niny nk uvedený ve Vìtì 2.15.2 sesobì pøíli¹ nepodobají. Uká¾eme, ¾e právì diferen
e zobe
nìné mo
niny je analogií k deriva
imo
niny.Vìta 2.19: Ne
h» n; k 2 N: Pak pro diferen
i zobe
nìné mo
niny platí:�n(k) = kn(k�1):Dùkaz: �n(k) = (n+ 1)(k) � n(k) = (n+ 1)n(n� 1):::(n� k + 2)��n(n�1):::(n�k+2)(n�k+1) = [(n+1)� (n�k+1)℄n(n�1):::(n�k+2) == kn(k�1):Výhodu zobe
nìný
h mo
nin do
eníme hned v následují
í podkapitole, kdyuvedeme pøíklad, ve kterém nám jeji
h znalost výraznì usnadní výpoèet.11



2.3 Diferen
e vy¹¹í
h øádùNe
h» u(n) a v(n) jsou posloupnosti, pro nì¾ platí �u(n) = v(n): Poèítejme�v(n) = �[�u(n)℄ = �[u(n+ 1)� u(n)℄ = �u(n+ 1)��u(n) == u(n+ 2)� u(n+ 1)� [u(n+ 1)� u(n)℄ = u(n+ 2)� 2u(n+ 1) + u(n):Posloupnost �v(n) = �[�u(n)℄ nazveme druhou diferen
í posloupnosti u(n) aoznaèíme �2u(n): Ihned vidíme, ¾e k tomu, aby
hom mohli urèit hodnotu druhédiferen
e posloupnosti u(n) v bodì n0 2 N; musíme znát její hodnoty v bode
hn0; n0 + 1; n0 + 2:Podobnì mù¾eme uva¾ovat dále, 
o¾ nás vede k vyslovení rekurentní de�ni
ek�té diferen
e.De�ni
e 2.20: Ne
h» n; k 2 N a u(n) je posloupnost. Polo¾me�0u(n) = u(n);�1u(n) = �u(n):Potom k-tou diferen
i posloupnosti u(n) znaèíme �ku(n) a de�nujeme ji reku-rentnì vzor
em �ku(n) = �[�k�1u(n)℄:Pro k = 1 místo první diferen
e øíkáme jen diferen
e. Pro k > 1 kromì termínuk�tá diferen
e øíkáme té¾ diferen
e k�tého øádu nebo souhrnnì hovoøíme odiferen
í
h vy¹¹í
h øádù.Ne
h» u(n) je posloupnost. Její k�tá diferen
e je opìt posloupností. Jestli¾edo této posloupnosti dosadíme za n dané pøirozené èíslo n0; dostaneme þk�toudiferen
i posloupnosti u(n) v bodì n0\, 
o¾ je urèitá hodnota této posloupnosti(urèité èíslo). V tomto pøípadì budeme psát �ku(n0):Vìta 2.21: Ne
h» n; k 2 N a u(n) je posloupnost. Pak�ku(n) = u(n+ k)��k1�u(n+ k � 1) +�k2�u(n+ k � 2)�� � � � +(�1)ku(n) = kXj=0(�1)k�j�kj�u(n+ j):Dùkaz: Provedeme úplnou matemati
kou induk
í:1. k = 1 : �1u(n) = u(n+ 1) + (�1)1u(n) = u(n+ 1)� u(n) = �u(n); tedypro k = 1 vzore
 platí.2. Pøedpokládejme, ¾e vzore
 platí pro jisté k a doka¾me jeho platnost i prok + 1 :�k+1u(n) = �[�ku(n)℄ = [u(n+k+1)��k1�u(n+k)+�k2�u(n+k�1)� :::++(�1)j�kj�u(n+ k + 1� j) + :::+ (�1)ku(n+ 1)℄� [u(n+ k)���k1�u(n+k�1)+ :::+(�1)j�kj�u(n+k� j)+ :::+(�1)k�1� kk�1�u(n+1)++(�1)ku(n)℄ = u(n+ k+1)� [�k1�+1℄u(n+ k) + [�k2�+ �k1�℄u(n+ k� 1)��:::+ (�1)j [�kj�+ � kj�1�℄u(n+ k+1� j) + :::+ (�1)k[1 + � kk�1�℄u(n+1)++(�1)k+1u(n):Pou¾itím identit �k0� = 1 = �kk� a �kj�+ � kj�1� = �k+1j � dostaneme�k+1u(n) = u(n+ k + 1)� �k+11 �u(n+ k) + �k+12 �u(n+ k � 1) + :::++(�1)j�k+1j �u(n+ k + 1� j) + :::+ (�1)k�k+1k �u(n+ 1) + (�1)k+1u(n);
o¾ jsme mìli dokázat. 12



Pøíklad 2.22: Naleznìte ètvrtou diferen
i posloupnosti u(n) = en a ètvrtoudiferen
i této posloupnosti v bodì n0 = 2:Øe¹ení: Vyu¾ijeme Vìtu 2.21:�4u(n) = �4en = en+4 ��41�en+3 +�42�en+2 ��43�en+1 + en == en(e4 � 4e3 + 6e2 � 4e+ 1):Dosazením n0 = 2 dostáváme:�4u(n0) = e2(e4 � 4e3 + 6e2 � 4e+ 1):Pøíklad 2.23: Vypoèítejte tøetí diferen
i polynomu u(n) = n5�6n4+11n3�4n2 � 3:Øe¹ení: I v tomto pøípadì lze pou¾ít Vìtu 2.21:�3u(n) = �3 �n5 � 6n4 + 11n3 � 4n2 � 3� == (n+ 3)5 � 6 (n+ 3)4 + 11 (n+ 3)3 � 4 (n+ 3)2 � 3�� �31��(n+ 2)5 � 6(n+ 2)4 + 11(n+ 2)3 � 4(n+ 2)2 � 3�++ �32��(n+ 1)5 � 6(n+ 1)4 + 11(n+ 1)3 � 4(n+ 1)2 � 3��� (n5 � 6n4 + 11n3 � 4n2 � 3) = � � �Vidíme, ¾e pokraèování ve výpoètu elementárními algebrai
kými úpravami bybylo relativnì pra
né. Postupujme proto rekurentnì pøímo podle De�ni
e 2.20.Zapi¹me zadaný polynom pomo
í zobe
nìný
h mo
nin. To provedeme postup-ným dìlením n; (n� 1); :::; (n� 4); 
o¾ pomo
í Hornerova s
hematu zapisujemenásledují
ím zpùsobem: 1 -6 11 -4 0 -31 1 -5 6 2 22 1 -3 0 23 1 0 04 1 4Tedy:u(n) = n5 � 6n4 + 11n3 � 4n2 � 3 = n(5) + 4n(4) + 2n(2) + 2n� 3:Podle Vìt 2.10.1, 2.10.2 a 2.19 platí:�u(n) = ��n(5) + 4n(4) + 2n(2) + 2n� 3� = 5n(4) + 16n(3) + 4n+ 2;�2u(n) = � [�u(n)℄ = ��5n(4) + 16n(3) + 4n+ 2� = 20n(3) + 48n(2) + 4;�3u(n) = � ��2u(n)� = ��20n(3) + 48n(2) + 4� = 60n(2) + 96n == 60n(n� 1) + 96n = 60n2 + 36n:Vypoèetli jsme: �3(n5 � 6n4 + 11n3 � 4n2 � 3) = 60n2 + 36n:Vìta 2.24: Pro j = 1; 2; :::; k je�jPk(n) = Qk�j(n);13



kde Qk�j(n) je jistý polynom stupnì k � j:Spe
iálnì: �kPk(n) = 
 6= 0;kde 
 je jistá konstanta a tudí¾ �k+1Pk(n) = 0:Dùkaz: Zøejmé, plyne z Dùsledku 2.16.1.2.4 Úlohy na pro
vièeníÚloha 2.25: Vypoètìte �u(n) a �u(n0); je-li:1. u(n) = 1n2 ; n0 = 2 h�u(n) = �2n�1n2(n+1)2 ; �u(2) = � 536i2. u(n) = sin �3n; n0 = 5 h�u(n) = � 12 sin �3n+ p32 
os �3n; �u(5) = p32 iÚloha 2.26: Spoètìte �u(n); je-li:1. u(n) = 2nn2�1 h 2n(n2�2n�2)(n�1)n(n+1)(n+2)i2. u(n) = 3n 
os �3n �12 � 3n(
os �3n� 3p3 sin �3n)�3. u(n) = (3n2 � 2n� 4)2n [(3n2 + 10n� 2)2n℄4. u(n) = �nk�; kde k 2 N h� nk�1�iÚloha 2.27: Vypoètìte �ku(n); je-li:1. u(n) = n2 � 3n; k = 3 �8(n2 + 9n+ 18)3n�2. u(n) = n5 � 4n4 + 2n3 � n2 + 3n+ 1; k = 4 [120n+ 144℄Úloha 2.28: Najdìte posloupnost, která má stejnou diferen
i jako funk
ef(x) de�novaná na mno¾inìM = fx0; x0 + h; x0 + 2h; :::g; je-li:1. f(x) = 36x2 + 15x+ 1; x0 = 14 ; h = 13 [g(n) = 4n2 + 3n℄2. f(x) = 64x3 + 144x2 + 108x+ 30; x0 = � 12 ; h = 14 [g(n) = n3 + 3℄Úloha 2.29: Urèete pøímo z de�ni
e deriva
e f 0(x); je-li:1. f(x) = x2 [2x℄2. f(x) = 1x �� 1x2 �
14



3 Základy sumaèního poètuDoposud jsme znali posloupnost a poèítali jsme její diferen
i, nyní stojímepøed úlohou opaènou. Budeme znát diferen
i a budeme hledat posloupnost, kte-rou jsme diferen
ovali. Hledanou posloupnost nazveme suma
í dané posloupnostia budeme se zabývat jejími vlastnostmi.Tak jako v pøede¹lé kapitole jsme si v¹ímali nìkterý
h analogií mezi diferenè-ním a diferen
iálním poètem, rovnì¾ v této kapitole pouká¾eme na podobu mezisumaèním a integrálním poètem.3.1 Pojem a vlastnosti suma
eDe�ni
e 3.1: Ne
h» u(n) a U(n) jsou posloupnosti takové, ¾e pro v¹e
hnan 2 N platí �U(n) = u(n): Posloupnost U(n) nazýváme suma
í posloupnostiu(n) a znaèíme U(n) =Xu(n):Vìta 3.2: Ne
h» u(n) je posloupnost. Pak platí:�u(n) = 0 , u(n) = 
;kde 
 2 R je libovolná konstanta.Dùkaz:þ(\ Platí podle Vìty 2.15.1.þ)\ �u(n) = 0 ) u(n + 1) � u(n) = 0 ) pro 8n 2 N platí u(n) = u(n + 1):Tuto vlastnost má libovolná konstanta.Vìta 3.3: Ne
h» u(n) a v(n) jsou posloupnosti. Potom�u(n) = �v(n) pro 8n 2 N , u(n) = v(n) + 
;kde 
 2 R je libovolná konstanta. Neboli, u(n) a v(n) jsou suma
emi té¾e po-sloupnosti právì tehdy, kdy¾ se li¹í o aditivní konstantu.Dùkaz:þ(\ u(n) = v(n) + 
) �u(n) = �[v(n) + 
℄ = �v(n) + �
 = �v(n):þ)\ �u(n) = �v(n) ) �u(n) ��v(n) = 0 ) �[u(n) � v(n)℄ = 0; 
o¾ podleVìty 3.2 znamená, ¾e u(n)� v(n) = 
; tedy u(n) = v(n) + 
:Poznámka 3.4: Z Vìty 3.3 vyplývá, ¾e je-li U(n) suma
í u(n); pak existujenekoneènì mnoho posloupností y(n); které jsou suma
emi u(n) a ka¾dou z ni
hlze vyjádøit ve tvaru y(n) =Xu(n) = U(n) + 
;kde 
 je vhodná konstanta. Je-li naví
 dána dvoji
e fn0; y(n0)g (tzv.poèáteènípodmínka), pak je konstanta 
 (a tím i suma
e y(n)) urèena jednoznaènì.Podobnì jako pojem suma
e se v integrálním poètu de�nuje tzv. primitivní funk
e, kterámá rovnì¾ vlastnosti podobné tìm, které byly popsány ve Vìtì 3.3.Pøíklad 3.5: Rozhodnìte, zda posloupnosti U(n) = � 12 
os �3n a V (n) =sin2 �6n jsou suma
emi té¾e posloupnosti.Øe¹ení:1. zpùsob: Postupujme podle De�ni
e 3.1, tzn. hledejme posloupnosti u(n) av(n); jeji
h¾ suma
emi jsou U(n) a V (n) :15



u(n) = �U(n) = � ��12 
os �3n� = �12 h
os��3n+ �3�� 
os �3ni == �12 h�
os �3 � 1� 
os �3n� sin �3 sin �3ni == �12  �12 
os �3n� p32 sin �3n! = 14 
os �3n+ p34 sin �3n;v(n) = �V (n) = � sin2 �6n = sin2 ��6n+ �6�� sin2 �6n == �sin �6n 
os �6 + 
os �6n sin �6�2 � sin2 �6n ==  p32 sin �6n+ 12 
os �6n!2 � sin2 �6n == 34 sin2 �6n+ p32 sin �6n 
os �6n+ 14 
os2 �6n� sin2 �6n == 14 �
os2 �6n� sin2 �6n�+ p34 � 2 sin �6n 
os �6n == 14 
os �3n+ p34 sin �3n:Vypoèetli jsme, ¾e posloupnosti U(n) a V (n) jsou suma
emi té¾e posloupnostia to: u(n) = v(n) = 14 
os �3n+ p34 sin �3n:2. zpùsob: Vyu¾ijme Vìtu 3.3, tzn. poèítejme rozdíl U(n)� V (n) :U(n)� V (n) = �12 
os �3n� sin2 �6n = �12 �
os2 �6n� sin2 �6n�� sin2 �6n == �12 �1� sin2 �6n�� 12 sin2 �6n = �12 :Zjistili jsme, ¾e posloupnosti U(n) a V (n) se li¹í o konstantu, 
o¾ znamená, ¾ejsou suma
emi té¾e posloupnosti. Tento výpoèet je si
e krat¹í, nenalezli jsmev¹ak posloupnost, jejimi¾ suma
emi jsou U(n) a V (n):Vìta 3.6: Ne
h» u(n); v(n) jsou posloupnosti. Pak platí:1. P[u(n)� v(n)℄ =Pu(n)�P v(n)2. P[
u(n)℄ = 
Pu(n); kde 
 2 R je libovolná konstanta3. P[u(n)�v(n)℄ = u(n)v(n)�P[v(n+ 1)�u(n)℄ /tzv. suma
e per partes/Dùkaz: OznaèmeXu(n) = U(n) tj: u(n) = �U(n);X v(n) = V (n) tj: v(n) = �V (n):1. Potøebujeme dokázat, ¾eP[u(n)�v(n)℄ = U(n)�V (n); tj., ¾e u(n)�v(n) =�[U(n)� V (n)℄: To ov¹em platí podle Vìty 2.10.1.2. Potøebujeme dokázat, ¾e P[
u(n)℄ = 
U(n); tj., ¾e 
u(n) = �[
U(n)℄: Tov¹ak platí podle Vìty 2.10.2. 16



3. Podle Vìty 2.10.3 platí: �[u(n)v(n)℄ = u(n)�v(n) + v(n+ 1)�u(n): Pro-veïme suma
i a s vyu¾itím èásti 1 této Vìty upravme:X�[u(n)v(n)℄ = X[u(n)�v(n) + v(n+ 1)�u(n)℄u(n)v(n) = X[u(n)�v(n)℄ +X[v(n+ 1)�u(n)℄X[u(n)�v(n)℄ = u(n)v(n)�X[v(n+ 1)�u(n)℄3.2 Suma
e nìkterý
h elementární
h posloupnostíVìta 3.7: Ne
h» je dán polynom Pk(n) =Pkj=0 ajnj : Potom existuje poly-nom Qk+1(n) takový, ¾e �Qk+1(n) = Pk(n);tj. XPk(n) = Qk+1(n):Dùkaz: Hledejme koe�
ienty bj polynomu Qk+1(n) = Pk+1j=0 bjnj ; kde má býtbk+1 6= 0 :�Qk+1(n) = k+1Xj=0 bj(n+ 1)j � k+1Xj=0 bjnj = k+1Xj=0 bj [(n+ 1)j � nj ℄:Podle binomi
ké vìty platí:�Qk+1(n) = k+1Xj=0 bj " jXi=0 �ji�ni � nj# :Vidíme, ¾e se þzru¹í\ mo
niny nj a také þvypadne\ b0; tedy:�Qk+1(n) = k+1Xj=1 bj ��j1�nj�1 +�j2�nj�2 + � � �+�jj�n0� :Polynom �Qk+1(n) se má identi
ky rovnat danému polynomu Pk(n): Hledanéhodnoty bj urèíme porovnáním koe�
ientù u jednotlivý
h mo
nin nj ; kde j =0; 1; :::; k :nk : �k+11 �bk+1 = ak; odtud vypoèteme bk+1:nk�1 : �k+12 �bk+1 + �k1�bk = ak�1; odtud vypoèteme bk; atd....n0 : bk+1 + bk + :::+ b1 = a0; odtud vypoèteme b1Snadno nahlédneme, ¾e hodnoty bk+1; bk; :::; b1 jsou urèeny jednoznaènì. Naví
bk+1 6= 0; nebo» ak 6= 0 (Pk(n) je polynom k�tého stupnì), 
o¾ jsme mìlidokázat. Polynom Qk+1(n) je tedy skuteènì (k + 1)�tého stupnì. Èíslo b0 jev¹ak libovolné, proto¾e se nevyskytuje v ¾ádné rovni
i. To nás ale nepøekvapuje,proto¾e podle Poznámky 3.4 víme, ¾e hledaný
h polynomù Qk+1(n) =PPk(n)existuje nekoneènì mnoho a vzájemnì se li¹í o aditivní konstantu, tj. o absolutníèlen b0: Tímto je vìta dokázána.Dodejme je¹tì, ¾e právì dokonèený dùkaz je konstruktivní, tzn. pøi øe¹eníkonkrétní
h úloh postupujeme popsaným zpùsobem - tzv. metodou neurèitý
hkoe�
ientù.Ètenáø u¾ jistì tu¹í, ¾e nyní se jako o analogii integrálu mo
niny zmíníme o suma
i zobe
-nìné mo
niny. 17



Vìta 3.8: Ne
h» n; k 2 N: Pak pro suma
i zobe
nìné mo
niny platí:Xn(k) = 1k + 1n(k+1) + 
;kde 
 2 R je libovolná konstanta.Dùkaz: �[ 1k+1n(k+1) + 
℄ = 1k+1�n(k+1) +�
 = 1k+1 (k + 1)n(k) = n(k).Analogi
ky ke vzor
ùm pro diferen
e platí vzor
e pro suma
e.Vìta 3.9: Ne
h» 
; 
� 2 R jsou libovolné konstanty. Pak pro v¹e
hna n 2 Nplatí:1. P 
 = 
n+ 
�2. P qn = 1q�1qn + 
; kde q 2 R� f1gDùkaz:1. �(
n+ 
�) = 
�n+�
� = 
(n+ 1� n) = 
2. �( 1q�1qn + 
) = 1q�1�qn +�
 = 1q�1qn(q � 1) = qnPoznámka 3.10: Pro suma
e goniometri
ký
h funk
í platí:X sin�n = a sin�n+ b 
os�n+ 
;X 
os�n = a� sin�n+ b� 
os�n+ 
;kde a; b (resp.a�; b�) jsou jisté konstanty. O platnosti tì
hto vzor
ù se mù¾emepøesvìdèit výpoètem diferen
e pravý
h stran. Následným porovnáním koe�
i-entù by
hom nalezli i konkrétní vyjádøení zmínìný
h konstant. Toto vyjádøeníje v¹ak pøíli¹ komplikované na to, aby mìlo význam pro prakti
ké poèítání, aproto je neuvádíme.Poznamenejme rovnì¾, ¾e uvedené vzor
e lze odvodit pomo
í suma
eX ein� =X (
os�+ i sin�)ns vyu¾itím vlastností komplexní
h èísel (Moivreova vìta). Tento postup lze naléztnapø. ve skripte
h [5℄.Pøíklad 3.11: Urèete nejvìt¹í mo¾ný poèet v(n) oblastí, na které lze prostorrozdìlit pomo
í n rovin.Øe¹ení: Tento pøíklad je zobe
nìním Pøíkladu 1.1, kterým jsme se zabývaliv úvodní kapitole. Podobnými úvahami odvodíme rekurentní závislost, pomo
íkteré provedeme vlastní výpoèet.Mìjme n rovin �1; �2; :::; �n v obe
né poloze, tj. ¾ádné tøi nejsou rovnobì¾nés tou¾ pøímkou a ¾ádné ètyøi nemají spoleèný bod. V termíne
h lineární algebrya geometrie to znamená, ¾e normálové vektory libovolné troji
e rùzný
h rovinjsou lineárnì nezávislé, a ¾e ¾ádné tøi z tì
hto rovin nepatøí do tého¾ svazku a¾ádné ètyøi z tì
hto rovin nepatøí do tého¾ trsu (viz skripta [7℄ a [8℄). Tìmitorovinami je prostor rozdìlen právì na v(n) oblastí. Pøidejme rovinu �n+1 tak,aby v¹e
h n+1 rovin bylo opìt v obe
né poloze, tzn., ¾e prùseèni
e roviny �n+1s rovinami �1; �2; :::; �n tvoøí v rovinì �n+1 systém právì n pøímek v obe
népoloze. Podle Pøíkladu 1.1 víme, ¾e rovina �n+1 je zmínìnými prùseèni
emirozdìlena na u(n) = 12 (n2 + n + 2) oblastí. Ka¾dá z tì
hto oblastí dìlí jednuz pùvodní
h èástí prostoru na dvì þnové\. Právì o 12 (n2+n+2) tedy vzrostl poèet18



èástí prostoru pøidáním roviny �n+1: Ov¹em prostor je rovinami �1; �2; :::; �n+1rozdìlen na v(n+ 1) oblastí. Tímto jsme odvodili vztah:v(n+ 1) = v(n) + 12(n2 + n+ 2);tj. �v(n) = 12(n2 + n+ 2);pøièem¾ je zøejmì v(1) = 2: Hledáme tedy suma
i posloupnosti 12 (n2 + n + 2)s poèáteèní podmínkou v(1) = 2:1. zpùsob: Budeme postupovat podle Vìty 3.7 - metodou neurèitý
h koe�
i-entù (tímto zpùsobem jsme øe¹ili i Pøíklad 1.1):v(n) = b1n3 + b2n2 + b3n+ b4;kde b1; :::; b4 jsou konstanty, které musíme urèit.�v(n) = b1(n+ 1)3 + b2(n+ 1)2 + b3(n+ 1) + b4 � (b1n3 + b2n2 + b3n+ b4);po úpravì: �v(n) = 3b1n2 + (3b1 + 2b2)n+ b1 + b2 + b3:Identi
ky má platit:12n2 + 12n+ 1 = 3b1n2 + (3b1 + 2b2)n+ b1 + b2 + b3:Porovnáním koe�
ientù:n2 : 3b1 = 12 ) b1 = 16n1 : 3b1 + 2b2 = 12 ) b2 = 0n0 : b1 + b2 + b3 = 1 ) b3 = 56Poslední konstantu získáme pomo
í poèáteèní podmínky:v(1) = b1 + b2 + b3 + b4 = 2 ) b4 = 1:Vypoèetli jsme: v(n) = 16(n3 + 5n+ 6):2.zpùsob: Budeme postupovat podle Vìty 3.8 - s vyu¾itím zobe
nìný
h mo
-nin. Postupným dìlením n a n� 1 pøepí¹eme sumovaný polynom pomo
í zobe
-nìný
h mo
nin, 
o¾ dle Hornerova s
hematu zapí¹eme:12 12 11 12 1Tedy: �v(n) = 12n2 + 12n+ 1 = 12n(2) + n+ 1:Poèítejme:v(n) = X�12n(2) + n+ 1� = 12Xn(2) +Xn+X 1 == 12 � 13n(3) + 12n(2) + n+ 
 = 16n (n� 1) (n� 2) + 12n (n� 1) + n+ 
 == 16 �n3 � 3n2 + 2n�+ 12 �n2 � n�+ n+ 
 = 16 �n3 + 5n�+ 
:19



Konstantu 
 urèíme z poèáteèní podmínky:v(1) = 16 (1 + 5) + 
 = 2 ) 
 = 1:Vypoèetli jsme: v(n) = 16 �n3 + 5n+ 6� :Závìr: Prostor mù¾e být pomo
í n rovin rozdìlen nejvý¹e na 16 (n3 + 5n + 6)oblastí.Poznamenejme, ¾e pokud se 
h
eme pøesvìdèit o správnosti výpoètu, ve kte-rém jsme hledali suma
i nìjaké posloupnosti, snadno mù¾eme provést zkou¹ku,aplikujeme-li na obdr¾ený výsledek vzor
e pro diferen
e uvedené v pøed
hozíkapitole. To v¹ak ji¾ pone
háme na ètenáøi.Vìta 3.12: Ne
h» je dána posloupnost Pk(n)qn; kde q 6= 1: Potom existujeprávì jeden polynom Qk(n) takový, ¾e platí:�[Qk(n)qn℄ = Pk(n)qn;tj. X[Pk(n)qn℄ = Qk(n)qn + 
;kde 
 2 R je libovolná konstanta.Dùkaz: Je z
ela analogi
ký jako dùkaz Vìty 3.7, proto naznaèíme jen jehopostup a nebudeme jej detailnì provádìt.Hledejme koe�
ienty bj polynomu Qk(n) =Pkj=0 bjnj ; kde musíme ukázat,¾e bk 6= 0:�[Qk(n)qn℄ = �[qnPkj=0 bjnj ℄ = qn+1Pkj=0 bj(n+ 1)j � qnPkj=0 bjnj == qnPkj=0[qbj(n+ 1)j � bjnj ℄:Hodnoty bj urèíme porovnáním koe�
ientù z identity:qnPkj=0[qbj(n+ 1)j � bjnj ℄ = qnPk(n):Odtud rozepsáním zjistíme, ¾e bk 6= 0; a ¾e hodnoty bk; bk�1; :::; b0 jsou urèenyjednoznaènì. Poslední èást tvrzení plyne z Poznámky 3.4.Pøíklad 3.13: Naleznìte v¹e
hny posloupnosti y(n); pro které platí y(n) =P[5n(8n2 + 8n� 1) + 2n℄:Øe¹ení:y(n) =X�5n(8n2 + 8n� 1) + 2n� =X�5n(8n2 + 8n� 1)�+X 2n:Oznaème: y1(n) = X�5n(8n2 + 8n� 1)� ;y2(n) = X 2n:Podle Vìty 3.12 platí: y1(n) = 5n(b1n2 + b2n+ b3) + 
1;kde b1; b2; b3 jsou hledané konstanty a 
1 2 R je libovolné.�y1(n) = 5n+1[b1(n+ 1)2 + b2(n+ 1) + b3℄� 5n(b1n2 + b2n+ b3) == 5n[5(b1n2 + 2b1n+ b1 + b2n+ b2 + b3)� b1n2 � b2n� b3 == 5n[4b1n2 + (10b1 + 4b2)n+ 5b1 + 5b2 + 4b3℄:20



Tedy: 5n[4b1n2 + (10b1 + 4b2)n+ 5b1 + 5b2 + 4b3℄ = 5n(8n2 + 8n� 1):Porovnáním koe�
ientù: 4b1 = 8 ) b1 = 2;10b1 + 4b2 = 8 ) b2 = �3;5b1 + 5b2 + 4b3 = �1 ) b3 = 1:Dostali jsme y1(n) = 5n(2n2 � 3n+ 1) + 
1:Podle Vìty 3.9.2 jey2(n) =X 2n = 12� 12n + 
2 = 2n + 
2;kde 
2 2 R je libovolná konstanta. Oznaèíme-li 
 = 
1 + 
2; pak mù¾eme psáty(n) = y1(n) + y2(n) = 5n(2n2 � 3n+ 1) + 2n + 
;kde 
 2 R je libovolná konstanta.Poznamenejme je¹tì, ¾e pøi hledání posloupnosti y1(n) jsme mohli rovnì¾vyu¾ít suma
i per partes (viz Vìta 3.6.3). Provedení tohoto výpoètu v¹ak ji¾pone
háme na ètenáøi.3.3 Souèet n èlenù posloupnostiV této kapitole si uká¾eme, jak lze pomo
í suma
e získat vzor
e pro souèetn èlenù posloupnosti.Souèet s(n) první
h n èlenù posloupnosti u(n)s(n) = u(1) + u(2) + :::+ u(n)se nazývá n�tým èásteèným souètem èlenù posloupnosti u(n): Tyto souèty tvoøínovou posloupnost - posloupnost èásteèný
h souètù posloupnosti u(n):Odvoïme nyní funkèní vzore
 (tj. vzore
, který je elementární funk
í pro-mìnné n) posloupnosti s(n): Platí:s(n) = u(1) + u(2) + :::+ u(n);s(n+ 1) = u(1) + u(2) + :::+ u(n) + u(n+ 1):Odeètením tì
hto rovností dostáváme:s(n+ 1)� s(n) = �s(n) = u(n+ 1); (3.1)tj. s(n) =Xu(n+ 1): (3.2)Je-li u(n) zadána funkèním vzor
em obsahují
ím posloupnosti 
; nk; qn; sin�n;
os�n a posloupnosti z ni
h utvoøené souètem nebo souèinem, umíme na základìpøed
hozího výkladu tuto úlohu vyøe¹it.Oznaèíme-li U(n+ 1) jednu ze suma
í posloupnosti u(n+ 1); mù¾eme psát:s(n) = U(n+ 1) + 
;kde 
 je konstanta urèená poèáteèní podmínkou:s(1) = U(2) + 
 = u(1):21



Odtud 
 = u(1)� U(2); tedys(n) = U(n+ 1) + u(1)� U(2):Tímto jsme odvodili vìtu:Vìta 3.14: Ne
h» posloupnost u(n) je dána funkèním vzor
em. Ne
h» U(n+1) je jedna ze suma
í posloupnosti u(n + 1): Pak pro n�tý èásteèný souèetposloupnosti u(n) platí:s(n) = U(n+ 1) + u(1)� U(2):Pøíklad 3.15: Naleznìte funkèní vzore
 pro n�tý èásteèný souèet posloup-nosti u(n) = sin �3 (n� 1):Øe¹ení: Hledáme s(n) = u(1) + u(2) + :::+ u(n):Podle (3.1) platí: �s(n) = sin �3n:Podle Poznámky 3.10 budeme s(n) hledat ve tvaru:s(n) = a sin �3n+ b 
os �3n+ 
:S vyu¾itím Vìt 2.15.4 a 2.15.5 poèítejme:�s(n) = � ha sin �3n+ b 
os �3n+ 
i = a hsin��3n+ �3�� sin �3ni++ b h
os��3n+ �3�� 
os �3ni = a h�
os �3 � 1� sin �3n+ sin �3 
os �3ni++ b h�
os �3 � 1� 
os �3n� sin �3 sin �3ni == a �12 sin �3n+ p32 
os �3n!+ b �12 
os �3n� p32 sin �3n! ==  �12a� p32 b! sin �3n+ p32 a� 12b! 
os �3n:Identi
ky má platit: �12a� p32 b! sin �3n+ p32 a� 12b! 
os �3n = sin �3n:Porovnáním koe�
ientù: �12a� p32 b = 1;p32 a� 12b = 0;odkud vypoèteme, ¾e a = � 12 ; b = �p32 ; tedys(n) = �12 sin �3n� p32 
os �3n+ 
 = � sin��3n+ �3�+ 
:Konstantu 
 urèíme z poèáteèní podmínky s(1) = u(1); tj.:� sin 2�3 + 
 = sin 0;22



odkud 
 = p32 : Hledané øe¹ení jes(n) = � sin �3 (n+ 1) + p32 :Pøíklad 3.16: Naleznìte vzore
 pro souèet první
h n èlenù geometri
ké po-sloupnosti.Øe¹ení: Geometri
ká posloupnost je posloupnost urèená rekurentnì:u(n+ 1) = u(n) � q;kde u(1) a q jsou daná èísla.Nejprve potøebujeme znát funkèní vzore
 pro geometri
kou posloupnost. Podleuvedeného rekurentního vzor
e platí:u(2) = u(1) � q;u(3) = u(2) � q = u(1) � q2;u(4) = u(3) � q = u(2) � q3;...u(n+ 1) = u(n) � q = u(1) � qn:Hledáme s(n) = u(1) + u(2) + :::+ u(n):Zaènìme zvlá¹tním pøípadem, je-li q = 1; tzn. u(1) = u(2) = ::: = u(n): Pakzøejmì platí s(n) = n � u(1):Nyní pøedpokládejme, ¾e q 6= 1: Podle (3.2) platí s(n) =Pu(n+ 1): Tedys(n) =X[u(1)qn℄ = u(1)X qn = u(1) � 1q � 1 � qn + 
:Konstantu 
 urèíme z poèáteèní podmínky:s(1) = u(1)q � 1q + 
 = u(1):Odtud 
 = � u(1)q � 1 :Dostali jsme s(n) = u(1)q � 1(qn � 1) = u(1)qn � 1q � 1 :Pro souèet první
h n èlenù geometri
ké posloupnosti platí:s(n) = u(1)qn � 1q � 1 ; je� li q 6= 1;s(n) = n � u(1); je� li q = 1:3.4 Urèité sumyDe�ni
e 3.17: Ne
h» u(n) je posloupnost. Ne
h» a; b jsou pøirozená èísla,a � b: Pak urèitou sumou posloupnosti u(n) v intervalu ha; bi rozumíme souèet:bXn=au(n) = u(a) + u(a+ 1) + :::+ u(b� 1) + u(b):23



De�ni
i urèité sumy lze roz¹íøit pro libovolná 
elá èísla a; b; a � b; pokud jeu(n) de�nována ve v¹e
h bode
h mno¾iny fa; a+ 1; :::; bg:Ve spojitém pøípadì je analogií k pojmu urèité sumy urèitý integrál . Pro jeho výpoèetplatí Newton-Leibnitzùv vzore
 (v pøípadì, ¾e existuje primitivní funk
e F k funk
i f)Z ba f(x)dx = [F (x)℄ba = F (b)� F (a);jeho¾ diskrétní analogii si právì uvedeme. V¹imnìme si, ¾e v diskrétním pøípadì se opìt obje-vuje posun.Vìta 3.18: Ne
h» posloupnost U(n) je suma
í posloupnosti u(n); tj. U(n) =Pu(n): Ne
h» a 2 N; b 2 N; a � b: Pak platí:bXn=au(n) = [U(n)℄b+1a = U(b+ 1)� U(a):Dùkaz: U(n) =Pu(n); tj. �U(n) = U(n+ 1)� U(n) = u(n): Proto:U(a+ 1)� U(a) = u(a);U(a+ 2)� U(a+ 1) = u(a+ 1);...U(b)� U(b� 1) = u(b� 1);U(b+ 1)� U(b) = u(b):Souètem tì
hto rovností dostaneme:U(b+ 1)� U(a) = u(a) + u(a+ 1) + :::+ u(b� 1) + u(b);
o¾ jsme mìli dokázat.Následují
í vìta ukazuje, ¾e urèitá suma má tyté¾ vlastnosti, jaké jsme uvedlipro suma
i ve Vìtì 3.6.Vìta 3.19: Ne
h» u(n) a v(n) jsou posloupnosti. Ne
h» a; b 2 N; a � b: Pakplatí:1. Pbn=a[u(n)� v(n)℄ =Pbn=a u(n)�Pbn=a v(n)2. Pbn=a[
u(n)℄ = 
Pbn=a u(n); kde 
 2 R je libovolná konstanta3. Pbn=a[u(n)�v(n)℄ = [u(n)v(n)℄b+1a �Pbn=a[v(n + 1)�u(n)℄ /tzv. suma
eper partes pro urèité sumy/Dùkaz:1. Pbn=a[u(n)� v(n)℄ = u(a)� v(a)+u(a+1)� v(a+1)+ :::+u(b)� v(b) == u(a) +u(a+1)+ :::+u(b)� [v(a) + v(a+1)+ :::+ v(b)℄ =Pbn=a u(n)��Pbn=a v(n)2. Pbn=a[
u(n)℄ = 
u(a)+
u(a+1)+:::+
u(b) = 
[u(a)+u(a+1)+:::+u(b)℄ == 
Pbn=a u(n)3. Podle Vìty 2.10.3 lze psát: P[u(n)�v(n) + v(n+ 1)�u(n)℄ = u(n)v(n):Podle Vìty 3.18 platí:Pbn=a[u(n)�v(n)+v(n+1)�u(n)℄ = [u(n)v(n)℄b+1a :Rovnost upravme s vyu¾itím èásti 1 této vìty:Pbn=a[u(n)�v(n)℄ = [u(n)v(n)℄b+1a �Pbn=a[v(n+ 1)�u(n)℄:Tímto je vìta dokázána. 24



Pøíklad 3.20: Vypoètìte Pbn=a[nqn℄; kde a; b 2 N; a � b a q 6= 1:Øe¹ení: Postupujme podle Vìty 3.19.3:u(n) = n �v(n) = qn�u(n) = 1 v(n) = 1q�1qn; v(n+ 1) = 1q�1qn+1bXn=a [nqn℄ = �n qnq � 1�b+1a � bXn=a � qn+1q � 1� = 1q � 1 �(b+ 1)qb+1 � aqa��� q(q � 1)2 [qn℄b+1a = 1q � 1 �(b+ 1)qb+1 � aqa�� q(q � 1)2 (qb+1 � qa):Tedy: bXn=a[nqn℄ = 1q � 1 �(b+ 1)qb+1 � aqa�� q(q � 1)2 (qb+1 � qa):3.5 Suma
e vy¹¹í
h øádùZnáme-li k�tou diferen
i a hledáme posloupnost, kterou jsme diferen
ovali,potøebujeme zavést pojem k�té suma
e.De�ni
e 3.21: Ne
h» n; k 2 N a u(n) je posloupnost. Polo¾meX (0)u(n) = u(n);X (1)u(n) = Xu(n):Potom k-tou suma
i posloupnosti u(n) znaèíme P(k) u(n) a de�nujeme reku-rentnì vzor
em X (k)u(n) =XhX (k�1)u(n)i :Pro k = 1 místo první suma
e øíkáme jen suma
e. Pro k > 1 kromì termínuk�tá suma
e øíkáme té¾ suma
e k�tého øádu.Ètenáø si jistì v¹iml, ¾e de�ni
e k�té suma
e je naprosto analogi
ká de�ni
ik�té diferen
e. Výpoèet k�té suma
e provádíme rekurentnì podle De�ni
e 3.21,tj. analogi
ky jako výpoèet k�té diferen
e, pokud postupujeme podle De�ni
e2.20 (viz Pøíklad 2.23).Pøíklad 3.22: Naleznìte alespoò jednu posloupnost y(n); která je tøetí su-ma
í posloupnosti u(n) = 3n:Øe¹ení: Vyu¾ijme Vìtu 3.9.2, kde staèí zvolit 
 = 0 :Xu(n) = X 3n = 12 � 3n;X (2)u(n) = XhXu(n)i =X�12 � 3n� = 12X 3n = 14 � 3n;X (3)u(n) = XhX (2)u(n)i =X�14 � 3n� = 14X 3n = 18 � 3n:Zadání vyhovuje napø. posloupnost:y(n) = 18 � 3n:25



Podle Poznámky 3.4 víme, ¾e suma
ePu(n) není urèena jednoznaènì, ale ¾etì
hto posloupností je nekoneènì mnoho. Je tedy zøejmé, ¾e nekoneènì mnohoje i posloupností, které jsou k�tou suma
í posloupnosti u(n): Hledejme tedyobe
ný vzore
, který by nám umo¾òoval nalézt v¹e
hny posloupnosti y(n); prokteré platí y(n) =X (k)u(n):Nejprve ale zformulujme a doka¾me následují
í vìtu.Vìta 3.23: Ne
h» n; k 2 N a u(n) je posloupnost. Pak platí:�ku(n) = 0 , u(n) = 
k�1nk�1 + 
k�2nk�2 + :::+ 
0;kde 
i 2 R pro i = 0; 1; :::; k � 1 jsou libovolné konstanty.Dùkaz:þ)\ Dùkaz této implika
e provedeme postupnými suma
emi, pøièem¾ vyu¾ijemeVìty 3.2 a 3.7. Ne
h» �ku(n) = 0; pak�k�1u(n) = X 0 = 
01;�k�2u(n) = X (2)0 =X 
01 = 
12n+ 
02;...�k�ju(n) = X (j)0 =X(
j�2;j�1nj�2 + 
j�3;j�1nj�3 + :::+ 
0;j�1) == 
j�1;jnj�1 + 
j�2;jnj�2 + :::+ 
0j ;...u(n) = X (k)0 =X(
k�2;k�1nk�2 + 
k�3;k�1nk�3 + :::+ 
0;k�1) == 
k�1;knk�1 + 
k�2;knk�2 + :::+ 
0k:V prvním øádku je konstanta 
01 podle Vìty 3.2 libovolná. Ve druhém øádku jepodle Vìty 3.9.1 konstanta 
02 libovolná a konstanta 
12 se rovná konstantì 
01;která je ov¹em libovolná, tak¾e i konstanta 
12 nabývá libovolné hodnoty. Taktolze postupnì s vyu¾itím Vìty 3.7 zdùvodnit, ¾e v¹e
hny konstanty v poslednímøádku jsou libovolné.þ(\ Ne
h» u(n) = 
k�1nk�1+
k�2nk�2+:::+
0; kde 
i 2 R pro i = 0; 1; :::; k�1jsou libovolné konstanty. Posloupnost u(n) je v tomto pøípadì polynomem a tonejvý¹e stupnì k � 1: Proto tvrzení platí podle Vìty 2.24.Vìta 3.24: Ne
h» n; k 2 N a ne
h» u(n) a v(n) jsou posloupnosti. Pak�ku(n) = �kv(n) pro 8n 2 N , u(n) = v(n)+ 
k�1nk�1+ 
k�2nk�2+ :::+ 
0;kde 
i 2 R pro i = 0; 1; :::; k � 1 jsou libovolné konstanty. Neboli, u(n) a v(n)jsou k�tými suma
emi té¾e posloupnosti právì tehdy, kdy¾ se li¹í o polynomnejvý¹e stupnì k � 1:Dùkaz: Nejprve s vyu¾itím Vìt 2.21 a 3.19.1 uka¾me platnost vzor
e, kte-rého vyu¾ijeme pøi dùkazu obou implika
í. Pro libovolné posloupnosti u(n) av(n) platí:�ku(n)��kv(n) =Pkj=0(�1)k�j�kj�u(n+ j)�Pkj=0(�1)k�j�kj�v(n+ j) ==Pkj=0(�1)k�j�kj�[u(n+ j)� v(n+ j)℄ = �k[u(n)� v(n)℄:þ)\ �ku(n)��kv(n) = 0) �k[u(n)�v(n)℄ = 0) u(n) = v(n)+ 
k�1nk�1+26




k�2nk�2 + :::+ 
0 (viz Vìta 3.23).þ(\ Ne
h» u(n) = v(n) + 
k�1nk�1 + 
k�2nk�2 + :::+ 
0: Oznaème pro zjedno-du¹ení zápisu w(n) = 
k�1nk�1 + 
k�2nk�2 + :::+ 
0: Pak �ku(n) = �k[v(n) +w(n)℄ = �kv(n) + �kw(n): Ale �kw(n) = 0 (viz Vìta 3.23), tedy �ku(n) =�kv(n):Poznámka 3.25: Z Vìty 3.24 vyplývá, ¾e je-li U(n) k�tou suma
í u(n); pakexistuje nekoneènì mnoho posloupností y(n); které jsou k�tými suma
emi u(n)a ka¾dou z ni
h lze vyjádøit ve tvaru:y(n) =X (k)u(n) = U(n) + 
k�1nk�1 + 
k�2nk�2 + :::+ 
0;kde 
i 2 R pro i = 0; 1; :::; k � 1 jsou libovolné konstanty.Právì vylo¾enou problematiku ilustrujeme pøíkladem v dal¹í kapitole, kdezjistíme, ¾e úloha na výpoèet k�té suma
e je zvlá¹tním pøípadem diferenènírovni
e k�tého øádu. Uvidíme také, ¾e Poznámka 3.25 vlastnì popisuje, jakéhotvaru je obe
né øe¹ení diferenèní rovni
e �ky(n) = u(n):3.6 Úlohy na pro
vièeníÚloha 3.29: Naleznìte v¹e
hny posloupnosti y(n); pro které platí �y(n) =u(n); je-li:1. u(n) = 6n2 + 8n [y(n) = 2n3 + n2 � 3n+ 
℄2. u(n) = (2n2 � 4) � 3n [y(n) = (n2 � 3n+ 1) � 3n + 
℄3. u(n) = sin �4n [y(n) = � 12 sin �4n� 1+p22 
os �4n+ 
℄Úloha 3.30: Naleznìte funkèní vzore
 pro souèet první
h n èlenù posloup-nosti u(n); je-li:1. u(n) = (2n� 1)2 [s(n) = 43n3 � 13n = 13n(2n� 1)(2n+ 1)℄2. u(n) = n � 12�n�1 [s(n) = 4� (n+ 2) � 12�n�1℄3. u(n) = n3 [s(n) = 14 (n4 + 2n3 + n2) = [ 12n(n+ 1)℄2℄Úloha 3.31: Rozhodnìte, zda posloupnosti U(n) = 
os(�n � �3 ) a V (n) =12 [(�1)n �p2℄ jsou suma
emi té¾e posloupnosti.[ano; �U(n) = �V (n) = (�1)n+1; U(n)�V (n) = ::: = 12 
os�n� 12 (�1)n++p22 = 12 (�1)n � 12 (�1)n + p22 = p22 ℄Úloha 3.32: Naleznìte v¹e
hny posloupnosti y(n); pro které platí y(n) =Pn sin �2n:[Návod: Postupujte metodou suma
e per partes. Jejím u¾itím dostanete:y(n) = Pn sin �2n = �n2 (sin �2n + 
os �2n) + 12P(
os �2n � sin �2n): Metodouneurèitý
h koe�
ientù vypoètete, ¾e P(
os �2n� sin �2n) = sin �2n:℄[y(n) = 12 (1� n) sin �2n� n2 
os �2n+ 
℄27



Úloha 3.33: Naleznìte vzore
 pro souèet první
h n èlenù aritmeti
ké po-sloupnosti.[Návod: Aritmeti
ká posloupnost je urèená rekurentnì: u(n+ 1) = u(n) + d;kde u(1) a d jsou daná èísla. Funkèní vzore
 pro aritmeti
kou posloupnost dosta-nete ve tvaru u(n) = u(1)+(n�1)d:Výpoètem s(n) =P(u(1)+nd); s(1) = u(1)obdr¾íte vzore
 s(n) = d2n2+[u(1)� d2 ℄n; který je¹tì upravte na obvyklej¹í tvar.℄[s(n) = n2 [u(1) + u(n)℄℄Úloha 3.34: Urèete souèet vnitøní
h úhlù konvexního n�úhelníka (n � 3):[Návod: Souèet vnitøní
h úhlù konvexního n�úhelníka A1A2:::An je s(n):Uva¾te konvexní (n + 1)�úhelník A1A2:::An+1: Souèet jeho vnitøní
h úhlù jedán souètem vnitøní
h úhlù n�úhelníka A1A2:::An a trojúhelníka A1AnAn+1:℄[Øe¹ením �s(n) = 180Æ; s(3) = 180Æ vyjde s(n) = (n� 2) � 180Æ:℄Úloha 3.35: Urèete poèet úhlopøíèek konvexního n�úhelníka (n � 4):[Návod: Jeden ze zpùsobù, jak vyøe¹it tuto úlohu je sestavit rekurentní vztah.Poèet úhlopøíèek v konvexním n�úhelníku A1A2:::An je u(n): Uva¾te konvexní(n + 1)�úhelník A1A2:::An+1: Jeho úhlopøíèky tvoøí právì v¹e
hny úhlopøíèkyn-úhelníka A1A2:::An plus þnové\ úhlopøíèky A1An, A2An+1, A3An+1, . . . ,An�1An+1.℄[Øe¹ením �u(n) = n� 1; u(4) = 2 vyjde u(n) = 12n2 � 32n = n2 (n� 3):℄Úloha 3.36: Urèete nejvìt¹í mo¾ný poèet u(n) oblastí, na které lze rovinurozdìlit pomo
í n kru¾ni
.[Návod: Mìjme n kru¾ni
 k1; k2; :::; kn v obe
né poloze, tj. n kru¾ni
 takový
h,¾e ka¾dé dvì z ni
h se protnou ve dvou bode
h a ¾ádné tøi z ni
h nepro
házejíjedním bodem. Uva¾te kru¾ni
i kn+1 tak, aby v¹e
h n + 1 kru¾ni
 bylo opìtv obe
né poloze. Kru¾ni
e kn+1 je 2n prùseèíky s kru¾ni
emi k1; k2; :::; kn roz-dìlena na 2n obloukù, pøièem¾ ka¾dý z tì
hto obloukù dìlí jednu z pùvodní
hoblastí roviny na dvì þnové\.℄[Øe¹ením �u(n) = 2n; u(1) = 2 vyjde u(n) = n2 � n+ 2:℄Úloha 3.37: Urèete nejvìt¹í mo¾ný poèet v(n) oblastí, na které lze rozdìlitprostor pomo
í n kulový
h plo
h.[Návod: Mìjme n kulový
h plo
h K1;K2; :::;Kn v obe
né poloze, tj. n kulo-vý
h plo
h takový
h, ¾e ka¾dé tøi se protínají a ¾ádné ètyøi nepro
házejí tým¾bodem. Uva¾te kulovou plo
hu Kn+1 tak, aby v¹e
h n+ 1 kulový
h plo
h byloopìt v obe
né poloze. Prùniky Kn+1TKj ; j = 1; :::; n jsou kru¾ni
e, které roz-dìlí kulovou plo
hu Kn+1 na n2 � n+2 oblastí (viz Úloha 3.36), pøièem¾ ka¾dáz tì
hto oblastí dìlí jednu z pùvodní
h èástí prostoru na dvì þnové\.℄[Øe¹ením �v(n) = n2 � n+ 2; v(1) = 2 vyjde v(n) = 13n3 � n2 + 83n == n3 (n2 � 3n+ 8):℄
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4 Pojem diferenèní rovni
eDe�ni
e 4.1: Ne
h» f : N�Rk+1 ! R je funk
e k+2 promìnný
h. Rovni
itvaru f(n; y;�y;�2y; :::;�ky) = 0; (4.1)ve které je neznámou posloupnost y = '(n); nazýváme diferenèní rovni
í k-téhoøádu a 1. typu de�novanou v N:Ka¾dou posloupnost y = '(n); která pro v¹e
hna n 2 N splòuje rovni
i (4.1),nazveme partikulárním øe¹ením této rovni
e.Obe
ným øe¹ením pak rozumíme vzore
 zahrnují
í v¹e
hna partikulární øe¹ení.De�ni
e 4.1 je analogi
ká k de�ni
i diferen
iální rovni
e k-tého øádu, nahradíme-li diferen
ederiva
emi pøíslu¹ného øádu.Pøíklad 4.2: Diferenèní rovni
e 1. typu:1. �y � y = 4 je pro 8n 2 N rovni
e 1. øádu2. 3�2y + n�y = 0 je pro 8n 2 N rovni
e 2. øádu3. (n� 1)2�y = 5n je pro n 6= 1 rovni
e 1. øádu4. (�3y)2 + 2n + 1 = 0 je pro 8n 2 N rovni
e 3. øádu5. �3y = 6 je pro 8n 2 N rovni
e 3. øáduAèkoliv je¹tì diferenèní rovni
e neumíme øe¹it, snadno si zdùvodníme, ¾e4. rovni
e nemá reálné øe¹ení, proto¾e (�3y)2 � 0; 2n > 0 a souèet na levéstranì rovni
e nikdy nemù¾e dát nulu.Pov¹imnìme si nyní 5. rovni
e. To je v¹ak úloha na k-tou suma
i (k = 3),kterou jsme se zabývali v pøed
hozím textu. Zvlá¹tním pøípadem diferenèní
hrovni
 1. typu jsou rovni
e tvaru �ky = u(n):Je-li y1 = '1(n) = P(k) u(n) partikulární øe¹ení této rovni
e, pak podle Vìty3.24 existuje polynom stupnì nejvý¹e k�1 takový, ¾e libovolné jiné partikulárníøe¹ení y2 této rovni
e lze vyjádøit jako souèet y1 a zmínìného polynomu. Obe
néøe¹ení této rovni
e je tedy tvaruy = '1(n) + 
k�1nk�1 + 
k�2nk�2 + :::+ 
1n+ 
0;kde 
k�1; 
k�2; :::; 
0 jsou libovolné konstanty, 
o¾ je v souladu s Poznámkou3.25. Libovolné partikulární øe¹ení dostaneme z obe
ného øe¹ení vhodnou volboukonstant 
k�1; 
k�2; :::; 
0: Tyto konstanty pak urèujeme z tzv. poèáteèní
h pod-mínek, které tvoøí k daný
h dvoji
 hodnot fn0;�jy(n0)g; pro j = 0; 1; :::; k� 1;kde n0 2 N:Pomo
í vìt uvedený
h v kapitole o suma
i doká¾eme øe¹it rovni
e �ky =u(n); kde u(n) je spe
iálního tvaru: konst:; nk; qn; sin�n; 
os�n a funk
e utvo-øené souètem nebo souèinem z ni
h. Øe¹ení hledáme postupnými suma
emi ato buï pøímým výpoètem pomo
í pøíslu¹ný
h vzor
ù, nebo odhadneme tvar øe-¹ení, který dosadíme s neurèitými koe�
ienty do patøièné rovni
e a urèíme jeporovnáním s koe�
ienty pravé strany u(n):Pøíklad 4.3: Najdìte obe
né øe¹ení a partikulární øe¹ení urèené poèáteènímipodmínkami y(1) = 3;�y(1) = 4;�2y(1) = 8 rovni
e �3y = 6:Øe¹ení: Nejprve postupnými suma
emi hledejme obe
né øe¹ení rovni
e �3y =6: Platí �3y = �(�2y):29



Oznaèíme-li �2y = y1; obdr¾íme rovni
i�y1 = 6:Podle Vìty 3.9.1 platí y1 = 6n+ 
�2;kde 
�2 je libovolná konstanta. Je tedy�2y = �(�y) = 6n+ 
�2:Oznaème podobnì �y = y2: Øe¹íme tudí¾ rovni
i�y2 = 6n+ 
�2:Podle Vìty 3.8 dostáváme y2 = 6 � 12n(2) + 
�2n+ 
�1;kde 
�1 je libovolná konstanta. Koneènì vypoètìme neznámou y z rovni
e�y = 3n(2) + 
�2n+ 
�1:Vyu¾ijeme-li znovu Vìtu 3.8, obdr¾ímey = 3 � 13n(3) + 
�2 � 12n(2) + 
�1n+ 
0;kde 
0 je libovolná konstanta. Po odstranìní zobe
nìný
h mo
nin, oznaèíme-li
2 = �3 + 12
�2 a 
1 = 2� 12
�2 + 
�1; mù¾eme zapsat obe
né øe¹ení ve tvaru:y = n3 + 
2n2 + 
1n+ 
0:Zbývá urèit partikulární øe¹ení dané poèáteèními podmínkami:y(1) = 3; y(1) = 
�1 + 
0;�y(1) = 4; �y(1) = 
�2 + 
�1;�2y(1) = 8; �2y(1) = 6 + 
�2:Odtud snadno vypoèteme:
�2 = 2; 
�1 = 2; 
0 = 1:Ale 
2 = �3 + 12
�2 =) 
2 = �2;
1 = 2� 12
�2 + 
�1 =) 
1 = 3:Hledané partikulární øe¹ení tedy jey = n3 � 2n2 + 3n+ 1:S diferenèní rovni
í 1. typu v dal¹ím pøíli¹ pra
ovat nebudeme. Uka¾me si,jak dojdeme k jinému tvaru diferenèní rovni
e. Podle Vìty 2.21 mù¾eme psát:�y = '(n+ 1)� '(n);�2y = '(n+ 2)� 2'(n+ 1) + '(n);...�ky = '(n+ k)��k1�'(n+ k � 1) + :::+ (�1)k'(n):30



Zaveïme znaèení: '(n+ j) = y(n+ j); j = 0; 1; 2; :::; k:De�ni
e 4.4: Ne
h» g: N�Rk+1 ! R je funk
e k+2 promìnný
h. Rovni
itvaru g (n; y(n); y(n+ 1); :::; y(n+ k)) = 0; (4.2)kde y(n + j) = '(n + j); j = 0; 1; 2; :::; k; ve které neznámou je posloupnosty(n) = '(n); nazýváme diferenèní rovni
í 2. typu de�novanou v N: Øíkáme, ¾erovni
e je k-tého øádu, jestli¾e se v (4.2) pro ka¾dé n 2 N skuteènì objeví y(n)i y(n + k) (þskuteènìÿ se myslí tak, ¾e nejsou napø. vynásobeny koe�
ientem,který je pro nìjaké n nulový).Ka¾dou posloupnost y(n) = '(n); která pro v¹e
hna n 2 N splòuje rovni
i (4.2),nazýváme partikulární øe¹ení diferenèní rovni
e 2. typu v N:Obe
ným øe¹ením rovni
e 2. typu pak rozumíme vzore
 zahrnují
í v¹e
hna par-tikulární øe¹ení.Poèáteèní podmínky tvoøí k daný
h dvoji
 hodnot fn0 + j; '(n0 + j)g pro j =0; 1; 2; :::; k � 1; kde n0 2 N:Pøíklad 4.5: Diferenèní rovni
e 2. typu:1. y2(n+ 1)� 3y(n) = 4 je pro 8n 2 N rovni
e 1. øádu2. y(n+ 2) = y(n+1)1+(n�2)2y(n) je pro n 6= 2 rovni
e 2. øádu3. y(n+2)� y(n+1) = 0 je pro 8n 2 N rovni
e 1. øádu (rovni
e neobsahujeèleny y(n); tzn. øád rovni
e urèíme a¾ po provedení substitu
e t = n + 1;kdy¾ dostaneme rovni
i y(t+ 1)� y(t) = 0)Pøíklad 4.6: Rovni
i 1. typu �2y +�y = 0 pøeveïte na rovni
i 2. typu.Øe¹ení: Platí: �y = y(n+ 1)� y(n);�2y = y(n+ 2)� 2y(n+ 1) + y(n):Dosadíme-li do dané rovni
e, dostáváme:y(n+ 2)� y(n+ 1) = 0:V¹imnìme si, ¾e zatím
o øád rovni
e 1. typu byl 2, rovni
e 2. typu je 1. øádu(viz Pøíklad 4.5.3), tedy øád nezùstal za
hován. Obvyklej¹í je druhá de�ni
ediferenèní rovni
e vèetnì de�ni
e jejího øádu.Pøíklad 4.7: Rovni
i y(n+ 3)� 3y(n+ 2) + y(n) = 5n pøeveïte na rovni
i1. typu:Øe¹ení: Ze vztahù�y = y(n+ 1)� y(n);�2y = y(n+ 2)� 2y(n+ 1) + y(n);�3y = y(n+ 3)� 3y(n+ 2) + 3y(n+ 1)� y(n)vyjádøíme y(n+ 1); y(n+ 2) a y(n+ 3); pøièem¾ znaèíme y(n) = y :y(n+ 1) = �y + y;y(n+ 2) = �2y + 2�y + y;y(n+ 3) = �3y + 3�2y + 3�y + y:31



Dosadíme do dané rovni
e a dostáváme�3y � 3�y � y = 5n:Jak jsme ji¾ naznaèili, v dal¹ím budeme pra
ovat s rovni
emi 2. typu.Úloha 4.8: Naleznìte obe
né a partikulární øe¹ení dané rovni
e, je-li:1. �2y = 9 � 22n+1; y(1) = 5; �y(1) = 20[ OØ: y = 22n+1 + 
1n+ 
0; PØ: y = 22n+1 � 4n+ 1 ℄2. �2y = 12n; y(1) = 5; �y(1) = �4[ OØ: y = 2n3 � 6n2 + 
1n+ 
0; PØ: y = 2n3 � 6n2 + 9 ℄Úloha 4.9: Naleznìte obe
né øe¹ení dané rovni
e, je-li:1. �2y = p32 sin �3n� 12 
os �3n [ y = 
os �3n+ 
1n+ 
0 ℄2. �3y = (8n+ 36) � 3n [ y = n � 3n + 
2n2 + 
1n+ 
0 ℄
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5 Pojem a vlastnosti lineární diferenèní rovni
eDe�ni
e 5.1: Diferenèní rovni
i tvarua0(n)y(n) + a1(n)y(n+ 1) + :::+ ak(n)y(n+ k) = u(n); (5.1)kde u(n); a0(n); a1(n); :::; ak(n) jsou libovolné posloupnosti de�nované v N, pøi-èem¾ a0(n) 6= 0, ak(n) 6= 0 pro v¹e
hna n 2 N; nazýváme lineární diferenènírovni
í k-tého øádu; a0(n); a1(n);:::; ak(n) nazýváme koe�
ienty, u(n) pravoustranou.Jestli¾e jsou posloupnosti a0(n); a1(n); :::; ak(n) konstantami, pí¹eme a0(n) = a0;a1(n) = a1; :::; ak(n) = ak a øíkáme, ¾e rovni
e má konstantní koe�
ienty.V opaèném pøípadì hovoøíme o rovni
i s nekonstantními koe�
ienty.Je-li pro v¹e
hna n 2 N u(n) = 0; øíkáme, ¾e rovni
e je homogenní (bez pravéstrany). V opaèném pøípadì mluvíme o rovni
i nehomogenní (s pravou stranou).Pøíklad 5.2:1. 2y(n+ 2)� y(n+ 1) + 3y(n) = 0 je homogenní lineární diferenèní rovni
e2. øádu s konstantními koe�
ienty2. y(n)y(n+ 1)� y(n) = 1 není lineární diferenèní rovni
e3. y(n+1)+ (n2+1)y(n) = 5n je nehomogenní lineární diferenèní rovni
e 1.øádu s nekonstantními koe�
ientyVìta 5.3: (Existenèní vìta pro lineární diferenèní rovni
i)Ne
h» je dáno k hodnot y(
); y(
 + 1); :::; y(
 + k � 1) v k po sobì jdou
í
hbode
h 
; 
 + 1; :::; 
 + k � 1 z de�nièního oboru N lineární diferenèní rovni
e(5.1). Potom existuje v N právì jedno øe¹ení rovni
e (5.1), které splòuje zadanépoèáteèní podmínky.Dùkaz: Provedeme úplnou induk
í. Ne
h» daný bod 
 2 N lze psát ve tvaru
 = 1 +N; kde N je jisté pøirozené èíslo.Nejprve doká¾eme, ¾e øe¹ení y(n) existuje pro n � 
 + k; k tomu nejdøívenalezneme y(
+ k): Dosaïme n = 
 do rovni
e (5.1):a0(
)y(
) + a1(
)y(
+ 1) + :::+ ak(
)y(
+ k) = u(
):Proto¾e ak(
) 6= 0; mù¾eme jednoznaènì vypoèítat y(
 + k); nebo» hodnotyy(
); y(
+ 1); :::; y(
+ k � 1) jsou pøedepsány.y(
+ k) = 1ak(
) [u(
)� a0(
)y(
)� a1(
)y(
+ 1)� :::� ak�1(
)y(
+ k � 1)℄:Pøedpokládejme, ¾e takto lze jednoznaènì vypoèítat hodnoty y(
+ k); y(
+ k+1); :::; y(
+K) pro jisté K � k: Z toho doká¾eme, ¾e lze jednoznaènì vypoèítati y(
 + K + 1) a to následovnì: do rovni
e (5.1) dosadíme n = 
 + K � k + 1(n 2 N); proto¾e K � k � 0; je n � 
+ 1 :a0(n)y(
+K�k+1)+a1(n)y(
+K�k+2)+:::+ak(n)y(
+K+1) = u(
+K�k+1):Nebo» ak(n) 6= 0; lze jednoznaènì vyjádøity(
+K + 1) = 1ak(n) [u(
+K � k + 1)� a0(n)y(
+K � k + 1)�� a1(n)y(
+K � k + 2)� :::� ak�1(n)y(
+K)℄:Proto¾e 
+K � k + 1 � 
+ 1; jsou tedy hodnoty y(
 +K � k + 1); y(
+K �k + 2); :::; y(
 + K) podle indukèního pøedpokladu urèeny jednoznaènì. To aleznamená, ¾e øe¹ení existuje, a to jediné, pro v¹e
hna n � 
+ k:33



Nyní vypoètìme øe¹ení pro n = 1; 2; :::; 
 � 1: Dosaïme do rovni
e (5.1)n = 
� 1 2 N :a0(
� 1)y(
� 1) + a1(
� 1)y(
) + :::+ ak(
� 1)y(
� 1 + k) = u(
� 1):Odtud mù¾eme jednoznaènì vypoèítat y(
 � 1); proto¾e v diferenèní rovni
ipøedpokládáme a0(n) 6= 0: Dále, dosadíme-li n = 
 � 2; vypoèteme podobnìy(
� 2) atd., a¾ po N (koneènì mnoha) kro
í
h vypoèítáme y(
�N) = y(1):Nyní se budeme zabývat homogenní rovni
í. V následují
í
h vìtá
h si uká-¾eme nìkolik vlastností, které mají øe¹ení této rovni
e.Vìta 5.4: Rovni
ea0(n)y(n) + a1(n)y(n+ 1) + :::+ ak(n)y(n+ k) = 0 (5.2)má pro v¹e
hna n 2 N v¾dy tzv. triviální øe¹ení y(n) = 0:Dùkaz: Je-li pro 8n 2 N y(n) = 0; pak y(n+ j) = 0 pro j = 0; 1; :::; k a tedya0(n)y(n) + a1(n)y(n+ 1) + : : :+ ak(n)y(n+ k) =Pkj=0 aj(n)y(n+ j) = 0:Vìta 5.5: Ne
h» '1(n) a '2(n) jsou partikulární øe¹ení rovni
e (5.2) a ne
h»C1; C2 jsou libovolné konstanty. Pak funk
e y(n) = C1'1(n)+C2'2(n) je rovnì¾øe¹ením rovni
e (5.2).Dùkaz:Pkj=0 aj(n)[C1'1(n+ j)+C2'2(n+ j)℄ = C1Pkj=0 aj(n)'1(n+ j)+C2Pkj=0 aj(n)'2(n+ j) = C1 � 0 + C2 � 0 = 0.Z Vìty 5.5 plyne následují
í dùsledek:Dùsledek 5.6: Ne
h» '1(n); '2(n); :::; 'k(n) jsou partikulární øe¹ení rovni
e(5.2). Ne
h» C1; C2; :::; Ck jsou libovolné konstanty. Pak funk
e y(n) = C1'1(n)+C2'2(n) + :::+ Ck'k(n) je také øe¹ením rovni
e (5.2).Dùkaz: Pkj=0 aj(n)[C1'1(n + j) + C2'2(n + j) + ::: + Ck'k(n + j)℄ =C1Pkj=0 aj(n)'1(n+ j)+ C2Pkj=0 aj(n)'2(n+ j) + :::+ CkPkj=0 aj(n)'k(n+j) = 0 .V dal¹ím se budeme zabývat lineárnì nezávislými øe¹ními '1(n); '2(n); :::;'k(n) rovni
e (5.2). Uká¾eme toti¾, ¾e posloupnost y(n) =Pkj=1 Cj'j(n) budeobe
ným øe¹ením rovni
e (5.2). Nejprve v¹ak uveïme de�ni
i lineárnì nezávis-lý
h posloupností.De�ni
e 5.7: Øekneme, ¾e posloupnosti '1(n); '2(n); :::; 'k(n) jsou lineárnìzávislé v N, jestli¾e existuje aspoò jedna konstanta Ci 6= 0; i = 1; 2; :::; k taková,¾e pro v¹e
hna n 2 N je splnìna rovni
eC1'1(n) + C2'2(n) + :::+ Ck'k(n) = 0:V opaèném pøípadì øekneme, ¾e posloupnosti '1(n); '2(n); :::; 'k(n) jsou line-árnì nezávislé v N.De�ni
e 5.8: Øíkáme, ¾e posloupnosti '1(n); '2(n); :::; 'k(n); které jsoupartikulárními øe¹eními rovni
e (5.2) v N, tvoøí fundamentální systém øe¹ení,jestli¾e jsou posloupnosti '1(n); '2(n); :::; 'k(n) lineárnì nezávislé v N.V dal¹ím textu vyu¾ijeme vìtu z lineární algebry, která udává dùle¾itou vlast-nost lineárnì nezávislý
h posloupností. Její dùkaz lze nalézt napø. v knize [2℄.34



Vìta 5.9: Posloupnosti '1(n); '2(n); :::; 'k(n) jsou lineárnì nezávislé v Nprávì tehdy , kdy¾ existuje n0 2 N takové, ¾e determinantD = ��������� '1(n0) '2(n0) : : : 'k(n0)'1(n0 + 1) '2(n0 + 1) : : : 'k(n0 + 1)...'1(n0 + k � 1) '2(n0 + k � 1) : : : 'k(n0 + k � 1) ��������� 6= 0:Vìta 5.10: Ne
h» posloupnosti '1(n); '2(n); :::; 'k(n) tvoøí fundamentálnísystém øe¹ení rovni
e (5.2) v N. Pak obe
né øe¹ení rovni
e (5.2) je tvaruy(n) = C1'1(n) + C2'2(n) + :::+ Ck'k(n); (5.3)kde C1; C2; :::; Ck jsou libovolné konstanty.Dùkaz: Aby
hom mohli tvrdit, ¾e tvar (5.3) je obe
ným øe¹ením rovni
e(5.2), musíme dokázat toto. Je-li '(n) libovolné partikulární øe¹ení rovni
e (5.2),pak existují konstanty C1; C2; :::; Ck takové, ¾e '(n) =Pkj=1 Cj'j(n) pro ka¾dén 2 N. To znamená, ¾e kdy¾ uká¾eme, jak lze tyto konstanty nalézt, pak budemeumìt libovolné partikulární øe¹ení rovni
e (5.2) vyjádøit ve tvaru (5.3).K výpoètu konstant utvoøíme následují
í soustavu k lineární
h rovni
:kXj=1Cj'j(n0) = '(n0)kXj=1Cj'j(n0 + 1) = '(n0 + 1)...kXj=1Cj'j(n0 + k � 1) = '(n0 + k � 1):Podle pøedpokladu a Vìty 5.9 existuje n0 2 N, pro nì¾ je determinant mati
esoustavy nenulový a tedy existuje jediné øe¹ení C�1 ; C�2 ; : : : ; C�k : Tím jsme doká-zali, ¾e '(n) =Pkj=1 C�j 'j(n) pro body n0; n0 +1; :::; n0+ k� 1 a zbývá ovìøit,¾e i pro ostatní body n 2 N platí '(n) =Pkj=1 C�j 'j(n):Utvoøme posloupnost g(n) = '(n)�Pkj=1 C�j 'j(n) pro v¹e
hna n 2 N. Tatoposloupnost je podle Dùsledku 5.6 také partikulárním øe¹ením rovni
e (5.2) prov¹e
hna n 2 N. Z výpoètu konstant C�1 ; C�2 ; : : : ; C�k vyplývá, ¾e posloupnostg(n) nabývá ve v¹e
h bode
h n0; n0+1; :::; n0+k�1 hodnot 0: Vezmeme-li tytohodnoty v k po sobì jdou
í
h bode
h za poèáteèní podmínky, pak z existenèníVìty 5.3 víme, ¾e jimi je urèeno jediné partikulární øe¹ení, 
o¾ je právì g(n) atoto øe¹ení je triviální, tj. pro v¹e
hna n 2 N je g(n) = 0; 
o¾ jsme mìli dokázat.Nyní se dostáváme k nehomogenní lineární rovni
i.Vìta 5.11: (Prin
ip superpozi
e)Ne
h» �; � 2 R: Ne
h»  1(n) je øe¹ením rovni
e Pkj=0 aj(n)y(n + j) = u(n) a 2(n) je øe¹ením rovni
e Pkj=0 aj(n)y(n + j) = v(n): Pak � 1(n) + � 2(n) jeøe¹ením rovni
ePkj=0 aj(n)y(n+ j) = �u(n) + �v(n):Dùkaz: Pkj=0 aj(n)[� 1(n + j) + � 2(n + j)℄ = �Pkj=0 aj(n) 1(n + j) +�Pkj=0 aj(n) 2(n+ j) = �u(n) + �v(n).35



Dùsledek 5.12: Jsou-li  1(n);  2(n) libovolná øe¹ení nehomogenní rovni
e(5.1), pak je rozdíl  1(n)�  2(n) øe¹ením homogenní rovni
e (5.2).Dùkaz: Vyplývá pøímo z Vìty 5.11, je-li � = 1; � = �1; u(n) = v(n):Dùsledek 5.13: Ne
h» Y (n) = Pkj=1 Cj'j(n) je obe
né øe¹ení homogennírovni
e (5.2), ne
h» Z(n) =  (n) je partikulární øe¹ení nehomogenní rovni
e(5.1). Pak obe
né øe¹ení rovni
e (5.1) je tvaruy(n) = Z(n) + Y (n) =  (n) + kXj=1Cj'j(n): (5.4)Dùkaz: Potøebujeme dokázat, ¾e libovolné øe¹ení rovni
e (5.1) (oznaème jej 1(n)) lze zapsat ve tvaru (5.4). To v¹ak plyne z Dùsledku 5.12, nebo» 1(n)�  (n) = kXj=1Cj'j(n);tj.  1(n) =  (n) + kXj=1Cj'j(n):Obe
né øe¹ení nehomogenní rovni
e je tedy souètem jednoho partikulárníhoøe¹ení nehomogenní rovni
e a obe
ného øe¹ení homogenní rovni
e.Na závìr této kapitoly uka¾me, jak najít partikulární øe¹ení nehomogennírovni
e urèené poèáteèními podmínkami. Ne
h» je dáno obe
né øe¹ení tvaru (5.4)rovni
e (5.1). Hledejme partikulární øe¹ení, které v daný
h k po sobì jdou
í
hbode
h n0; n0 + 1; :::; n0 + k � 1 z de�nièního oboru N nabývá daný
h hodnoty(n0) = Y0; y(n0 + 1) = Y1; :::; y(n0 + k � 1) = Yk�1 (poèáteèní podmínky).Z tì
hto podmínek lze urèit jednoznaènì konstanty C1; C2; :::; Ck následují
ímzpùsobem: dosaïme postupnì do tvaru (5.4) za n0 a y(n0) poèáteèní podmínky.Dostáváme soustavu k lineární
h rovni
 pro neznámé C1; C2; :::; Ck :kXj=1Cj'j(n0) = Y0 �  (n0);...kXj=1Cj'j(n0 + k � 1) = Yk�1 �  (n0 + k � 1):Determinant mati
e soustavy je nenulový (viz Vìta 5.9), tudí¾ soustava má je-diné øe¹ení C1; C2; :::; Ck:Poznamenejme je¹tì, ¾e uvedený postup platí i pro homogenní rovni
i (5.2)s tím, ¾e  (n0) =  (n0 + 1) = ::: =  (n0 + k � 1) = 0:
36



6 Homogenní lineární diferenèní rovni
e s kon-stantními koe�
ientyHledejme netriviální øe¹ení homogenní lineární diferenèní rovni
e s konstant-ními koe�
ienty k�tého øádu:a0y(n) + a1y(n+ 1) + :::+ aky(n+ k) = 0; (6.1)kde a0 6= 0; ak 6= 0 jsou reálné konststanty. Podstatnou roli zde bude hrátjistá algebrai
ká rovni
e (tzv. 
harakteristi
ká rovni
e), její¾ koøeny nás pøivedouk obe
nému øe¹ení rovni
e (6.1).De�ni
e 6.1: Algebrai
kou rovni
ia0 + a1�+ :::+ ak�k = 0 (6.2)nazýváme 
harakteristi
kou rovni
í diferenèní rovni
e (6.1).Vìta 6.2: Ne
h» � 6= 0: Pak posloupnost y(n) = �n je øe¹ením rovni
e (6.1)právì tehdy, kdy¾ � je øe¹ením rovni
e (6.2).Dùkaz:þ)\ Ne
h» y(n) = �n je øe¹ením rovni
e (6.1)) a0�n+a1�n+1+:::+ak�n+k = 0;� 6= 0; tedy lze rovni
i dìlit �n ) a0 + a1�+ :::+ ak�k = 0; neboli � je øe¹ením(6.2).þ(\ Zøejmé, nebo» staèí þotoèit implika
e\ v pøed
hozí èásti.Poznámka 6.3: Pov¹imnìme si, ¾e je-li � koøenem 
harakteristi
ké rovni
e(6.2), pak � 6= 0 nebo» a0 6= 0 (viz De�ni
e 5.1).Vìta 6.4: Posloupnosti �n1 ; �n2 ; :::; �nk pro �i 6= �j ; kde i 6= j; �i 6= 0; i; j =1; 2; :::; k; jsou lineárnì nezávislé v N.Dùkaz: Podle Vìty 5.9 potøebujeme dokázat, ¾e existuje n0 2 N takové, ¾edeterminant D 6= 0; kdeD = ��������� �n01 �n02 : : : �n0k�n0+11 �n0+12 : : : �n0+1k...�n0+k�11 �n0+k�12 : : : �n0+k�1k ��������� :Vytkneme-li z ka¾dého sloup
e pøed determinant spoleèného dìlitele �n0j ; dosta-neme D = �n01 �n02 :::�n0k � ��������� 1 1 : : : 1�1 �2 : : : �k...�k�11 �k�12 : : : �k�1k ��������� :Oznaème D = (�1�2:::�k)n0D�k: Proto¾e (�1�2:::�k)n0 6= 0 pro libovolné n0 2N; staèí dokázat, ¾e determinant D�k 6= 0: Hodnota determinantu se nezmìní,pøièteme-li k jednomu øádku násobek jiného øádku. Násobme tedy první øádekèíslem ��1 a pøiètìme první øádek ke druhému, násobme druhý øádek èíslem��1 a seètìme ho s øádkem tøetím, atd. a¾ (k� 1)�tý øádek vynásobíme èíslem��1 a pøièteme k poslednímu øádku. DostávámeD�k = ��������� 1 1 : : : 10 �2 � �1 : : : �k � �1...0 �k�22 (�2 � �1) : : : �k�2k (�k � �1) ��������� :37



Rozvineme-li determinant D�k podle prvního sloup
e a vytkneme-li z ka¾déhosloup
e spoleèného dìlitele, obdr¾ímeD�k = (�2 � �1)(�3 � �1):::(�k � �1) � ��������� 1 1 : : : 1�2 �3 : : : �k...�k�22 �k�23 : : : �k�2k ��������� :Tedy D�k = (�2 � �1)(�3 � �1):::(�k � �1)D�k�1:Podle pøedpokladu je (�2��1)(�3��1):::(�k ��1) 6= 0; 
o¾ znamená, ¾e potøe-bujeme dokázat, ¾e D�k�1 6= 0: Dále postupujeme analogi
ky, a¾ se dostanemek determinantu D�2 = ���� 1 1�k�1 �k ���� = �k � �k�1 6= 0;
o¾ jsme potøebovali dokázat.Rovni
e (6.2) má nejvý¹e k rùzný
h koøenù �i; a to podle Poznámky 6.3nenulový
h, 
o¾ podle Vìt 6.2 a 6.4 znamená, ¾e známe pøíslu¹ný poèet lineárnìnezávislý
h partikulární
h øe¹ení rovni
e (6.1). V dal¹ím se budeme zabývatproblémem, jak nalézt fundamentální systém øe¹ení v závislosti na 
harakterukoøenù 
harakteristi
ké rovni
e (6.2).6.1 Charakteristi
ká rovni
e má k rùzný
h reálný
h ko-øenùVìta 6.5: Ne
h» �1; �2; :::; �k ; �i 2 R; �i 6= �j ; kde i 6= j; i; j = 1; 2; :::; k;jsou koøeny rovni
e (6.2). Pak rovni
e (6.1) má v N obe
né øe¹ení tvaruy(n) = C1�n1 + C2�n2 + :::+ Ck�nk ;kde C1; C2; :::; Ck jsou libovolné konstanty.Dùkaz: Vìta vyplývá z Vìt 5.10, 6.2 a 6.4.Pøíklad 6.6:Naleznìte obe
né øe¹ení rovni
e y(n+2)�9y(n+1)+20y(n) = 0:Øe¹ení: Charakteristi
ká rovni
e má tvar �2�9�+20 = 0: Její øe¹ení urèímesnadno pomo
í rozkladu na souèin: (� � 4)(� � 5) = 0; tedy �1 = 4; �2 = 5:Podle Vìty 6.5 je obe
né øe¹ení této rovni
ey(n) = C14n + C25n:Pøíklad 6.7: Zjistìte, kolik þslov\ délky n lze sestavit z písmen A;B;C tak,aby ¾ádné z ni
h neobsahovalo þpodslovo\ typu AA;AB;BA;BB:Øe¹ení: Oznaème s(n) poèet hledaný
h slov. Rozdìlme mno¾inu slov délkyn+ 2 vyhovují
í
h zadání na tøi disjunktní podmno¾iny podle toho, jakým pís-menem konèí. Ov¹em slova konèí
í písmenem A (resp. B) musí mít pøedposlednípísmeno C; aby neobsahovala zakázané podslovo. Touto úvahou dostáváme re-kurentní vzore
 s(n+ 2) = s(n+ 1) + 2s(n);
o¾ je vlastnì lineární diferenèní rovni
e, kterou lze pøepsat do obvyklej¹ího tvarus(n+ 2)� s(n+ 1)� 2s(n) = 0:Zøejmì s(1) = 3; s(2) = 5: 38



Charakteristi
ká rovni
e je �2 � � � 2 = 0 a její koøeny �1 = 2; �2 = �1:Obe
né øe¹ení má tvar s(n) = C12n + C2(�1)n:Konstanty C1; C2 urèíme z poèáteèní
h podmínek s(1) = 3; s(2) = 5; dosadíme-lido obe
ného øe¹ení za n = 1; n = 2 :3 = 2C1 � C2;5 = 4C1 + C2:Øe¹ením této soustavy jsou hodnoty C1 = 43 ; C2 = � 13 : Pro hledaný poèet slovjsme na¹li vzore
 s(n) = 43 � 2n � 13(�1)n;tedy s(n) = 13 �2n+2 + (�1)n+1� :6.2 Charakteristi
ká rovni
e má imaginární koøenyNejprve si pøipomeòme známé poznatky o komplexní
h èísle
h, o které seopírá následují
í vìta:� Jestli¾e má 
harakteristi
ká rovni
e (6.2) imaginární koøen �1 = � + i�;pak má i koøen �2 = �� i�:� Ka¾dé komplexní èíslo �+ i� 6= 0 lze vyjádøit pomo
í jeho absolutní hod-noty a argumentu v goniometri
kém tvarur(
os! + i sin!) = �+ i�� Moivreova vìta[r(
os! + i sin!)℄n = rn(
os!n+ i sin!n)Vìta 6.8: Ne
h» má rovni
e (6.2) imaginární koøeny �1;2 = r(
os!� i sin!)(tj. r 6= 0 a ! 6= k�; k 2 N). Pak má rovni
e (6.1) tato lineárnì nezávislápartikulární øe¹ení'1(n) = rn 
os!n; '2(n) = rn sin!n;tedy má za øe¹ení posloupnost'1;2(n) = rn(C1 
os!n+ C2 sin!n);kde C1; C2 jsou libovolné konstanty.Dùkaz: Má-li rovni
e (6.2) koøeny �1;2 = r(
os! � i sin!); pak podle Vìty6.2 je posloupnost �n1;2 partikulárním øe¹ením rovni
e (6.1). Ale �n1;2 = [r(
os!�i sin!)℄n = [r(
os(�!) + i sin(�!))℄n = rn[
os(�!n) + i sin(�!n)℄ =rn(
os!n� i sin!n): Tedy�n1;2 = rn(
os!n� i sin!n)Podle Vìty 5.5 jsou øe¹ením rovni
e (6.1) i posloupnosti '1(n) = 12 (�n1 + �n2 ) a'2(n) = 12i (�n1 � �n2 ); tj.'1(n) = rn 
os!n; '2(n) = rn sin!n:39



Doka¾me dále, ¾e tyto posloupnosti jsou v N lineárnì nezávislé. K tomu je tøeba(viz Vìta 5.9) ukázat, ¾e existuje n0 2 N, pro nì¾ je nenulový determinantD = ���� '1(n0) '2(n0)'1(n0 + 1) '2(n0 + 1) ���� :D = '1(n0)'2(n0 + 1)� '1(n0 + 1)'2(n0) = rn 
os!n0 � rn0+1 sin!(n0 + 1)�rn0+1 
os!(n0+1) � rn0 sin!n0 = r2n0+1[
os!n0(sin!n0 
os!+
os!n0 sin!)�sin!n0(
os!n0 
os!� sin!n0 sin!)℄ = r2n0+1(
os2 !n0 sin!+sin2 !n0 sin!) =r2n0+1 sin!: Tedy D = r2n0+1 sin! 6= 0; nebo» ! 6= k�; k 2 N a r 6= 0:Pøíklad 6.9: Najdìte obe
né øe¹ení rovni
e y(n+2)�2y(n+1)+4y(n) = 0:Øe¹ení: Charakteristi
ká rovni
e je �2 � 2� + 4 = 0; její koøeny pak jsou�1;2 = 2�p4�162 = 1�p3i: Aby
hom mohli pou¾ít Vìtu 6.8, musíme tyto koøenypøevést do goniometri
kého tvaru: 1 � p3i = 2(
os �3 � i sin �3 ); tedy r = 2;! = �3 : Obe
né øe¹ení je:y(n) = 2n(C1 
os �3n+ C2 sin �3n):Závìrem této podkapitoly uveïme vìtu, kterou vyu¾ijeme v dal¹ím textu.Vìta 6.10: Ne
h» rovni
e (6.1) má komplexní øe¹ení y(n) = u(n) + iv(n):Pak jsou také posloupnosti u(n) a v(n) øe¹ením dané rovni
e.Dùkaz: 0 =Pkj=0 aj [u(n+j)+iv(n+j)℄ =Pkj=0 aju(n+j)+iPkj=0 ajv(n+j); ale tento komplexní výraz je nulový, kdy¾Pkj=0 aju(n+j) = 0 aPkj=0 ajv(n+j) = 0; 
o¾ v¹ak znamená, ¾e u(n) a v(n) jsou øe¹ením rovni
e (6.1).6.3 Charakteristi
ká rovni
e má ví
enásobný koøenNásledují
í vìta nám dá návod, jak nalézt s nezávislý
h partikulární
h øe¹enípøíslu¹ejí
í
h s�násobnému koøenu 
harakteristi
ké rovni
e.Vìta 6.11: Ne
h» má 
harakteristi
ká rovni
e dané diferenèní rovni
e k-téhoøádu s�násobný koøen �1; kde 1 � s � k: Pak má diferenèní rovni
e tato lineárnìnezávislá partikulární øe¹ení: '1(n) = �n1'2(n) = n�n1...'s(n) = ns�1�n1 ;tj. má za øe¹ení posloupnost'1;2;:::;s(n) = Ps�1(n)�n1 ;kde Ps�1(n) je libovolný polynom stupnì s� 1:Dùkaz zde vzhledem k nároènosti formální
h úprav nebudeme provádìt. Ète-náø ho v¹ak mù¾e nalézt v knize [1℄, str. 76.Poznámka 6.12: Jestli¾e má 
harakteristi
ká rovni
e s�násobný imaginárníkoøen �1 = r(
os! + i sin!); pak jsou posloupnosti '1(n); '2(n); :::; 's(n) uve-dené ve Vìtì 6.11 komplexní. Podle Vìty 6.10 jsou v¹ak øe¹ením reálné i imagi-nární èásti tì
hto posloupností, tj. hledaná lineárnì nezávislá partikulární øe¹eníjsou posloupnosti'1j(n) = nj�1rn 
os!n a '2j(n) = nj�1rn sin!n40



pro j = 1; 2; :::; s:Pøíklad 6.13: Naleznìte obe
né øe¹ení rovni
e y(n+6)�2y(n+5)+3y(n+4)� 4y(n+ 3) + 3y(n+ 2)� 2y(n+ 1) + y(n) = 0:Øe¹ení: Charakteristi
ká rovni
e je�6 � 2�5 + 3�4 � 4�3 + 3�2 � 2�+ 1 = 0;
o¾ je kladnì re
iproká rovni
e 6. stupnì. Rovni
i vydìlíme �3 (� 6= 0) a sub-stitu
í zavedeme pomo
nou promìnnou � + 1� = z; pak �2 + 1�2 = z2 � 2 a�3 + 1�3 = z3 � 3z: Dostávámez3 � 3z � 2(z2 � 2) + 3z � 4 = 0;tj. z3 � 2z2 = 0;tedy z1 = 2; z2;3 = 0: Vra»me se k pùvodní promìnné �: Koøen z1 = 2 náspøivede k hodnotì �1;2 = 1; dvojnásobný koøen z2;3 = 0 pak ke dvojnásobnýmimaginárním koøenùm �3;4 = i = 
os �2 + i sin �2 a �5;6 = �i = 
os �2 � i sin �2 :Podle Vìty 6.11 a Poznámky 6.12 lze obe
né øe¹ení zapsaty(n) = C1 + C2n+ C3 
os �2n+ C4n 
os �2n+ C5 sin �2n+ C6n sin �2n:Po úpravìy(n) = C1 + C2n+ 
os �2n(C3 + C4n) + sin �2n(C5 + C6n):6.4 Úlohy na pro
vièeníÚloha 6.14: Naleznìte obe
né øe¹ení a partikulární øe¹ení urèené poèáteè-ními podmínkami:1. y(n+ 2) + y(n+ 1)� 6y(n) = 0; y(1) = �13; y(2) = �11[OØ: y(n) = C12n + C2(�3)n; PØ: y(n) = �5 � 2n + (�3)n℄2. y(n+ 2) + 4y(n+ 1)� 12y(n) = 0; y(1) = �32; y(2) = 32[OØ: y(n) = C12n + C2(�6)n; PØ: y(n) = �5 � 2n+1 + 2 � (�6)n℄3. y(n+ 2) + 4y(n+ 1) + 16y(n) = 0; y(1) = 2; y(2) = �40[OØ: y(n) = C14n 
os 2�3 n+ C24n sin 2�3 n;PØ: y(n) = 2 � 4n 
os 2�3 n+p3 � 4n sin 2�3 n℄Úloha 6.15: Naleznìte funkèní vzore
 pro posloupnosti dané rekurentnì:1. u(n+ 2) = 9u(n+ 1)� 18u(n); u(1) = 1; u(2) = 21 [u(n) = �5 � 3n�1 + 6n℄2. u(n+ 2) = 2u(n+ 1) + 2u(n); u(1) = �1; u(2) = 1[u(n) = 9+5p312 (1�p3)n + 9�5p312 (1 +p3)n℄3. u(n+ 2) = 2u(n+ 1)� 2u(n); u(1) = 2; u(2) = �2[u(n) = p2n(3 
os �4n� sin �4n)℄Úloha 6.16: Naleznìte obe
né øe¹ení následují
í
h diferenèní
h rovni
1. y(n+ 3) + 8y(n) = 0 [y(n) = C1(�2)n + C22n 
os �3n+ C32n sin �3n℄41



2. y(n+ 3)� 12y(n+ 2) + 48y(n+ 1)� 64y(n) = 0[y(n) = C14n + C2n4n + C3n24n℄3. y(n+ 3)� 5y(n+ 2)� 4y(n+ 1) + 20y(n) = 0[y(n) = C12n + C2(�2)n + C35n℄4. y(n+ 3)� 3y(n+ 2) + 4y(n+ 1)� 12y(n) = 0[y(n) = C12n 
os �2n+ C22n sin �2n+ C33n℄5. y(n+ 4)� 2y(n+ 2) + y(n) = 0 [y(n) = C1 + C2n+ C3(�1)n + C4n(�1)n℄Úloha 6.17: Øe¹ete rovni
e 1. typu:[Návod: Rovni
e 1. typu nejprve pøeveïte na rovni
e 2. typu, které jsou ji¾doposud vylo¾enými prostøedky øe¹itelné℄1. �2y ��y = 0 [y(n) = C1 + C22n℄2. �3y + 3�2y + 3�y = 0 [y(n) = C1 + C2 
os 2�3 n+ C3 sin 2�3 n℄Úloha 6.18: Zjistìte, kolik þslov\ délky n lze sestavit z písmen A;B;C tak,aby ¾ádné z ni
h neobsahovalo þpodslovo\ typu AA nebo BA:[Návod: Uva¾ujte podobnì jako v Pøíkladu 6.7. Je zøejmé, ¾e slova konèí
ípísmenem A musí mít na pøedposledním místì písmeno C:℄[Øe¹ením rovni
e s(n+2)�2s(n+1)�s(n) = 0; s(1) = 3; s(2) = 7 dostanetes(n) = 12 [(1 +p2)n+1 + (1�p2)n+1℄:℄Úloha 6.19: Zjistìte, kolik þslov\ délky n lze sestavit z písmen A;B;C;Dtak, aby ¾ádné z ni
h neobsahovalo þpodslovo\ typu AB; BB; BC; CB; CC:[Návod: Promyslete si, ¾e slova konèí
í písmenem B musí mít na pøedpo-sledním místì písmeno D a slova konèí
í C mohou mít na pøedposledním místìpouze A nebo D:℄[Øe¹ením rovni
e s(n + 2) � 2s(n + 1) � 3s(n) = 0; s(1) = 4; s(2) = 11;dostanete s(n) = 14 [5 � 3n + (�1)n+1℄:℄
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7 Nehomogenní lineární diferenèní rovni
e s kon-stantními koe�
ientyZabývejme se rovni
í s konstantními koe�
ientya0y(n) + a1y(n+ 1) + :::+ aky(n+ k) = u(n); (7.1)kde a0 6= 0 a ak 6= 0 jsou reálné konstanty. Pøipomeòme, ¾e obe
né øe¹ení rovni
e(7.1) je dáno souètem obe
ného øe¹ení zhomogenizované rovni
e a libovolnéhopartikulárního øe¹ení rovni
e nehomogenní (viz Dùsledek 5.13). Homogenní rov-ni
e ji¾ umíme øe¹it, soustøeïme se nyní na nalezení partikulárního øe¹ení neho-mogenní rovni
e. K tomu lze pou¾ít dva postupy: metodu neurèitý
h koe�
ientù(té¾ nazýváme jakometodu odhadu partikulárního øe¹ení) a nebo metodu varia
ekonstant, 
o¾ vylo¾íme v následují
í
h podkapitolá
h.7.1 Metoda neurèitý
h koe�
ientùTuto metodu je mo¾no pou¾ít jen pro spe
iální pravé strany u(n); a to proposloupnosti typu konst; nk; qn; sin�n; 
os�n a posloupnosti utvoøené souètemnebo souèinem z ni
h. Z faktu, ¾e jeji
h diferen
e 1:; 2:; ::: a¾ k�tého øádu a jeji
hlineární kombina
e jsou opìt posloupnosti tého¾ typu (viz kapitola 2), usuzujeme,¾e toto platí i obrá
enì. Známe-li výslednou posloupnost u(n) utvoøenou lineárníkombina
íPkj=0 ajZ(n + j); pak posloupnost Z(n) je stejného typu jako u(n):Platí následují
í vìta.Vìta 7.1: Ne
h» je dána rovni
e s konstantními koe�
ientya0y(n) + a1y(n+ 1) + :::+ aky(n+ k) = Pm(n)qn 
os�n; (7.2)kde Pm(n) je polynom stupnì m � 0:1. Ne
h» má 
harakteristi
ká rovni
e koøeny �j 6= q(
os� + i sin�): Pak jepartikulárním øe¹ením rovni
e (7.2) posloupnost tvaruZ(n) = [Qm(n) sin�n+Rm(n) 
os�n℄qn;kde Qm(n) a Rm(n) jsou jisté polynomy stupnì m:2. Ne
h» má 
harakteristi
ká rovni
e nìkterý koøen �j = q(
os�+i sin�) a tos�násobný, s � 1: Pak je partikulárním øe¹ením rovni
e (7.2) posloupnosttvaru Z(n) = ns[Qm(n) sin�n+Rm(n) 
os�n℄qn;kde Qm(n) a Rm(n) jsou jisté polynomy stupnì m:Poznámka 7.2: Analogi
ké tvrzení platí pro rovni
ia0y(n) + a1y(n+ 1) + :::+ aky(n+ k) = Pm(n)qn sin�n:Dùkaz zde nebudeme provádìt, proto¾e je pomìrnì obtí¾ný. Pokud se ètenáø
h
e o této problemati
e dozvìdìt ví
e, mù¾eme jej odkázat na knihu [3℄, kapitola2.4, str. 70.Pøi hledání partikulárního øe¹ení nehomogenní rovni
e postupujeme tak, ¾edo dané diferenèní rovni
e dosadíme odhadnutý tvar Z(n) (podle Vìty 7.1, resp.Poznámky 7.2) s neurèitými koe�
ienty, které pak získáme porovnáním s koe�-
ienty pravé strany u(n):Pøíklad 7.3: Najdìte obe
né øe¹ení rovni
e y(n+2)� 8y(n+1)+15y(n) =130 sin �2n: 43



Øe¹ení: Nejprve najdeme obe
né øe¹ení zhomogenizované rovni
e y(n+2)�8y(n+1)+15y(n) = 0: Její 
harakteristi
ká rovni
e �2�8�+15 = 0 má koøeny�1 = 3 a �2 = 5; tak¾e obe
né øe¹ení homogenní rovni
e jeY (n) = C13n + C25n:To znamená, ¾e partikulární øe¹ení nehomogenní rovni
e pøedpokládáme ve tvaruZ(n) = a sin �2n+ b 
os �2n:Dosaïme do dané rovni
e:a sin �2 (n+ 2) + b 
os �2 (n+ 2)� 8[a sin �2 (n+ 1) + b 
os �2 (n+ 1)℄++15[a sin �2n+ b 
os �2n℄ = 130 sin �2n:U¾itím souètový
h vzor
ù po úpravì dostáváme:(14a+ 8b) sin �2 n+ (�8a+ 14b) 
os �2n = 130 sin �2n:Nyní porovnejme koe�
ienty: 14a+ 8b = 130�8a+ 14b = 0;odkud a = 7; b = 4: Partikulární øe¹ení rovni
e jeZ(n) = 7 sin �2n+ 4 
os �2n:Koneènì obe
né øe¹ení jsme nalezli ve tvaruy(n) = C13n + C25n + 7 sin �2n+ 4 
os �2n:Pøíklad 7.4: Naleznìte obe
né øe¹ení rovni
e y(n+2)+6y(n+1)+9y(n) =(4n2 + 4n)(�3)n+3:Øe¹ení: Charakteristi
ká rovni
e zhomogenizované rovni
e je �2+6�+9 = 0a má dvojnásobný koøen �1;2 = �3: Obe
né øe¹ení homogenní rovni
e je tedyY (n) = C1(�3)n + C2n(�3)n:Proto partikulární øe¹ení nehomogenní rovni
e musíme hledat ve tvaruZ(n) = n2(an2 + bn+ 
)(�3)n:Po dosazení do dané rovni
e dostaneme:(n+2)2[a(n+2)2+b(n+2)+
℄(�3)n+2+6(n+1)2[a(n+1)2+b(n+1)+
℄(�3)n+1++9n2(an2 + bn+ 
)(�3)n = (4n2 + 4n)(�3)n+3:Rovni
i vydìlíme (�3)n a zjednodu¹íme:108an2 + (216a+ 54b)n+ 126a+ 54b+ 18
 = �108n2 � 108n:Porovnáním koe�
ientù snadno vypoèteme:108a = �108 ) a = �1;216a+ 54b = �108 ) b = 2;126a+ 54b+ 18
 = 0 ) 
 = 1:44



Hledané partikulární øe¹ení jeZ(n) = n2(�n2 + 2n+ 1)(�3)n:Obe
né øe¹ení diferenèní rovni
e je tvaruy(n) = C1(�3)n + C2n(�3)n + n2(�n2 + 2n+ 1)(�3)n:Snadno nahlédneme, ¾e právì probíraný odhad partikulárního øe¹ení Z(n)úz
e souvisí s výpoètem k�té suma
e vylo¾eném v pøed
hozím textu. PodleVìty 2.21 je kXj=0(�1)k�j� kk � j�y(n+ j) = �kya tedy rovni
e 1. typu �ky = Pk(n)qn 
os�nje spe
iálním pøípadem rovni
e (7.2).Poznámka 7.5: Metodou neurèitý
h koe�
ientù lze øe¹it i rovni
e se þslo¾i-tìj¹í\ pravou stranou, ne¾ bylo uvedeno ve Vìtì 7.1. Je-li pravá strana rovni
e(7.1) souètem u1(n)+u2(n); kde u1(n) a u2(n) jsou spe
iálního tvaru ve smysluVìty 7.1, je-li Z1(n) partikulární øe¹ení rovni
ePkj=0 ajy(n+ j) = u1(n) a je-liZ2(n) partikulární øe¹ení rovni
e Pkj=0 ajy(n+ j) = u2(n); pak podle prin
ipusuperpozi
e (Vìta 5.11) víme, ¾e Z1(n) + Z2(n) je partikulární øe¹ení rovni
ePkj=0 ajy(n+ j) = u1(n) + u2(n):V následují
í podkapitole uvedeme pøíklad, ve kterém zmínìné skuteènostivyu¾ijeme.7.2 Metoda varia
e konstantTato metoda je obe
ná a nevy¾aduje spe
iální tvar pravé strany øe¹ené rov-ni
e (7.1). Ne
h» Y (n) = kXj=1 Cj'j(n) (7.3)je obe
né øe¹ení pøíslu¹né zhomogenizované rovni
ea0y(n) + a1y(n+ 1) + :::+ aky(n+ k) = 0: (7.4)Metoda varia
e konstant spoèívá v nahrazení konstant Cj ve tvaru (7.3) po-sloupnostmi Cj(n): Hledejme tedy partikulární øe¹ení rovni
e (7.1) ve tvaruZ(n) = kXj=1Cj(n)'j(n):K urèení k neznámý
h posloupností Cj(n) je tøeba k rovni
. Jednou z ni
h jesamozøejmì rovni
e (7.1), zbylý
h k � 1 rovni
 si vhodnì zvolíme pøi tvoøeníhodnot Z(n+ 1); Z(n+ 2); :::; Z(n+ k): Z De�ni
e 2.2 plyneCj(n+ 1) = Cj(n) + �Cj(n);protoZ(n+1) = kXj=1Cj(n+1)'j(n+1) = kXj=1Cj(n)'j(n+1)+ kXj=1�Cj(n)'j(n+1):45



Zvolme Cj(n) tak, aby kXj=1�Cj(n)'j(n+ 1) = 0;tedy Z(n+ 1) = kXj=1Cj(n)'j(n+ 1):To ale znamená, ¾eZ(n+2) = kXj=1Cj(n+1)'j(n+2) = kXj=1Cj(n)'j(n+2)+ kXj=1�Cj(n)'j(n+2):Zvolme opìt Cj(n) tak, abykXj=1�Cj(n)'j(n+ 2) = 0;tedy Z(n+ 2) = kXj=1Cj(n)'j(n+ 2):Popsaným zpùsobem postupujeme a¾ k Z(n + k � 1); èím¾ získáme zmínìný
hk � 1 rovni
. KoneènìZ(n+k) = kXj=1Cj(n+1)'j(n+k) = kXj=1Cj(n)'j(n+k)+ kXj=1�Cj(n)'j(n+k):Vyjádøené hodnoty Z(n); Z(n+ 1); :::; Z(n+ k) dosaïme do rovni
e (7.1):a0 kXj=1Cj(n)'j(n) + a1 kXj=1Cj(n)'j(n+ 1) + :::+ ak�1 kXj=1 Cj(n)'j(n+ k � 1)++ak kXj=1 Cj(n)'j(n+ k) + ak kXj=1�Cj(n)'j(n+ k) = u(n):V této rovni
i se objevují hodnoty posloupností Cj v¾dy ve stejném bodì n; 
o¾jsou jistá èísla. Lze tedy øí
i, ¾e kromì posledního èlenu je souèet sum na pravéstranì rovni
e roven nule, nebo» je to vlastnì levá strana rovni
e (7.4). Posledník�tá rovni
e pro �Cj ; j = 1; 2; :::; k je tedy tvaruak kXj=1�Cj(n)'j(n+ k) = u(n):Dostali jsme lineární soustavu k rovni
 pro k neznámý
h �Cj(n); j = 1; 2; :::; k :Pkj=1 'j(n+ 1)�Cj(n) = 0;Pkj=1 'j(n+ 2)�Cj(n) = 0;...Pkj=1 'j(n+ k � 1)�Cj(n) = 0;akPkj=1 'j(n+ k)�Cj(n) = u(n): (7.5)
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Proto¾e posloupnosti '1(n); '2(n); :::; 'k(n) jsou lineárnì nezávislé, je determi-nant mati
e soustavy nenulový a existuje jediné nenulové øe¹ení, ze kterého su-ma
í vypoèteme hledané posloupnosti Cj(n): Výsledek mù¾eme zapsat ve tvaruCj(n) = Kj(n) +Kj ; j = 1; :::; k;kde Kj jsou libovolné konstanty vzniklé pøi suma
í
h a Kj(n) jsou jisté posloup-nosti závisejí
í na pravé stranì u(n): Nebo» nám staèí najít jediné partikulárníøe¹ení, zvolme K1 = K2 = ::: = Kk = 0: Na¹li jsme tedy partikulární øe¹enírovni
e (7.1) ve tvaru Z(n) = kXj=1Kj(n)'j(n)a tím jsme odvodili vìtu.Vìta 7.6: Ne
h» '1(n); '2(n); :::; 'k(n) tvoøí fundamentální systém øe¹enírovni
e (7.4). Ne
h» diferen
e posloupností C1(n); C2(n); :::; Ck(n) jsou øe¹enímsystému (7.5). Pak posloupnostZ(n) = kXj=1Cj(n)'j(n)je partikulárním øe¹ením rovni
e (7.1).Pøíklad 7.7: Naleznìte obe
né øe¹ení rovni
e y(n+2)�6y(n+1)+5y(n) =22n+1 � 7 � 5n:Øe¹ení: Nejprve najdìme fundamentální systém øe¹ení zhomogenizované rov-ni
e y(n+2)�6y(n+1)+5y(n) = 0: Její 
harakteristi
ká rovni
e �2�6�+5 = 0má koøeny �1 = 1; �2 = 5: Tedy'1(n) = 1; '2(n) = 5n:1. zpùsob: Hledejme partikulární øe¹ení nehomogenní rovni
e metodou vari-a
e konstant: Z(n) = C1(n) + C2(n) � 5n:Podle (7.5) musíme øe¹it soustavu:�C1(n) + 5n+1�C2(n) = 0;�C1(n) + 5n+2�C2(n) = 22n+1 � 7 � 5n:Rozøe¹íme-li ji, dostáváme:�C1(n) = �12 � 4n + 74 � 5n;�C2(n) = 110 � �45�n � 720 :Podle vlastností suma
e pøedpokládámeC1(n) = a � 4n + b � 5n;C2(n) = 
 � �45�n + dn:Vypoèteme-li odtud �C1(n) a �C2(n) a porovnáme-li koe�
ienty, získámeC1(n) = �16 � 4n + 716 � 5n;C2(n) = �12 � �45�n � 720n:47



Po dosazení a úpravì dostáváme partikulární øe¹ení ve tvaruZ(n) = �23 � 4n � 720n � 5n + 716 � 5n;pøièem¾ èlen 716 �5n lze zahrnout do obe
ného èlenu C25n; tak¾e obe
né øe¹ení jey(n) = C1 + C25n � 23 � 4n � 720n � 5n:2. zpùsob: Hledejme partikulární øe¹ení nehomogenní rovni
e metodou neur-èitý
h koe�
ientù. Postupujme podle Poznámky 7.5. Nejprve hledejme partiku-lární øe¹ení rovni
e y(n+ 2)� 6y(n+ 1) + 5y(n) = 2 � 4n:Podle Vìty 7.1 toto øe¹ení pøedpokládáme ve tvaruZ1(n) = a � 4n:Dosaïme do dané rovni
ea � 4n+2 � 6a � 4n+1 + 5a � 4n = 2 � 4n;odkud pøímo vypoèteme, ¾e a = � 23 : TedyZ1(n) = �23 � 4n:Nyní hledejme partikulární øe¹ení rovni
ey(n+ 2)� 6y(n+ 1) + 5y(n) = �7 � 5n:Proto¾e �2 = 5 je koøenem 
harakteristi
ké rovni
e, musíme toto øe¹ení pøedpo-kládat ve tvaru Z2(n) = n � a � 5n:Dosaïme do vý
hozí rovni
e(n+ 2) � a � 5n+2 � 6(n+ 1) � a � 5n+1 + 5n � a � 5n = �7 � 5n:Pøímým výpoètem dostaneme a = � 720 : Tudí¾Z2(n) = � 720n � 5n:Podle prin
ipu superpozi
e je partikulární øe¹ení na¹í rovni
eZ(n) = Z1(n) + Z2(n) = �23 � 4n � 720n � 5n:Obe
né øe¹ení je tedyy(n) = C1 + C25n � 23 � 4n � 720n � 5n:V¹imnìme si, ¾e partikulární øe¹ení vypoètené metodou varia
e konstant ne-musí být stejné jako partikulární øe¹ení, které nalezneme metodou neurèitý
hkoe�
ientù, jak je vidìt i v Pøíkladu 7.7. To nás v¹ak nemusí pøekvapovat, pro-to¾e víme, ¾e partikulární øe¹ení není urèeno jednoznaènì.
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7.3 Úlohy na pro
vièeníÚloha 7.8: Naleznìte obe
né øe¹ení následují
í
h rovni
 (partikulární øe¹enínehomogenní rovni
e hledejte metodou neurèitý
h koe�
ientù):1. y(n+ 2)� 3y(n+ 1)� 4y(n) = 12n2 � 2n+ 15[y(n) = C1(�1)n + C24n � 2n2 + n� 3℄2. y(n+ 2)� 7y(n+ 1) + 10y(n) = �260 
os �2n[y(n) = C12n + C25n + 14 sin �2n� 18 
os �2n℄3. y(n+ 2) + 6y(n+ 1) + 9y(n) = 2(3n+ 2)(�3)n+2[y(n) = (C1 + C2n)(�3)n + n2(n� 1)(�3)n℄4. 9y(n+ 2)� 12y(n+ 1) + 4y(n) = 3� 2n [y(n) = (C1 + C2n)( 23 )n � 2n+ 15℄Úloha 7.9: Naleznìte obe
né øe¹ení následují
í
h rovni
 (partikulární øe¹enínehomogenní rovni
e hledejte metodou varia
e konstant):1. 2y(n+ 1)� 6y(n) = 3n � n � 2�n [y(n) = C13n + n2 � 3n�1 + (n5 + 125 ) � 2�n℄2. y(n+ 2)� 5y(n+ 1) + 6y(n) = 3n � n[y(n) = C12n + C23n + n � 3n�1 � n2 � 34 ℄3. y(n+ 2)� 10y(n+ 1) + 25y(n) = 5n � 2n[y(n) = (C1 + C2n)5n + n250 � 5n � n8 � 116 ℄Úloha 7.10: Zjistìte, kolik þslov\ délky n lze sestavit z písmen A;B;C tak,aby ¾ádné z ni
h neobsahovalo þpodslovo\ typu AC nebo BC:[Návod: Uva¾ujte podobnì jako v Pøíkladu 6.7. Promyslete si, ¾e slovo konèí
ípísmenem C je jediné, proto¾e musí mít ka¾dé pøed
hozí písmeno rovnì¾ C:℄[Øe¹ením rovni
e s(n+1)�2s(n) = 1; s(1) = 3 dostanete s(n) = 2 �2n�1 =2n+1 � 1:℄
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8 Lineární diferenèní rovni
e 1. øádu s nekon-stantními koe�
ientyV této závìreèné kapitole alespoò nastíníme problematiku øe¹ení rovni
 s ne-konstantními koe�
ienty a si
e uká¾eme postup øe¹ení lineární diferenèní rovni
e1. øádu.Uva¾ujme rovni
i a1(n)y(n+ 1) + a0(n)y(n) = u(n): (8.1)Podle De�ni
e 5.1 víme, ¾e a1(n) 6= 0 a a0(n) 6= 0 a proto rovni
i (8.1) mù¾emevydìlit a1(n): Oznaèíme-li a0(n)a1(n) = �A(n) a u(n)a1(n) = B(n); dostávámey(n+ 1)�A(n)y(n) = B(n): (8.2)Nejprve budeme øe¹it zhomogenizovanou rovni
i. Její obe
né øe¹ení oznaèmeY (n); y(n) pak bude znaèit obe
né øe¹ení rovni
e nehomogenní.Na rovni
i Y (n+ 1)�A(n)Y (n) = 0 (8.3)mù¾eme pohlí¾et jako na rekurentní vzore
, který také øíká, ¾eY (n) = A(n� 1)Y (n� 1);Y (n� 1) = A(n� 2)Y (n� 2);...Y (2) = A(1)Y (1);kde Y (1) znaèí poèáteèní hodnotu posloupnosti Y (n) v bodì n = 1; 
o¾ je libo-volná konstanta; oznaème ji C: Postupným zpìtným dosazováním za Y (2); Y (3);:::; Y (n� 1) dostávámeY (n) = C � A(1) � A(2) � : : : �A(n� 1) = C n�1Yj=1 A(j); (8.4)
o¾ je obe
né øe¹ení rovni
e (8.3).Jedním z první
h pojmù, se kterými se setkáváme ve støedo¹kolské kombi-natori
e, je permuta
e z n prvkù. Tímto pojmem se rozumí ka¾dá uspoøádanán�ti
e sestavená z daný
h n prvkù tak, ¾e ka¾dý prvek se v ní vyskytuje právìjednou. Následují
í pøíklad ukazuje jeden ze zpùsobù, jak urèit poèet v¹e
h per-muta
í z n prvkù.Pøíklad 8.1: Vypoètìte, kolik permuta
í lze sestavit z n prvkù (n 2 N).Øe¹ení: Hledaný poèet permuta
í z n prvkù oznaème P (n): Uva¾me o rozdì-lení P (n+ 1) permuta
í do skupin podle toho, který prvek je na prvním místì.Touto úvahou jsme P (n+ 1) permuta
í rozdìlili do n+ 1 skupin, z ni
h¾ ka¾dáobsahuje právì P (n) permuta
í. Tímto jsme odvodili rekurentní vzore
P (n+ 1) = (n+ 1)P (n);
o¾ je v¹ak homogenní lineární diferenèní rovni
e 1. øádu s nekonstantními ko-e�
ienty, kterou pøepi¹me do obvyklej¹ího tvaruP (n+ 1)� (n+ 1)P (n) = 0:Pøitom zøejmì platí P (1) = 1: Podle (8.4) je obe
né øe¹ení této rovni
e tvaruP (n) = C n�1Yj=1(j + 1) = C � 2 � 3 � : : : � n;50



kde C = P (1) = 1; tedy pro hledaný poèet permuta
í platíP (n) = 1 � 2 � 3 � : : : � n = n!K nalezení obe
ného øe¹ení rovni
e (8.2) potøebujeme znát aspoò jedno parti-kulární øe¹ení Z(n) této rovni
e. Budeme postupovat metodou varia
e konstanty.Partikulární øe¹ení Z(n) tedy pøedpokládáme ve tvaruZ(n) = u(n) � v(n); (8.5)kde u(n) je nenulové øe¹ení pøíslu¹né homogenní rovni
e a v(n) neznámá posloup-nost, kterou potøebujeme urèit. Podle (8.4) mù¾eme psát u(n) = Qn�1j=1 A(j):Snadno se pøesvìdèíme, ¾e platíZ(n+ 1) = u(n+ 1) � v(n+ 1) = A(n) � u(n)[v(n) + �v(n)℄: (8.6)Dosaïme (8.6) a (8.5) do (8.2):A(n) � u(n)[v(n) + �v(n)℄�A(n) � u(n) � v(n) = B(n);tj. A(n) � u(n) ��v(n) = B(n):Proto¾e A(n) 6= 0; u(n) 6= 0 platí�v(n) = B(n)A(n) � u(n) = B(n)u(n+ 1) :Podle Vìty 3.18 dostávámev(n)� v(1) = n�1Xj=1 B(j)u(j + 1) ;kde v(1) znaèí poèáteèní hodnotu hledané posloupnosti v(n) v bodì n = 1; 
o¾ jelibovolná konstanta. Proto¾e nám staèí nalézt jedno øe¹ení Z(n); mù¾eme zvolitv(1) = 0: Máme tedyv(n) = n�1Xj=1 B(j)u(j + 1) = n�1Xj=1 B(j)Qji=1 A(i) :Nyní dosaïme za u(n) a v(n) do (8.5)Z(n) = u(n) � v(n) = n�1Yj=1 A(j) � n�1Xj=1 B(j)Qji=1A(i) : (8.7)Ve tvaru (8.7) jsme nalezli partikulární øe¹ení rovni
e (8.2). Mù¾eme ji¾ zapsati obe
né øe¹ení této rovni
e, proto¾e podle Dùsledku 5.13 víme, ¾e je souètemobe
ného øe¹ení (8.4) zhomogenizované rovni
e (8.3) a jistého partikulárníhoøe¹ení (8.7) nehomogenní rovni
e (8.2). Tudí¾y(n) = C n�1Yj=1 A(j) + n�1Yj=1 A(j) � n�1Xj=1 B(j)Qji=1 A(i) :Diferenèní rovni
i (8.2) jsme vyøe¹ili podobným zpùsobem, jakým by
hom øe¹ili diferen
i-ální rovni
i y0 �A(x)y = B(x); (8.8)kde A(x); B(x) jsou spojité funk
e. Popi¹me v nejhrub¹í
h ryse
h postup øe¹ení rovni
e (8.8).� Nejprve vyøe¹íme zhomogenizovanou rovni
i y0 �A(x)y = 0: Její obe
né øe¹ení lze psátve tvaru Y (x) = K � esA(x)dx;kde K je reálná konstanta. 51



� Partikulární øe¹ení nehomogenní rovni
e hledáme metodou varia
e konstant: øe¹enípøedpokládáme ve tvaru Z(x) = K(x) � esA(x)dx; tedy ve tvaru souèinu jistého ne-nulového øe¹ení zhomogenizované rovni
e a neznámé funk
e K(x); kterou vypoètemepo dosazení pøedpokládaného øe¹ení do rovni
e (8.8).� Obe
né øe¹ení rovni
e (8.8) dostaneme jako souèet obe
ného øe¹ení zhomogenizovanérovni
e a jednoho partikulárního øe¹ení rovni
e nehomogenní.Pøíklad 8.3: Øe¹te rovni
i ny(n+ 1)� (n+ 1)y(n) = n3 + 4n2 + 3n:Øe¹ení: Proto¾e n > 0 lze rovni
i upravit na tvary(n+ 1)� n+ 1n y(n) = n2 + 4n+ 3;A(n) = n+1n ; B(n) = n2 + 4n+ 3: Nejprve podle (8.4) vypoètìme, jakého tvaruje obe
né øe¹ení zhomogenizované rovni
e:Y (n) = C n�1Yj=1 A(j) = C n�1Yj=1 j + 1j = C � 21 � 32 � : : : � nn� 1 = Cn:Partikulární øe¹ení nehomogenní rovni
e vypoèteme podle vzor
e (8.7). K tomupro vìt¹í pøehlednost výpoètu nejprve vyjádøeme u(n) a v(n): Ji¾ víme, ¾eu(n) = n�1Yj=1 A(j) = na zbývá nám provést výpoèet:v(n) = n�1Xj=1 B(j)Qji=1A(i) = n�1Xj=1 j2 + 4j + 3j + 1 = n�1Xj=1 (j + 1)(j + 3)j + 1 == n�1Xj=1(j + 3) = �j2 + 5j2 �n1 = 12(n2 + 5n� 6):Partikulární øe¹ení nehomogenní rovni
e je tedy:Z(n) = u(n) � v(n) = n2 (n2 + 5n� 6) = n32 + 5n22 � 3n:Koneènì pro obe
né øe¹ení platí:y(n) = Y (n) + Z(n) = Cn+ n32 + 5n22 � 3n = (C � 3)n+ n32 + 5n22 :Výraz C�3 je libovolná konstanta (nebo» C je libovolné), oznaème ji K: Nalezlijsme obe
né øe¹ení ve tvaruy(n) = Kn+ n32 + 5n22 :Poznamenejme, ¾e o správnosti výsledku se mù¾eme pøesvìdèit zkou¹kou. Tov¹ak ji¾ pone
háme na ètenáøi.Úloha 8.4: Naleznìte obe
né øe¹ení následují
í
h rovni
:1. y(n+ 1)� n+3n+1y(n) = n3 + 6n2 + 11n+ 6[y(n) = K(n2 + 3n+ 2) + 12 (n4 + 4n3 + 5n2 + 2n)℄2. ny(n+ 1)� (n+ 2)y(n) = n4 + 3n3 + 2n2 [y(n) = K(n2 + n) + 12 (n4 � n2)℄52
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