Téma 6.: Zakladni pojmy matematické statistiky

Vlastnosti duleZitych statistik odvozenych z jednorozmérného nahodného vybéru:
Necht X, ..., X, je nahodny vybér z rozlozeni se sttedni hodnotou p, rozptylem o a distri-
bucni funkci @(x). Necht’ n > 2. Oznac¢me

M= lZ:Xi vybérovy primér,
i=1
2 :% (X, -M) :%(ZXiz —anj vybérovy rozptyl,
n—1%5 n-

i=1

pro libovolné, ale pevné dané x LIR oznacme
F. (x) = —pocet téch veli¢in Xj, ..., Xp, které jsou < x
n

hodnotu vybérové distribu¢ni funkce.

Pak pro libovolné hodnoty parametrii p , 6> a libovolné, ale pevné dané realné &islo x plati:
EM) =1,

E(SY) = 6%,

E(F4(x)) = D(x),

Znamena to, ze

- vybérovy primér M je nestrannym odhadem stfedni hodnoty p,

- vybérovy rozptyl S* je nestrannym odhadem rozptylu %,

- pro libovolné, ale pevné dané x IR je vybérova distribu¢ni funkce F(x) nestrannym odha-
dem distribucni funkce O(x).

Priklad 1.: Ve 12 ndhodné vybranych prodejnach ve mésté byly zjistény nasledujici ceny
urcitého vyrobku (v K¢): 102, 99, 106, 103, 96, 98, 100, 105, 103, 98, 104, 107. Téchto
12 hodnot povazujeme za realizace ndhodného vybéru Xy, ..., Xi» z rozloZeni, které ma stfedni
hodnotu p a rozptyl o”.

a) Uréete nestranné bodové odhady neznamé stiedni hodnoty p a nezndamého rozptylu o°.

b) Najdéte vybérovou distribu¢ni funkcei Fi»(x) a nakreslete jeji graf.

ReSeni:

Vypocteme realizaci vybérového priméru

m = %(102 +99+...+107) = 101,75 K&
Vypocteme realizaci vybérového rozptylu:
= %[(102 -101,75)" +(99-101,75)" +...+ (107 —101,75)2] =12,39K¢&?

Pro usnadnéni vypoctu hodnot vybérové distribucni funkce Fi,(Xx) uspofddame ceny podle
velikosti: 96, 98, 98, 99, 100, 102, 103, 103, 104, 105, 106, 107.

Ciselnou osu rozd&lime na 11 intervald a v kazdém intervalu stanovime hodnotu vybérové
distribucni funkce.
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103<x <104 :F,(x) = =0,6

104 <x <105:F,(x) :% =0,75

105<x <106 : F,(x) :% =0,83

106 < x <107:F,(x) :%:0,916

x2107:F,(x) =1

Vypocet pomoci systému STATISTICA:
Nacteme datovy soubor ceny vyrobku.sta.

Vypocet realizace vybérového priiméru a vybeérového rozptylu:
Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — Popisné statistiky — OK — Proménné X — OK — De-
tailni vysledky — vybereme Priimér a Rozptyl — Vypocet. Dostaneme tabulku:

Popisné statistiky (Tabulka15]
Proménna | Primér | Rozptyl
X 101,7500 12,38636

Vypocet hodnot vyberové distribu¢ni funkce:

Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — Tabulky ¢etnosti — OK — Proménné X — OK — Moz-
nosti — ponechdme zaskrtnuté pouze Kumulativni relativni cetnosti — Vypocet.

Ke vznikl¢ tabulce pridame jeden ptipad pred prvni ptipad (do sloupce Kategorie napiSeme
95, do sloupce Kumulativni rel. ¢etnost napisSeme 0) a jeden ptipad za posledni ptipad (do
sloupce Kategorie napiSeme 107, do sloupce Kumulativni rel. ¢etnost napiseme 100). Pro-
ménnou Kumulativni rel. ¢etnost podélime 100: do jejiho Dlouhého jména napiSeme =
v2/100.

Kresleni grafu vybérové distribu¢ni funkce:

Nastavime se kurzorem na proménnou Kumulativni rel. ¢etnost, klikneme pravym tlacitkem —
Grafy bloku dat — Spojnicovy graf: celé sloupce. Ve vytvoreném grafu odstranime znacky,
spojnici zménime na schodovitou a upravime métitko na vodorovné ose od 1 do 12.



Priklad k samostatnému FeSeni: Ptirtistky cen akcii (v procentech) na burze v New Yorku u
10 ndhodné vybranych spolecnosti dosahly téchto hodnot: 10, 16, 5, 10, 12, 8, 4, 6, 5, 4. Uve-
dena Cisla povazujeme za realizace nahodného vybéru s neznamou stedni hodnotou p a ne-
zndmym rozptylem o°. Data jsou ulozena v souboru akcie na_burze.sta.
a) Najdéte bodové odhady stiedni hodnoty (8), rozptylu (15,78) a smérodatné odchylky
(3,97).
b) Najdéte odhad pravdépodobnosti, Ze zvyseni cen akcii piekrocilo 8,5 % (0,4).
c¢) Nakreslete graf vybérové distribu¢ni funkce.

0,12

0,10

0,08 4,_,7
0,06

0,04 4,_,7

F10(x)

Vlastnosti dulezitych statistik odvozenych z dvourozmérného nahodného vybéru:
Necht’ (X1,Y1), ..., (X, Yn) je ndhodny vybér z dvourozmérného rozlozeni s kovarianci 61, a
koeficientem korelace p. Ozna¢me

S, = ﬁ ZH: (X .~ M, )(Yi - Mz) vybérovou kovarianci,

i=1

S :
R, = —2vybérovy koeficient korelace.
1=2

Pak pro libovolné hodnoty parametrii ¢, a p plati:

E(S12) = 012,

E(Ry2) = p (shoda je vyhovujici pron > 30).

Znamena to, ze vybérova kovariance S je nestrannym odhadem kovariance 61,, av§ak vybé-
rovy koeficient korelace R, je vychylenym odhadem koeficientu korelace p.

Priklad 2.: Bylo zkoumano 9 vzorki pudy s riiznym obsahem fosforu (veli¢ina X). Hodnoty
veli¢iny Y oznacuji obsah fosforu v obilnych kli¢cich (po 38 dnech), jez vyrostly na téchto
vzorcich pudy.

Cislovzorku |1 |2 |3 |4 |5 [6 |7 |8 |9
X I |4 |5 |9 |11 131232328
Y 64|71 54817693 ]177]95]109

Téchto 9 dvojic hodnot povazujeme za realizace ndhodného vybéru (X1,Y1), ..., (Xo,Y9)

z dvourozmérného rozloZeni s kovarianci 6}, a koeficientem korelace p. Najdéte bodové od-
hady kovariance 61, a koeficientu korelace p.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Nacteme datovy soubor obsah_foforu.sta.

Vypocet vybérové kovariance: Statistiky — Vicerozmérna regrese — Proménné — Zavisle pro-
ménna Y, nezavisle proménna X — OK — OK — Residua/ptedpoklady/predpoveédi — Popisné
statistiky — Dal$i statistiky — Kovariance. Dostaneme tabulku:



Kovariance (Tabulka1
Proménna X | Y
X 91,7500 130,0000
Y 130,0000 284,2500

Vidime, ze vybérova kovariance veli¢in X, Y se realizuje hodnotou 130. (Vybérovy rozptyl
proménné X resp. Y nabyl hodnoty 91,75 resp. 284,25.)
Vypocet vybérového koeficientu korelace: V menu Dalsi statistiky vybereme Korelace.

Korelace (Tabulka18
Proménna X | Y
X 1,000000 0,804989
Y 0,804989 1,000000

Vybérovy koeficient korelace veli¢in X, Y nabyl hodnoty 0,805, tedy mezi veli¢inami x, Y
existuje silnd ptima linearni zavislost.

Upozornéni: Vybérovy koeficient korelace 1ze pomoci systému STATISTICA vypocitat i
Jjinym zpusobem: Statistika — Zakladni statistiky/tabulky — Korela¢ni matice — OK — 1 seznam
proménnych — X, Y — OK — Vypocet. Ve vysledné tabulce mame téz realizace vybérovych
praméri a smérodatnych odchylek.

Korelace (Tabulka18)
Oznac. korelace jsou vyznamné na hlad. p <,05000
N=9 (Celé pfipady vynechany u ChD)

Proménna | Primeéry |Sm.odch. | X | Y
X 13,00000 9,57862 1,000000 0,804989
Y 80,00000 16,85972 0,804983 1,000000

Priklad k samostatnému FeSeni: U 10 vyrobct byly zjistovany naklady (veli¢ina X — v K¢)
a ceny (velicina Y — v K¢) pro stejny vyrobek. Vysledky (X,Y): (30,18; 50,26), (30,19;
50,23), (30,21, 50,27), (30,22; 50,25), (30,25; 50,22), (30,26; 50,32), (30,26; 50,33), (30,28;
50,29), (30,30; 50,37), (30,33; 50,42). Data jsou uloZena v souboru ceny_vyrobku.sta.

Téchto 10 dvojic hodnot povazujeme za realizace ndhodného vybéru (X1,Y)), ..., (Xi0,Y10)

z dvourozmérného rozlozeni s kovarianci 6}, a koeficientem korelace p. Najdéte bodové od-
hady kovariance 6, (0,002547) a koeficientu korelace p (0,8248).

Upozornéni: Pov§imnéte si, ze tyto bodové odhady se nezméni, kdyz od ndkladi odecteme 30
a od cen 50.

Vzorce pro meze 100(1-a)% empirického intervalu spolehlivosti pro stfredni hodnotu p
normalniho rozloZeni p¥i znamém rozptylu ¢’:
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Priklad 3.: Pii kontrolnich zkouskach zivotnosti 16 zarovek byl stanoven odhad m = 3000 h
sttedni hodnoty jejich Zivotnosti. Z diivéjSich zkousek je zndmo, Ze Zivotnost zarovky se fidi
normalnim rozlozenim se smérodatnou odchylkou 6 = 20 h. Vypoctéte

a) 99% empiricky interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu Zivotnosti

b) 90% levostranny empiricky interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu Zivotnosti

¢) 95% pravostranny empiricky interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu Zivotnosti.
Upozornéni: Vysledek zaokrouhlete na jedno desetinné misto a vyjadiete v hodinach a minu-

tach.
ReSeni:
ad a)
o 20
d=m-—u =3000 - —2,57583 =2987.1,
\/H 0,995 \/ﬁ

h=m+Cu,,,, =3000+ 22 2,57583 =3012,9

Jn V16

2987 ha 6 min < u <3012 h a 54 min s pravdépodobnosti 0,99

Vypocet pomoci systému STATISTICA

Otevieme novy datovy soubor o dvou proménnych d, h a jednom piipadu.

Do Dlouhého jména proménné d napiSeme vzorec =3000-20/sqrt(16)*VNormal(0,995;0;1)
Do Dlouhého jména proménné h napiSeme vzorec =3000+20/sqrt(16)*VNormal(0,995;0;1)

ad b)
d=m--Zu,, =3000- 22128155 = 2993,6

Vn V16

2993 h a 36 min < pu s pravdépodobnosti 0,9

Vypocet pomoci systému STATISTICA
Otevieme novy datovy soubor o jedné proménné d a jednom ptipadu.
Do Dlouhého jména proménné d napiseme vzorec =3000-20/sqrt(16)*VNormal(0,9;0;1)

ad ¢)
h=m+Lu,,, =3000+ 221,65 =3008,2

Vn V16

3008 h a 12 min > p s pravdépodobnosti 0,95

Vypocet pomoci systému STATISTICA
Otevieme novy datovy soubor o jedné proménné h a jednom ptipadu.
Do Dlouhého jména proménné h napisSeme vzorec =3000+20/sqrt(16)*VNormal(0,975;0;1)

Uzite¢ny odkaz: na adrese http://www.prevody-jednotek.cz je program, s jehoz pomoci lze
prevadét riizné fyzikalni jednotky, v nasem piipad€ hodiny na minuty.




Priklad k samostatnému feSeni: Letecka spolecnost potfebuje odhadnout prumérny pocet
cestujicich na jeji nové oteviené lince. Podle dosavadnich zkuSenosti jsou udaje za 1. mésic
letth nadhodnocené, ale po tomto obdobi se pocet cestujicich ustali. Z tohoto diivodu spolec-
nost sledovala poéty cestujicich v prvnich 20 dnech druhého mésice po otevieni linky. Udaje
jsou uloZeny v souboru cestujici.sta a povazujeme je za nahodny vybér rozsahu 20 z normal-
niho rozlozZeni s neznamou stfedni hodnotou p a zndmou smérodatnou odchylkou 6 = 7.

a) Najdéte bodovy odhad neznamé sttedni hodnoty (107).

b) Najdéte 95% empiricky interval spolehlivosti pro nezndmou stfedni hodnotu

(103,93 <u<110,07 s pravdépodobnosti 0,95)

c¢) Najdéte 95% empiricky levostranny interval spolehlivosti pro neznamou stfedni hodnotu
(104,43 < s pravdépodobnosti 0,95)

Najdéte 95% empiricky pravostranny interval spolehlivosti pro neznamou stfedni hodnotu
d) (n<109,57 s pravdépodobnosti 0,95)



