Téma 7.: Uvod do testovani hypotéz, ovéFovani normality

Zakladni poznatky o testovani hypotéz

Piedpokladame, ze testujeme nulovou hypotézu Hy: h(9 ) = ¢, kde ¢ OO R bud’ proti
oboustranné alternativé H;: h(9 ) # ¢ nebo proti levostranné alternativé H;: h(d ) < ¢ nebo
proti pravostranné alternativé Hy: h(9d) > c.

Testovani pomoci kritického oboru

Najdeme testovou statistiku To = To(X], ..., X,). MnoZzina vSech hodnot, jichz mtze testova
statistika nabyt, se rozpada na obor nezamitnuti nulové hypotézy (znaci se V) a obor zamitnuti
nulové hypotézy (znaci se W a nazyva se téz kriticky obor). W a V jsou odd¢€leny kritickymi
hodnotami (pro danou hladinu vyznamnosti a je 1ze najit ve statistickych tabulkach).

Jestlize Ciselna realizace ty testové statistiky Ty padne do kritického oboru W, pak nulovou
hypotézu zamitdme na hladin€ vyznamnosti o a znamena to skute¢né vyvraceni testované
hypotézy. Jestlize ty padne do oboru nezamitnuti V, pak jde o pouhé ml¢eni, které platnost
nulové hypotézy jenom ptipousti.

Stanoveni kritického oboru pro danou hladinu vyznamnosti o

Oznacme tpin (resp. tmax) nejmensi (resp. nejvetsi) hodnotu testového kritéria.

Kriticky obor v ptipad¢ oboustranné alternativy ma tvar

W= (t,.Kq)s (T)) O(K g2 (T), tpay ) kde Kaa(T) a Ki.q2(T) jsou kvantily rozlozent, jimz
se tidi testové kritérium Ty, je-li nulovéa hypotéza pravdiva.

Kriticky obor v pfipad¢ levostranné alternativy ma tvar:

W = (6o Ko (T).

Kriticky obor v pfipad¢ pravostranné alternativy ma tvar:

W= <K1—a (T)atmax)'

Testovani pomoci intervalu spolehlivosti

Sestrojime 100(1-a)% empiricky interval spolehlivosti pro parametrickou funkci h(9).
Pokryje-li tento interval hodnotu ¢, pak Hy nezamitame na hladiné vyznamnosti a, v opacném
ptipadé Hy zamitdme na hladin¢ vyznamnosti a.

Pro test Hy proti oboustranné alternativé sestrojime oboustranny interval spolehlivosti.

Pro test Hy proti levostranné alternativé sestrojime pravostranny interval spolehlivosti.

Pro test Hy proti pravostranné alternativé sestrojime levostranny interval spolehlivosti.

Testovani pomoci p-hodnoty

p-hodnota udava nejnizsi moznou hladinu vyznamnosti pro zamitnuti nulové hypotézy:
je-li p < a, pak Hyp zamitame na hladiné vyznamnosti a, je-li p > a, pak Hy nezamitame na
hladin€ vyznamnosti a.

Zpusob vypoctu p-hodnoty:

Pro oboustrannou alternativu p = 2 min{P(T < ty), P(To > t9)}.

Pro levostrannou alternativu p = P(Ty < to).

Pro pravostrannou alternativu p = P(Ty > to).

Piiklad 1.: Vime, Ze vySka hochti ve véku 9,5 az 10 let ma normalni rozlozeni s nezndmou
sttedni hodnotou p a zndmym rozptylem o® = 39,112 cm?”. Détsky lékaf nahodné vybral 15
hochti uvedeného véku, zméftil je a vypocital realizaci vybérového priméru m = 139,13 cm.
Podle jeho nazoru by vyska hochti v tomto véku neméla presahnout 142 cm

s pravdépodobnosti 0,95. Lze tvrzeni lékate akceptovat?



Reseni: Testujeme Hy: o= 142 proti H;: pu < 142 na hlading vyznamnosti 0,05.
a) Test provedeme pomoci kritického oboru.
Pro ulohy o stiedni hodnot¢ normalniho rozlozeni pfi zndmém rozptylu pouzivame pivotovou

M-u M-c

statistiku U = ~N(0, 1). Testova statistika tedy bude Ty = a bude mit rozlozeni

Vn Vn

N(0, 1), pokud je nulova hypotéza pravdiva. Vypocitame realizaci testového kritéria:
_139,13-142 _ 17773

439,112
J15
Stanovime kriticky obor: W = (— w,uy)= (— 00,u0’05> = (— 00, = u0,95> = (— o, ~1,6449).

Protoze -1,7773 U W, Hp zamitdme na hladin¢ vyznamnosti 0,05. Tvrzeni lékare 1ze tedy
akceptovat s rizikem omylu 5 %.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Otevieme novy datovy soubor o dvou proménnych a jednom ptipadu. Prvni proménna
nazvana t0 bude slouzit pro vypocet hodnoty testové statistiky. Do jejiho Dlouhého jména
napiSeme:

=(139,13-142)/sqrt(39,112/15)

Druha proménnd nazvana kvantil bude obsahovat 5. percentil rozlozeni N(0,1). Do jejiho
Dlouhého jména napiSeme:

=VNormal(0,05;0;1)

1 2
t0 kvantil
1| -1,77735 -1,64485

Protoze ¢islo -1,77735 patii do kritického oboru (— co, — 1,64485> , Hyp zamitame na hladiné

vyznamnosti 0,05.

b) Test provedeme pomoci intervalu spolehlivosti.
Meze 100(1-a)% empirického pravostranného intervalu spolehlivosti pro stftedni hodnotu p
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Protoze 142 [I(-0; 141,79), Hy zamitame na hladiné vyznamnosti 0,05.

pii zndmém rozptylu 6 jsou: (-0, h) = (-c0, m +

V nasem ptipad¢ dostavame: h = 139,13 +

Vypocet pomoci systétmu STATISTICA:

Otevieme novy datovy soubor o jedné proménné a jednom piipadu. Tato proménnd nazvana h
bude obsahovat horni mez 95% empirického pravostranného intervalu spolehlivosti pro p,

Do Dlouhého jména proménné h napiSeme

=139,13+sqrt(39,112/15)*VNormal(0,95;0;1)

1
h
141,7861

—_




Protoze 142 [I(-o0; 141,7861), Hy zamitdme na hladin€ vyznamnosti 0,05.

¢) Test provedeme pomoci p-hodnoty
p=P(Ty<ty) =D(-1,7773) = 0,0378
Jelikoz 0,0378 < 0,05, nulovou hypotézu zamitdme na hladin€ vyznamnosti 0,05.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Otevieme novy datovy soubor o jedné proménné a jednom piipadu. Tato proménna nazvana p
bude obsahovat p-hodnotu. Do jejiho Dlouhého jména napiSeme:

=[Normal(-1,77735;0;1)

1

p
1] 0,037755

Protoze 0,037755 < 0,05, Hy zamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05.

Piiklad k samostatnému FeSeni: Necht' X, ..., X;, je ndhodny vybér z rozlozeni N(p;0,01).
Realizace vybérového priméru je m = 3. Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu

Ho: p=2,93 proti H;: p# 2,93 vSemi tfemi metodami, je-lia)n=4,b)n=9,c)n=16.
Vysledek:

ad a)

Test pomoci kritického oboru:

Protoze realizace testové statistiky 1,4 nepatii do kritického oboru (— 00; — 1,96> 0 <1,96; 00) , Hyp

nezamitdme na hladiné vyznamnosti 0,05.

Test pomoci intervalu spolehlivosti:

Protoze konstanta 2,93 patii do intervalu (2,902; 3,098), Hy nezamitdme na hladiné
vyznamnosti 0,05.

Test pomoci p-hodnoty:

Protoze 0,161513 > 0,05, Hy nezamitdme na hladiné¢ vyznamnosti 0,05.

ad b)
Test pomoci kritického oboru:

Protoze realizace testové statistiky 2,1 patii do kritického oboru (— 1,96, 1,96) , Hy zamitame

na hladin¢ vyznamnosti 0,05.

Test pomoci intervalu spolehlivosti:

Protoze konstanta 2,93 nepatii do intervalu (2,935; 3,065), Hy zamitdme na hladin¢
vyznamnosti 0,05.

Test pomoci p-hodnoty:

Protoze 0,035729 < 0,05, Hyp zamitdme na hladiné vyznamnosti 0,05.

ad ¢)

Test pomoci kritického oboru:

Protoze realizace testové statistiky 2,8 patii do kritického oboru (— 1,96, 1,96) , Hy zamitame
na hladin€ vyznamnosti 0,05.

Test pomoci intervalu spolehlivosti:

Protoze konstanta 2,93 nepatii do intervalu (2,951; 3,049), Hyp zamitdme na hladiné
vyznamnosti 0,05.

Test pomoci p-hodnoty:

Protoze 0,00511 < 0,05, Hy zamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05.



Vidime, Ze s rostoucim rozsahem vybéru se snaz odhali rozdil mezi realizaci vybérového
praméru a piredpokladanou stfedni hodnotou p.

Grafické ovérovani normality

Normalni pravdépodobnostni graf (NP-plot)

NP-plot umoznuje graficky posoudit, zda data pochazeji z normalniho rozlozeni.

Zpisob konstrukce:

na vodorovnou osu vynaSime uspotadané hodnoty x(1) < ... < X(n),

3j-1

3n+1"’

pfi¢emz j je potadi j-té uspofadané hodnoty (jsou-li nékteré hodnoty stejné, pak za j bereme
pramérné potadi odpovidajici takové skupince).

na svislou osu vynasime kvantily u, , kde a; =
]

Pochazeji-li data z normalniho rozloZeni, pak vSechny dvojice (x( i) Ug ) budou lezet na

i

piimce.

Kvantil-kvantilovy graf (Q-Q plot)

Umoziuje graficky posoudit, zda data pochézeji z néjakého znamého rozlozeni (napft. systém
STATISTICA nabizi 8 typil rozlozZeni: beta, exponencialni, Gumbelovo, gamma, log-
rozloZeni.

Zpusob konstrukce:

na svislou osu vynasime uspotfadané hodnoty x(1) < ... < X),

-
. / v ’ d
na vodorovnou osu kvantily K, (X) vybraného rozloZeni, kde a; = =,
) n+n_,.
adj

pfi¢emz raqj a Nagj jsou korigujici faktory < 0,5, implicitn€ ragj = 0,375 a naq; = 0,25.

(Jsou-li n€které hodnoty x(1) < ... < X() stejné, pak za j bereme primérné poradi odpovidajici
takové skupince.)

Pokud vybrané rozloZeni zavisi na néjakych parametrech, pak se tyto parametry odhadnou

z dat nebo je mize zadat uzivatel. Body (KGJ (X),x(;)) se metodou nejmensich ctverci prolozi

ptimka. Cim méné se body odchyluji od této piimky, tim je lepsi soulad mezi empirickym a
teoretickym rozlozenim.

Piiklad 2.: Pfi nandSeni tenkych kovovych vrstev stfibra na polymerni material se vyzaduje,
aby tloustka vrstvy byla 0,020 um. Pomoci atomové absorp¢ni spektroskopie se zjistily
hodnoty, jez jsou uvedeny v tabulce a uloZeny v souboru vrstva_stribra.sta. Posud’te N-P
grafem a Q-Q grafem, zda vysledky méfeni se fidi normalnim rozlozenim.

tloustka vrstvy
0,0212 | 0,0186 | 0,0192 | 0,0207 | 0,0200
0,0200 | 0,0190 | 0,0188 | 0,0208 | 0,0194
0,0188 | 0,0193 | 0,0204 | 0,0185 | 0,0187
0,0195 10,0191 | 0,0195 | 0,0199 | 0,0205
0,0189 | 0,0188 | 0,0199 | 0,0202 | 0,0208




Vypocet pomoci systétmu STATISTICA:

N-P plot: Grafy — 2D Grafy — Normalni pravdépodobnostni grafy — Proménna X — OK -
odSkrtneme Neurcovat primérnou pozici svazanych pozorovani - OK.

Q-Q plot: Grafy — 2D Grafy — Grafy typu Q-Q— Proménna X — OK - odSkrtneme Neurcovat
pramérnou pozici svazanych pozorovani - OK.

N-P plot Q-Q plot
Normalni p-graf z X Graf kvantil-kvantil z X
vrstva_stribra.sta 1v*25¢ vrstva_stribra.sta 1v*25c

25 Rozdéleni:Normalini

X=0,0196+0,0008*x
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Ocek. normal. hodnoty

Pozorovany kvantil

Pozorovany kvantil Teoreticky kvantil

Dle vzhledu obou diagramti Ize soudit, Ze data vykazuji jen lehké odchylky od normality.

Testy normality

a) Kolmogoroviiv — Smirnoviv test normality dat

Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, Ze ndhodny vybér X, ..., X, pochazi z normalniho rozlozeni
s parametry p a o°. Distribuéni funkci tohoto rozloZeni oznaéme @ (x). Necht’ Fy(x) je

vybérova distribucni funkce. Testovou statistikou je statisttka D = sup [F, (x) - P, (x)| .

—o0<x <00

Nulovou hypotézu zamitame na hladin€ vyznamnosti a, kdyz D, > D,(a), kde Dy(a) je

tabelovana kriticka hodnota. Pro n > 30 lze D,(a) aproximovat vyrazem 1/lenz .
n d

V piipadg, Ze nezname parametry p a 6> norméalniho rozlozeni, musime je odhadnout z dat
(stiedni hodnotu odhadneme pomoci m a rozptyl pomoci s%). Tim se zméni rozloZeni testové
statistiky Dy. Pfislusné modifikované kvantily byly uréeny pomoci simula¢nich studii. V této
situaci pouzivame Lilieforsovu variantu Kolmogorovova — Smirnovova testu.

b) Shapiriv — Wilkiiv test normality dat
Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, Ze ndhodny vybér X1, ..., X, pochdzi z rozlozeni N(p, 67).
Testova statistika ma tvar:

> (n) 2
D3 [X(n—i+l) - X(i)]
— izl

W= m ,kde m =1n/2 pro n sudé a m = (n-1)/2 pro n liché. Koeficienty

Z (Xi - M)2

i=1
a"™ jsou tabelovany.
Na testovou statistiku W 1ze pohlizet jako na korela¢ni koeficient mezi usporadanymi
pozorovanimi a jim odpovidajicimi kvantily standardizovaného normalniho rozlozeni.




V ptipadé, ze data vykazuji perfektni shodu s normalnim rozlozenim, bude mit W hodnotu 1.
Hypotézu o normalité tedy zamitneme na hladin€ vyznamnosti a, kdyZ se na této hladin¢
neprokaze korelace mezi daty a jim odpovidajicimi kvantily rozlozeni N(0,1).

Lze také fici, ze S — W test je zaloZen na zjisténi, zda body v Q-Q grafu jsou vyznamné
odlisné od regresni piimky prolozené t€émito body.

Piiklad 3.: Pro data z piikladu 2 proved’te na hladin¢ vyznamnosti 0,05 Lilieforsovu variantu
K-S testu a Shapirtv — Wilkiv test.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — Tabulky ¢etnosti — OK, Proménné X — OK. Na
zaloZce zvolime Normalita a zaSkrtneme Lilieforstv test a Shapiro — Wilkstiv W test — Testy
normality.

Testy normality (vrstva_stribra.sta)

N | maxD | Lilliefors W p
Proménna p
X 25/ 0,119734 p>.20 0,939785 0,146346

Vidime, Ze testova statistika K-S testu je d = 0,119734, odpovidajici Lilieforsova p-hodnota je
vétsi nez 0,2, tedy hypotézu o normalité nezamitame na hladin¢ vyznamnosti 0,05.

Testova statistika S-W testu je W = 0,939785, odpovidajici p-hodnota je 0,146346, tedy
hypotézu o normalité nezamitdme na hladiné vyznamnosti 0,05.

Priklad k samostatnému FeSeni: Byla zaznamenana piesnd doba (v minutach) montaze
stejnych dilti u 4 pracovnikli, oznacme je A, B, C, D. Data jsou uloZena v souboru
doba_montaze.sta.

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte pomoci Lilieforsovy varianty K-S testu a S-W testem
hypotézu, zZe

a) doby montéaze vsech pracovnikti dohromady pochdzeji z normalniho rozlozeni

b) doby montéZze jednotlivych pracovnikii zvlast’ pochéazeji z norméalnich rozlozeni.

Pro obé situace rovnéz sestrojte N-P grafy a Q-Q grafy.

Vysledek:

Ad a) Lilieforsiiv test zamita normalitu na hladin€ vyznamnosti 0,05, S-W test nikoli.

Ad b) Lilieforstv test i S-W test zamitaji normalitu na hladin€ vyznamnosti 0,05 pouze u
pracovnika D.



