Téma 8: Parametrické ulohy o jednom nahodném vybéru z normalniho rozloZeni a
dvourozmérného rozloZeni a jednom nahodném vybéru z alternativniho rozloZeni

Upozornéni: Pokud to povaha tlohy vyZaduje, proved'te test normality dat:

V menu vybereme Statistika — Zakladni statistiky/tabulky — Tabulky ¢etnosti — OK, Proménné
X — OK. Na zélozce zvolime Normalita a zaSkrtneme Lilieforsiv test a Shapiro — Wilksiv W
test — Testy normality.

Ukol 1.: Vlastnosti vybérového priméru z normalniho rozloZeni

Ptedpokladejme, Ze velky ro¢nik na vysoké Skole ma vysledky ze statistiky normalné
rozlozeny kolem stfedni hodnoty 72 bodt se smérodatnou odchylkou 9 bodii. Najdéte
pravdépodobnost, Ze primér vysledk ndhodného vybéru 10 studentti bude vétsi nez 80 bodii.

Navod:
X1, ..., Xj0 je ndhodny vybér z N(72, 81). Pocitame P(M > 80), pfi¢emz vybérovy primér M
2
- _8l
ma normalni rozlozeni se stfedni hodnotou E(M) = p = 72 a rozptylem D(M) = — = 0 =
n

8,1. Tedy PM > 80) =1 - P(M < 80) = 1 — ®(80), kde ®(80) je hodnota distribu¢ni funkce
rozlozeni N(72; 8,1) v bod¢ 80.

Vytvotfime datovy soubor o jedné proménné a o jednom piipadu. Do Dlouhého jména této
proménné napiSeme =1 — INormal(80;72;sqrt(8,1)). Zjistime, ze 1 - ®(80) = 0,00247005.
Funkce INormal(x;}1;6) poita hodnotu distribuéni funkce rozlozeni N(,6%) v bodé x.

1
Prom1
0,00247

—_

Ukol k samostatnému feSeni: Lze predpokladat, ze hmotnost pomeranéa dodavanych do
obchodni sité se fidi normalnim rozloZenim se sttedni hodnotou 170 g a smérodatnou
odchylkou 12 g. Jaké je pravdépodobnost, Ze celkova hmotnost deviti nahodné vybranych
pomeranct balenych do sitky piekroci 1,5 kg?

Vysledek: Hledana pravdépodobnost je 0,797.

Ukol 3.: Intervaly spolehlivosti pro parametry p, 6° normalniho rozloZeni

Z populace stejné starych selat téhoz plemene bylo vylosovéano Sest selat a po dobu ptl roku

jim byla podavéna taz vykrmna dieta. Byly zaznamenavany primérné denni ptirtstky

hmotnosti v Dg. Z diivéjsich pokusi je znamo, Ze v populaci mivaji takové ptirtstky

normalni rozlozeni, avsak stfedni hodnota i rozptyl se ménivaji. Piirtstky v Dg: 62, 54, 55,

60, 53, 58.

a) Najdéte 95% empiricky levostranny interval spolehlivosti pro nezndmou sttedni hodnotu
1 pfi neznamé smérodatné odchylce c.

b) Najdéte 95% empiricky interval spolehlivosti pro smérodatnou odchylku .

Navod:

Vytvotime datovy soubor o 1 proménné a 6 pfipadech. Tuto proménnou nazveme hmotnost a
zapiseme do ni zjiSténé udaje.

Statistika — Zakladni statistiky/tabulky — Popisné statistiky — OK — Proménna hmotnost — OK
—na zaloZce Detailni vysledky zaskrtneme Meze spolehl. Prim., 95 % zménime na 90 %, déle
zaSkrtneme Meze sp. smér. odch. a vSechny ostatni volby odskrtneme — Vypocet.



Popisné statistiky (Tabulka4)
Int. spolehl. | Int. spolehl. | Spolehlivost | Spolehlivost
-90,000% 90,000 Sm.Odch. Sm.Odch.
Proménna -95,000% +95,000%
hmotnost 54,05683 59,94317 2,233234 8,774739

ad a) ProtoZze mez 95% levostranného intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu je stejna
jako dolni mez 90% oboustranného intervalu spolehlivosti pro stiedni hodnotu, vidime, ze
p > 54,06 Dg s pravdépodobnosti 0,95.

ad b) Dostavame vysledek: 2,23 g < < 8,77 g s pravdépodobnosti 0,95.

Ukol k samostatnému FeSeni: Uméle piipraveny vzorek mineralu byl 12 krat proméfen na
obsah kiemene. Vysledky méteni (v procentech) byly: 8,7 10,2 10,07 9,75 9,65 10,37
10,14 10,5 9,48 11,22 9,49 9,86. Za predpokladu, ze vysledky méteni obsahu kiemene se
tidi rozlozenim N(p,07), vypoétdte 95% empiricky interval spolehlivosti

a) pro sttedni hodnotu p

b) pro smérodatnou odchylku o.

Vysledek: Lilieforsiv test ani S-W test nezamitaji na hladin€ vyznamnosti 0,05 normalitu dat.
ad a) 9,55 % < n < 10,35 % s pravdépodobnosti 0,95.

ad b) 0,44 % < 6 < 1,07 % s pravdépodobnosti 0,95.

Ukol 4.: Testovani hypotézy o stiedni hodnoté 1

Systematickd chyba méticiho pfistroje se eliminuje nastavenim pfistroje a méfenim etalonu,
jehoz spravna hodnota je p = 10,00. Nezavislymi méfenimi za stejnych podminek byly
ziskany hodnoty: 10,24 10,12 9,91 10,19 9,78 10,14 9,86 10,17 10,05, které povazujeme
za realizace nahodného vybéru rozsahu 9 z rozlozeni N(p, 7). Je mozné pfi riziku 0,05
vysvétlit odchylky od hodnoty 10,00 pisobenim nahodnych vliva?

Navod:

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujeme hypotézu Hy: p = 10 proti oboustranné alternativé H;:
u # 10. Jde o ulohu na jednovybérovy t-test. Ten je ve STATISTICE implementovan.
Nacteme datovy soubor mereni_etalonu.sta.

1. zpusob: V Zakladnich statistikach a tabulkach vybereme t-test, samostatny vzorek. Do
Referencni hodnoty zapiSeme 10. Ve vystupu se podivame na hodnotu testového kritéria a na
p-hodnotu. Pokud p-hodnota bude mensi nebo rovna 0,05, zamitneme hypotézu Hy: p= 10 ve
prospéch oboustranné alternativni hypotézy H;: p # 10 na hladin€ vyznamnosti 0,05.

V opacném piipad¢ Hy nezamitame. V naSem piipade¢ je

Test pramérl vici referenéni konstanté (hodnoté)

Primeér |Sm.odch. |N|Sm.chyba |Referenéni t SV p
Proménna konstanta
Prom1 10,05111 0,162669 9 0,054223  10,00000 0,942611 8 0,373470

ProtoZe p-hodnota 0,373470 > 0,05 nulovou hypotézu nezamitdme na hladiné vyznamnosti
0,05. S rizikem omylu nejvyse 5% lze tedy odchylky od hodnoty 10 vysvétlit piisobenim
nahodnych vliva.

Vsimnéme si jesté hodnoty testového kriteria: t,=0,942611. Kriticky obor



W= (_ 0, =14/, (n - 1)> O <tl—a/2 (n - l)a °°) - (_ 00, =t 975 (8)> O <t0,975 (8)a °°) =
= (~ 00,-2,306) 1 (2,306, 0)
Protoze t, [0 W, nezamitame na hladin¢ vyznamnosti 0,05 hypotézu H,, .

2. zpusob: V Zakladnich statistikach a tabulkach vypoc¢teme primér a smérodatnou odchylku.
Pak pouzijeme Testy rozdilu: r, %, priméry — OK — vybereme Rozdil mezi dvéma priméry
(normalni rozdéleni) — zaskrtneme Vybérovy pramér vs. Stiedni hodnota — do policka Prl
napiSeme 10,05111, do policka SmOd1 napiSeme 0,162669, do policka N1 napiSeme 9, do
policka Pr2 napiSeme 10 - Vypocet. Dostaneme p-hodnotu 0,3735, tedy nezamitdme nulovou
hypotézu na hladin€ vyznamnosti 0,05.

Ukol k samostatnému FeSeni: Pti kontrole baliciho automatu, ktery ma plnit cukrem balicky
o hmotnosti 1000 g, byly pfi pfesném pievazeni 5 balicki zjistény tyto odchylky (v gramech)
od pozadované hodnoty: 3, -2, 2, 0, 1. Na hladin€¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze
automat nema systematickou odchylku od pozadované hodnoty.

Vysledek: Protoze p-hodnota je 0,405023, nulovou hypotézu nezamitdme na hladiné
vyznamnosti 0,05.

Ukol 5.: Testovani hypotézy o smérodatné odchylce o

U 25 nahodné vybranych dvoulitrovych lahvi s nealkoholickym napojem byl zjistén piesny
objem napoje. Vybérovy prumér ¢inil m = 1,99 1 a vybérova smérodatna odchylka s = 0,1 1.
Ptedpokladejme, Ze objem napoje v lahvi je ndhodné veli¢ina s normalnim rozloZenim.

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 ovéite tvrzeni vyrobce, Ze smérodatna odchylka je 0,08 1.

Navod:
Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujeme hypotézu Hy: 6 = 0,08 proti oboustranné alternative
H;: o # 0,08 neboli H: o’ = 0,0064 proti oboustranné alternativé Hj: o’ # 0,0064. Jde o ulohu

(n-1)* _2400.1°
c 0,08

na test o rozptylu. Vypocteme realizaci testového kritéria t, = =37,5.

JelikoZ hodnota testového kritéria 37,5 nelezi v kritickém oboru
W = (O;Xzo,ozs (24)> 0 <X20,975 (24);00) = (0;12,4> O <39,4;00) , hejsme opravnéni na hladiné

vyznamnosti 0,05 zamitnout tvrzeni vyrobce.)

V systému STATISTICA otevieme datovy soubor o tfech proménnych a jednom ptipadu. Do
Dlouhého jména prvni proménné napiSeme vzorec pro vypocet testového kritéria:
=24%*0,1"2/0,08"2

Dalsi dvé prom&nné nam poslouzi k vypoétu kvantilti Pearsonova y° — rozlozeni.

Do Dlouhého jména druhé proménné napiseme

=VChi2(0,025;24)

a do Dlouhého jména tieti proménné napiSeme

=VChi2(0,975;24)

Ukol 6.: Interval spolehlivosti pro rozdil parametri p, - |, dvourozmérného rozloZeni
Bylo vylosovéano 6 vrht selat a z nich vzdy dva sourozenci. Jeden z nich vZdy dostal ndhodné
dietu ¢. 1 a druhy dietu €. 2. Prirtistky v Dg jsou nasledujici: (62,52), (54,56), (55,49), (60,50),
(53,51), (58,50). Za predpokladu, Ze uvedené dvojice tvoii nahodny vybér z dvourozmérného
rozlozeni s vektorem stfednich hodnot (w;, ;) a jejich rozdily se fidi normalnim rozlozenim,
sestrojte 95% interval spolehlivosti pro rozdil stfednich hodnot.

Navod:



Vytvoiime datovy soubor o tfech proménnych a Sesti ptipadech. Do proménnych v1 a v2
zapiSeme namétené piirtistky, do proménné v3 ulozime rozdily v1 - v2.

Ve STATISTICE je implementovan vypocet oboustranného intervalu spolehlivosti pro p,
kdyz 02 nezname. Pomoci Popisnych statistik zjistime meze 95% intervalu spolehlivosti pro
sttedni hodnotu proménné v3 tak, ze zaskrtneme Meze spolehl. prim.

Popisné statistiky

Int. spolehl. | Int. spolehl.
Proménna | -95,000% +95,000%
Prom3 0,626461 10,70687

Dostaneme vysledek: 0,63 Dg < u < 10,71 Dg s pravdépodobnosti 0,95.

Ukol 7.: Testovani hypotézy o rozdilu parametri i, - |1, dvourozmérného rozloZeni
Bylo vybrano Sest novych vozi téze znacky a po urcité dobé bylo zjisténo, o kolik mm se
sjely jejich levé a pravé predni pneumatiky. Vysledky: (1,8; 1,5), (1,0; 1,1), (2,2; 2,0), (0,9;
L,1), (1,5; 1,4), (1,6; 1,4). Za ptedpokladu, zZe uvedené dvojice tvori ndhodny vybér

z dvourozmérného rozloZeni s vektorem sttednich hodnot (p, 1) a jejich rozdily se fidi
normalnim rozloZzenim, testujte na hladiné vyznamnosti 0,05 hypotézu, Ze obé pneumatiky se

------

Navod:

Oznaéme p = - 1p. Na hladingé vyznamnosti 0,05 testujeme hypotézu Hy: p = 0 proti
oboustranné alternativé H;: p # 0. Jde o tlohu na parovy t-test.Ten je ve STATISTICE
implementovan.Vytvotfime datovy soubor o dvou proménnych a Sesti ptipadech. Do
proménnych v1 a v2 zapiSeme namétené piiristky. V Zakladnich statistikdch vybereme t-test,
zavislé vzorky. Zadame nazvy obou proménnych a ve vystupu se podivame na hodnotu
testového kritéria a na p-hodnotu.

t-test pro zavislé vzorky (Tabulka1)
Ozna¢. rozdily jsou vyznamné na hlad. p <,05000

Prdmér |Sm.odch. |N| Rozdil |Sm.odch. t SV p
Promé&nna rozdilu
X 1,500000 0,489898
Y 1,416667 0,331160] 6 0,083333 0,194079 1,051758 5 0,341062

ProtoZe p-hodnota 0,341062 > 0,05, nezamitdme na hladin€ vyznamnosti 0,05 hypotézu, ze

Vsimnéme si jesté hodnoty testového kriteria: t,=1,051758. Kriticky obor
W = (_ 0, =t 4/ (n - 1)> [ <t1—0(/2 (1’1 - 1)900) = (_ 0, =t 975 (5)> 0 <t0,975 (5)900) =
= (- 00,~2,5706) 0 (2,5706, )

Protoze t, Ll W, nezamitame na hladin¢ vyznamnosti 0,05 hypotézu H,, .



Ukol k samostatnému Feeni: Zkouska ze statistiky se sklad4 z pisemné &asti, v niZ je mozno
ziskat maximaln¢ 20 bodi a z Gstni ¢asti, kde je mozno ziskat maximalné 10 bodl. Vysledky
20 nahodné vybranych studentii (X — pocet bodl z pisemné ¢asti, Y — pocet bodil z Gstni
casti):

C.st. | 1 3 5 6 7 8 9 10
X 11 |8 18 |6 11 |6 3 14

Y 4 7 6 8 3 5 6 4 9 8
C.st. |11 12 |13 (14 |15 |l6 |17 [18 |19 |20
X 17 |12 |8 4 15 120 [13 |5 10 |0
Y 10 19 6 5 7 10 |8 6 7 3

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze rozdil sttednich hodnot poc¢tu bodii

v pisemné a Ustni ¢asti se 1i8i 0 3 body proti oboustranné alternativé. Data jsou ulozena

v souboru body ze zkousky.sta

Vysledek: Lilieforsiv test ani S-W test nezamitaji na hladin€ vyznamnosti 0,05 hypotézu o
normalité rozdilt.

Testujeme Hop: 4, =, =3 proti H;: 4, =, # 3. Hodnota testové statistiky = 0,178431, p-

hodnota = 0,806273, na hladin¢ vyznamnosti 0,05 tedy nezamitdme nulovou hypotézu.

Ukol 8.: Asymptoticky interval spolehlivosti pro parametr 9 alternativniho rozloZeni
Muze politickd strana, pro niz se v pfedvolebnim prizkumu vyslovilo 60 z 1000 dotazanych
osob, o¢ekavat se spolehlivosti 0,95, ze by v této dobé ve volbach piekrocila 5% hranici pro
vstup do parlamentu?

Navod: Zavedeme ndhodné veli¢iny X4, ..., Xjo0, piicemz X; = 1, kdyZ i-t4 osoba se vyslovi
pro danou politickou stranu a X; = 0 jinak, i = 1, ..., 1000. Tyto ndhodné veli¢iny tvoii
nahodny vybér z rozlozeni A(J ). V tomto ptipadé n = 1000, m = 60/1000 = 0,06, a.= 0,05,
Ulq = Ug,95 = 1,645.

Ovéteni podminky nd (1- &) > 9: parametr 9 nezname, musime ho nahradit vybérovym
prumérem. Pak 1000.0,06.0,94 = 56,4 > 9.

95% levostranny interval spolehlivosti pro 9 je

m— [ Tm (l—rnjul_a ; 00 |=[0,06- /L [1_0’06]%95 ; © |. V naSem pfipadé
n 1000 ’
d =0,06- 1/W 1,645 =0,0476
1000

S pravdépodobnosti piiblizné 0,95 tedy O > 0,048. Protoze tento interval zahrnuje i hodnoty
niz8i nez 0,05, nelze vyloucit, ze strana ziskd méné€ nez 5% hlast.

Postup ve STATISTICE:

Asymptoticky zptusob: Vytvotime datovy soubor o jedné proménné (nazveme ji d) a o jednom
ptipadu. Do Dlouhého jména proménné d napiSeme
=0,06-sqrt(0,06*0,94/1000)*VNormal(0,95;0;1)

Vyjde 0,047647.

Ptiblizny zptisob: Do nového datového souboru o jedné proménné X a 1000 piipadech
ulozime 60 jednicek (indikuji volbu dané politické strany) a 940 nul (indikuji volbu jiné
politické strany).



Statistika — Zakladni statistiky a tabulky — Popisné statistiky — OK — Proménné X — OK —
Detailni vysledky — zaskrtneme Meze spolehl. prim. — Interval 90,00 — Vypocet.
Dostaneme tabulku:

Popisné statistiky (Tabulka1)

N platnych | Primér | Int. spolehl. |Int. spolehl.
Proménna -90,000% 90,000

X 1000 0,060000 0,047630 0,072370
Protoze dolni mez oboustranného 90% intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu je shodna
s dolni mezi 95% levostranného intervalu spolehlivosti, miizeme konstatovat, ze voli¢i budou
volit danou politickou stranu s pravdépodobnosti aspon 4,76%. Na zaklad€ uvedenych dat
strana tedy nema zaruceno, ze ptekroc¢i 5% hranici pro vstup do parlamentu.

Ukol k samostatnému FeSeni: Pfiristky cen akcii na burze (v %) u 10 ndhodné vybranych
spole€nosti dosahly téchto hodnot: 10, 16, 5, 10, 12, 8, 4, 6, 5, 4. Sestrojte 95% asymptoticky
empiricky interval spolehlivosti pro pravdépodobnost, Ze ptiristek ceny akcie prekroci 8,5%.
Vysledek: 0,096 < 9 < 0,704 s pravdépodobnosti aspon 0,95.

Znamena to, Ze pravdépodobnost, Ze ptiristek ceny akcie piekroci 8,5%, je asponl 9,6% a
nanejvys 70,4% (pti spolehlivosti 95%.)

Ukol 9.: Testovani hypotézy o parametru 9 alternativniho rozloZeni
Urcita cestovni kancelar organizuje zahraniéni zajezdy podle individudlnich ptani zakaznik.
Z n¢kolika minulych let vi, Ze 30% vSech takto organizovanych zajezdli ma za cil zemi X. Po
zhorseni politickych podminek v této zemi se cestovni kancelat obava, ze se zajem o tuto
zemi mezi zakazniky snizi. Ze 150 nahodn¢ vybranych zdkaznikl v tomto roce ma 38 za cil
pravé zemi X. Potvrzuji nejnovéjsi data pokles zajmu o tuto zemi? Volte hladinu vyznamnosti
0,05.
Navod: Mame nahodny vybér Xy, ..., X;s0 z rozloZeni A(0,3). Testujeme Hp: 3 = 0,3 proti
levostranné alternativé H;: 9 < 0,3. V tomto piipadé je testovym kritériem statistika

M-c v . . . , . .
T, = ﬁ , kterd v ptipadé platnosti nulové hypotézy ma asymptoticky rozlozeni N(0,1).

c(l-c

n

Musime ovéfit splnéni podminky nd (1- 9)>9: 150.0,3.0,7 = 31,5 > 9. Vypocteme realizaci

m-c¢ _ =03

\/c(l —o) \/0,3(1 ~03)
n 150

W= (— 00, —U,_, > = (— 0o, — 1,645> . ProtoZe testové kritérium nepatii do kritického oboru, Hy

testového kritéria: t, =

=-1,24722. Kriticky obor:

nezamitadme na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.

Postup ve STATISTICE:

Asymptoticky zpiisob: Vytvofime datovy soubor o dvou proménnych (nazveme je t0 a
kvantil) a jednom piipadu. Vypocteme realizaci testového kritéria tak, Ze do Dlouhého jména
proménné t0 napiSeme

=(38/150-0,3)/sqrt(0,3*0,7/150)

Do Dlouhého jména proménné kvantil napiSeme

=VNormal(0,95;0;1)

Tim ziskdme kvantil ug gs.



1 2
t0 kvantil
1| -1,24721913 1,644854

Jelikoz realizace testového kritéria ty = -1,24721913 nepatii do kritického oboru
W= (— 00, — 1,644854> , Hyp nezamitdme na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05.

Ptiblizny zptisob: Do nového datového souboru o jedné proménné X a 150 ptipadech ulozime
38 jednicek (indikuji zdjem o danou zemi) a 112 nul (indikuji nezajem o danou zemi).
Statistika — Zakladni statistiky a tabulky — t-test, samost. vzorek — OK — Proménné X — OK,
Test vSech priméra vaci 0,3 — Vypocet.

Test prumérl vici referenéni konstanté (hodnoté) (Tabulka4)

Primér |Sm.odch. | N |Sm.chyba |Referencni t SV p
Proménna konstanta
X 0,253333 0,436377 150 0,035630  0,300000 -1,30976 149 0,192294

Hodnota testové statistiky je pfi tomto pifiblizném zplisobu -1,30976. Odpovidajici p-hodnota
je 0,1923, ovSem to je p-hodnota pro oboustranny test. Tuto p-hodnotu tedy musime délit
dvéma a dostaneme 0,0961. Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 nelze zamitnout
hypotézu, ze zajem o danou zemi se nezménil.



