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KAPITOLA 8
Spojité modely s vice proménnymi

Jedna promeénnd nam k modelovani nestaci?
— nevadi, staci vzpomenout na vektory ...

Na samotném pocatku naSeho putovini matematickou
krajinou jsme hned vidéli, Ze pracovat soucasné s vice pa-
rametry nebylo obtiZné, protoZe s vektory §lo pocitat velice
podobné jako se skaldry. Jen je tfeba si véci dobfe rozmyslet.
Budeme se nyni znovu zabyvat situacemi, kdy matematicky
vyjadiené vztahy zavisi na vice (ale kone¢né mnoha) paramet-
rech. Uvidime, Ze vlastné ani nenf tieba prekvapivych novych
napadd, staci vzdy Sikovné redukovat problémy na takové,
které uz fesit umime.

Zarover se konecné budeme umét vratit k diskusi situaci,
kdy hodnoty funkci popisujeme pomoci jejich okamZitych
zmén — tj. malinko se zastavime i u obyc¢ejnych a parcidlnich
diferencialnich rovnic. Uplné zdvérem zminime tzv. varia¢n{
problémy.

Pribézné se budeme také jako obvykle snaZit komentovat
diskrétni varianty pfistupi ¢i problémd.

1. Funkce a zobrazeni na R”

8.1. Funkce vice proménnych. Pro praktické modelovan{
procesu (nebo objekti v grafice) jen velice
" z¥idka vystaime s funkcemi R — R jedné
== — proménné. Prinejmensim byvaji potiebné
funkce zavislé na parametrech a Casto pravé zména vysledkt
v zdavislosti na parametrech byva dulezitéjsi nez vysledek
samotny. Budeme proto uvazovat funkce

fx,x,..0,x) R"—> R

a budeme se snaZit co nejlépe rozsitit nase metody pro sledo-
véani hodnot a jejich zmén do této situace. Rikdme jim funkce
vice proménnych.

Pro snazsi pochopeni pojmli budeme casto pracovat
s ptipady n = 2 nebo n = 3 a pfitom budeme misto &islova-
nych proménnych pouZivat pismena x, y, z. To znamen4, Ze
funkce f definované v ,roviné*“ R? budou znaceny

fiR 3 ) fx,y) eR
a podobné v ,,prostoru* R3
[R5 (. y. 2 flxy.2)eR

Podobné jako u funkcf jedné proménné hovotfime o defini¢nim
oboru A C R”", na kterém je ta ktera funkce definovana. Pfi
zkoumani funkce zadané konkrétnim vyrazem byva prvnim
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KAPITOLA 8. SPOJITE MODELY S VICE PROMENNYMI

tkolem zjistit co nejvetsi defini¢ni obor, na kterém ma tento
vyraz smysl.

S kazdou takovou funkci vice proménnych byva uzitecné
uvazovat jeji graf, tj. podmnozinu Gy C R* x R = R"*!
definovanou vztahem

Gr={(x1,....%s, fx1,...,x2)); (X1,...,x,) € A},

kde A je defini¢ni obor f. Napf. grafem funkce definované
v roviné vztahem

Xty
f(x,y)—xszy2

je docela pé€knd plocha na obrizku a jejim maximalnim de-
finiénim oborem jsou vSechny body roviny kromé pocatku
0, 0).

'
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Pfi definici a zejména pfi kresleni obrazku grafu jsme
pouZili pevné zvolené souradnice v roviné. Pokud pro nékte-
rou z nich zvolime pevnou hodnotu, zbude ndm jen jedna
proménnd. Pro pevné zvolenou hodnotu x tak napf. dosta-
vame zobrazen{

R— Ry (x,y, f(x,y)),

tj. kFivku v prostoru R3. K¥ivky jsou vektorové funkce jediné
proménné, se kterymi jsme jiZ pracovali v Sesté kapitole (viz
6.14). Na obrdzku jsou Carami vyneseny obrazy takovychto
ktivek pro nékteré pevné zvolené hodnoty soutfadnic x a y.

Ktivky ¢ : R — R”" jsou vedle funkci vice promémnych
nejjednodussimi pfiklady zobrazeni F : R™ — R", ke kterym
se dostaneme brzy také.

U funkci jedné proménné jsme cely diferencidlni a in-
tegralni pocCet vybudovali na zdkladé pojmit konvergence,
otevienych okoli, spojitosti atd. Tyto pojmy jsme poté v druhé
Casti sedmé kapitoly zobecnili nejen pro euklidovské prostory
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KAPITOLA 8. SPOJITE MODELY S VICE PROMENNYMI

R", ale i obecnéji pro tzv. metrické prostory. Pfed ¢tenim
nasledujicich odstavcti bude vhodné si tyto pasdZe pecliveé
pripomenout, pfipadné dohledavat si tam potiebné pojmy a
vysledky priibézné. Pro jistotu tady jen velice rychle shrneme
aspoil néco maélo.

8.2. Euklidovské prostory. Euklidovsky prostor E, vni-
s 7 mame jako mnoZinu bodi v R" bez volby
y,/,  soufadnic a na jeho zaméieni R" pohliZime jako
— _~ na vektorovy prostor moznych prirdstkd, které
umime k bodiim prostoru E, pficitat.
Navic je na R” zvolen standardni{ skaldrni soucin

n
u-v= z Xi Vi
i=1

kde u = (x1,...,x,) av = (y1,..., Yy, jsou libovolné
vektory. Tim je na E, ddna metrika, tj. funkce vzdédlenosti
| P — Q] dvojic bodi P, Q predpisem

n

2 2 2

1P = QI = llul® =D x7.
i=1

kde u je vektor, jehoZ pric¢tenim k bodu Q obdrZime bod P.
Napft. v roviné E, je tedy vzdalenost bodi P; = (xy, y;) a
Py = (x2, y2) ddna

[Py — Pall* = (x1 — x2)* + (01 — y2)*.

Takto definovand metrika spliiuje trojihelnikovou nerov-
nost pro kazdé tfi body P, O, R

[P=R| =[(P=Q)+(Q=R)| = [(P=D)I+II(Q—-R)I.

viz 3.25(1) nebo stejnou nerovnost (5.4) pro skaldry. MizZeme
proto bez problému prenést (rozsitit) pro body P; libovolného
Euklidovského prostoru pojmy zavedené dosud pro redlné a

komplexni skaldry:

__-J ToOPOLOGIE EUKLIDOVSKEHO PROSTORU

e Cauchyovska posloupnost: posloupnost bodt P; takova,
ze pro kazdé pevné zvolené € > 0O je ||P; — Pj|| < €
pro vSechny indexy, aZ na kone¢né mnoho vyjimec¢nych
hodnot i, j,

e konvergentni posloupnost: posloupnost bodi P; konver-
guje k bodu P, jestliZze pro kazdé pevné zvolené € > 0
je |P; — P|| < €, aZ na kone¢n€ mnoho vyjimec¢nych
hodnot i, j; bod P pak nazyvdme limitou posloupnosti
P;

e hromadny bod P mnoZiny A C E,: existuje posloupnost
bodid v A konvergujici k P a vesmés riznych od P,

e uzaviend mnoZina: obsahuje vSechny své hromadné body,

e oteviend mnoZina: jeji doplnék je uzavieny,

e oteviené 6—okoli bodu P: mnozina Os5(P) = {Q €
E,;; IP—-—0|l<é6,6eR,§>0,

e hranicni bod P mnoZiny A: kazdé §—okoli bodu P ma
neprazdny prinik s A i s komplementem E, \ A,

e vnitini bod P mnoZiny A: existuje §—okoli bodu P, které
celé leZi uvnitf A,
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KAPITOLA 8. SPOJITE MODELY S VICE PROMENNYMI

e ohranicend mnoZina: leZi celd v néjakém §—okoli né&kte-
rého svého bodu (pro dostatecné velké §),
e kompaktni mnoZina: uzaviend a ohranicena mnoZina.

C

tenaf by mél investovat ptimérené usili do procteni od-
7 = stavcd 3.25,5.14-5.17a7.14-7.16 a 7.22
: l a zkusit si promyslet/pfipomenout definice
' a souvislosti v§ech té€chto pojmd.

Zejména by mélo byt z definic pfimo zfejmé, Ze posloup-
nosti bodl P; maji vlastnosti zminiované v prvnich dvou bo-
dech pfedchoziho vyctu tehdy a jen tehdy, kdyZ stejné nazvané
vlastnosti maji redlné posloupnosti vzniklé z jednotlivych
soufadnic bodd P; ve kterékoliv kartézské soufadné soustave.
Proto také z Lemma 5.12 vyplyvd, Ze kazd4 Caychovskd po-
sloupnost bodt v E,, je konvergentni. Zejména je tedy E,
vZdy dplnym metrickym prostorem.

8.3. Kompaktni mnozZiny. Nase hriatky s otevienymi,
uzavienymi nebo kompaktnimi mnoZinami mohly v piipadé
redlné piimky E; vypadat jako zbyte¢né, protoZe nakonec
jsme stejné skoro vZdy mluvili jen o intervalech.

U metrickych prostort ve ve druhé ¢asti kapitoly sedmé to
moZnd bylo azZ moc sloZité. Stejny piistup je ale v pfipad€ eu-
klidovskych prostorti R” docela jednoduchy a zarovein velmi
uZite¢ny a podstatny (a je to samoziejmé specidlni pfipad
obecnych metrickych prostort).

Stejn€ jako v pripadé E; definujeme oteviené pokryti
mnoZiny (tj. systém otevienych mnoZin, v jejichZ sjednoceni
je dand mnozina obsaZena) a plati s drobnymi formula¢nimi
Upravami i Véta 5.17:

Véta. Pro podmnoZiny A C E, v euklidovskych prostorech
plati:

(1) A je oteviend, pravé kdyZ je sjednocenim nejvyse spocet-
ného systému 5—okoli,

(2) kazdy bod a € A je bud vnitini nebo hranicni,

(3) kaZdy hranicni bod je bud’izolovanym nebo hromadnym
bodem A,

(4) A je kompaktni, pravé kdyz kazda v ni obsaZena ne-
konecna posloupnost ma podposloupnost konvergujici
kboduv A,

(5) A je kompaktni, pravé kdyZ kaZdé jeji oteviené pokryti
obsahuje konecné pokryti.

Dtkaz. Dlkaz z 5.17 Ize bez Gprav pouzit v piipadé
tvrzeni (1)—(3), byt s novym chédpani pojmi a
: % nahrazenim ,otevfenych intervali* jejich vice-
rozmérnymi §—okolimi vhodnych bodu.

Dikaz pro zbyla dvé tvrzeni je vSak tieba
dostl zasadne upravit. Bude proto dobré si projit dikaz
prislusnych obecnych tvrzeni pro metrické prostory v 7.22
a pfitom pfemyslet, co je v pripadé euklidovskych prostort
mozné zjednodusit. O
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ivky v E,. Skoro celd nase diskuse kolem limit,
7%, derivaci a integralt funkci v 5. a 6. kapitole

s oddvodnénim, Ze pouZivime pouze trojuhelnikovou
nerovnost platnou pro velikosti redlnych i komplexnich cisel.
Jiz tehdy jsme si povSimli, Ze se tento argument do znacné
miry pfendasi na jakékoliv funkce jedné redlné proménné
s hodnotami v euklidovském prostoru R” a uvedli jsme
nékolik ndstrojl pro praci s kiivkami v odstavcich 6.14-6.17.

Pfipoméiime proto, Ze pro kazdou (parametrizovanou)
kfivku', tj. zobrazeni ¢ : R — R” v n—rozmérném prostoru,
mulZeme pracovat s pojmy, které jednoduse rozsifuji nase
tvahy z funkeci jedné proménné:

o limita: lim,_,, c(t) € R"
e derivace: c'(tp) = lim,_,, \t—l_to| <(c(t) — c(ty)) e R”
o integrdl: [ c(t)dr € R".

Vsimnéme si také, Ze jak limita tak derivace kfivek maji
smysl v afinnim prostoru, aniZ bychom volili soutfadnice
(pfi¢emz limitou posloupnosti je opét bod v ptivodnim pro-
storu, zatimco derivace je vektor v zaméreni!). V piipadé
integrdlu ale musime uvaZovat kfivky ve vektorovém pro-
storu R”. Ditvod je vidét uz v jednorozmérném piipadég, kde
potiebujeme zndt pocitek, abychom mohli vidét ,,plochu pod
grafem funkce*.

Opét je pfimo z definice zjevné, Ze limity, derivace i
integrély 1ze spocist po jednotlivych n soufadnych sloZkdch
v R" a stejné€ se rozpoznd i jejich existence.

U integrilu midZeme také pfimo formulovat pro kiivky
analogii souvislosti Riemannova integrdlu a primitivni funkce
(viz 6.25):

Tvrzeni. Necht c je kiivka v R", spojita na intervalu [a, b).
Pak existuje jeji Riemanniiv integrdl fab c(t)dt. Navic je kiivka

C(1) :/ c(s)ds e R"

dobre definovand, diferencovatelna a plati C'(t) = c(t) pro
vSechny hodnoty t € [a, b].

Horsi je to s vétou o stfedni hodnoté a obecnéji s Tay-
lorovou vétou, viz 5.38 a 6.4. Ve zvolenych soufadnicich je
miZeme aplikovat na jednotlivé soutadné funkce diferencova-
telné kiivky c(t) = (c1(¢), ..., ¢,(¢)) na konecném intervalu
[a, b]. Dostaneme napf. u véty o stfedni hodnoté existenci
¢isel ¢; takovych, Ze

¢i(b) —ci(a) = (b —a) - ci(t).

Tato ¢isla #; ale budou obecné riiznd, nemtiZeme proto vyjadrit
rozdilovy vektor koncovych bodt ¢(b) — c(a) jako nasobek

ly geometrii se vét§inou rozliSuje mezi kfivkou jakoZto podmnoZzi-
nou v E, a jeji parametrizaci R — R”". My zde pod pojmem ,kfivka“
rozumime vyhradné parametrizované kiivky. Tém se v ceské geometrické
literatufe Casto fika ,,draha*
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derivace kiivky v jediném bod¢. Napt. v roviné E; pro dife-
rencovatelnou kiivku c(t) = (x(¢), y(¢)) takto dostdvame

c(b) —cla) = X' )b —a), y ()b —a))
=(b—a) - X&),y

pro dvé (obecné rtizné) hodnoty &, n € [a, b]. Pofdd nam ale
tato tvaha staci na nésledujici odhad

Lemma. Je-li ¢ kiivka v E, se spojitou derivaci na kom-
paktnim intervalu [a, b, pak pro vSechnya < s <t < b
plati

lle(®) = ()l < Vn(max,egap I’ () - [t = 5.

Dtokaz. Pfimym pouZitim véty o stfedni hodnoté dosta-
vame pro vhodné body r; uvnitf intervalu [s, ¢]:

le®) = @I =D (ci(t) — ci())” < D (cfr)(t = 5))°

i=1 i=1
n
2 2
<(t—s) Zmaxre[s,f] ci(r)

< n(max,e[st nlc Dt — 5)*
2
< nmax,e,q I’ (F)|| (t—s)".

g

Ditlezitym pojmem je tecny vektor ke kiivce c : R — E,
v bod€ c(ty) € E,, ktery definujeme jako vektor v prostoru
zaméfeni R” dany derivaci ¢'(fp) € R". Pfimka T zadana
parametricky

T: c(ty)+1-c(to)

se nazyva tecna ke krivce c v bodé€ ty. Na rozdil od te¢ného vek-
toru, tena T coby neparametrizovand ptimka zjevné nezdvisi
na parametrizaci kiivky c, protoZe pifi zméné parametrizace
dostaneme diky vété o derivovani sloZenych funkci znovu
stejny te¢ny vektor, aZ na ndsobek.

8.5. Parc1aln1 derivace. Pro kazdou funkci f : R" — R
a libovolnou kfivku ¢ : R — R” mame k dis-
__pozici jejich kompozici (f o c)(t) : R — R.
Tato sloZend funkce F o ¢ vypovidd o chovani

Z funkce f podél kiivky c. Nejjednodussi bude
pou21t primky.

l______J SMEROVE A PARCIALN{ DERIVACE l._.
Definice. Rekneme, Ze f : R" — R ma derivaci ve sméru

vektoru v € R" v bodé x € E,, jestliZe existuje derivace
d, f (x) sloZeného zobrazeni t — f(x +tv) v bodé t = 0, ;.

1
dy f (x) = lim — (£ (x + 1v) = f(x).

Hodnoté d, f také fikdme smérovd derivace.
Specidlni volbou pifimek ve sméru souradnych os dosta-

vame tzv. parcidlni derivace funkce f, které znacime %,

1
i =1,...,n,nebo bez odkazu na samotnou fukci jako ope-
race Ll

ax; *
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Pro funkce v roviné tak dostavame
0 o1
a—f(x, y) =lm—(f(x+t,y) — fx,y)
X t—0t
0 o1
—fO,y) =lim—(f(x,y+1) — f(x,y)).
By t—=0f

Zejména je vidét, Ze parcidlné podle vybrané proménné deri-
vujeme tak, Ze prosté vSechny ostatni proménné povazujeme
za konstanty a postupujeme jako u funkci jedné proménné.

8.6. Diferencial funkce f : R” — R. Se samotnymi parci-
- alnimi nebo smérovymi derivacemi nevysta¢ime
pro dobrou aproximaci chovani funkce linear-
nimi vyrazy. Asi bychom pfirozené ocekavali,
7e ,diferencovatelnd* funkce vice proménnych
bude slozemm s jakoukoliv diferencovatelnou kiivkou da-
vat diferencovatelné funkce jedné proménné, které uz dobie
znadme.
Podivejme se ale napf. na funkce v roviné zadané vyrazy

1 kdyZyx =0
g(x’y)_[o jinak

hx. y) 1 kdyzy=x>#0
xX,y) = .
Y 0 jinak

Evidentné Zadna z nich neprodluzuje vSechny hladké kiivky
prochdzejici bodem (0, 0) na hladké funkce. Pfitom ale pro g
existuji obé parcidlni derivace v (0, 0) a jiné smérové derivace
neexistuji, zatimco pro A existuji vSechny smérové derivace
v bodé€ (0, 0) a je dokonce d,h(0) = 0 pro vSechny sméry v,
takZe jde o linedrni z4vislost na v € R2.

Snadno si také pfedstavime funkci f, kterd bude mit podél
primek (r cos 8, r sinf) s pevnym thlem 6 hodnoty k(6)r,
pricemz k(0) je periodicka licha funkce v thlu 6, s periodou
2m. Jeji smérové derivace d, f v (0, 0) vSechny existuji, ale
pro obecné funkce k(9) zcela jisté neptijde o linedrni vyrazy
v zévislosti na smérech v.

Budeme proto sledovat piipad funkci jedné proménné
co nejdtslednéji a podobné patologické chovani funkei vy-
lou¢ime piimo definici:

4! DIFERENCIAL L "
X

Definice. Funkce f : R" — R je diferencovatelnd v bodé
jestlize zaroven plati tfi vlastnosti:

(1) v bodé x existuji smérové derivace d, f (x) pro vSechny
vektory v € R",
(2) d, f(x) je linedrni v zavislosti na pfirtstku v,

(3) lim,_o 7 (f(x +v) = f(x) — dy f(x)) = 0.

Lineérni vyraz d, f (ve vektorové proménné v) nazyvame
diferencidl funkce f vycCisleny na prirdstku v.
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Receno slovy, poZadujeme, aby v bodé x existovalo
dobré priblizeni pfirtstkt funkce f pomoci linedrni funkce
pfirtstkd proménnych veli¢in.

Pfimo z definice smérovych derivaci vyplyva, Ze miiZeme
také diferencidl definovat pouze pomoci vlastnosti (3).
Skute¢né, pokud existuje néjaka linedrni forma df (x)
takovd, Ze pro prirtstky v v bodé€ x plati vlastnost (3)
s dyf(x) = df(x)(v), pak je zjevné df(x)(v) pravé
smérovou derivaci funkce f v bod€ x a vlastnosti (1) a (2)
jsou tedy splnény automaticky.

Podlvejme se, co umime fici o diferencidlu funkce

: f(x, y) vroving za prepokladu, Ze obé parcidlni
» derivace g—f, g—f existuji a jsou spojité v okoli
bodu (xo, yo).

: UvaZme za tim tcelem jakoukoliv hladkou
krlvku t— (x(), y(@)) s xo = x(0), yo = y(0). S pouZitim
véty o stiedni hodnoté na funkce jedné proménné v obou
s¢itancich zvlast dovodime, Ze

L(F (@), y(1)) = f(x0, y0)) =
1 (@), y )= f o, y(0)) 45 (f (o, () = f (%0, 0))

9 9
= %(X(t)—xO)-—af (x(&), y(t))+%(y(t)—yo)-—f (x0, y(1))
X dy

pro vhodnd Cisla & an mezi O at.

Zejména tedy pro kazdou posloupnost ¢isel 7, jdouci
k nule ziskdme prislusné posloupnosti Cisel &, a n,, které
také budou konvergovat k nule, a pro vSechny bude platit
vyjadfeni vyse.

Limitnim pfechodem ¢t — 0 proto diky spojitosti parcidl-
nich derivaci dostdvame (viz test konvergence funkce pomoci
vybranych posloupnosti hodnot argumentt, 5.23, a Véta 5.22
o limitach souctd a soucind funkci)

d s O ' O
d—f(X(t), YO li=o = x(0) 7= (x0, yo) + ¥ (0) == (x0, Yo),
t ox dy

coZ je ptijemné rozsiteni platnosti véty o derivovani sloZzenych
funkci jedné proménné pro vektorové hodnotové funkce.
Samoziejmé, specidlni volbou parametrizovanych piimek

(x(1), y(1)) = (x0 + t&, yo + tn)

prechazi nas vypocet pii v = (£, n) na rovnost

0 d
dy f (x0, yo) = %(Xo, yo)§ + %(xo, yYo)n

a tento vztah miZeme pékné vyjadrit zpisobem, kterym jsme
v linedrni algebfe zapisovali soufadnd vyjddfen{ linedrnich
funkcfi na vektorovych prostorech:

df_%d +—fd

Jinymi slovy, smérova derivace dU f je skute¢né linedrni
funkce R" — R na pfirdstcich, se soufadnicemi danymi
pravé parcidlnimi derivacemi.
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Podobnym postupem nyni budeme umét dokdzat, Ze pred-
poklad spojitych parcidlnich derivaci v daném bodé zajistuje
i aproximacni vlastnosti diferencialu.

Budeme uZz rovnou uvazovat obecné funkce vice
proménnych:

8.7. Véta. Necht f : E, — R je funkce n proménnych, kterd
md v okoli bodu x € E, spojité parcidlni derivace. Pak exis-
tuje jeji diferencial df v bodé x a jeho soutadné vyjadrent je
ddno vyrazem.

af af af

df = —d —d
f ax1 X1+ o Xy + + ox,

dx,.

Dtkaz. Odvozeni véty je naprosto analogické vyse uve-

denému postupu v piipadé n = 2. Musime byt
: , jen byt opatrni v detailech a dokoncit tvahu o
" aproximacnich vlastnostech. Uplné stejné jako
vySe uvazujeme kiivku

c(t) = (c1(n), ..., ca(D)),
c(0) = (0, ...,0), abod x € R" a vyjaddiime pro sloZenou
funkci f(c(t)) rozdil f(x 4+ c(t)) — f(x) takto
Jxr+ci@), ..., x +ca(®) — fxr, x4+ c2(r),...)
+ [ x4 e(),..)) = fxnx2, 0 X + 6 (1)

+f(x1’x2’---,-xn+cn(t)) _f(xla-xzv"'a-xn)'

Na vSech n scitanci ted mliZeme uplatnit vétu o stfedni hod-
noté a, stejné jako v pfipadé dvou proménnych, dostdvame

0
(c1(1) — 61(0))8—)];(961 +c1(01), x2 +c2(t), ..., xp + ¢, (1))

d
+ (e2(2) — 02(0))8—)2()61, X2+ 2(02), ..., xp + (1))

af
(xl’ x27 T xn + C] (en))a
0X,
pro vhodné hodnoty 0 < 6; < ¢. Jde o konecny soucet, proto
stejnou argumentaci jako v pfipadé dvou proménnych oveéfime
d af of
—f(x 4+ c@®))=0 = c1(0)=—x)+ -+ ¢, (0
dzf( (1))i=0 ]()axl() ”()axn
Speciélni volbou kfivek c(fr) = x 4 tv pro smérovy vektor
v mame ovéfeno tvrzeni o existenci a linearité smérovych
derivaci v bodé¢ x.
Zarovei ale miiZeme upln¢ stejn¢ aplikovat vétu o stfedni
hodnoté na rozdil

fx+v) = f(x)=d,f(x+0v)

+ (Cn (t) —Cp (O))

(x).

0 0
=v1—f(x+t9v)+---+vn /
0x1 ax,

(x + 6v)
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s vhodnym 0 < 6 < 1, kde druhd rovnost plati, podle vySe
odvozeného vyrazu pro smérové derivace, pro dostate¢né
mald v diky spojitosti parcidlnich derivaci na okolf bodu x.

ProtoZe jsou vSechny parcidlni derivace spojité v bodé
x, vime, Ze pro libovoln¢ malé ¢ > 0 mizZeme najit okoli
U pocatku v R" takové, Ze se pro w € U budou vSechny
parciélni derivace %(x + w) lisit od %(x) 0 méné nez €.
Dostaneme pak odhad

1 n
—(fx4+w) — f(x) —dyf(x +0w)) < —|lwlle
wl| lwl|

a tedy i aproximacni vlastnost diferencidlu je splnéna. 0

8.8. Tecnarovina ke grafu funkce. Linedrni ptibliZeni cho-
vani funkce diferencidlem miZeme také ob-
. dobné k funkcim jedné proménné vyjadrit ve
E = vztahu k jejimu grafu. Jen misto teCen musime
pracovat s nadrovinami.

Pro pifipad funkce na E, a pevn€ zvoleného bodu
(x0, yo) € E, uvaZzme rovinu v E3 zadanou rovnici

z = f(x0, Yo) +df (xo0, yo)(x — X0, Yy — Yo)
af af
= f(xo0, yo) + 8_(x0’ Yo)(x — x0) + ——(x0, Yo)(y — Yo).
X ay

JiZ jsme vidéli, Ze prirdstek funk¢nich hodnot diferencova-
telné funkce f : E, — R v bodech x + tv a x je vidy
vyjadfen pomoci smérové derivace d, f ve vhodném bodé& na
jejich spojnici. Tato rovina m4 tedy jako jedind ze vSech rovin
prochézejicich bodem (xg, yo) vlastnost, Ze v ni leZi derivace
a tedy i tecny vSech kiivek

c(t) = (x(1), y(0), f(x(), y(1))).

Rikdme jf tecnd rovina ke grafu funkce f.
Na obrédzku jsou zobrazeny dvé te¢né roviny ke grafu
funkce
J(x,y) = sin(x) cos(y).

Diagondlné vedend cCdra je obrazem kfivky c(t) =

(,t, f(t,1)).

Pro funkce n proménnych definujeme te¢nou rovinu jako
& analogii k tecné roviné k ploSe v trojrozmérném
@x prostoru. Misto zaplétani se do spousty indext
N,
E

bude snad uZzite¢nd vzpominka na afinni geomet-
<= rii, kde jsme s tzv. nadrovinami jiZ pracovali, viz
odstavec 4.3.
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__J TECNA (NAD)ROVINA GRAFU FUNKCE V BODE

Definice. 7ecnd nadrovina ke grafu funkce f : R* — R
v bodé x € R”" je nadrovina prochdzejici bodem (x, f(x))
se zamérenim, které je grafem linedrniho zobrazeni df (x) :
R" — R, tj. diferencidlu v bodé x € E,,.

Definice vychdzi ze skute¢nosti, Ze smérova derivace
d, f je dana pfirtistkem na te¢né (nad)roviné odpovidajicim
pfirtistku argumentu v. |

Z téchto tvah vyplyvé fada analogii s funkcemi jedné
proménné. Zejména mé diferencovatelnd funkce f na E,
v bodé x € E, nulovy diferencial tehdy a jen tehdy, kdyZ jeji
sloZen{ s libovolnou kiivkou prochdzejici timto bodem zde
mad staciondrni bod, tj. ani neroste ani neklesa v linedrnim
ptibliZeni.

Jinak feceno, te¢nd rovina je v takovém bod¢ rovnobéZzna
s nadrovinou proménnych (tj. jeji zaméfeni je E, C E,4;
s pridanou nulovou posledni soutfadnici). To samoziejmé
neznamend, Ze v takovém bod¢€ musi mit f aspon lokdlné
bud’ maximum nebo minimum. Stejné jako u funkci jedné
proménné miZeme rozhodovat teprve podle derivaci vysSich.
8.9. Derlvace vyssich radi. Stejné jako v pridpad€ jedné
proménné, operaci derivovani je mozné iterovat.
Tentokrat si midZeme pro kazdou iteraci vybrat
jiny smer.
< Jestlize vybereme pevny piirastek v € R”,
Zadava vycisleni diferencidlti na tomto pfirdstku (diferenci-
alnf) operaci na diferencovatelnych funkcich f : E,, - R

fr=dof =df(v)

a vysledkem je opét funkce df (v) : E, — R. JestliZe je tato
funkce opét diferencovatelna, mize opakovat totéZ s jinym
prirdstkem atd. Zejména tedy miZeme pracovat s iteracemi
parcidlnich derivaci. Pro parcidlni derivace druhého radu

piSeme
0 0 02 % f
(a ° )f ~max, | T oy,
XJ axi 8Xi8Xj 8Xi8Xj

V pfipadé opakované volby i = j piSeme také

9 02 9f
(8x, 8xl)f zf ax2

]

Uplné stejné postupujeme pii dal$ich iteracich a hovofime o
parcidlnich derivacich k-tého radu

ok f
Bxh...axa'

Obecnéji mizeme iterovat (u dostatecné diferencovatelnych
funkcf) také libovolné smérové derivace, napt. d, o d,, f pro
dva pevné piirtstky v, w € R".
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k—KRAT DIFERENCOVATELNE FUNKCE L_q

Rekneme, Ze je funkce f : E, — R k—krdt diferencova-
telnd v bodé x, jestliZze vSechny parcidlni derivace az do fadu
k vetné existuji na néjakém okoli bodu x a jsou v tomto bodé
spojité.

Rekneme, Ze funkce f je k—diferencovatelnd, jestliZe je
k—krat diferencovatelnd ve vSech bodech svého defini¢niho
oboru.

N

Abychom si vSe ukdzali v co nejjednodussi formé, bu-
deme opét pracovat chvili v roviné E; za pfepokladu spoji-
tosti parcidlnich derivaci druhého fadu. V rovin€ a prostoru se
casto strucné znacfi iterované derivace pouhymi odkazy jmen
proménnych v pozici indexd u funkce, napf.

af 9*f 3 f 9 f
f= ox’ Jar = ox2’ Jar = xdy’ Jyr = dydx

Ukézeme, Ze ve skuteCnosti spolu za rozumnych pod-

minek parcidlni derivace komutuji, tzn. neni
: , potfeba dbét na poradi, ve kterém je provadime.

Dle pfedpokladu existence a spojitosti par-

cidlnich derivaci existuji limity

1
fry(x, y) = lim ;(fx(x, y+1) — filx,y))

t—0t \s—0s§

=1im1(1im1(f(x+s,y+t)—f(x,y+t)

_f(x+5,)’)+f(xa)’)))

ProtoZe ale limity mizeme vyjadfit pomoci libolného vybéru
hodnot 7, — 0 as, — 0 a limit pfislusnych posloupnosti,
bude jisté také platit

1
frey(x, y) = }ii%tj((f(x +,y+0) = fx,y+0)

_(f(x‘i‘t,)’)_f(x,y)))

a tato limitni hodnota je spojitd v (x, y).

Oznacéme si vyraz, ze kterého bereme posledni limitu,
jako funkci ¢(x, y, t) a zkusme jej vyjadfit pomoci parci-
dlnich derivaci. Pro doc¢asné pevné ¢ si ozna¢me g(x, y) =
f(x+t,y)— f(x,y). Pak vyraz v posledni velké zdvorce je
diky vété o stfedni hodnot€ roven

glx,y+1)—glx,y) =1-gy(x,y+1).
pro néjaké vhodné 1y, které je mezi nulou a ¢ (a hodnota £y
zavisi na t).
Nyni g, (x,y) = fy,(x+1t,y)— fy(x, y) aproto miZeme
psét ¢ jako
1
Plx, y, 1) = —8y(x, y +lo)

1
= ?(fy(-x +ty +t0) - fy(x’y—i‘fo))-
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Opé€tovnou aplikaci véty o stfedni hodnoté,

QO(X, )’»t) = fyx(x+t1,y+t0)

pro vhodné #; mezi nulou a ¢t. KdyZ ale velkou zdvorku
rozdélime na (f (x+¢, y+1)— f(x+1,y) = (f(x, y+1) —
f(x,y)), dostaneme stejnym postupem s funkci A (x, y) =

fe,y+1)— f(x,y) vyjadfeni
o(x,y,1) = fiy(x + 50,y +51)

s obecné jinymi konstantami s a s,. ProtoZe jsou druhé parci-
lni derivace podle naseho predpoklady spojité, musi i limita
pro ¢t — 0 zarudit poZadovanou rovnost

fxy(x7 y) = fyx(x7 y)

ve vSech bodech (x, y).
Stejny postup pro funkce n proménnych dokazuje nésle-
dujici zékladni vysledek:

___—l Z AMENNOST PARCIALNICH DERIVACI L———-——l
8.10. Véta. Nechr f : E, — R je k-krdt diferencovatelnd
funkce se spojitymi parcialnimi derivacemi aZ do Fadu k

vcetné v okoli bodu x € R". Pak vSechny parcidlni derivace
nezdvisi na poradi derivovani.

Dutxkaz. Diikaz pro druhy fdd byl proveden vySe pro
n = 2 a postup v obecném piipade¢ se nijak neli$i. Formdlné
muZeme obecny pfipad u dvou derivaci odbyt i tvrzenim, Ze
se vzdy celd argumentace odehraje ve dvourozmérném afin-
nim podprostoru, tj. v§echny ostatni proménné povazZujeme
za konstantni a v argumentaci nijak aktivné nevystoupi.

U derivaci vyssiho faddu diikaz dokon¢ime indukci podle
fadu. Skutecné, kazdé poradi indexti Ize vytvofit ziménami
sousedicich dvojic. O

8.11. Hessian. Tak jako jsme u derivaci prvniho fadu zavedli

- diferencial coby linedrni formu d f (x) pfibliZujici
nejlépe v daném bodu x funkci f, budeme nyni
chtit porozumét kvadratickému ptiblizeni funkci
f:E, —> R

HEessIAN L 1
a-

Definice. Je-li f : R" — R libovolna dvakrat diferencov
telna funkce, nazyvdme symetrickou matici funkci

3 f 3f
82f dx10x] (x) e dx10x, (x)
H = = . c. N
f(X) (Bxiaxj (X)) Bzf' . 32f'
0x,0X1 (.X) e 0x,0xp (X)

Hessidn funkce f v bod¢ x.
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Z ptedchozich Gvah jsme jiz vidé€li, Ze vynulovani diferen-
cidlu v bod€ (x, y) € E, zarucuje stacionarni chovani podél
vSech kiivek v tomto bodu. Hessidn

HfGry) = (fxx(x, M folx, y))

fxy(x’ y) fyy(xv y)
hraje roli druhé derivace.
Pro kazdou parametrizovanou pfimku

c(t) = (x(1), (1)) = (xo + &7, yo + 1)

budou totiZ mit funkce jedné proménné

a(r) = f(x(0), y(1)

af af
B() = f(xo0, yo) + B_(XO’ Y0)§ + ——(x0, Yo)n
X dy

1
+ 3 (fxx (X0, Y0)&2 + 2 fry (X0, YO)EN + fyy (X0, )’0)772)

stejné derivace do druhého fadu véetné (piepoctéte!). Funkci
B pfitom miiZeme zapsat vektorové jako

1
B(t) = f(xo, yo)+df (xo. Y0 (i)*i(é n)-H f (xo, m)-(i)

nebo B(t) = f(xo, o) +df (xo, yo) (V) + L Hf (x0, yo) (v, v),
kde v = (&, n) je pfirdstek zadany derivaci kfivky c(¢) a
Hessidn je pouZit jako symetrickd 2—forma.

To je vyjadreni, které jiZ urcité pfipomind Taylorovu vétu
funkeci jedné proménné, presnéji feceno kvadratické ptibliZen{
funkce Taylorovym polynomem druhého 4du. Na nésledu-
jicim obrizku je vynesena jak te¢nd rovina tak toto kvad-
ratické priblizeni pro dva rGzné body a funkci f(x,y) =
sin(x) cos(y).

také prﬂ(ladem matematického tvrzeni, kde sloZi-
7 tou Casti je nalezeni spravné formulace. Dlikaz
je uz pak docela snadnj’/

deme si znaeni pro jednotlivé &asti DX f aproximaci vyssich
fadt pro funkce f : E, — R". Budou to vzdy k-linearni
vyrazy v prirtstcich a nds bude zajimat jen jejich vycis-
leni na k stejnych hodnotach. Jiz jsme diskutovali diferen-
cidll D'f = df v prvnim fadu a hessidn D>f = Hf
v fddu druhém. Obecné pro funkce f : E, — R, body
x = (x1,...,xp) € E, aprirGstky v = (&1, ..., &,) klademe

Difmw = 2 8k—f(x X)) &
= ) axil...axik Ls«eesXn i1 iy -
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Né4zornym ptikladem (s vyuZitim symetrii parcidlnich deri-
vaci) je pro E, vyraz tettho fddu

3 f 3 f
D3 , n) = 3.3 2
f &) = FHE + 35 e
3 f 3 f
3 2 3
+ 8x8y2€n + 8y3n
a obecné
k
k ok f
Dk ’ ) = k=€t
fx, )&, n) ;_0 (z)—axk—‘fay‘fg n

___-l TAYLORUV ROZVOJ SE ZBYTKEM L._——]
Véta. Necht [ : E, — R je k—krdt diferencovatelna funkce

v okoli Os(x) bodu x € E,. Pro kaZdy p¥iriistek v € R" s
velikosti ||v|| < & pak existuje cislo 0 < 0 < 1 takové, Ze

1
f(x+v) = f(x)+ D' f(x)(v) + 5D2f(x><v>+

k-1 1 pr .
+ D F@)@) + D F 40 - v)(v).

k—1)!

Dtkaz. Pro pfirtstek v € R" uvazujme parametrizova-

v nou pfimku c(t) = x + tv v E, a zkoumejme funkci
¢ : R — R definovanou sloZzenim ¢ () = f o c(t).

S TAEAN v . 2 v 2 v 2 .

A% Taylorova véta pro funkce jedné proménné 1ik4 (viz

o) =0) +¢'(O) +...

1
+ ———* O + —p® ).
AR A
Zbyvéa ndm tedy jen ovéfit, Ze postupnym derivovanim sloZené
funkce ¢ dostaneme pravé poZadovany vztah. To Ize vcelku
snadno provést indukci pies fad k.

Pro k = 1 splyvé Taylorova véta s jiZ nékolikrdt vyuZitym
dasledkem véty o stiedni hodnoté aplikované na smérovou
derivaci. Pfi jeho odvozeni jsme vysli ze vztahu

d of aof

E‘P(I) = 8_x1(x(t)) Xy + -+ o

(x(@®)) - x,(®),
ktery plati pro kazdou kfivku a funkci f. To znamen4, Ze

D' f(c(t))(v) = D' f(ct)(c (1))

pro v8echna ¢ v okoli nuly. Stejn€ budeme postupovat pro
funkce D' f. Misto pfirtistku v miiZeme psit ¢’(t) a zapama-
tujme si, Ze dal8i derivovéni c(¢) jiZ vede identicky na nulu
vSude, tj. ¢”(t) = 0 pro vSechna ¢ (protoZe jde o parametrizo-
vanou piimku).
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Ptredpokladejme, Ze

‘ _ o' f
Dfmm = 3 |55 ®, o x®)

1<i1,...,ie<n 1
3 12

a spoctéme totéZ pro £+ 1. Derivovani sloZené funkce da podle
vySe odvozeného vztahu pro derivaci prvniho fddu v daném
sméru a podle pravidla o derivani soucinu (viz Véta 5.33)

d D f(c)(c'() =
7 f(c c =

d 3€f
= ar Z (m(xl(t),-..,xn(t))

1<iy,...,i¢g<n

. xi/l ([) . .xl{[ (l’))

n a€+1f
B Z (Zm(xl(t)"”’xn(t))

1<it,ooig=<n Nj=1
X)) - x (1) - -xl-’((t)) +0

a to skutecné je pozadovany vztah pro fad ¢ 4 1. Taylorova
véta nyni vyplyva z vycisleni v bodé + = 0 a dosazeni do
rovnosti pro ¢ na zacatku tohoto diikazu. O

8.13. Lokalni extrémy funkci vice proménnych. Zkusme
se nyni s pomoci diferencidlu a hessianu podi-
#-= vat na lokdlni maxima a minima funkci na E,,.
Stejné jako v piipadé funkce jedné proménné
fekneme o vnitinim bodu xy € E, defini¢niho
oboru funkce f, ze je (lokdlnim) maximem nebo minimem,
jestlize existuje jeho okoli U takové, Ze pro vSechny body
x € U spliiuje funkéni hodnota f(x) < f(xg) nebo f(x) >
f (x0). Pokud nastiva v predchozich nerovnostech ostra ne-
rovnost pro vSechny x # xy, hovoiime o ostrém extrému.

Pro jednoduchost budeme naddle pfedpokladat, Ze nase
funkce f mad spojité parcidlni derivace prvniho i druhého fadu
na svém defini¢nim oboru. Nutnou podminkou pro existenci
maxima nebo minima v bod¢€ x( je vymizeni diferencidlu
v tomto bodé¢, tj. df (xg) = 0. Skute¢né, pokud je df (xg) # O,
pak existuje smér v, ve kterém je d, f (xo) # 0. Pak ov§em
nutné je podél piimky x¢ + #v na jednu stranu od bodu xg
hodnota funkce roste a na druhou klesa, viz (5.32).

Vnitini bod x € E, defini¢niho oboru funkce f, ve kte-
rém je diferencidl df (x) nulovy nazyvame staciondrni bod
funkce f.

Budeme opét chvili pracovat s jednoduchou funkci v
E, abychom zédvéry piimo mohli ilustrovat. UvaZme funkci
f(x,y) = sin(x) cos(y), kterd uz byla pfedmétem diskuse
a obrazkl v odstavcich 8.9 a 8.8. Svym tvarem tato funkce
pripomind zndm4 kartonovd plata na vajicka, je tedy predem
ziejmé, Ze najdeme fadu extrémt, ale jesté vice staciondrnich
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bodd, kterd ve skute¢nosti extrémy nebudou (ta ,,sedylka*
viditelna na obrazku).
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iy 2 S NN
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A ]
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Spoctéme si tedy prvni a poté druhé derivace:

fx(x, y) = cos(x) cos(y), fy(x,y) = —sin(x)sin(y),
takZe obé derivace budou nulové pro dvé sady bodi

(1) cos(x) = 0, sin(y) = 0, to je (x, y) = (£ x, €xr), pro
libovolné k, £ € Z

(2) cos(y) =0, sin(x) = 0, to je (x, y) = (km, %n), pro
libovolné k, ¢ € Z.

Druhé parcidlni derivace jsou

Hﬂnw=(m “)ww

fey Sy
_ [ —sin(x) cos(y) —cos(x) sin(y)
~ \—cos(x)sin(y) —sin(x)cos(y)]"

V nasich dvou sadéch stacionarnich bodl tedy dostavame
ndsledujici hessidny:

1 0
01
nastavd, kdyz parity k a £ jsou stejné a naopak pro +;

2) Hf (kmr, ¢ + %) =+ (O 1), pricemz znaménko —

(1) Hf (kmr + %, Ir) = £ , pficemZ znaménko —

1 0
nastava, kdyz parity k a £ jsou stejné a naopak pro +.

KdyZ se nyni podivdme na tvrzeni Taylorovy véty pro
fad k = 2, dostdvame v okoli jednoho ze staciondrnich bodi
(x0, Yo)

fx,y) = f(xo0, yo)+
1
+ EHf(Xo +60(x —x0), yo+60(y — yo))(x — X0, Yy — Yo,

kde Hf nyni vnimdme jako kvadratickou formu vycislenou
na prirGstku (x — xg, y — yo). ProtoZe nase funkce ma spo-
jity hessidn (tj. spojité parcidlni derivace do druhého fadu
véetné), a matice hessidnu jsou nedegenerované, nastane lo-
kdlni maximum tehdy a jen tehdy, kdyZ nds bod (x¢, yo) patii
do prvni skupiny se stejnymi paritami k a £. KdyZ budou
parity opacné, pak bod z prvni skupiny bude naopak bodem
lokélniho minima.

Naopak, hessian u druhé skupiny bodu se vzdy vycisli
kladné€ na n€kterych pfirtstcich a zdporné na jinych. Proto se
tak bude chovat i celd funkce f v malém okoli daného bodu.
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Abychom mohli zformulovat obecné tvrzeni o hessianu
a lokalnich extrémech ve stacionarnich bodech,
musime pfipomenout diskusi o kvadratickych for-
mach v odstavcich 4.31-4.32 v kapitole o afinni

R geometrii. Zavedli jsme tam pro kvadratickou
formu 4 : E,, — R néasledujici privlastky

e positivné definitni, je-li h(u) > 0 pro vSechny u # 0
e positivne semidefinitni, je-1i h(u) > 0 pro vSechny u € V
e negativné definitni, je-li h(u) < 0 pro vSechny u # 0
e negativné semidefinitni, je-1i h(u) < OprovSechnyu € V
e indefinitni, je-li h(u) > 0 a f(v) < 0 pro vhodné u, v €
V.
Zavedli jsme také néjaké metody, které umoziuji pfimo zjistit,
zda dand forma ma néktery z téchto privlastkd.
Tayloriiv rozvoj se zbytkem okamzité dava platnost na-
sledujici véty:

Véta. Necht f : E, — R je dvakrat spojité diferencovatelna

funkce a x € E, nechf je staciondarni bod funkce f. Potom

(1) f mav x ostré lokalni minimum, je-li H f (x) positivné
definitni,

(2) f mav x ostré lokalni maximum, je-li H f (x) negativné
definitni,

(3) f nemd v bodé x lokdlni extrém je-li H f (x) indefinitni.

Dtkaz. TaylorGv rozvoj druhého fadu se zbytkem pro
funkei f(xq,...,x,),bod x = (xq, ..., x,) apfiristek v =
(vy,...,v,) fika

1
fx+v)=f@O)+df @)@+ SHf(x +0 ) ().

Dle ptfedpokladu o nulové hodnoté€ diferencidlu je tedy

1
f(x+v)=f(x)+§Hf(x+0-v)(v).

Podle naSeho pfedpokladu je kvadratickd forma H f (x) spo-
jité zavisld na bodu x a definitnost, resp. indefinitnost, kvad-
ratickych forem je rozhodnutelnd podle znaménka hlavnich
subdeterminantt matice H f, viz Sylvestrovo kritérium v od-
stavci 4.32. Samotny determinant je ale coby polynomidlni
vyraz v koeficientech matice spojitou funkci, proto nenulovost
a znaménka zkoumanych determinant( v dostate¢né¢ malém
okoli bodu x budou stejnd jako v bod€ x samotném.
Zejména tedy pro pozitivné definitni H f(x) mame
zajiSténo, Ze f(x + v) > f(x) pro dostate¢né mald v, jde
tedy o ostré minimum funkce f v bodé x. Analogicky pro
negativni definitnost. V pripadé indefinitni formy H f(x)
budou existovat sméry v, w ve kterych f(x +v) > f(x) a
f(x +w) < f(x) atedy extrém Zadny nenastava. (|

s 2 Nz

Vsimnéme si, Ze véta neddva Zadny vysledek, pokud je
hessidn funkce ve zkoumaném bodé€ degenerovany a pfitom
neni indefinitni. Diivod je opét stejny jako u funkci jedné
proménné. V takovych piipadech totiz existuji sméry, ve kte-
rych prvni i druhd derivace zmizi a my proto v tomto fadu
pribliZzeni neumime poznat, zda se funkce bude chovat jako
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13 nebo jako £* dokud nespocteme alespoii v potiebnych
smérech derivace vyssi.

Zaroven si povSimnéme, Ze i v bodech, kde je diferencial
nenulovy, ma definitnost hessidnu H f (x) podobné dtsledky
jako nenulovost druhé derivace u funkce jedné proménné.
Skute¢né, vyraz

z(x +v) = f(x) +df (x)(v)

zadava pravé teCnou nadrovinu ke grafu funkce f a proto
Taylorova véta druhého fddu se zbytkem, tak jak byla vyu-
zZita v dikazu, ukazuje, Ze pri pozitivni definitnosti hessianu
jsou vSechny hodnoty funkce f v dostate¢né malém okoli
bodu x nad hodnotami na te¢né nadroviné, tj. cely graf je v
dostate¢né malém okoli nad te¢nou nadrovinou. V piipadé
negativni definitnosti je tomu naopak. U indefinitnich hod-
not hesidnu opét graf funkce prechazi z jedné strany te¢né
nadroviny na druhou, to se ale obecné dé€je podél objektt
nizsi dimenze v te¢né nadroving, neméame tedy k dispozici
pfimocaré zobecnéni inflexnich bodd.

8.14. Zobrazeni. Koncept derivace a diferencidlu lze
snadno roz§ifit na zobrazeni F : E, — E,,. Pri

zvolenych kartézskych soufadnicich na obou

strandch je takové zobrazeni obycejnd m—tice

F(xp, ..o x) = (ilxt, ooos X))y oooy f(x, o0y X0))

funkei f; : E, — R.Rekneme, Ze F je diferencovatelné nebo
k—krat diferencovatelné zobrazeni, jestlize tuto vlastnost maji
vSechny funkce fi, ..., fu.

._—-l DIFERENCIAL A JACOBIHO MATICE

Diferencidly df;(x) jednotlivych funkci f; zobrazeni
F(x1s~'~axn) = (fl(xla~~~,xl’l)7---sfm(x17~~'sxn))

poskytujf linedrni ptibliZeni pfirtistkd jejich hodnot. Lze proto
ocekdvat, Ze budou spolecné ddvat také souradné vyjadieni
linedrniho zobrazeni D' F (x) : R” — R mezi zamé&fenimi,
které bude linedrné aproximovat prirtistky naseho zobrazeni.
Vyslednd matice

on of of
dfi(x) g 371 g

D'Fmy=| " [=" " "l @
O  w O
dfp) ok 2

se nazyvd Jacobiho matice zobrazeni F v bod¢ x.

Linedrni zobrazeni D'F (x) definované na piiriistcich
v = (v, ..., v,) pomoci stejné znacené Jacobiho matice
nazyvame diferencidl zobrazeni F v bodé€ x z defini¢niho
oboru, jestlize plati

lim ﬁ(m +v) = F(x) = D'F(x) (1)) = 0.
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Piimé pouZiti Véty 8.5 o existenci diferencidlu pro funkce
n proménnych na jednotlivé souradné funkce zobrazeni F a
sama definice euklidovské vzdalenosti vede k nasledujicimu
tvrzeni:

Disledek. Nech? F : E, — E,, je zobrazeni, jeho? vSechny
souradné funkce maji spojité parcidlni derivace v okoli bodu
x € E,. Pak existuje diferencidl D'F (x) zadany Jacobiho
matici.

8.15. Transformace. Zobrazeni F : E, — E,, kterd maji

7 . inverzni zobrazeni G : E,, — E, definované na
celém svém obrazu, se nazyvaji transformace.
AR Kazdé takové zobrazeni je mozné vnimat jako
zménu soufadnic. Zpravidla poZadujeme, aby F i G byla
diferencovatelna.

Stejné jako u vektorovych prostori, volba naSeho
»pohledu na véc®, tj. volba soufadnic, mize zdanlivé zjed-
nodusit nebo zhorSit naSe porozuméni studovanému objektu.
Zménu souradnic nyni diskutujeme v daleko obecnéjsi formé
neZ jen u afinnich zobrazeni v kapitole ctvrté. Velice ndzorny
priklad je zména nejobvyklejsich soufadnic v roving na tzv.
polérni, tj. polohu bodu P zaddvdme pomoci jeho vzdélenosti
od pocétku soufadnic r = y/x? + y? atihlu ¢ = arctan(y/x)
(pokud je x # 0) mezi spojnici s pocatkem a osou x. Pfechod
z poldrnich soufadnic do standardnich je

Ppolgrni = (1 @) /> (rcos @, rsing) = Piarigzské

Je pfitom zjevné, Ze je nutné polarni soufadnice vhodné& ome-
zit na podmnoZinu bodt (7, ¢) v roviné, aby existovalo i zob-
razeni inverzni. Kartézsky obraz pfimek v poldrnich soufadni-
cich s konstantnimi soufadnicemi r nebo ¢ je na ndsledujicim
obrazku:

1/2°Pi

4/3+Pi 5/3+Pi
3/2°Pi

Nésledujici véta formuluje velmi uZite¢né zobecnéni
pravidla pro derivani sloZenych funkci jedné proménné. Je

vlastné, az na slozitéjsi koncept samotného diferencidlu, tplné
stejnd, jako uz u jedné proménné vidéli. Pro funkce jedné
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proménné je totiZ Jacobiho matice jediné ¢islo a to derivace
funkce v bod¢€, ndsobeni Jacobiho matic je tedy prosté na-
sobeni derivaci vnéjsi a vnitfni sloZky funkce.) Specidlnim
pripadem jsou samoziejmé také vztahy, které jsme odvodili
pro derivaci kompozice funkce vice proménnych s kiivkou.

_—-I DIFERENCIAL SLOZENEHO ZOBRAZENT L__—I
8.16. Véta. Nech/ F : E, - E, a G : E, — E, jsou

dvé diferencovatelnd zobrazeni, pricem? definicni obor G

obsahuje cely obor hodnot F. Pak také sloZené zobrazeni

G o F je diferencovatelné a jeho diferencidl je v kaZdém bodé
z definicniho obodu F kompozici diferencialii

D' (G o F)(x) = D'G(F(x)) o D'F(x).

Prislusnd Jacobiho matice je ddna soucinem prislusnych Ja-
cobiho matic. |

Dutkaz. V odstavci 8.5 a pfi dikazu Taylorovy véty jsme
. odvodili, jak se chova diferencovani sloZenych zobra-
zeni vzniklych z funkef a kiivek. Tim jsme dokézali
A2 specidlni piipady této véty s n = r = 1. Obecny
Y pripad se odvodi prakticky stejnym postupem, jen
budeme pracovat vice s vektory.

Zvolme libovolny pevny pfirtstek v a pocitejme sméro-
vou derivaci pro kompozici G o F v bodé x € E,. Ve
skute¢nosti to znamend spocist postupné diferencidly pro jed-
notlivé soufadné funkce zobrazeni G sloZené s F. PiSme tedy
rovnou jednoduseji g o F pro kteroukoliv z nich.

1

o

1
dy(g o F)(x) = lim ;(g(F(x +1v) — g(F(x))).

Vyraz v zdvorce mizeme ovSem z definice diferencidlu g
vyjadfit jako

g(F(x +1v)) — g(F(x) =dg(F(x))(F(x +tv) — F(x))
+a(F(x +tv) — F(x)),

kde « je funkce definovand na okoli bodu F (x), kterd je spojita
a spliluje lim,_, ”ll)—Hoz(v) = 0. Dosazenim do rovnosti pro
smérovou derivaci dostivdme

1
dy(g 0 F)(x) = lim —(dg(F())(F(x + 1v) = F(x))
+ a(F(x + 1v) — F(x)))
=dg(F(x)) (tlir% % (F(x +tv) — F(x)))
+ tlin?) ; (a(F(x +tv) — F(x)))

=dg(F(x)) o D'F(x)(v) +0,

kde jsme vyuZili skuteCnosti, Ze linedrni zobrazeni mezi
kone¢nérozmérnymi prostory jsou vZdy spojitd a vlastnosti
funkce «.
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Dokazali jsme tedy tvrzeni pro jednotlivé funkce
g1, ..., 8 zobrazeni G. Cela véta nyni vyplyva z toho, jak
se ndsobi matice. O

Ilustrujme ted’ vyuZiti konceptu transformace a véty

o o derivani sloZenych zobrazeni na jednodu-
PP chém prikladg. Vid&li jsme, Ze poldrni soufad-
nice vzniknou z kartézskych transformaci F :
22 R? — RR?, kterou v soufadnicich (x, y) a (r, ¢)
zapiSeme takto (napf na definicnim oboru vSech bodl v prv-
nim kvadrantu roviny mimo body s x = 0)

r =+/x2 4 y2, ¢ = arctan 2
X
Uvazme funkci g, : E, — R, kterd m4 v poldrnich soutfadni-
cich vyjadreni
g(r, @, t) =sin(r —t).
Takov4 funkce ndm snad dobfe pfibliZuje vinéni povrchu hla-
diny po bodovém vzruchu v pocatku v Case ¢, viz obrdzek s

hodnotou ¢t = —m /2. Zatimco v poldrnich soufadnicich bylo
snadné ji zadat, v kartézskych bychom asi tdpali.

N2
N

Spoctéme nyni derivaci této funkce v kartézskych soufad-
nicich. PouZitim na$i véty dostaneme

g og ar og ap
a ) 5t = a ) a_ Uy ~ )
8x(x v, 1) ar(r ¢)8x(x y) + 8(p(r sO)ax(x y)

x
=cos(vx2+y?—t)———+0
Va2 +y?

a podobné
g g ar g 17
- 9 9 t - b - b -~ b ~ 9
8y(x Y, 1) ar(r w)ay(x »+ a(p(r w)ay(x y)

= cos(v/x2 + y2 — t)\/%.
X y

8.17. Véta o inverznim zobrazeni. U funkci jedné
proménné rozhodovala nenulovost prvni derivace o tom,
je-li funkce rostouci ¢i klesajici. Pak takovou musela byt i
na né&jakém okoli zvoleného bodu a tudiZ tam existovala i
inverzni funkce. Jeji derivace pak byla pfevracenou hodnotou
derivace funkce ptivodni.
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Kdyz tuto situaci interpretujeme z pohledu zobrazeni
E, — E, alinedrnich zobrazeni R — R coby jejich di-
ferenciald, je nenulovost nutnou a dostate¢nou podminkou
k invertibilité piislusného diferencidlu. Takto obdrzime tvr-
zeni platné pro kone¢nérozmérné prostory obecné:

._——J VETA O INVERZNIM ZOBRAZEN{ Plj
Véta. Necht F : E, — E, je diferencovatelné zobrazeni

na néjakém okoli bodu xy € E, a nechf je Jacobiho matice
D' f(xo) invertibilni. Pak na néjakém okoli bodu x existuje
inverzni zobrazeni F~' a jeho diferencidl v bodé F(xy) je
inverznim zobrazenim k diferencidlu D' F (xy), tzn. je zaddn
inverzni matici k Jacobiho matici zobrazeni F v bodé x,. |

Dukaz. Nejdiive si zkusme ovéfit, Ze tvrzeni je rozumné
7 - a ocekavatelné. Pokud bychom predpokladali,
Ze inverzni zobrazeni existuje a je diferencova-
— telné v bod€ F'(x), véta o derivovani sloZenych

funk01 si vynucuje vztah

idge = D'(F~ ' o F)(x9) = D' (F™") o D' F(xy),

coZ ovefuje vztah v zadveéru véty. Vime proto od zacdtku, jaky
diferencidl pro F~! hledat.

v da151m kroku predpokladejme, Ze inverzni zobrazeni
F~! na okoli bodu F(xo) existuje a je spojité.
Budeme v této situaci ovéfovat existenci dife-
LY, rencidlu. Z diferencovatelnosti F' na okoli xg

2 vyplyvd, Ze

F(x) — F(xg) — D' F(x0)(x — xp) = at(x — X0)

s funkei « : R" — O spliigjici lim,_¢ ma(v) = 0.
Pro ovéfeni aproximacni vlastnosti linedrniho zobrazeni
(D'F(x0))~! je tieba pouze spocist ndsledujci limitu pro
y = F(x) jdouci k yo = F(xp)

lim ————(F~'(y) = F~'(50) = (D' F(x0)) ™' (y = y0)).-
y=o0 [ly = yoll
Dosazenim z ptredchozi rovnosti dostdvame

1
lim ——— (x — Xo—
0Ty = ol

(D'F (x0)) " "(D'F (x0) (x — x0) + ar(x — xo)))

—1
= lim ——(D'F(x0)) "' (@(x — x0))
y=>yo ||y — yoll
= (D'F(x))™"! Jim ——(a(x — x0)),
%o 1y — yoll

kde posledni rovnost vyplyva ze skutecnosti, Ze linedrni zob-
razeni mezi kone¢nérozmérnymi prostory jsou vzdy spojitd
a diky invertibilité¢ diferencidlu jeho prediazeni limitnimu
procesu neovlivni ani existenci limity.
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Vsimnéme si, Ze jsme zdanliveé s dikazem skoro hotovi.
Limita na konci naseho vyrazu je v disledku vlastnosti funkce
o nulova, pokud jsou velikosti || F(x) — F(xp)|| vetsi nez
C|lx — xol|| pro néjakou konstantu C. To je o trochu silné&;jsi
vlastnost, neZ Ze je F~' spojité, v literatuie se této vlastnosti
iika, Ze je funkce Lipschitzovsky spojitd. Zbyva nam tedy uz
jenom* dokdzat existenci Lipschitzovsky spojitého inverz-
niho zobrazeni k zobrazeni F.

Pro dalsi ivahy si zjednodusime praci prevedenim obec-
ného pripadu na o néco jednodussi tvrzeni.
: , Zejména bez Gjmy na obecnosti 1ze vhodnou
{ volbou kartézskych soufadnic dosdhnout xg =

L 0€e R, yo=F(xg) =0€eR".
SloZenim zobrazeni F s jakymkoliv linedrnim zobraze-
nim G dostateme opét diferencovatelné zobrazen{ a vime také,
jak se zméni diferencidl. Volbou G (x) = (D' F(0))~'(x) do-
stdvame D'(G o F)(0) = idg». MliZeme tedy zrovna pfedpo-
kladat

D'F(0) = idgn .

Uvazme za téchto pfedpokladi zobrazeni K (x) = F(x) — x.
Toto zobrazeni je opét diferencovatelné a jeho diferencial
v bodé 0 je zjevné nulovy.

Pro libovolné spojité diferencovatelné zobrazeni K
v okoli pocatku R" plati diky Taylorovu rozvoji prvniho fadu
se zbytkem jednotlivych soufadnych funkci K; a diky definici
euklidovské vzdalenosti odhad

IK () = KW = C/nllx = yl,

kde C je ohrani¢eno maximem vSech absolutnich hodnot
parcidlnich derivaci v Jacobiho matici zobrazeni K na sledo-
vaném okoli.?

ProtoZe v nasem pfipadé je diferencidl zobrazeni K
v bodé xo = 0 nulovy, miZeme volbou dostate¢né¢ malého
okoli U poc¢étku dosdhnout platnosti ohranicen{

1
1K) = KD = 5llx = yll.

Déle dosazenim za definici K (x) = F(x) — x a pouZitim
trojihelnikové nerovnosti || (# — v) + v|| < |lu — v|| + ||v|,
tj. také ||u|| — ||v|| < |lu — v]|, dostdvdme

ly —xll = I1F(x) — FDI < 1F(x) — F(y) +y — x|
<y —xl
< 5lly = xI.
Odtud konec¢né
1
Ellx =yl = IF&x) —FOI.

Timto odhadem jsme doséhli opravdu pékného pokroku:
jsou-li na naSem malém okoli U pocatku x # y, pak nutné
musi byt také F(x) # F(y).Je tedy nase zobrazeni vzdjemné

27 této uvahy okamZité plyne, Ze funkce, kterd ma spojité parcidlni
derivace na kompaktni mnoZiné, je na ni i Lipschitzovsky spojitd.
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jednoznac¢né. Pisme F~! pro jeho inverzi definovanou na
obrazu U. Pro ni na$ odhad iikd

IF~' ) — F Ol < 2l1x — yll,

je tedy toto zobrazeni urcité nejen spojité ale dokonce Lipschi-
tzovsky spojité, tak jak jsme v pfedchozi ¢asti dikazu potfebo-
vali.

Zdanlivé jsme tedy jiZ dpln€ hotovi (s dikazem), to ale
G\ nenipravda. Abychom skutecné dokoncili diikaz,
-y, musime ukdzat, Ze je zobrazeni F ziZené na

@//’// dostate¢né malé okoli nejen vzdjemné jedno-
\ 77/ naéné, ale e také zobrazuje oteviené okoli nuly
na oteviené okoli nuly.?

Zvolme si § tak malé, aby okoli V = Os(0) leZelo v U
véetné své hranice a zdroveii aby Jacobiho matice zobrazeni
F byla na celém V invertibilni. To je jisté¢ mozné, protoze
determinant je spojité zobrazeni. Ozna¢me B hranici mnoZiny
V (tj. prisluSnou sféru). ProtoZe je B kompaktni a F spojité,
ma funkce

px) = [[F)]

na B maximum i minimum. Oznaéme a = %minxE B p(x)
a uvazujme libovolné y € O,(0). Samoziejmé je a > O.
Chceme ukdzat, Ze existuje alespoii jedno x € V takové, Ze
y = F(x), ¢imz bude celd véta o inverzni funkci dokadzana.
Za timto ucelem uvaZzme funkci (y je naS pevné zvoleny

bod)
h(x) = |F(x) = yl*

Opét obraz £(V) U h(B) musi mit minimum. UkdZeme nej-
prve, Ze toto minimum nemdiZe nastat pro x € B. Plati totiZ
F(0) = 0 aproto h(0) = ||y|| < a.Zaroveii podle nasi de-
finice a je pro y € O,(0) vzdalenost y od F(x) prox € B
alespoti a (protoZe a jsme volili jako polovinu minima z ve-
likosti F(x) na hranici). Minimum tedy nastiva uvnité V a
musi byt ve staciondrnim bodé z funkce 4. To ale znamena
Ze pro vSechna j = 1, ..., n plati

0 g o i
5@ = §2<ﬁ<z> i) o, (z) = 0.

Na tento systém rovnic se miZzeme divat jako na systém li-
nedrnich rovnic s proménnymi & = f;(z) — y; a koeficienty
zadanymi dvojndsobkem Jacobiho matice D! F(z). Pro kazdé
z € V ma takovy systém ovSem pouze jedno feSeni a to je
nulové, protoZe Jacobiho matice je podle naSeho predpokladu
invertibilni.

Tim jsme nasli hledany bod x = z € V spliiujici pro
vSechnai =1, ..., nrovnost f;(z) = y;. O

3V literatufe 1ze snadno dohledat ptiklady zobrazeni, ktera tieba spo-
jité a bijektivné zobrazi tsecku na ctverev apod.
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8.18. Véta o implicitni funkci. Nasim dal$im cilem je vyu-
Zit vétu o inverznim zobrazeni pro préci s im-
. plicitn€ definovanymi funkcemi. Pro zacdtek
—* ~ uvaZujme diferencovatelnou funkci F'(x, y) de-
finovanou v roviné E; a hledejme body (x, y), ve kterych
plati F(x, y) = 0.

Piikladem miZze byt tfeba obvykla (implicitni) definice
pfimek a kruZnic:

Fx,y)=ax+by+c=0
F(x,y)=(x—s)2—|—(y—t)2—r2=0, r > 0.

Zatimco v prvém piipadé€ je (pii b # 0) predpisem zadand

funkce
a c

y=f&)=—7x-4
pro vSechna x, ve druhém piipadé€ mizZeme pro libovolny bod
(x0, Yo) spliiujici rovnici kruZnice a takovy, Ze yp # ¢ (to jsou
totiZ krajni body kruZnice ve sméru soutfadnice x), najit okoli
bodu xg, na kterém bude bud’

y=fo=r+J/a—s2—r

y=fx)=t—-vx—s)?—r,

podle toho na kterou polokruZnici patfi bod (xo, o). Pfi nacrt-
nuti obrazku je divod ziejmy — nemlZeme chtit pomoci
funkce y = f(x) postihnout horni i doln{ ptilkruZnici zaroven.
Zajimavéjsi jsou krajni body intervalu [s — r, s + r]. Ty také
vyhovuji rovnici kruznice, plati v nich ale F,(s £ r,1) =0,
coZ vystihuje polohu tecny ke kruZnici v téchto bodech rov-
nobéZnou s osou y. V téchto bodech skute¢né neumime na-
jit okoli, na némZ by kruZnice byla popsédna jako funkce
y = fx).

Navic umime i derivace nasi funkce y = f(x) =
t + /(x — 5)? — r2, tam kde je definovéna, vyjadfit pomoci
parcidlnich derivaci funkce F:

f/(x)zé 2(x — ) :x—s:_i.
(x—s8)2—-r2 y—t1 Fy

KdyZ prohodime roli proménnych x a y a budeme chtit
najit zavislost x = f(y) takovou, aby F(f(y),y) = 0, pak
v okoli bodi (s & r, ¢) bez problémti uspéjeme. VSimnéme si,
7e v téchto bodech je parcidlni derivace F, nenulovi.

Nase pozorovani tedy (pro pouhé dva piiklady) fika: pro
funkci F(x,y) a bod (a,b) € E, takovy, ze F(a,b) =
0, umime jednoznac¢né€ najit funkci y = f(x) splitujici
F(x, f(x)) =0, pokud je F\(a, b) # 0.V takovém piipadé
umime i vypodist f'(a) = —F,(a, b)/Fy(a, b). DokdZeme,
Ze ve skuteCnosti toto tvrzeni plati vZdy. Posledni tvrzeni o
derivaci pfitom je dobfe zapamatovalné (a pfi peclivém vni-
mani véci i pochopitelné) z vyrazu pro diferencidl funkce
g(x) = F(x, y(x)) adiferencidl dy = f’(x)dx

0 =dg = Fydx + Fydy = (F + F, f'(x))dx.

nebo
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Obdobné bychom mohli pracovat s implicitnimi vyrazy
F(x,y,z) = 0, pficemZ mtzZeme hledat funkci g(x, y) ta-
kovou, Ze F(x, y, g(x, y)) = 0. Jako ptiklad uvazme tfeba
funkci f(x, y) = x?+y?, jejimz grafem je rotaéni paraboloid
s pocatkem v bodé (0, 0). Ten miiZeme implicitné zadat také
rovnici

0=F(x,y,2) =z—x>—y.
Nez sformulujeme vysledek rovnou pro obecnou situaci,
vS§imnéme si jesté, jaké dimenze se mohou/maji v problému
vyskytovat. Pokud bychom pro tuto funkci F chtéli najit
kiivku c(x) = (c1(x), c(x)) v rovin€ takovou, Ze

F(x,c(x)) = F(x,c1(x), c2(x)) =0,

pak to jist¢ budeme umét (dokonce pro vSechny pocatecni
podminky x = a) také, ale vysledek nebude jednoznaény
pro danou pocédtecni podminku. Staéf totiZ uvazit libovolnou
ktivku na rota¢nim paraboloidu, jejiZ primét do prvni soufad-
nice m4 nenulovou derivaci. Pak povaZujeme x za parametr
kfivky a za c(x) zvolime jeji primét do roviny yz.

Ocekdvame tedy, Ze jedna funkce m + 1 proménnych
zaddvd implicitn& nadplochu v R™*!, kterou
chceme vyjadftit alespoii lokdlné jako graf jedné
funkce v m proménnych. Lze ocekdvat, Ze n

: = funkci v m + n proménnych bude zaddvat prinik

n nadploch v R coZ je ve ,,vét8in&“ pfipadi m—rozmérny
objekt.

Uvazujme proto diferencovatelné zobrazeni

F=C(fi,..., fo) : R"™™" > R",

Jacobiho matice tohoto zobrazeni bude mit n fadkti am + n
sloupcti a mizeme si ji symbolicky zapsat jako

Nl 1
— (D!F, D'F)
an of on af
a1 T e 0% T Omgn
n Ofn _fn_ _Ofn_
dx1 T Axm 0Xp+1 e 0Xm+n
kde (x1, ..., Xpmin) € R zapisujeme jako (x, y) € R™ x

R", D! F je matice s n fddky a prvnimi m sloupci v Jacobiho
matici, zatimco D‘I,F je Ctvercovd matice fadu n se zbylymi
sloupci. Vicerozmérnou analogii k predchozi ivaze s nenulo-
vou parcidlni derivaci podle y je poZadavek, aby matice D}I,F
byla invertibilni.

.___-l VETA O IMPLICITNIM ZOBRAZENT ’——]
Véta. Necht F : R"™" — R" je diferencovatelné zobrazeni

na otevieném okoli bodu (a,b) € R™ x R" = R"™ ye
kterém je F(a,b) = 0 a det D;F # 0. Potom existuje dife-
rencovatelné zobrazeni G : R™ — R" definované na nejakém
okoli U bodu a € R™ s obrazem G(U), ktery obsahuje bod
b, a takové, Ze F(x, G(x)) = 0 pro vSechny x € U.

Navic je Jacobiho matice D' G zobrazeni G na okoli bodu
a zaddna soucinem matic

D'G(x) = —(DyF)"'(x, G(x)) - DyF (x, G(x)).
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DUKAZ Pro zvysem srozum1telnost1 uvedeme napied
nice F(x, y) = 0 s funkci F dvou proménnych.
, Bude zdénlivé sloZity, protoZe jej schvéalné ve-
) deme tak, jak jej bude moZné pouZit i pro obecné

s

dlmenze z véty. Rozsifime funkci F na

F:R* >R, (x,y) > (x, F(x, ).
Jacobiho matice zobrazeni F je

17 = ! 0
D F(x,y) = (FX(X, y)  Fy(x, y)) '

Z piedpokladu Fy(a, b) # 0 vyplyva, Ze totéZ plati i na néja-
kém okoli bodu (a, b) a tedy je na tomto okoli funkce F
invertibilni podle véty o inverznim zobrazeni. Vezméme tedy
jednoznacné definované a diferencovatelné inverzni zobrazeni
F~' na n&jakém okoli bodu (a, 0).

Nyni oznaéme 7 : R? — R projekci na druhou soufad-
nici a uvazujme funkci f(x) = 7 o F ~(x,0). To je dobie
definovana a diferencovatelna funkce. Mame ovéfrit, Ze nasle-
dujici vyraz

F(x, f(x)) = Fx, n(F~'(x, 0)))

bude na okoli bodu x = a nulovy. Pfitom z definice
F(x, y) = (x, F(x,y)) vyplyva, Ze i jeji inverze musi
mit tvar I:"*l(x, y) = (x, JTF*I(x, y)). MiliZeme proto po-
kracovat v pfedchozim vypoctu:

F(x, f(x)) = n(F(x, 7 (F ' (x,0))) =
=7 (F(F'(x,0)) = 7(x,0) = 0.

Tim mame dokdzanu prvni ¢ast véty a zbyva spocist derivaci
funkce f(x). Tuto derivaci miZeme odecist opét z véty o
inverznim zobrazeni pomoci matice (D' F )L

Naésledujici vysledek je snadné ovéfit rozndsobenim ma-
tic. (Spocist 1ze také piimo explicitni formuli pro inverzni
matici s pomoci determinantu a algebraicky adjungované ma-
tice, viz odstavec 2.23)

1 o\ _ L By 0
(Fx(x,y) Fy<x,y>) = EHX ) (—é(ac,y) 1)'

Dle definice f(x) = rF! (x, 0) nés z této matice zajima
prvni poloZka na druhém fadku, kterd je pravé Jakobiho matic{
D' f.V naSem jednoduchém piipadé je to pravé pozadovany
skalar —F\ (x, f(x))/F,(x, f(x)).

Obecny dtikaz je bezezbytku stejny, neni v ném potfeba
&\ zménit Zadny z uvedenych vztaht (vSechny po-
» « loZky v nich jen dostanou vektorovy smysl),

W’// kromé& posledniho vypoctu derivace funkce f,
‘ 72/ kde misto jednotlivych parcidlnich derivaci bu-
dou vystupovat piislusné &asti Jacobiho matice D! F a DylF .
Samoziejmé je pritom tfeba misto se skaldry pracovat s vek-
tory a maticemi.
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Pro vypocet Jacobiho matice zobrazeni G opét pouZijeme
vypoctu inverzni matice, neni ale aZ tak vhodné pifimo vy-

Yev s

inspirovat piipadem v dimenzi m 4+ n = 2, oznacit si matici

10—1y idR’" 0 B = A B
(DF7) = (D;F(x,y) DiF(X’y)) - (C D)

s bloky danymi délenim na m a n fadka i sloupci (tj. napf.
A md rozmér m x m, zatimco C je rozméru n X m) a primo
spolist matice A, B, C, D z defini¢ni rovnosti pro inverzi:

id]Rm 0 A B _ idRm 0
D F(x,y) DyF(x,y)) \C D)™\ 0 idp)"

Zjevné odtud plyne A = idgn, B = 0, D = (D;,F)_1 a
konetné D} F + D|F - C = 0. Z posledni rovnosti pak do-
stdvdme poZadovany vztah

D'G =C=—(DyF)"" - D;F.

Tim je véta dokdzéana. U

8.19. Gradient funkce. Jak jsme vidéli v minulém od-

stavci, je-li F spojité diferencovatelnd funkce n
==, proménnych, zaddva ptedpis F(xy,...,x,) =b
s néjakou pevnou hodnotou b € R podmnoZinu
M C R”", kterd miva vlastnosti (n—1)-rozmérné

Presnéji feCeno, pokud je vektor parcidlnich derivaci

D'F = (ﬂ af)
3)6] 8)6,,
nenulovy, mizeme lokdlné¢ mnoZinu M popsat jako graf spo-
jité diferencovatelné funkce v n — 1 proménnych. Hovoiime
v této souvislosti také o wroviiovych mnoZindch M,. Vektor
D'F € R" se nazyva gradient funkce F.V technické a fyzi-
kalni literatufe se Casto zapisuje také jako grad F.
ProtoZe je M}, zaddno pomoci konstantni hodnoty funkce
F, budou derivace kiivek lezicich v M mit jisté tu vlastnost, Ze
na nich bude diferencial d F vZdy vy¢islen nulové — skute¢né,
pro kaZzdou takovou kiivku bude F(c(¢)) = b atedy i

d , B
EF(C(t)) =dF((t)) =0.

Naopak uvazme obecny vektor v = (vy,...,v,) € R" a
velikost prislusné smérové derivace
0 0
ldyF| = —fv1 +- / V| = cos | D' F||[v]

0x1 0x,

kde ¢ je odchylka vektoru v od gradientu F, viz pojednini
o odchylkach vektori a pfimek ve ¢tvrté kapitole (definice
4.18).

Odtud ovSem vyplyvd, Ze nulové jsou pravé ty smérové
derivace, které jsou kolmé na gradient, zatimco smér zadany
gradientem je pravé ten smér, ve kterém funkce f nejrychleji
roste.

Je tedy ziejmé, Ze teCnd rovina k neprdzdné droviiové
mnoZiné M, v okoli jejtho bodu s nenulovym gradientem
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D'F je uréena ortogonalnim doplitkem ke gradientu a sa-
motny gradient je tzv. normdlovym vektorem nadplochy M,,.

Napf. pro sféru v R? o poloméru r > 0 a stfedu (a, b, c)
zadanou rovnic{

Fx,y,2)=(x—a)l+ -0+ —c)P?=r?

dostdvdme normélové vektory v bodé P = (xg, Yo, 20) jako
nenulovy ndsobek gradientu, tj. ndsobek privodice

D'F = (2(xo — a), 2(yo — b), 2(z0 — ©)),

a te¢né vektory budou pravé vsechny vektory kolmé na gradi-
ent. Implicitng proto jde vZdy te€nou rovinu ke sféfe v bodé
P popsat s pomoci gradientu rovnici

0= (xo—a)(x —x0)+ (yo—b)(y — yo) + (z0 — ©)(z — 20)-

To je specidlni piipad obecné formule:

TECNA NADROVINA IMPLICITNE ZADANE NADPLOCHY L

Véta. Pro funkci F(xy, ..., x,) v n proménnych a bod P =
(ai, ..., ay) viroviiové mnoZiné M funkce F, v jehoZ okoli
Jje My, grafem funkce (n — 1) proménnych, je implicitni rovnice
pro tecnou nadrovinu k M,

0=£(P)-(x1—a1)+---+ of
0Xx1 9x,

(P) : (xn - an)-

Dtkaz. Tvrzeni je zfejmé z predchoziho vykladu. Tecna
nadrovina totiZ musi byt (n — 1)-rozmérna, jeji zaméfeni
je proto zadané jako jadro linearni formy dané gradientem
(nulové hodnoty prislusného linearniho zobrazeni R* — R
zadaného ndsobeni sloupce soufadnic fadkovym vektorem
grad F'). Zvoleny bod P pfitom nasi rovnici zjevné vyhovuje.

g

8.20. Model osvétleni 3D objekti. Uvazujme osvétleni 3D
objektu, kde zndme smér v dopadu svétla na 2D povrch tohoto
objektu, tj. mnoZinu M zadanou implicitn€ néjakou rovnici
F(x,y,z) = 0. Intenzitu osvétleni bodu P € M definujme
jako I cos ¢, kde ¢ je thel mezi normélou k M a vektorem
opaénym ke sméru toku svétla.. Jak jsme vidéli, normala je
urcena gradientem funkce F. Znaménko naSeho vyrazu pak
bude oznacovat, kterou stranu plochy osvétlujeme.

Uvazujme napf. osvétleni o intezité Iy ve sméru vektoru
v=(1,1,-1) (4. ,,Sikmo doli*) a za objekt zvolme kouli
zadanou rovnici F(x, y,z) = x% + y2 +7z2—1<0.Pro
povrchovy bod P = (x, y, z) € M proto dostaneme intenzitu

1(P) = grad F - v I = —2x =2y + 2110'
Il grad Fl[||v]| 24/3

Vsimnéme si, Ze dle ocekdvdni je maximdlni (plnou) intenzi-
tou Iy osvétlen bod P = %(—1, —1, 1) na povrchu koule.
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8.21. Te¢né a normalové prostory. Prejdéme nyni s nasimi
Uvahami o te¢ndch a normdlach k obecnym di-
/ menzim. Mdme-li zobrazeni F : R"*" — R",
——" ~ tj. n rovnic pro n 4+ m proménnych

fix1, oo X)) =b;, i=1,...,n,

pak, za podminek véty o implicitni funkci je mnoZina vSech
feSeni (xq, ..., Xpuin) € R™H" alespoii lokdlné grafem zobra-
zeni G : R" — R".

Pro pevnou volbu b = (b4, ..., b,) je samozfejmé mnoZi-
nou vSech feSeni prinik nadploch M (b;, f;) ptislusejicich
jednotlivym funkcim f;. TotéZ musi platit pro te¢né sméry,
zatimco normdlové sméry jsou generovdny jednotlivymi gra-
dienty. Proto je-li D' F Jacobiho matice zobrazen{ implicitné
zadévajictho mnoZinu M s bodem P = (ay, ..., @uin) € M,
v jehoZ okoli je M grafem zobrazeni,

afi of1

0xy T 0Xmn
D'F=|: -~ i |,

fu 3fn

oxy 7T X

potom bude afinni podprostor v R”*" obsahujici pravé
vSechny te¢ny prochézejici bodem P dan implicitné rovni-
cemi:

0 0
0= Py v —an 42D
0x1 0x,

(P) - (Xpmgn — Amgn)

ofu 0fn
0=2""py vy —ap) +-- 4 L
0X1 0Xx,

(P) : (xm+n - am+n)~

Tento podprostor se nazyva tecny prostor k (implicitné za-
dané) plose M v bodé P.

Normadalovy prostor v bodé P je afinni podprostor gene-
rovany bodem P a gradienty vSech funkci fi, ..., f, v bodé
P, tj. ¥adky Jacobiho matice D' F.

Jako jednoduchy piiklad si spoctéme tecnu a normélovy
prostor ke kuZelosecce v R?. UvaZzujme rovnici kuZelu s vr-
cholem v pocatku

Ozf(-x’yaz)zz_ \/'x2+y2
a rovinu zadanou
0=gx,y,0)=2z—2x+y+ 1L

Bod P = (1,0, 1) patii jak kuzelu tak rovin¢ a prinik M
téchto dvou ploch je kiivka (namalujte si obrdzek). Jeji teCnou
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v bodé P bude pfimka zadand rovnicemi

0= -(x—1)

x=1,y=0

! 2
-
2/x2 4?2

y+1-(z=1
x=1,y=0

1
2/x2 +y?

=—Xx+z
O0=-2c-D+y+@c@-—D=-2x+y+z+1,

zatimco rovina kolma k nasi kiivce bodem P bude paramet-
ricky ddna vyrazem

1,0, 1) + z(—1,0,1) +o(—2,1, 1)
S parametry T ao.

8.22. Viazané extrémy. Nyni se dostdvame k prvni opravdu

- vazné aplikaci diferencidlntho poctu vice
proménnych. Typickou ulohou optimalizace
nebo fizeni je najit extrémy hodnot zdvisejicich
== na né€kolika (ale kone¢né¢ mnoha) parametrech,
ovSem za néjakych dalSich podminek na vzdjemné vztahy
parametrd.

Velice Casto m4 feSend tloha m + n parametrd, které jsou
vdzany n podminkami. V nasem jazyce diferencidlniho poctu
tedy hledame extrémy diferencovatelné funkce 4 na mnoziné
bodd M zadanych implicitn€ rovnici F(xy, ..., Xyin) = 0.
K tomu jiZ mdme ptipraveny ic¢inné postupy.

Pokud je M ve vSech svych bodech grafem hladkého
zobrazeni v m proménnych, musi byt kazdy extrém P €
M stacionarnim bodem, tj. pro kazdou kfivku c(t) C M
prochézejici ptes P = ¢(0) musi byt A(c(¢)) extrémem pro
tuto funkci jedné proménné. Proto také musi byt derivace

d
Zh(c‘(t))u:o = doh(P) = dh(P)(c'(0)) = 0.

To ale znamen4, Ze diferencidl funkce 4 se v bod¢ P nuluje
na vSech te¢nych prirtistcich k M v bodé€ P. Tato vlastnost je
ekvivalentni tvrzeni, Ze gradient / leZ{ v normédlovém podpro-
storu (pfesnéji v jeho zaméteni). Takové body P € M budeme
nazyvat staciondrni body funkce H vzhledem k vazbam F.

Jak jsme vid€li v minulém odstavci, normalovy prostor
k nas$i mnoziné M je generovan fadky Jacobiho matice zob-
razeni F a staciondrni body jsou proto ekvivalentné uréeny
nasledujicim tvrzenim:

I-——‘ MEeToDA LAGRANGEOVYCH MULTIPLIK ATORU L.—.
Vé

ta. Nech' F = (f1,..., f,) : R"™" — R" je diferenco-
vatelnd v okoli bodu P, F(P) = 0. Ddle nechf M je zaddna
implicitné rovnici F (x, y) = 0 a hodnost matice D' F v bodé
P je n. Pak P je staciondrnim bodem spojité diferencovatelné
funkce h : R™™" — R vzhledem k podminkam F, pravé kdy?
existuji redlné parametry Ay, . .., A, takové, Ze

gradh = Ajgrad fi +--- + X, grad f,.
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V51mneme si, Ze metoda Langrangeovych multiplika-
, toru je algoritmickd. Podivejme se nejprve na
. pocty neznamych a rovnic: gradienty jsou vek-

=% tory o m—+n soufadnicich, tedy poZadavek z véty
dava m + n rovnic. Jako proménné mame jednak soutad-
nice xi, ..., X+, hledanych stacionarnich bodtt P vzhledem
k vazbam, ale navic také n parametrd A; v hledané linearni
kombinaci. Zbyva vSak poZadavek, Ze hledany bod P pati{
implicitn€ zadané mnoziné M, coz predstavuje dalSich n rov-
nic. Celkem tedy mdme n 4 m rovnic pro n + m proménnych
a proto Ize oCekdvat, Ze feSenim bude diskrétni mnoZina bodt
P (tj. kazdy z nich bude izolovanym bodem).

8.23. Nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym
prumérem. Jako piiklad praktického pouziti metody
Lagrangeovych multiplikdtort dokdZeme nerovnost

1
() =

pro jakychkoliv n kladnych ¢isel x, .. ., x,,, pfi¢emZ rovnost
nastane, pravé kdyz jsou si vSechna x; rovna.

UvazZme tedy soucet x; + - -- + x, = ¢ jako vazebnou
podminku pro néjakou bliZze neuréenou nezdpornou konstantu
c. Budeme hledat maxima a minima funkce

fO, o x) =YX x,

za nasi vazebni podminky a pfepdokladu x; > 0,..., x, > 0.
Normadlovy vektor k nadroviné definované podminkou
je (1, ..., 1). Extrém funkce f tedy miZe nastat pouze v
bodech, kdy je jeji gradient ndsobkem tohoto normalového
vektoru. Pro hledané body tedy dostdvdme soustavu rovnic

11
T = A,

n x;
proi=1,...,nai eR.

Tato soustava ma zjevné na zkoumané mnoziné jediné
feSeni x; = - - - = x,,. Pokud bychom uvaZovali i nulové hod-
noty x;, byla by nase mnoZzina M zadand omezenim kompaktni
a proto by na ni musela mit funkce f jak maximum, tak mini-
mum. Minimum vS$ak zjevn¢ dosahuje, pravé kdyz je nékterd
zhodnot x; nulovd, v naSem bod€ s x; = %, i=1,...,n,
nabyva tedy nutné ostrého maxima.

Ve vSech ostatnich bodech s danym souctem soufadnic
c je pak hodnotota jejich geometrického priméru mensi a
nerovnost je dokdzéna.
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