Chapter 1

Numerické metody ocenovani
evropskych opci

Black-Scholesovu rovnici nejdiive prevedeme na standardni rovnici vedeni
tepla (viz. Stochastickd analyza). Uvazujme tedy rovnici

2
ou B 0“u (11)

ot Ox?
na oblasti R x (0,7"), s pocatecni podminkou (transformovanou vyplatni
funkei prislusné opce)
u(z,0) = ¥(z) (12)
a pretransformovanymi okrajovymi podminkami pro x — 400 (pfipomernme
ze naptiklad pro hodnotu call opce V(S,t) plati V—0pro S - 0aV — S
pro S — o0).

Jako prvni krok budeme diskretizovat oblast R x (0,7"). Zvolime pros-
torovy krok h > 0 a casovy krok k > 0. Predpokladejme, ze k = %, jinak
feceno m je pocet délicich podintervalu intervalu (0,77). V oblasti R x (0,7)
uvazujme sit mifzovych bodu

.’L’Z:Zh, ZEZ, t]:jk, ]:0,,m (13)
Aproximaci feSeni v miizovém bodé (x;,t;) oznacme uz , tedy
ul = u(z;, ;). (1.4)

Parcidlni derivace budeme aproximovat prislusnymi diferencemi. Uvazujme
Tayloruv rozvoj 2. fadu v bodé (x;,t;) . Mame x4 — 2, = x; — x;_1 = h,
tedy

ou 0?u

1 2 3

1
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a analogicky

ou,  10%u , 5
w(wim,ty) = u(zi, t;) — 3. et T O(h”). (1.6)
Odectenim
j j du 3
Uiy — Wy = Z%h + O(h) (1.7)
a vydélenim h . .
du Uigy — Uiy

s chybou O(h?) pro h — 0. To je aproximace prvn{ derivace pomoci centrdlni
diference.

Sectenim rovnic (s pridanim ¢lent 3. fadu, které se vyrusi) dostaneme
po upravé a vydéleni h? aproximaci druhé derivace

D?u wly —2ul +ul_
%(ajut])) ~ = h2 1' (19)

Pro casovou derivaci pouzijeme aproximaci pomoci dopredné diference.
Méame

U(l’i,tj_H) = U([L’i,t]’) + %k’ + O(k’Q) (110)
Odtud . ;
ou wl —u

Tt T 1.11

ot (xutj) 2 ( )

s chybou O(k).

Dosazenim aproximaci do rovnice vedeni tepla dostaneme pro u] rovnici
Jj+1 J J 9, J
T wyyy — 2u up

——t = - (1.12)

U

s chybou O(k + h?) pro h,k — 0. Tedy hodnotu na ¢asové vrstvé j + 1 lze
explicitné vyjadrit pomoci hodnot na vrstvé j,

u{“ = ”yug_l + (1 - 27)u{ + ’yugﬂ, (1.13)

kde v = %

Pro konecnost vypoctu musime jesté omezit obor proménné x. Zvolime N
tak velké, abychom hraniéni hodnoty «’ y a w) mohli aproximovat pomoci
okrajovych podminek.

Oznacme u? vektor feseni na ¢asové vrstvé j, tedy

u = (u{NH,...,uj_l,u%,u{, Ly ) (1.14)
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je vektor v R?M~=1 V maticovém zapisu tak dostaneme

W = Awd + (1.15)
proj=0,...,m— 1, kde A je tridiagonalni matice tvaru
1-2y v
v 1=27 v
Y
v 1-2y
a .
'YUJ_N
0
V= : (1.17)
OA
YUy

Pokud plati takzvana Courant-Lewy-Fridrichsova podminka stability

1
0<y=<g, (1.18)
tedy
k 1
<« 1.1

pak je explicitni metoda stabilni. To znamen4, ze ptiblizné feseni konverguji
pro h, k — 0 k pfesnému TeSeni.

1.1 Metoda binomického stromu

Pokud zvolime

h =2k (1.20)

bude v = % a ¢len s koeficientem 1 — 2y = 0 vypadne. Metoda pak ma tvar

: 1 . 1 .
1
ul™ = §u§,1 + §u§+1, (1.21)
tedy uf“ je aritmeticky prumér hodnot feseni ve vrstve t;.
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1.2 Implicitni metoda

V implicitni metodé pro aproximaci casové derivace namisto doptedné difer-
ence pouzijeme zpétnou diferenci,

ou uw —
B R A 1.22
2 it~ (122)

s chybou O(k). Tedy uZ spliiuje rovnici

uz B ug_l — uz—i—l - 2ui + ug—l (1 23)
k h? '
opét s chybou O(k + h?) pro h,k — 0. Tedy
—yuly + (L 29)u] = yuly = ul (1.24)
kde v = % Omezime se opét na kone¢nou posloupnost prostorovych bodu
zi, 1 =—N+1,... N — 1. Pak dostaneme soustavu rovnic
At =l 4V (1.25)

pro j =0,...m—1, kterou vyfesime vhodnou numerickou metodou (obvykle
iteracni metodou, viz. nize). A je v tomto piipadé matice

142y ¥
0 142y «v
A= vy (1.26)
vy
v 142y
a b je vektor '
yuly
0
V= : (1.27)
0
Yy

kde hodnoty teseni v krajnich bodech x_x a xy aproximujeme pomoci okra-
jovych podminek.

Hlavni vyhodou implicitni metody je stabilita pro libovolnou hodnotu ~.
Posloupnost piibliznych teseni tedy vzdy konverguje k presnému teseni.



Chapter 2

Americké opce

Pripomenme, ze americkd kupni opce je kontrakt ktery dava majiteli pravo
koupit podkladové aktivum kdykoliv v ¢asovém intervalu [0, T] za realiza¢ni
cenu K, kde T je cas expirace opce.

Oznaéme VA€ resp. VEC hodnotu americké, resp. evropské call opce, a
analogicky pro put opce. Ziejmé plati

VAC(S 1) > VEY(S, 1) (2.1)
a stejné tak pro put opci. Navic cena americké call opce musi spliiovat
VAC(S,t) > max(S, — K,0). (2.2)

Opravdu, jinak by existovala zifejma arbitraz : koupime opci a okamzité ji
uplatnime. To d4 zisk S; — K, celkem pak mame S, — K — VAC > 0.

Graf ceny americké call opce tedy nikdy neprotne graf vyplatni funkce
opce. Na druhé strané, ukdzeme ze pro evropskou put opci i pro call s
dividendou graf ceny protne graf vyplatni funkce.

Pro evropskou put opci (bez dividendy) méme

VEP(S.0) = Ke "' N(—dy) — SN(—d,) (2.3)
tedy
VEP(0,0) = Ke ™" < K=K - 8. (2.4)
Podobné pro evropskou call opci na akcii s dividendovou mirou d mame
VEC(S,0) = Se ' N(d)) — Ke ™" N(dy). (2.5)
Tedy
Ve —dT
5}1_}12() —g=¢" < 1 (2.6)
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a tedy
VEC(S,0) < S - K (2.7)

pro dostatecné velké S >> K.
Hodnota americké put opce je tedy vétsi nez hodnota prislusné evropské
opce a totéz plati pro call opci s dividendou.

2.1 Ocenéni americkych opci

Pro ocenéni americké put opce, ptipadné call opce s dividendou musime
vedle hodnoty feseni VAC najit také funkei S,(t) kterd popisuje hranici
predcasného uplatnéni. Ta ma nasledujici vlastnosti:

— Je-li S < S, (t) pak VAC(S,t) > max(S — K,0) a opci budeme déle driet.
Pro malou zménu c¢asu plati stejny jistici argument jako pro evropskou opci.
Tedy v oblasti 0 <t < T a S < S,(t) plati Black-Scholesova rovnice.

— Je-li § > S,(t), pak VAY(S,t) = maz(S — K,0) a opci uplatnime

Matematicka formulace vypadéa nasledovneé:
Chceme najit funkci VAY(S,t) spoleéné s funkei S, () popisujici hranici
predcasného uplatnéni, tak, aby platilo

— Funkce V = VAY(St) splituje Black-Scholesovu diferencialn{ rovnici.

oV o?9*V ov
o T aas T DS V=0 28)

na ¢asove promeénné oblasti 0 <t < T a S < S,(1).

— jsou splnény koncové podminky pro call opci

V(S,T) = max(Sy — K, 0) (2.9)

— jsou splnény okrajové podminky pro americkou call opci

V(0,t) =0 (2.10)

V(S,(t),t) = Su(t) — K (2.11)
oV

Fg(Sut). ) =1 (2.12)

(pro odvozeni tieti podminky viz. cviceni). V dalsi éasti si ukdzeme jak tuto
ulohu fesit numericky.
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2.2 Iteracéni metoda reSeni soustav linearnich
rovnic

V této casti si ukdzeme iteracni metodu feseni systému linearnich rovnic,

nazyvanou SOR metoda, kterou lze adaptovat i na feSeni tloh linedrni kom-

plementarity, tedy problému na ktery vede ocenovani americkych opci.
Necht w > 0 je zvoleny parametr (tzv. relaxaéni parametr). Necht

A=L+D+U (2.13)
je rozklad matice A na diagonélni ¢ast (D) a dolni a horni trojihelnikovou
matici (L a U).

Chceme fesit rovnici

Au =b. (2.14)

To je ekvivalentni rovnici
Du = Du + w(b— Au). (2.15)
Z rozkladu A = L + D + U dostaneme
(D+wl)u = (1—-w)Du — wUu + wb. (2.16)

Matice D + wL je invertovatelnd, tedy u fesi tlohu

u="T,u+c, (2.17)
kde
T, = (D +wL) (1 —w)Du — wU) (2.18)
a
Co = w(D +wL) ™. (2.19)

Pomoci matice T, definujeme rekurentni posloupnost pribliznych feseni
ulohy Au = b,

u =C (2.20)
pro zvoleny vektor C' (napt. C' =0) a
uPtt = T uP + ¢, (2.21)
pro p = 1,2,..., Pokud posloupnost u? konverguje k néjakému vektoru u,
pak ziejmeé plati
u="T,u+c,, (2.22)

tedy u je feSeni puvodni ulohy Au = b.
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Konvergenci dostaneme pomoci Banachovy véty o kontrakci. Pokud
dokazeme, ze ve vhodné normé (napt. spektrélni, kdy je norma rovna max-
imu z absolutnich hodnot vlastnich ¢isel)

1Tl < 1, (2.23)

pak zobrazeni
u — Ty,u+ ¢, (2.24)

je kontrakce
Plati néasledujici véta:

Véta 2.1. Pro tridiagonalni diagondlné dominantni matici existuje wy €
(1,2) pro které je spektrdlni norma minimdalni, a plati

1Tl < L. (2.25)

2.3 Linearni komplementarita pro americké

opce
Pro americkou call a put opci plati parcidlni diferencialni nerovnost
v orO*V ov
—t+ —— —d)S— —-rV <0 2.26
or T2 osr T Mg TV s (2:26)

pro v8echna S € (0,00) a t € (0,7). Pro ovéfeni tohoto tvrzeni uvazujme
americky call s dividendami. Vime, ze pro 0 < S < S,(t) plati Black-
Scholesova rovnice, tedy nastava rovnost. Je-li naopak S > S,(t) pak
V(S,t) =max(S — K,0) =5 - K (2.27)
nebot S, () > K. Dosazenim funkce S — K do levé strany Black-Scholesovy
rovnice dostaneme
(r—d)S—r(S—K)=rK—dS <rK —DS,(t) <0, (2.28)

nebot plati
Su(t) > K max(%, 1) (2.29)

(dk.: cviceni). Tedy hodnota americké call opce spliiuje nasledujici lohu
linedrni komplementarity

oV o2 9*V ov
2oL T _ A < )
at+2as2+(7“ d>585 rV <0 (2.30)
V(S,t) > max(S — K, 0) (2.31)
oV aro*V ov
(E t5 et (r— d)Sﬁ —rV)(V(S,t) —max(S — K,0)) =0 (2.32)

pro S € (0,00) at e (0,7).
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2.4 Reseni tlohy o linedrni komplementarité

Mame danu matici A a vektory b a g. Chceme tesit tlohu o linedrni komple-
mentarité v diskrétnim tvaru

Au > b, u>g (2.33)

(Au —b)(u —g) =0, (2.34)

kde vSechny tti vztahy jsou chapany po slozkach.
Necht A je tridiagondln{ a diagondlné dominantni matice, tedy plati

a; > |Bi] + |l (2.35)
pro kazdé i, kde «a; jsou hodnoty na hlavni diagondle a f;,~; hodnoty na

vedlejsich diagonalach.

2.4.1 Projektovana SOR metoda

V kazdém jednotlivém kroku piejdeme od vektoru aproximace u? k uP*! tak
aby platilo
uPtt > g. (2.36)

Pak se ukaze ze limita téchto aproximaci je opravdu feseni tlohy.
Definujeme posloupnost aproximaci feseni ulohy vztahy

uw =0, uPt = max(Tu? + ¢y, 9), (2.37)

kde maximum opét bereme po slozkach.
Plati

Veéta 2.2. Pokud posloupnost uP konverguje k w, pak u je veSenim lohy.

Oznacme
F(u) = max(T,u + ¢y, g). (2.38)

Ztejmé F' je nelinedrni zobrazeni. Nicméné dukaz toho ze je to kontrakce se
redukuje na ovéreni stejné vlastnosti pro linearni operator 7'

Véta 2.3. F je kontrakce pokud ||T,| < 1, tedy pokud T samo o sobé je
kontrakce.
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2.5 Numerické metody pro americké opce

Chceme tesit ilohu linearni komplementarity

ou  O*u

T 1) — (1)) =0, (2.39)
ou  0*u

5 g 20 (2.40)

u(z,t) —g(x,t)) >0 (2.41)

pro véechna z € R, 0 < ¢t < T. Funkece g(x,t) je transformovand vyplata
prislusného typu opce. Provedeme diskretizaci jako v ptipadé evropskych
opci. Pro piislusné aproximace funkeif u a ¢ oznac¢ime v/ a ¢’ hodnoty na
casové vrstveé t;, tedy
W= (g, uly) € RV (2.42)
Opét zvolime N tak velké, abychom mohli v krajnich bodech aproximovat
feseni pomoci okrajovych podminek, jako u evropskych opci.
Muzeme vzit
uly =gla-n,t;),  uy =g(an,t;) (2.43)
protoze pro velké hodnoty z je okrajova podminka ptiblizné rovna piislusné
pocatecni podmince. Pak diskrétni verze ilohy o linearni komplementarité
ma vektorovy tvar

AW AE, Wt o0 me1
(Aw/ ™ — b);(w/ ! — gL, = 0, (2.45)

pro v8echna ¢ = 1,...,2N — 1. Matice A je stejnd jako u implicitni metody
pro evropské opce, tedy tridiagondlni matice tvaru

1+ 2y ol
¥ 142y ~
A= o . (2.46)
Y
v 142y
a
’Yg(x—N,th)
0
v = : (2.47)
0

’Yg(ﬁNa tj—i—l)

Resen{ najdeme opét pomoci projektované SOR metody.



