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ZACINAME

ANALYZA HLAVNICH KOMPONENT
PRINCIPAL COMPONENT ANALYSIS (PCA)

ROZKLAD PODLE VLASTNICH CISEL
SINGULAR VALUE DECOMPOSITION (SVD)

Karhunenova-Loevova transformace




ZACINAME

extrakce priznaki - hledani zobrazeni

(optimalniho) Z, které transformuje puvodni

m rozmeérny prostor (obraz) na prostor
(obraz) n rozmeérny (m = n);

nalezeni vhodné transformace - potreba
optimalizacniho kritéria:
obrazy v novém prostoru budou aproximovat

puvodni obrazy ve smyslu minimalni stfedni
kvadratické odchylky;

obrazy v novém prostoru budou minimalizovat
odhad pravdeépodobnosti chyby




ZACINAME

aby byla uUloha resSitelna, hledame zobrazeni

v oboru linearnich zobrazeni




ZACINAME

aby byla uUloha resSitelna, hledame zobrazeni
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ZACINAME

aby byla uUloha resSitelna, hledame zobrazeni

v oboru linearnich zobrazeni

Jak pozname linearni zobrazeni?

X =Ly




TEORIE

v predpokladejme, Ze je dédno K obrazu a
necht existuje m priznakovych velic¢in, které

tyto obrazy charakterizuiji.

edy k-ty obraz

je vyjadren m rozmérnym sloupcovym

vektoremy, 00 ™, k=1,...,K.

v aproXximujme nyni kterykoliv obraz y,
= Y 4 Y 4 " Y 4 Y 4 Y 4 0
linearni kombinaci n ortonormalnich vektoru

e (m=n) n

(©)




TEORIE

koeficienty c,; |ze povazovat za velikost i-te
souradnice vektoru y, vyjadreného v novém

systemu souradnic s bazi e, i=1,2,...,n, tj.

plati T
Cvi— Y«-€.

pouzijeme-li jako kritérium minimalni
stredni kvadratické odchylky, pak je

& =Y —XKHZ-




TEORIE

pak pomoci dfive uvedenych vztahu pro x,

a C,, dostaneme

2 2 N N2
e = Vil — 2 c
1=1

stredni kvadraticka odchylka pro vsechny

obrazy y,, k=1,...,K je

IR A I
K k=1 K k=1 =1

1

K

K

Zyk-TYk :

k=1




TEORIE

pak pomoci dfive uvedenych vztahu pro x,

a C,, dostaneme

2 2 N N2
e = Vil — 2 c
1=1

stredni kvadraticka odchylka pro vsechny

obrazy y,, k=1,...,K je

IR A I
K k=1 K k=1 =1

1

K

K

Zyk-TYk :

k=1

(je tedy zavisla na volbé bazového systemu e,)




TEORIE

diskréetni konecny rozvoj podle vztahu (©) s
bazovym systémem e, optimalnim podle
kritéria minimalni stredni kvadratické chyby
nazyvame diskrétni Karhunenuv - Loevuv
rozvoj;

aby stredni kvadraticka odchylka podle vyse
uvedeneho vztahu byla minimalni, musi byt
odecCitana hodnota na prave strané rovnice
maximalni.




TEORIE

musime tedy maximalizovat vyraz

n 1 K
Z Tei'K(y)'ei , kde K(y)= Rzyk'T Y«
i=1 k=1

je autokorelacni matice radu m. Protoze je
symetricka a semidefinitni, jsou jeji vlastni

cisla A, i=1,...,,m, realna a nezaporna a
vlastni vektory v;, jsou bud’ ortonormalni,
nebo je muzeme ortonormalizovat (v
pripadé nasobnych vlastnich Cisel).




TEORIE

usporadame-li vlastni Cisla sestupné podle
velikosti, tj.

AN=A=2...2A, 20
a podle toho ocislujeme i odpovidajici
charakteristické vektory, Ize dokazat, vye
uvedeny vyraz dosahuje maxima, jestlize
plati
e =v,Ii=1,.,n
a pro velikost maxima je

max Zn: "e . Kk(y).e, = Zn:)\i
=1

1=1




TEORIE

pro minimalni stredni kvadratickou odchylku

tedy plati

> _ ] c 2 X _
€ min __ZHka _Z)\i o

=tr(k(y)) - Z)\ = Z)\

iI=n+1




TEORIE

¥ v nekterych pripadech je vhodnéjsi vektory
Y. pred aproximaci centrovat se stredni

hodnotou 1 X
M= _ZYk
V 4 K k:1 \"@V 4 1 4 .
a misto s obrazem y, pocCitame s jeho

centrovanou verzi Y, =Y, M.

Postup vypoctu se nemeni, ale misto
autokorelacni matice pouzivame disperzni
matici ve tvaru

1&_ ,
D(y)=RZyk-Tyk- Plati  k(y)=D(y)+p." u.
k=1

W




GEOMETRICKA INTERPRETACE

mnozina
obrazi

—_ novy obrazovy
X4 prostor X
s bazi {e,}

b novy obrazovy
) prostor X
s bazi {e}

— Y1




PRIKLAD

Predpoklddejme, Ze mnozinu obrazu o3 tvofi dva
obrazoveé vektoryy, = (1,1, )Tay, = (2, 2, 2)".
Pomoci Karhunenova - Loevova rozvoje najdeme
novou souradnicovou soustavu, ktera umozni popsat
oba vektory s minimalni stredni kvadratickou
odchylkou.
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PRIKLAD

autokorelacni matice:

1 1 1 (2) 25 25 25
ZE(yl.y1T+y2.y§):§ 11 1)+ 212 2 2)[=]25 25 25|
1 2, | 125 25 25

vlastni Cisla:  [25-2 25 25 °

detl 25 25-A 25 |=0
25 25 25-\

(2,5-AN)3+2,5+2,53-3.2,52(2,5-A) =0
AM-7502=0 = N=75al;=




PRIKLAD

vlastni vektory: [k - \.I].x = 0.

Pro A, = 7,5 dostavame linearni soustavu tri rovnic
-5x, +2,5x, +25x; =0;
2,5x,  —5x, +25x, =0
2,5x, +2,5x, —5x, =0,

ktera obsahuje pouze dvé linearneé nezavislé rovnice a
tedy jeji parametrické reseni je

X, T X3
, X, =X; a X;=t
2

prot = 1 je k vlastnimu Ccislu A, vlastni vektor
x1 = (11 1/ 1)TI

X =




PRIKLAD

proA, 3 =0
2,5x, +25x, +25x, =0
2,5x, +25x, +25x, =0
2,5x, +25x, +25x, =0
Xy =-X5-X3; X, =1 a X3 =u.

Parametry t a u volime tak, aby vlastni vektory byly
navzajem ortogonalni,

prox, napr.t=1au=1,pakx, =(-2,1,1)Ta
pro X;napr.t=-1au=1atedy x5 = (0, -1, 1)7.




1

PRIKLAD

Co by se stalo, kdybychom odstranili souradnici x;?

Protoze body y, a y, lezi na vrcholech Z_YS____ _f
krychli s hranami o délce 1, resp. 2 el /7
protilehlych k pocatku, je jejich y_/_7l—_—_—_y; |
vzdalenost od podatku a tim i souradnice i f—o—" 1i P y
| | A |/1 -2 1
|

ve sméru X, rovna délce prostorové LY
uhlopricky, tj. d; = V3 v pripade vektoru /#/
y., resp. d, = V12 v pripade vektoru y,. Ya

Protoze je nova souradnicova soustava ortogonalni, promitaly
by se oba obrazové vektory pri odstranéni osy x, do pocatku.
A konecneg, vzhledem k tomu, ze chybu popisu obrazovych

vektoru €2 vyjadfujeme pomoci stiedni kvadratické odchylky,

je tato chyba rovna 2, 12
82 — (dl ;’dz) :%(3_'_12) :7,5

P COoz je prave A;.




Rk

VLASTNOSTI

v pri daném poctu n &lenu rozvoje poskytuje ze vsech
moznych aproximaci nejmensi stredni kvadratickou
odchylku;

¥ pri pouziti disperzni matice jsou transformované
\Y4 = V' 4 V 4 0
souradnice nekorelovane; pokud se vyskyt obrazu
ridi normalnim rozlozenim zajistuje nekorelovanost
i jejich nezavislost;
v vliv kazdeého clenu usporadaného rozvoje se
zmensuje s jeho poradim;
v zména pozadavku na velikost stfedni kvadratické
odchylky nevyzaduje prepocitavat cely rozvoj,
’ v . v . v . v (o)
nybrz jen zmenit pocet jeho cClenu.




ROZDELENI DO TRID

Jak se zmeéni podminky, kdyz obrazy y budou

vymezeny jako casti spojiteho obrazoveho
prostoru o¢m?

v Vyskyt obrazu v jednotlivych klasifikacnich
tridach bude popsan podminénymi
hustotami pravdépodobnosti p(y|w,),
r=1,2,...,R a apriorni pravdépodobnost
klasifikaCnich trid bude P(w,).

V tom pripadé autokorelacni matice bude
R

K(y) =Y _P(@). [y."yp(ylw)dy = [y."yp(y)dy
r=1 qgm qm

W




ROZDELENI DO TRID

disperzni matice

D'(y) = >_P(w)- [(y 1) (y =)y | @) dy

- = [yp(ylw)dy
J

nebo vztahem

ZP ) [(y=m)."(y — 1) p(y | 0,).dy

(Ym

= [(y-n)." (y ~1).p(y)dy

W




ROZDELENI DO TRID

kde stifedni hodnota p je vazeny prumér
strednich hodnot vsech trid, tj.

p=2"P(w). [ypyl@)dy = [yp(y)dy

@ Wy Plwg) =Plwy)= P(W&} E’] Yatdlra
Yo @\ T
kT wa
r \ e Wq \ W2
<> $52
W — Ve~ My
. Tl o o] 2 e
0 3
we———




£

Pfiprava novych uc¢ebnich materidld
oboru Matematicka biologie

je podporovana projektem ESF
¢. CZ.1.07/2.2.00/07.0318

,» VICEOBOROVA INOVACE STUDIA
MATEMATICKE BIOLOGIE"
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