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1 Neurcitost a citlivost

1.1 Analyza neurditosti

S vypocetni védou je neodmyslitelné spjata vlastnost zvana neurcitost. Jakékoliv feseni
realného problému z praxe v sob& zahrnuje neurcitosti a neni mozné je odstranit!. To je na
jednu stranu trochu frustrujici, na druhou stranu nam nezbyvéa, nez se s tim smifit a ,,mini-
malizovat Skody“. Kazdé Teseni problému, které vede na néjaké ,dulezité“ rozhodnuti musi
sestavat z analyzy neurcitosti.

V knize [5] jsme neurcitosti rozdélili do t¥i hlavnich skupin na neuréitosti v matematickém
popisu, neurcitosti v datech a neurcitosti v aplikaci modelu. V literatufe je mozné najit
rizna déleni neurcitosti, vzdy se vSak tykaji t¥i zminénych oblasti. Kazdy popis reality je
nepfesny, podobné nepfesna jsou data (zavisla jednak na presnosti méteni, ale také na jejich
,reprezentativnosti“ — viz déle) a zejména v piipadé védeckych vypocti se neobejdeme bez
pouziti ICT (a ptipadnych dalsich nepfesnych metod hledéni feSeni problému).

Pro lepsi pochopeni a uvédoméni si dilezitosti analyzy neurcitosti uvedme tfi jednoduché
priklady:.

Priklad 1.1: Na vymezeném tzemi Zije populace né&jakych zivych organismi. Urcete, jak
se bude vyvijet jeji velikost v nasledujicim obdobi (dnech, mésicich, ...), jestlize poc¢atecéni
velikost populace v ¢ase t = 0 je N(0) = 100 a vnitini koeficient ristu populace je r = 0, 1.

Reseni: V knize [5] jsme uvedli nékolik matematickych modeli riistu populace Zivych
organismi. Predpokladejme, Ze nase populace spliiuje kvantovaci a vzorkovaci podminku
(viz [5]). Jednim z moznych popist jejiho ristu je rovnice

d
—N(t) =r-N(1), (1.1)
dt
kde N(t) je velikost populace v ¢ase t. Reseni rovnice (1.1) méa tvar:

N(t) = N(0) - e"".

Pokud neméame k dispozici Zddnou dalsi informaci o tom, na ¢em zavisi riist populace (a jak),
odpovédi na zadany problém je, Ze se velikost populace bude v ¢ase zvétsovat podle vztahu

N(t) = 100 - ™.

Pokud ovsem zjistime, Ze na vymezeném tzemi je omezena kapacita prostfedi hodnoty
K, je tfeba pro predikci ristu populace pouzit jiny model, napf.

d

N(t)
EN(t) =7 N(t)- (1 - T) . (1.2)

1Je vsak vétsinou mozné je snizit.



V takovém pripadé by uz vSak nase odpovéd na zadany problém byla, Ze velikost populace
se ,po urcitém case“ ustali na hodnoté K. K této hodnoté se bude velikost populace pribli-
zovat bud neustalym rdstem, ¢i neustalym poklesem v zavislosti na hodnoté K v porovnani
s hodnotou N(0) (viz [5]).

Dalsi zménu pristupu k modelovani ristu populace muze prinést doplnujici informace
napiiklad o vyskytu néjakého predatora na vymezeném tzemi ¢i jinych vlivi ovliviiujicich
pocet jedinci sledované populace. To vSe zahrnujeme do neurcitosti v matematickém popisu
modelu.

Priklad 1.2: Uvazujme opét, Ze na vymezeném uzemi Zije populace néjakych Zivych orga-
nismi. V ur¢ity den byla zmé¥ena jeji velikost, ktera ¢inila N(0) = 100 jedinci. Necht dale
vime, Ze prostfedi, v némz populace Zije, uzivi (dlouhodobé&) maximélné 500 jedinct (tj. ka-
pacita prostfedi K = 500) a Ze pro vnitini koeficient riistu populace r plati r € [0, 1;0, 1].
Urcete vyvoj velikosti populace v néasledujicim obodbi (dnech, mésicich).

Regeni: Pfedpokladejme nyni, Ze riist sledované populace odpovidé rovnici (1.2). V tomto
pripadé se nam vsak objevuje neurcitost v hodnoté vnitfniho koeficientu riistu populace r,
kterd zpusobuje, Ze odpovéd je opét velmi neurcita. Velikost populace se bude bud postupné
zvySovat az k hodnoté K = 500 (pro r > 0) nebo naopak klesat az po tplné vymfeni
populace (pro r < 0), ¢ muZe ztstat konstantni v zavislosti na hodnoté (pro r = 0).

Piiklad 1.3: Naleznéte pevny bod funkce f(z) =11 -z — 2.

Reseni: Nejprve si pfipometime, Ze pevnym bodem x funkce f : M — M je prvek o € M,
pro néjz plati x = f(z). Nejjednodussi zpisob nalezeni spravné odpovédi je zfejmé vyfeSeni
rovnice

r=11-2—2, (1.3)

kdy okamzité ziskame x = 0,2. Zkusme vSak hledat feSeni metodou prosté iterace (viz [4])
pomoci ICT s poc¢atecni iteraci rovnou spravnému feseni, tj. 1 = 0,22 V systémech Maple
a Matlab zkusme vypocitat nékolik prvnich iteraci. Nehledé na jejich pocet bychom ocekavali,
ze kazda z iteraci by meéla mit hodnotu 0, 2.

V systému Maple bychom pro vypocet a vypis prvnich 15 iteraci v prostiedi Standard
Worksheet mohli pouzit nésledujici kéd:

x[1]:=0.2
for i from 2 to 16 do x[i] := 11xx[i—1]—2 end do

V Matlabu bychom pro totéz pouzili kod:

x(1)=0.2;
for 1=2:16 x(i) = 11l%x(i—1)—2; end
X

Zatimco v systému Maple dostaneme vSechny iterace rovné spravné hodnoté 0, 2, v Mat-

------

2Pocatecni iteraci znaéime jako x; kvili Matlabu, v ném? je pole indexovano od ¢isla 1.



hodnoty a tento rozdil se s dal§imi iteracemi stéle zvySuje. Naptiklad dvacaté iterace (pokud
bychom si ji vypodetli) jiz ma hodnotu fadové 10*! Kdy% si nastavime ptikazem format
long zobrazeni ¢isel s vyssi presnosti, zjistime, Ze jiz prvni pocitané iterace nebyly presné
rovné hodnoté 0,2. Na viné je zobrazeni ¢isel v pocitaci a fakt, ze pevny bod funkce f je
odpuzujicim pevnym bodem (viz [4]).

Cisla jsou v pod¢ita¢i ukladana v binarni soustavé, v niZz mé vét§ina desetinngch &isel
nekonec¢ny rozvoj. Jiz pfi ulozeni ¢isla tak ztracime presnost. Relativné spatna podminénost
ulohy a odpuzujici vlastnost pevného bodu tuto nepfesnost pti kazdé dalsi iteraci zveétsuji. V
systému Maple se chyba neprojevi, nebot ten mé implementovano ukladani ¢isel v desitkové
soustave, takze ¢islo 0,2 je ulozeno presné.

Predchozi tti piiklady byly vybrany zamérné. V praxi nemusi (ale samoziejmé mohou)
neurcitosti zpusobovat takové rozdily (neurcitosti, chyby) v feSeni zadaného problému, navic
priklad 1.3 je trochu ,,umély“. OvSem i v praxi se muze stat, ze feSeni problému povede na
néjakou iterativni metodu, ¢i ze bude provedeno nékolik vypocti, které zpocatku zanedba-
telnou chybu zmnohonasobi. Z uvedeného vyplyva, ze analjza neurcitosti je velmi dulezita
k ovéfeni ,spravnosti“ (resp. ,vérohodnosti“) nalezeného Feseni.

Neurcitosti mizeme analyzovat postupné po skupinach, jak jsme si je diive rozdélili. Ne-
urc¢itost v matematickém popisu souvisi s nedostatkem informaci (resp. provedenymi pred-
poklady) pfi sestavovani modelu. Jejich analyza pak sestava z porovnani ruznych struktur
matematického modelu s méfenymi daty. Jednd se o nejslozitéjsi ¢ast celé analyzy.

Datové neurditost zahrnuje nepfesnost méfeni parametrii vystupujicich v modelu (zptiso-
benou jak chybou méticiho pfistroje, tak lidskym faktorem) a nepfesnost vzniklou omezenym
mnozstvim vzorkl ze sledovaného systému. V zavislosti na informacich o hodnotach para-
metru reprezentujeme datovou neurcitost nejcastéji za pomoci intervalové aritmetiky, fuzzy
teorie, ¢i pravdépodobnostni analyzy [5].

Posledni typ neurcitosti je pfedmétem numerické analyzy. Zkouma se, jaky vliv na hod-
notu feseni mé pouziti ICT (uloZeni ¢isel v pocitacdi/softwarovém systému) a metod hleda-
jicich pfiblizné feSeni. Vice k této problematice je mozné najit napf. v [4].

1.1.1 Pravdépodobnostni analyza neurcitosti

Parametry matematického modelu obsahuji neurcitost, kterou je sice vétsinou mozné po-
psat intervalem, typicky méa vsak parametr néjakou stiedni hodnotu, jez je v jistém smyslu
yhejpravdépodobnéjsi®. Snahou tak je chapat parametr jako ndhodnou veli¢inu s pfislusnym
rozdélenim pravdépodobnosti. Tzv. propagace neucitosti modelem (viz [5]) je pak zpravidla®
provadéna metodou Monte Carlo, pfi niz se vygeneruje ,dostate¢né mnoho* realizaci na-
hodnych veli¢in reprezentujicich parametry modelu, které poslouzi k riznym vyhodnocenim
modelu. Ziskame tak pravdépodobnostni rozdéleni hodnot feSeni.

Pouziti metody Monte Carlo ,pfinasi“ dalsi neurcitosti, nebot se jednd o piibliznou
metodu. Se vzristajicim pocCtem generovanych realizaci ndhodnych veli¢in a vyhodnoceni
modelu konverguje ziskané rozdéleni hodnot ke skutecnému rozdéleni hodnot feseni modelu.
Presnost ziskané aproximace pravdépodobnostniho rozdéleni testujeme porovnanim zaklad-
nich statistickych parametra (stfedni hodnota, rozptyl) u dvou riznych skupin vygenerova-
nych feSeni nebo pouzitim odhadu chyby Monte Carlo metody.

Uvazujme model tvaru

Y = f(Xq, ..., Xin),

3U (velmi) jednoduchych modeli, ptipadné u vypocetnd naroénych, tomu tak byt nemusi.
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kde Y je hledané feSeni, Xi,..., X,, (m € N) jsou parametry modelu reprezentované na-
hodnymi veli¢inami s pravdépodobnostnimi rozdélenimi p;(z1), ..., P (). Oznaéme X =
(X1,..., Xin), © = (21, ..., xp) & p(x) sdruzenou hustotu pravdépodobnosti ndhodného vek-
toru X. Necht dale M je pocet vygenerovanych realizaci ndhodného vektoru X, X jeho
k-té4 realizace. Pak pro odhad stfedni hodnoty funkce f(X) mame:

E(f(X)) = % D (X)) (1.4)
k=1

Tento odhad konverguje (podle silného zdkona velkych ¢isel) ke skuteéné stfedni hodnoté
pro M — oo, jestlize

[ 1@ pe) ds < o

Rozptyl vy, takto urcenych odhadi stfednich hodnot pro dané M zapiSeme jako:

UM:\/(%-;JC(X(@)) :%V(f(X))v

kde jsme vyuzili vlastnosti rozptylu, ze pro nezavislé ndhodné veliciny Z;, Z> a konstanty
a, b plati:
V(a-Zi+b-Zy) =a* V(Z) + b - V(Zy),

a soucasné predpokladu

/ (f(@))? - pla) dz < oo.

Hodnotu /vy, nazyvame chybou Monte Carlo metody (viz [8]). Aplikaci nevychyleného
odhadu pro rozptyl V(f(X)) mizeme vy, odhadnout vztahem

R 1 M

Um = m ) Z (f (X(k)) - E(f(X»)za (1-5)

k=1

pripadné

D T UEnE <Z F* (X o) =M (E(f(X)))2> . (16)

1.1.2 Bayesova metoda

Bayesova metoda ndm umoznuje na zakladé apriorni informace o hodnoté parametru
(resp. feSeni modelu) a experimentélnich vysledkii vyvodit posteriorni informaci o parametru
(resp. Feseni modelu).

Mé¢jme opét model tvaru

Y = f(X1, ..., Xm)

se stejnym oznacenim jako dfive. Dale ozna¢me O; hodnotu j-tého (j = 1,...,n,kden € N)
pozorovani (experimentalniho vysledku). Monte Carlo simulaci jsme ziskali pravdépodob-
nostni rozdéleni hodnot Y sklddajiciho se z celkem M vygenerovanych (a nasledné vyhodno-
cenych) Teseni, které oznacime Y(;) pro k = 1,..., M. Pravdépodobnost p (Y(k)), ze nadhodné
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zvolené feseni je rovno Y{;) pro konkrétni k, je % Déle definujme pravdépodobnost p (O|Y(k))
vyjadiujici, ze pozorovani O (O = (Oy, ..., O,)) odpovida predikci modelu Y{;), opét pro kon-
krétni k. Za predpokladu, Ze chyby pozorovani jsou nezavislé a normalné rozdélené s nulovou
stfedni hodnotou a rozptylem o2, zminénou pravdépodobnost spoé&itame podle vztahu?

p (O[Yy) f[ o exp((()ﬂ';—?’”y) (1.7)

Jj=1

Uzitim Bayesova vzorce muzeme definovat tzv. posteriorni pravdépodobnost p (Y(k)|0) Vy-
generované hodnoty feseni Y:

CTORITE

a ziskat tak nové rozlozeni hodnot feSeni modelu Y’ vice odpovidajici uskuteénénym pozo-
rovanim se stfedni hodnotou:

BE(Y') = ZP(Yu)lO) Y

a rozptylem

V) =3 p (1p10) - (Vi — B0

Zcela analogicky ziskavame téz nova rozdéleni pravdépodobnosti pro parametry X, ..., X,,.
Jejich stfedni hodnoty a rozptyly pocitame dle stejnych vztahi (pouhou zdménou veli¢iny
Y za zvoleny parametr).

1.2 Zobrazovaci metody a lokalni analyza citlivosti

Analyzu neurcitosti obvykle dopliiuje analyza citlivosti. Diky té se dozvime, jak které
parametry ovliviiuji feSeni modelu. Metody analyzy citlivosti miizeme rozdélit do tii skupin
na metody zobrazovact, lokdlni a globalns.

Uéelem zobrazovacich metod je identifikace nejvjznamnéjsich parametrii, které nejvice
ovliviiuji feseni modelu. Zobrazovaci metody byvaji tzv. ,one-at-a-time®, coz znamena, ze
v jednom kroku zkoumaji vzdy vliv jednoho parametru na feseni modelu, zatimco ostatni
parametry nabyvaji svych stfednich hodnot (a jsou pro tento krok konstantni). Pouzivaji
se predevsim pfi analyze citlivosti modelii s velkym poctem paramerii (az stovky). Ziskany
vysledek je kvalitativni. Zjistime, které parametry jsou citlivéjsi (tj. ovliviiuji vice FeSeni
modelu) nez jiné, nedozvime se vSak, o kolik. Vyhodou je nizsi vypocetni naro¢nost (oproti
ostatnim metodam analyzy citlivosti), nevyhodou pak zminénéd ,nedostate¢nd“ informace
o citlivosti parametrii. Vice o zobrazovacich metodach analyzy citlivosti lze najit napt. v [13].

Lokalni analyza citlivosti byla jiz stru¢né predstavena v [5]. Deterministicky matematicky
model byva obvykle zadan systémem algebraickych rovnic

0= f(y($), w)v (1'9>

z

texp(z)=e



kde y(x) = (y1(x), y2(x), ..., yn(x))? je n-rozmérny vektor hledaného feseni (z4visle promén-
nych), € = (v1, %9, ..., Tm)" je m-rozmérny vektor parametrii modelu a f = (fy, fo, ..., &)
vektorova funkce; nebo systémem diferencialnich rovnic, jako je napi. poc¢atecni problém:

dy(t, z)
kde y(t,x) je hledané feSeni, ¢ Cas, © je m-rozmérny vektor parametri modelu, f je k-
rozmérnd vektorova funkce a y, vektor poc¢ateénich podminek. JelikoZ je rovnice (1.9) spe-
cidlnim p¥ipadem rovnice (1.10) pro konstantni ¢, budeme nadéle uvazovat pouze rovnici
(1.10). Analogicky k [5] definujeme lokdlni citlivosti pruniho Tddu vyrazem

6 i t,a: i .
M prot=1,...n, j=1..m
8xj
a lokdlnt citlivosti druhého Tadu vyrazem
?yi(t, )
— roi=1,....,n, jl=1,...m.
O0x;0x; P J

Nakonec definujme matici citlivosti S, ktera je tvorena lokalnimi citlivostmi prvniho fadu,
tedy

_ Oyi(t, )
N 893]-
Pokud nejsme schopni urcit popsané citlivosti analyticky pomoci uvedenych vztahi, po-

uzivame nékterou z numerickych metod. Uvedme pro ilustraci dvé nejjednodussi metody,
dalsi je mozné nalézt v [13].

S

proi=1,...n, j=1,..m.

1.2.1 Metoda koneénych diferenci

Nejjednodussi metoda analyzy lokalni citlivosti spociva v nahrazeni derivace diferenci.

oy(t, x) - y(t,xl,...,xj+A:1:j,...,xm)—y(t,az)) i1 ..m. (111)
0z Ax;

Pfesnost této metody zavisi na velikosti diference Az;. Cim vétsi hodnota, tim méné je
vysledek presny zejména u nelinedrnich modeld. Pokud je diference pfilis mala, zvysuje se vliv
zaokrouhlovaci chyby pocitace. V praxi se ¢asto voli diference rovna 1 % velikosti prislusného
parametru, nicméné nalezeni optimalni (resp. akceptovatelné) diference je zpravidla otazkou
metody pokus-omyl [13].

1.2.2 Prfima metoda

Jestlize zderivujeme rovnici (1.10) podle parametru z; dostaneme (za pouziti pravidla
o derivaci slozené funkce) systém

doy of oy of 0

— g 24 = 5. 1.12
dtdx; Oy Ox; * ox;’ 8xjy(0) 50 (1.12)




Systém (1.12) muzeme déle pfepsat do maticové formy

d
ES:J-SjLF, S(0) = S, (1.13)
kde Sy je nulova matice, J a F' matice zadané vztahy

_9Of F—%

J = —
8@/1" al’j’

prol=1,...k, 1=1..n, j7=1 .. m.

P¥imé metody jsou zaloZeny na FeSeni rovnice (1.12). Pro numerické feseni je t¥eba znat
matice J a F, a proto se rovnice (1.12) musi Fesit spoletné s rovnici (1.10). Pro asympto-
ticky stabilni stacionarni bod nebo v piipadé feSeni systému (1.9), mizeme rovnici (1.13)
transformovat na tvar (viz [13]):

S=-J ' F (1.14)

1.2.3 Lokalni citlivosti a analyza neurcitosti

Zavérem Casti o lokalnich metodach analyzy citlivosti si jesté ukazme jejich mozné vyu-
zitl pri analyze neurcitosti. Lokalni citlivosti lze totiz pouzit k linedrnimu odhadu rozptylu
hledaného feSeni a vlivu jednotlivych parametri na tento rozptyl. Rozptyl feSeni y;(t, x)
zplsobeny rozptylem parametru z; miZzeme odhadnout vztahem

o) = (5 a(x»)g. (1.15)

Za predpokladu, ze mezi parametry xy, ..., x,, nedochézi k interakcim, pak mtizeme celkovy
rozptyl feseni y; vyjadrit jako soucet praveé vypocitanych rozptyli:

m

o (yi) = Z(Tf(yi). (1.16)

j=1

Z rovnic (1.15) a (1.16) je nasledné mozné urcit prispévek parametru x; do celkového rozptylu
feseni y; zptsobeného vSemi parametry zlomkem

2(.
Sy = L (y'), (1.17)
o?(y:)
pripadné v procentech

V nésledujici ¢asti se budeme vénovat metodam globalni analyzy citlivosti, které urci
vliv parametrii na rozptyl v hledaném feSeni (mnohem) pfesnéji. Pfesto mtze byt vyhodné
v nékterych pripadech pouzit predstavené lokalni metody k zisku alespon fadové presnosti
(a tedy prvotni pfedstavy).



1.3 Globalni analyza citlivosti

Analyza lokalni citlivosti zkouma4 lokalni efekt zmény parametri (kolem jednoho bodu v
m-rozmérném prostoru parametri) na feSeni modelu. Pokud vSak parametry nabyvaji sirsiho
spektra hodnot, vyuzivaji se spiSe metody globalni analyzy citlivosti.

Vratme se pro jednoduchost k modelu popsaném rovnici

Y = F(X1, o Xon), (1.19)

kde Y je hledané feseni a X1, ..., X;,(m € N) parametry modelu reprezentované nahodnymi
veli¢inami s pravdépodobnostnimi rozdélenimi p; (1), ..., pm (zm). Metodou Monte Carlo mii-
zeme ziskat odhad pravdépodobnostniho rozdéleni py(y) pro feseni Y a s nim i odhady
stfedni hodnoty a rozptylu. V této casti nas bude zajimat, jak se na zminéném rozptylu
podileji parametry X = (X7, ..., X,,,).

Predpokladejme, Ze jsme provedli Monte Carlo simulaci, a mame tak k dispozici M
realizaci pro kazdou z ndhodnych velicin X1, ..., X,, a Y oznacené xy1, ..., T1pr, s Tinls ooes Tt
a Yy, ..., yu- Nejprve zminime dvé hojné pouzivané metody v globalni analyze citlivosti, které
jsou vsak zavislé na typu modelu.

1.3.1 Standardizované regresni koeficienty

Jestlize je uvazovany model (skoro) linearni, mizeme provést regresni analyzu a popsat
jej rovnici

Y =bo+ ) bi-Xi+e, (1.20)

i=1

kde b; jsou regresni koeficienty a € chyba regresniho modelu (rozdil skuteéné hodnoty ptivod-
niho modelu a regresniho odhadu). Hodnoty regresnich koeficienti ziskdme napf. metodou
nejmensich ¢tverci. Oznacme:

U1 1 211 -+ oTm bo €1

y=|:1], =z=|: 2 IR R >

Ym 1 =iy o T b, EM

Minimalizaci vyrazu

dostaneme (viz ODKAZ)

b= (" -x)"-x" -y (1.21)
Oznacme dale
M M M
SStot = Z(yk - ?)27 SSreg = Z(yAk - 5)27 Ssres = Z(y}c - yk)27
k=1 k=1 k=1

kde g, zna¢i odhad hodnoty y, ziskany z regresniho modelu a § pramér hodnot y; (pro
v8echna k = 1,..., M). Adekvéatnost regresniho modelu pak mtzeme posoudit z hodnoty
koeficientu determinace definovaného vzathem



o SSreg
- Sstot .
Koeficient determinace nabyva hodnoty z intervalu [0, 1] a udéavé, jaky podil neurc¢itosti

(rozptylu) se podafilo regresi vysvétlit. Regresni model mizeme algebraicky preformulovat
na tvar

R2

Y -3 bi-si Xi—T;
R D (1.22)

>

kde

Nyni koeficienty b’ssl za predpokladu, ze X; (pro i = 1,...,m) jsou nezavislé, vyjadiuji vliv
proménné X; na hledané feseni Y. Nazyvame je standardizovanymi regresnimi koeficienty

a znaCime [3;. Plati, Ze 5y = 0 a (viz napf. [14]):

m
Z(@)z = R".
i=1
Cim vétsi je hodnota R2, tim lépe popisuje regresni model zavislost feseni piivodniho
modelu na jeho parametrech. K posouzeni vyznamnosti regresnich koeficient slouzi nékolik
statistickych testl (viz [13]), které vSak vychézi z pfedpokladi, jez v tomto pFipadé (globalni
analyzy citlivosti deterministickych modeld) neplati. Pro dané nastaveni parametrii xy, ..., z,,
totiz dostaneme vzdy stejné feseni y.

1.3.2 Spearmanuv koeficient poradové korelace

V ptipadé, ze je model (1.19) (vyrazné) nelinearni a koeficient determinace linearniho
regresniho modelu maly, zavadi se ¢asto transformace potadi. Po vygenerovani M realizaci
kazdé z ndhodnych veli¢in X1, ..., X,,, Y se pfifadi pofadi realizacim veli¢iny ¥ (od 1 do M
podle pofadi velikosti ptivodni hodnoty ze vSech realizaci této veli¢iny) a provede se linedrni
regrese. Podobné je mozné transformovat i nahodné veliciny X, ..., X, a provadét linearni
regresi az poté.

Dalsi mozny postup je pfimy vypocet Spearmanovych koeficientti poradové korelace. Jed-
notlivym vygenerovanym realizacim (u piislusné ndhodné veli¢iny) pfifadime pofadi podle
velikosti (od 1 do M). Koeficient potadové korelace r; vyjadiujici zavislost mezi Y a X;
nasledné vypocitame podle vztahu

M
6- > d?
k=1
M3 — M’
kde dj, je rozdil v prifazaném poradi k-té realizace X; a k-té realizace Y. Koeficient korelace

je ¢islo z intervalu [—1, 1]. Hodnota blizk4 jedné znadi rostouci zavislost mezi X; a Y, hodnota
blizka minus jedné klesajici (tj. s rostouci hodnotou X; klesad hodnota Y).

ri=1— (1.23)
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Za predpokladu, Ze je model monoténni a Ze mezi vstupnimi proménnymi modelu ne-
dochézi k zadnym interakcim, lze ziskat prispévek S; parametru X; do celkového rozptylu
vystupu modelu Y jako (viz [9]):

2
Z;n:l ri?

V piipadé pouziti poradové transformace miizeme k posouzeni adekvatnosti modelu a vy-
znamnosti ziskanych regresnich koeficientti pouzit opét koeficient determinace a statistické
testy vyznamnosti. Pfi uziti pfimého vypoc¢tu Spearmanova koeficientu poradové korelace se
té7 nabizi nékteré statistické testy vyznamnosti (viz napt. [9], [19]).

Nevyhodou transformace podle poradi je zvysSeni relativnich vlivii parametri prvniho
fadu, tj. dojde k potlaceni vlivii zptisobenych interakcemi, coz miize vést k prehlédnuti vlivi
parametri, které piisobi predevsim v interakcich. Tato nevyhoda je tim vyznamnéjsi, ¢im
vic ma model parametri [13].

S; = (1.24)

1.3.3 Metody zaloZené na rozptylu

Ptedchozi dvé metody globalni analyzy citlivosti jsou zavislé na typu modelu. Nésledujici
dvé metody patii do skupiny metod zalozenych na rozkladu rozptylu a na typu modelu ne-
zavisi. Princip spoéiva v rozloZeni rozptylu feseni V(Y') na rozptyly tohoto FeSeni zptisobené
jak jednotlivymi parametry, tak jejimi interakcemi. Vlivem prvniho fadu parametru X; na
feSeni Y rozumime vyraz

Vi= VXi<EX7¢(Y|Xi))7 (1-25)

kde zapis X_; vyjadiuje vSechny parametry X;,j = 1,...,m kromé X;. Upozornéme, Ze ne-
muzeme vliv prvniho fadu definovat vyrazem Vx_.(Y|X;), nebot jednak bychom urcovali
rozptyl TeSeni pii zafixovaném parametru X; na jedné hodnoté (ten vSak nabyva intervalu
hodnot) a navic by se ndm mohlo stat, ze Vx_,(Y|X;) > V(Y). Naproti tomu pro diive defi-
novany vliv parametru X; vyrazem (1.25) plati pozadovana nerovnost V; < V(Y'). Relativni
hodnotu vlivu prvniho ¥adu (v provnani s celkovym rozptylem feseni) pak nazveme indexem
citlivosti prontho radu a oznacime S;:

in (EX,Z(Y‘XZ»
V(Y)

S; = (1.26)

Za povsimnuti stoji, ze v piipadé linearniho modelu dostavame: S; = (3,2, kde f3; je
standardizovany regresni koeficient (viz ¢ast 1.3.1). Vliv druhého fadu parametrt X; a X;
(pro i # j) na FeSeni Y definujeme vyrazem

‘/;] = VXi,J‘(EX,(i,j)(YlX’hXj)) - ‘/7, - ‘/}7 (127)

kde podobné X_; j) vyjadfuje vSechny parametry X,k = 1,...,m kromé¢ X; a X;. Od cel-
kového rozptylu zptisobeného parametry X; a X; odecitame na pravé strané (1.27) vlivy
prvniho fadu, abychom dostali pouze vliv zpiisobeny interakci mezi X; a X;. Nasledné¢ mi-
zeme definovat index citlivosti druhého radu S;;:

Sij = —_. (1.28)



Timto zptisobem bychom mohli pokrac¢ovat az po vliv (index citlivosti) m-tého Fadu.
Celkové jsme tak popsali vlivy parametri X7, ..., X,,, na rozptyl feSeni Y, pfi¢emz plati (viz
napi. [15]):

m m—1 m
V) =D Vi +> ) Vij + oot Viom (1.29)
i=1 i=1 j=2
i<j
a tedy i
m m—1 m
1= S +> > S+t Sz (1.30)
i=1 i=1 j=2
i<j

V praxi vétsinou nepocitame vsechny indexy citlivosti (vSech radi), nebot je to vypo-
Cetné narocné (pocet indexi citlivosti je 2" — 1) a ani to neni nutné. Zpravidla nés zajima,
jak ovliviiuje vystup modelu kazdy parametr samostatné (tj. index citlivosti prvniho fadu)
a které parametry jsou nevyznamné (a je pripadné mozné je nahradit konstantou). Nizky
index citlivosti prvniho fadu jesté nemusi znamenat, Ze je prislusny parametr nevyznamny.
Jeho vliv se totiz miize projevit predevsim v interakcich s jinymi parametry. Z toho divodu
definujeme celkovy index citlivosti Sy, vyrazem

Spo=1— VXﬂ'(EXi(YLX—i)) _ EXfi(in(Y|X—i>). (131>
Z V(Y) V(Y)
Pro konkrétni pfedstavu uvazujme, ze m = 3. Mame tedy model tvaru Y = f(X;, Xs, X3).
Indexy citlivosti prvniho fadu jsou S, S5, S3, indexy citlivosti druhého fadu Sis, Si3, Sos,
index citlivosti tfetiho fadu Syo3 a celkové indexy citlivosti Sz, = St + S12 + S13 + S12s, S, =
SQ + 512 + 523 + 5123, ST3 = 53 + 513 + 523 + 5123. Vétsinou uréujeme pouze indexy citlivosti
prvniho fadu S; a celkové indexy citlivosti St,.

Sobol’ova metoda

Hlavni myslenkou Sobol’ovy metody je dekompozice (téZ znama jako FANOVA dekom-
pozice, viz [10]) funkce f(Xj,...., X;,) z rovnice (1.19) na ortogonalni s¢itance:

m m—1 m
f(Xq, ooy Xin) = fo+ Zfi(Xi) + Z Z [ii(Xa, X5) 4+ + fio.m(Xy, ..., X)), (1.32)
i1

i=1 j=it1
Pro ¢leny rovnice (1.32) pfitom plati:
fo=E(f(X)), [i(Xs)=Ex_ (f/(X)|Xi)— fo,
[ij(Xi, X5) = Ex_,,, (F(X)|Xi, X;5) — fi( Xi) — f3(X5) — fo,
Posledni ¢len f12  m (X1, ..., X;n) rovnice (1.32) se uréi ptimo z této rovnice. Jelikoz jsou ¢leny
pravé strany rovnice (1.32) ortogonalni, dostavame po aplikaci rozptylu na levou i pravou

stranu rovnici (1.29), viz napt. [12], [13].
Potfebné rozptyly V(Y), V;, V;;, ... pak mizeme vypocitat nasledovné:

V)= [ P)pla) de - f
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kde iq,...,7s € {1,2,....m},i; < ... < isap;
dobnosti ndhodnych veli¢in X;, , ..., X;,.

Vétsinou nejsme schopni uréit rozptyly (a tedy ani indexy citlivosti) analyticky, a tak je
tieba vyuzit nasledujicich numerickych odhad®:

.....

~ 1 XM
fo=1;- e Tk, L3
PSS (1.33)
~ 1 M 2
. 1 k];l N
v Zf (I—ik(l)axz‘k(l)) - f (I—ik(2),x¢k(1)) - (fo) ) (1.35)
k=1

R 1 M N\ 2
A S (s ®) - f (oD, 2 ) — <f0> , (1.36)

kde x_ix = X1k, ..., Tic1 ks Tit1.k» -, Tmk- Horni indexy 1) a @ v rovnicich (1.35) a (1.36)
vyjadiuji, ze pro ziskani odhadi ‘Z a V_i potiebujeme ve skutecnosti 2- M realizaci nahodnych
veliéin Xy, ..., X;,, Y rozdélenych do dvou skupin po M hodnotéch (pro kazdou z veli¢in).
Index (V) znadi, ze p¥islusné realizace vybirame z prvni skupiny, index @ ptedstavuje druhou
skupinu. Analogicky bychom mohli odvodit odhady pro zbylé rozptyly (Vi;, Vijk, -..)-

Pfesnost odhadu (1.33) — (1.36) je mozné urcit podle Monte Carlo chyby, jiz jsme defino-
vali difve (viz (1.5), resp. (1.6)). Na ¢leny v rovnicich (1.33) — (1.36) se totiz mizeme divat
jako na odhady prislusnych stfednich hodnot, tj.:

v+ (f) = BUAX)).
V() = B(r(xa®xm) - p (xu@ x0)),
vt (R) = B(7(x®.x0) f (x,0.x2)),

Odhad chyby celkového rozptylu bychom mohli napiiklad vyjadiit jako:

o (V) = =5 (fj 1 (X o) = M (E<f2<x>>)2> e ((%)2) - (137)

Prestoze se zvysujicim se M jsou zminéné odhady stale presnéjsi, M bude vzdy konecné
a odhad nepfesny. Uvazujme, ze proménna X; vibec neovliviiuje feseni Y = f(X). Ji pii-
slusny index citlivosti tak ma byt S; = 0.

50pét vychdzime z toho, Ze mame k dispozici M realizaci ndhodného vektoru X a nédhodné veli¢iny YV
z Monte Carlo simulace.
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Podle (1.35):

A~

M

1 1 1 2 1 ~)?
V= a ;f (x—ik( )>$ik( )) - f (x—z‘k( )>$ik( )) - <f0> .
Tato hodnota vsak nikdy nebude nizsi nez

M
% D S (w®)  f (@w®) - (fo)Z : (1.38)
k=1

Homma a Saltelli (viz [3]) proto doporuc¢uji korekéni ¢len (1.38) aplikovat bez absolutni
hodnoty® na jednotlivé rozptyly Vi, . (pro i1,...is € {1,2,....,m},i; < .. < i5) tak, ze
od rozptylt prvniho fadu (V;) se korekéni ¢len odecte, k rozptylim druhého fadu (V;;) se
pficte, od rozptyli tietiho fadu (V;;x) se odecte atd. Vlivy vSech fadi jsou timto nedostatkem
pfesnosti ovlivnény stejné, takze pokud odecteme korekéni ¢len od V; i od Vj, odecitame jej
od Vj; jiz dvakrat (viz definice V;), a proto v tomto pfipadé jednou koreké¢ni ¢len pficteme.
Z tohoto dtivodu se znaménka stiidaji (pti aplikaci korekéniho ¢lenu na jiz vypoctené rozptyly

‘/;17'“7i5)'

FAST metoda

Fouriertv test citlivosti amplitudy (angl. Fourier Amplitude Sensitivity Test) je dalsi
metodou zaloZzenou na rozkladu rozptylu. Hlavni myslenkou metody je transformace m-
rozmérného integralu v proménné x na jednorozmeérny integral v proménné s pouzitim
transformacnich funkci G; (i = 1, ..., m), konkrétné

X; = Gi(sin(w; - S)) nebo X; = G;((w; - S) mod 27), (1.39)

kde S je rovnomérné rozdélend nahodna veli¢ina na intervalu (—m,7) a {w;} je mnozina
celociselnych thlovych frekvenci. Rovnici modelu (1.19) pak miizeme pfepsat nasledovné:

Y = f(Xl, >Xm) = f(Gl(wl : S), ...,Gm(u)m : S)) = f(S)

Pro vhodné zvolené w; a G; je pak mozné aproximovat stfedni hodnotu feseni Y jako

BY) ~ %/f(s) ds. (1.40)
Pro rozptyl pak dostavame:
VY) ~ % / F2(s) ds — (E(Y))? (1.41)

Predpokladejme nyni, ze f(s) € L?([—m,7]), tj. Ze plati:

/]f(s)]2 ds < 0.

6 Absolutni hodnota byla p¥idana, aby piislugna véta méla spravny matematicky vyznam. Znaménko ¢lenu
v absolutni hodnot€ je vSak podstatné!
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Pak Fourierova rada
o0

> et (1.42)

k=—o0c0

konverguje k funkci f(s) pravé tehdy, kdyz plati Parsevalova rovnost (viz ODKAZ)

> lal =5 [1F)F ds (1.43)

k=—o00

Pro Fourierovy koeficienty pritom plati:

1 f —i-k-s
Ck—%/f($)~€ ds.

Dosazenim (1.43) do (1.41) a naslednou tpravou ziskavame:

= 1
GRS / (s) ds
~ > (o +8) — (ag + 1))
k=—00
~2-Y (a4 b2), (1.44)
k=1
kde i
ay = % e+ ) = % / f(s) - cos(k - s) ds, (1.45)
b = % (e — e y) = %/f(s) sin(k - 5) ds. (1.46)

Vliv V; prvniho fddu parametru X; na feSeni Y definovany vztahem (1.25) je slozen
z komponent o zékladni frekvenci w; (pfifazené parametru X;) a jejich vyssich harmonickych
slozek (2 - w;, 3-w;, ...), tj.

Vi 2-

NE

(az-wi + b127wz> )
1

S
Il

za predpokladu, Ze w; jsou cela ¢isla. Amplitudy jednotlivych slozek s rostoucim p klesaji,
takze pro odhad vlivu V; miizeme pouzit jen prvnich nékolik ¢lenti:

NE

Vi=2-Y (a2, +12.), (1.47)

1

kS
Il

kde N je nejvyssi harmonicka slozka, jiz uvazujeme. Obvykle se voli N = 4, resp. N = 6
(viz [13]). Abychom mohli pouzit vztah (1.47), mély by byt frekvence w; proi = 1,...,m tzv.
nepomérné, tj. melo by platit:



m

Z%~wi:0 <~ Yi=1,...m:v =0,

i=1
pricemz v; € Z pro vSechna i = 1,...,m. Jelikoz chceme, aby také w; byla celd cisla, po-
zadovanou vlastnost nemtizeme splnit. Z toho divodu volime w; alespon takova, aby tuto
vlastnost spliiovala pro |y;| € 1, ..., N.

Volba frekvenci w; je dilezita také z pohledu ,,vyplnénosti“ prostoru parametra X, ..., X,,

pro generované hodnoty veli¢iny S z intervalu (—m, 7). Ilustrujme to na nasledujicim pfi-

kladu.

Priklad 1.4: Uvazujme model tvaruY = f(X;, X3), pro n&jz X; ~ U(0,1), Xy ~ U(0,1).7
Necht Gy = 5+ X -arcsin(sin(w; - s)), G2 = £+ 2 -arcsin(sin(ws - s)). Vykreslete graf ziskanych
bodt [z, 23] po vygenerovani M = 5000 realizaci veli¢iny S ~ U(—m, ) a aplikaci funkci
G1, G5 pro

(a) wy =3, wy =T,
(b) wy = 11,ws = 21,
() wy =m,wy =21

Regend: V systému Maple mtizeme k vykresleni grafu v pifpadé (a) pouZit nasledujici kéd
(pro zbylé ptipady se pouze zméni proménné wy, ws):

M:=5000 mega[l]:=3: omega[2]:=T7:
G[l]:= s —> 1/2 + (1/Pi)*arcsin(sin (omega[l]*xs)):
G[2]:= s —> 1/2 + (1/Pi)*xarcsin(sin (omega[2]*xs)):

with(Statistics ):

S := RandomVariable (Uniform(—Pi, Pi)):
Ss := Sample(S, M):
for i from 1 to M do
dﬁ[i] := evalf(G[1](Ss[i])); B[i] := evalf(G[2](Ss[i]));
body — seq ([A[i], B[i]], i =1 .. M):

plot ([body], style = point, axes = boxed,
labels = [typeset(x[1]), typeset(x[2])]);

Z obréazku 1.1 vidime, Ze v pfipadé (a) je vyplnénost prostoru parametri velmi ,$patna‘,
coz je zptisobeno nevhodnou volbou frekvenci wy, wy. Cim ,,vice* jsou wy, ws nepomérné, tim
lepsi dostavame vysledek.

1_
0.8
0.67
.)C1 X
" 0.4
0.27
0 ‘ ‘ ‘ ‘ , 0~ ‘ . T : Y 0~ . T8 % : :
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
X X X
1 1 1
(a) w1 =3,wa =7 (b) w1 =11,we =21 (¢) wp =m,we =21

Obrazek 1.1: Vykresleni grafi z prikladu 1.4.

"U(0,1) znad¢i uniformni (tj. rovnomeérné) rozdéleni na intervalu (0, 1).
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Dopliime jesté zdrojovy kéd pro vykresleni piipadu (a) v Matlabu:

M=5000;

Ss = unifrnd(—pi, pi, M 1]);
omegal=3; omega2=7;

xl = .5 + asin(sin(omegal*Ss))/pi;
x2 = .5 + asin(sin(omega2%Ss))/pi;
plot(x1,x2,’."7)

xlabel ('x[1] )

ylabel (’x[2] )

Vyplnénost prostoru parametri (resp. zachovani sdruzeného pravdépodobnostniho roz-
déleni p(x) pro parametry Xi,..., X,,) je téZ ovlivnéna volbou transformaé¢nich funkci G;.
V literatufe jsou uvadéné zejména transformace pro pfipad, ze parametry X, ..., X,, jsou
(rovnomeérné) rozdélené na intervalu (0,1):

Gi(sin(w; - ) =z} - (1 4+ v} - sin(w; - 5)), (1.48)
Gi(sin(w; - 5)) = % + % - arcsin(sin(wy - $)), (1.49)

kde z} je nomindlni (stfedni) hodnota parametru X; a v definuje koncové body intervalu
neurcitosti. Pokud potfebujeme vytvorit transformaci G; pro rozdéleni pravdépodobnosti
pi(x) parametru X;, mizeme vyuzit navrhnované rovnice, kterou by takova transformace

méla spliiovat (viz [13]):
w1 =27 pi(G;) i 1. (1.50)

Vsimnéme si, ze transformacni funkce (1.49) splituje rovnici (1.50).

Piiklad 1.5: Uvazujme opét model tvaru Y = f(X;, X3), pro néjz X; ~ U(0,1), Xy ~
U(0,1). Nechf w; = 11,wy = 21. Vykreslete graf ziskanych bodt [z, 23] po vygenerovani
M = 5000 realizaci veli¢iny S ~ U(—m, ) a aplikaci funkci G, G2 pro

(a) Gi(sin(wy - s)) = - (1 +sin(w; - 5)), Ga(sin(ws - s)) = 1 - (1 +sin(w; - 5)),
(b) Gy =4+ % arcsin(sin(w; - 5)), Gz =3+ £ - arcsin(sin(w; - s)).

Reseni: Zdrojovy kéd k vykresleni grafi je analogicky pifkladu 1.4.

0 . 0~ . . . : i
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

X X
1 1

(a) (.Ul:l].,WQZQJ. (b) w1:7r,w2:21

Obrazek 1.2: Vykresleni grafi z prikladu 1.5.
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Pocet vygenerovanych hodnot parametru S by mél splitovat Shanontiv® vzorkovaci teorém

(viz [18]): ,,Presnd rekonstrukce spojitého, frekvencné omezeného, signdlu z jeho vzorki je
moznd tehdy, pokud byl vzorkovdn frekvenci alespon dvakrdt vyssi, nez je mazximdlni frekvence
rekonstruovaného signdlu.“ V nasem piipadé proto nastavujeme hodnotu M minimalné na

(viz [13]):
M:Q-N-'_nllax {w;} + 1.

Ukazali jsme, jak s pomoci rozkladu modelové funkce f do fourierovy rady odhadnout
celkovy rozptyl funkce f v zavislosti na parametrech Xy, ..., X, a rozptyly zptisobené pouze
jednotlivymi parametry (tj. vlivy prvniho ¥adu). Jesté bychom potiebovali odhadnout cel-
kovy vliv parametru X; vcetné jeho interakci s ostatnimi parametry. K tomu vyuzijeme
stejné myslenky jako diive. Parametru X; pfitadime frekvenci w; ,,velmi odlisnou“ od vsech
ostatnich frekvenci ptislusnych zbylym parametrim, které budou navic ,,témér shodné“. Na-
ptiklad bychom tedy volili: w; = 20 a w; =1 pro j # 1.

Jak jsme vSak vidéli diive, volit stejnd (resp. ,mélo nepomérnéd“) w; pro i = 1,....m
neni vhodné kvili zachovani pravdépodobnostniho rozdéleni parametri X, ..., X,,. Zpravidla
proto volime vyssi hodnotu pro w; a ostatni w; (j # ¢) rozdélime rovnomérné v intervalu
1, 3%-], viz [13]. Vliv V_; v8ech ostatnich parametri pak odhadneme jako:

)N
N m
va=2-3% (af,_wj + bf,,wj) . (1.51)

Vyhodou FAST metody je, ze pro vypocet koeficienti citlivosti prvniho fadu staci jediny
soubor vyhodnoceni modelu (diky nastaveni wy, ..., w,,). Tato vyhoda se smazava ve chvili,
kdy chceme pocitat i celkové indexy citlivosti. Pro né je totiz tfeba vzdy prenastavit frekvence
W1, ..y Wi (pro kazdy parametr X;). Pokud vSak vytvafime frekvence wy, ...,w,, podle vyse
popsaného postupu, 1ze pro jedno jejich nastaveni pocitat soucasné S; a St,.

1.4 Tlustracni priklady

V této casti si ukazeme ctyti jednoduché priklady, na nichz demonstrujeme diive uvadéné
metody analyzy neurcitosti a citlivosti.

1.4.1 Priklad 1

Uvazujme model tvaru:

V =X+ X+ X5, (1.52)
kde X, ~ U(3,3), X, ~ U(3,9), X5 ~ U(3, %),

Analyza neurcitosti

V tomto jednoduchém prikladu bychom mohli stfedni hodnotu, rozptyl i pravdépodob-
nostni rozdeéleni veli¢iny Y vypocitat prfimo na zékladé znalosti ze zakladniho kurzu teorie

8Téz znamy jako Nyquistv & Kotélnikoviv.
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pravdépodobnosti. Pokud vyuzijeme néjaky systém pocitacové algebry, tj. napi. Maple, zis-
kame pozadované nasledovné:

with(Statistics ):
X[1] := RandomVariable(Uniform(1/2, 3/2)):
X[2] := RandomVariable(Uniform(3/2, 9/2)):
X[3] := RandomVariable(Uniform(9/2, 27/2)):
Y := X[1] + X[2] + X[3]:
Mean (Y); # stredni hodnota Y
Variance(Y); # rozptyl Y
PDF(Y,x); # pravdepodobnostni distribucni funkce Y
Dostaneme:
91
E(Y)=13, V(Y) = =.
12
Lokalni analyza citlivosti
Piimo z definice ziskavame:
S o 1, S o 1, S o 1
00X, ’ 0X5 ’ 0X3

P¥i pouziti nepfimé metody (viz 1.2.1) je nutné zvolit bod [z, z3, 3], v némz lokalni
citlivosti numericky aproximujeme. Necht [z1,29, 23] = [E(X4), E(X2), E(X3)] = [1,3,9].
Velikost diference zvolime na obvyklé 1 % velikosti parametru (tj. Az; = 0.01,Azy =
0.03, Azg = 0.09) a pro vypocet citlivosti prvniho parametru pouZzijeme vztah

E(|fL’1 + Al’l +Z9+ T3 — L1 — Ty — l‘3|)

T+ To + XT3

S1 =

100, (1.53)

ktery jednak vztahuje citlivost na jednotku velikosti parametru (tj. pocita relativni citlivost)
a soucasné uvazuje jak vliv pii¢teni kone¢né diference, tak jejiho odeéteni®. Hodnoty S, a S;
se ziskaji analogicky. Celkem dostaneme:

E(0,01;0,01) 1 E(0,03;0,03) 3 9
N 13 0=15 13 =13 5 13
Vidime, ze ziskdvame jiné vysledky. Metodou konec¢nych diferenci jsme de facto urcili ne
citlivost, ale elasticitu. Ta byva definovana vztahem:

Y X, dln(Y)

Stejnych hodnot jak z definice citlivosti bychom dosahli, kdybychom uvazovali diferenci
rovnou jedné pro vSechny tii parametry (tj. Ax; = Azy = Axg = 1) a nevztahovali vysledek
k hodnoté feseni. Je ke zvazeni, ktery ptistup (citlivost/elasticita) je vhodnéjsi k posouzeni
(lokélniho) vlivu parametru na feSeni.

%a tyto dva vlivy zpriméruje (aplikaci stfedni hodnoty)
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Globalni analyza citlivosti

Model (1.52) je linedrni, takze R? = 1. Standardizované regresni koeficienty mtiZzeme
urcit z rovnice

Y - EY X1 — E(X X, — E(X X3 — E(X
¥:51'1—(1>+ﬁ2'2—(2)+ﬁ3'3—(3>'
V(Y) V(Xy1) V(X2) V(X3)
Dostaneme tak
5 = 1 By = 3 B, = 9
1 \/ﬁ, 2 \/9—17 3 \/9—1
Pouzitim rozkladu rozptylu dostavame:
1
Vi =Vx, (EY|X1)) =V(Xy) = 12’
9
Vo = Vi, (BE(Y|X2)) = V(X2) = 5
81
Vs = Vi, (E(Y]X3)) = V(X5) = 5.
a nasledné
1 9 81
51_9_752 5783_9_1
1.4.2 Priklad 2
Uvazujme model tvaru:
Y = X; + X;, (1.55)

kde X1 ~ U(0,5), X5 ~ U(0,5).

Analyza neurcitosti

Analyzu neurcitosti provedeme stejnym zpusobem jako v predeslém prikladu. Tentokrat
ziskame:

255 1000075
EY)=— V(YY) = )
) =22 vy = 2%
Lokalni analyza citlivosti
Pfimo z definice ziskdvame:
)4 oY

Si=——=1, Sy=—=4-X3.
YTax, T 09Xy 2

Tentokrat vychéazi index citlivosti Sy zavisly na parametru Xs, je tedy podstatné, v jakém
bodé lokalni citlivost vyhodnotime.
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Globalni analyza citlivosti

Tentokrat jiz nas model linearni neni (v proménny X, X5), v pfipadé pocitani regresnich
koeficientl jej musime vytvofit. Vygenerujme proto M = 10° realizaci veli¢iny X, a stejny
pocet realizaci veli¢iny X,. Nésledné z nich vytvoime M feSeni modelu (1.55). V systému Ma-
ple ziskame linedrni model prikazem LinearFit, v Matlabu mizeme pouzit piikaz regress.

Maple

M:= 10"5:
with(Statistics ):

X[1] := RandomVariable(Uniform (0, 5)):

X[2] := RandomVariable(Uniform (0, 5)):

X1ls := Sample(X[1], M): # generovani M realizaci veliciny X[1]
X2s := Sample(X[2], M): # generovani M realizaci veliciny X[2]
Ys := Vector (M):

for i from 1 to M do Ys[i] X1s[i]+X2s[i] "4 end do:

# uprava formatu hodnot Xl1ls a X2s pro potreby prikazu LinearFit
sloupecl := LinearAlgebra[Transpose](Xls):

sloupec2 := LinearAlgebra[Transpose](X2s):

Matice Matrix (M, 2, [sloupecl, sloupec2]):

# linearni
fit

regrese
LinearFit ([1, x[1], x[2]],

Matice, Ys, [x[1], x[2]], output = solutionmodule):
funkce := fit:—Results([leastsquaresfunction]); # linearni model
Matlab
M=100000;
X1ls = unifrnd (0, 5,[M 1]); % generovani M realizaci veliciny X[1]
X2s = unifrnd (0, 5,[M 1]); % generovani M realizaci veliciny X[2]

Ys = X1s + X2s.%4; % model

b=regress (Ys,[ones(M,1), Xls, X2s]) % regresni koeficienty

Ziskdme linedrni model tvaru:

~

Y =0,59- X1 + 99,96 - X, — 123,97. (1.56)

Dalsimi vypocty dostavame:

R*=0,75, (31 =0,01, [(3,=0,8T7.

JestliZe pfifadime vSem realizacim (u p¥islusnych veli¢in) potadi'® (podle velikosti) a pro-
vedeme linearni regresi znovu, dostaneme koeficient determinace R? = 0,98 a model tvaru:

~

Y =0,08-X; 40,99 Xy — 3390, 25. (1.57)

Dalsi moznosti je vypocet Spearmanovych koeficienttt podle vztahu (1.23), po némz ob-
drzime:

r1 =0,07, r=0,99, S5, =0,01, S =0,99.

Pro posouzeni kvalitativniho vlivu proménnych X; a X, na feSeni Y mtzeme zobrazit
grafy zavisloti Y na X; a Y na X,, které nam v tomto pfipadé velmi pomohou. Soucasné je
mozné zobrazit generované realizace veli¢in Y, X; a X3 s linedrni funkei (1.56).

K vypoctu Spearmanovych koeficientli a vykresleni grafi z obrazku 1.3 mtzeme pouzit
nasledujici kod:

10V systému Maple k tomu lze vyuzit piikaz Rank, v Matlabu piikaz sort.

21



6001
5001
4001
Y3001
200
1001

(a) Generované body a linedrni mo- (b) Zavislost Y na X, (¢) Zavislost Y na X,
del (1.56)

Obréazek 1.3: Vykresleni grafi z ilustracniho prikladu 2.

Maple

R1
R2
RY

Rank (X1s): # poradi prvku Xl1s podle velikosti
Rank (X2s): # poradi prvku X2s podle velikosti
Rank (Ys): # poradi prvku Ys podle velikosti

# Spearmanovy koeficienty

r[1] := evalf(l—6*add((RY[i]—-R1[i])"2, i =1 .. M)/(M'3-M));

r[2] := evalf(l—6*add((RY[i]—R2[i])"2, i =1 .. M)/(M'3-M));

# Vygenerovane body a linearni model

body := seq ([X1s[i], X2s[i], Ys[i]], i =1 .. M):

plotl := plot3d(funkce, x[1] =0 .. 5, x[2] =0 .. 5, axes = frame,
labels = [typeset(x[l]) typeset (x[2]), typeset(y)]):

plot2 := plots[polntplot?zd]([body] axes = frame):

plots [display |({plot1, plot2});

# Graf zavislosti Y na X[ ]
body2 := seq ([X1ls[i], Ys[i]], i =1 .. M):
plots [pointplot ] ([body2], axes = frame, labels = [typeset(x[1]), typeset(y)]);

# Graf zavislosti Y na X[ ]
body3 := seq([X2s[i], Ys[i]], i =1 .. 10000):

plots [pointplot ] ([body3], axes = frame, labels = [typeset(x[2]), typeset(y)]);
Matlab

% Spearmanovy koeficienty

r-1 = corr(Xls, Ys, ’type’, ’Spearman’)

r.2 = corr(X2s, Ys, ’type’, ’Spearman’)

% Vygenerovane body a linearni model
[x,y] = meshgrid(0:0.1:5, 0:0.1:5);
surf(x,y,b(1l) + b(2)*xx + b(3)*xy) % lin. model
title (’Graf_vygenerovanych_bodu_a_linearni._model’)
xlabel ("X [1] )
ylabel (’X[2] )
zlabel (’Y’)
set (get(gca, 'ZLabel’), Rotation’ ,0.0)
hold on
plot3(X1s,X2s,Ys,’.’) % vygenerovane body

figure % novy obrazek

subplot (1,2,1); plot(Xls,Ys,’.’); % Graf zavislosti Y na X[1]
title(’Graf_zavislostiY_na.X[1]"’)
xlabel ('X[1] )
ylabel ('Y’)
set (get(gca, ’YLabel’), ’Rotation’ ,0.0)

subplot (1,2,2); plot(X2s,Ys,’.’) % Graf zavislosti Y na X[2]
title (’Graf_zavislosti._Y_.na.X[2] ")
xlabel (’X[2] )
ylabel (’Y"’)
set (get (gca, ’YLabel’), ’Rotation’ ,0.0)

Pouzitim rozkladu rozptylu dostavame:
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25
Vi=Vx, (BEY|X)) =V (X)) = T2’
250000

9

Vo =V, (B(Y[X,)) = V(X;) =
a nasledné

14 3 Va 40000

Sy = = =0,0001; S, = =
"TV(Y) T 40003 T T TP V(YY) 40003

= 0,9999.

1.4.3 Priklad 3

Uvazujme model tvaru:

1
Y =sin(X;) + 7 - sin®(Xa) + o Xs - sin( X)), (1.58)

kde Xy ~ U(—m,m), Xog ~U(—m,7), X3 ~ U(—m, 7).
Analyza neurcitosti

=—— -+ — 1t —.

| |
EY) =1 vy o3
2 moo " s TR

=
|

Pravdépodobnostni rozdéleni veli¢iny Y mtizeme odhadnout vygenerovanim realizaci pro
X1, X3, X3, ndslednym vyhodnocenim a zobrazenim histogramu (v Maple ptikaz Histogram,
v Matlabu piikaz hist). Pro 105 vyhodnoceni ziskdme v Maple histogram z obrazku 1.4

Obréazek 1.4: Histogram z ilustracéniho prikladu 3.

Lokalni analyza citlivosti

Pfimo z definice ziskédvame:

oY 1 aYy

Si = 8_X1 = cos(X1) + 0 X3 -cos(Xy), Sp= 8_X2 = 14 - sin(Xy) - cos(X>),
ay 2 .
nga—)(gzg g’-sm(Xl).
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Globalni analyza citlivosti

Pokusime-li se znovu vytvoiit linedrni model, dostaneme R? = 0,19. Pfifazeni potadi
tentokrat nepomitize, R? ,zlistane“ na stejné hodnoté.

Pouzitim rozkladu rozptylu dostavame:

Vi=Vx (EY|Xy)=V (sin(Xl) + 75T_(4) - sin(X1)> - ﬁ 84 5_10 ot %,
Vo = Vi (B(Y X)) = V (=7 - cos?(Xy)) = %
V= Vi (B(Vx0) = v () =0
a nasledné
S = VL 203139 Sy V2 04424 Sy 2

V(Y)

Prestoze jsme pravé vypocitali globalni indexy citlivosti 1. fadu, vypocitejme je nyni
pomoci Sobol’ovy metody. Postupné dostavame:

V(Y)

E(Y) =3,4958; V(Y)=13,9476; (V(V) = 13,8446):
Vi =4,3680; Vh=6,1619; V5= —0,0561;
S, =0,3131; S, =0,4418; S; = —0,0040.

Jestlize aplikujeme korekéni ¢len (1.38), jehoz hodnota je priblizné —0, 0571, ziskame:

Vi = 4,4250; Vy =6,2190; Vs = 0,0010;
S, =0,3173; S, =0,4459; S; = 0,0001;

Predchozi vysledky lze ziskat néasledujicimi zdrojovymi kdédy:
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M := 10"5:

with(Statistics ):

X[1] := RandomVariable(Uniform(—Pi, Pi)):
X[2] := RandomVariable(Uniform(—Pi, Pi)):
X[3] := RandomVariable(Uniform(—Pi, Pi)):

X1ls := Sample(X[1], M): # M realizaci veliciny X[1]
Sample (X[2], M): # M realizaci veliciny X[2]
Sample (X[3], M): # M realizaci veliciny X[3]

Ys := Vector (M):

for i to M do Ys[i] := sin(X1ls[i])+7*sin(X2s[i])"24+(1/10)*xX3s[i]"4*sin(X1ls[i]) end do:
f[0] := Mean(Ys): # odhad stredni hodnoty

V[0] := Variance(Ys): # odhad rozptylu

X1s2 := Sample(X[1], M): # “druha skupina” M realizaci veliciny X[1]

X2s2 := Sample(X[2], M): # ”druha skupina” M realizaci veliciny X[2]

X3s2 := Sample(X[3], M): # ”druha skupina” M realizaci veliciny X[3]

Ys2 := Vector(M):

# citlivost parametru X[1]

for i to M do Ys2[i] := sin(X1ls[i])4+7*sin(X2s2[i])"2+4+(1/10)*xX3s2[i]"4*sin(X1ls[i]) end do:
V(1] := add(Ys[i]*Ys2[i], i =1 .. M)/M-f[0]"2;

S[1] = V[1]/V[0];

# citlivost parametru X[2]

for i to M do Ys3[i] := sin(X1s2[i])+7*xsin(X2s[i])"2+4+(1/10)*xX3s2[i] " 4*sin(X1s2[i]) end do:
V(2] := add(Ys[i]*Ys3[i], i = 1 .. M)/M—f[0]"2;

S[2] = V[2]/V[0];

# citlivost parametru X[3]

for i to M do Ys4[i] := sin(X1s2[i])+7+sin(X2s2[i])"24(1/10)*X3s[i] " 4*sin(X1s2[i]) end do:
V(3] := add(Ys[i]*Ysa[i], i =1 .. M)/M-£[0]"2;
S[3] = VI[3]/V[0];
# korekcni clen
for i to M do Ysk[i] := sin(X1s2[i])+7xsin(X2s2[i])"24+(1/10)*X3s2[i]"4xsin(X1s2[i]) end do:
Vik] := add(Ys[i]*xYsk[i], i =1 .. M)/M-f[0]"2;
Matlab
M=100000;

% M realizaci jednotlivych wvelicin
X1ls = unifrnd(—pi, pi,[M 1]);
X2s = unifrnd(—pi, pi,[M 1]);
X3s = unifrnd(—pi, pi,[M 1]);

Ys = sin(Xls) + 7xsin(X2s)."2 + (1/10)*X3s. 4.*sin(X1ls);

mean_.Ys = mean(Ys); % odhad stredni hodnoty
var_.Ys = var(Ys); % odhad rozptylu

% 7druha skupina” M realizaci jednotlivych wvelicin
X1s2 = unifrnd(—pi, pi,[M 1]);
X2s2 = unifrnd(—pi, pi,[M 1]);
X3s2 = unifrnd(—pi, pi,[M 1]);

% "druha reseni” pro jednotlive wlivy

Ys2 = sin(X1ls) + 7xsin(X2s2).72 + (1/10)%X3s2."4.xsin(X1s);

Ys3 = sin(X1s2) + 7*xsin(X2s).”2 + (1/10)*X3s2."4.xsin(X1s2);
Ys4 = sin(X1s2) + 7*xsin(X2s2)."2 4+ (1/10)xX3s."4.xsin(X1s2);
Ysk = sin(X1s2) + 7xsin(X2s2).72 + (1/10)%*X3s2."4.xsin(X1s2);

% citlivost parametru X[1]
V1l = sum(Ys.*Ys2)/M — mean_Ys "~ 2;
S1 = V1/var_Ys

% citlivost parametru X[2]
V2 = sum(Ys.*Ys3)/M — mean_Ys " 2;
S2 = V2/var_Ys

% citlivost parametru X[8]
V3 = sum(Ys.*Ys4)/M — mean_Ys " 2;
S3 V3/var_Ys

% korekcni clen
Vk sum(Ys.*Ysk)/M — mean_Ys " 2;
S3 Vk/var_Ys

1.4.4 Priklad 4

Jako zavére¢ny ilustracni priklad uvazujme chemickou reakci

aA+bB5cC,
pfi niz z latek A a B vznika latka C. Rychlost reakce r je definovana jako (viz [7]):
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1 dlA] 1 d[B] d[C]
Ca dt b dt dt

kde symboly v hranatych zavorkach znaci koncentraci prislusné latky, a plati pro ni Guldbergtiv-
Waagtv zékon (viz [1]):

1
Cc

r=k-[A]*-[B]’. (1.59)

Konstanta k& z rovnice (1.59) se nazyva rychlostni konstanta. Koeficienty «, 3 jsou obecné
rizné od stochiometrickych koeficientii a,b v rovnici chemické reakce a musi byt urceny
experimentalné. Pro jednoduchost zvolme reakci

A+ AL C.

a predpokladejme, ze o = 1, = 1. Rychlostni konstanta je tepelné zavisla a plati pro ni
Arrheniova rovnice (viz [17])
— Xy
k=X,-e 1. (1.60)
Necht v nagem piipadé X; ~ U(8,97-10% 3,59-107) dm3 mol s71, Xy ~ U(0,1000) K~taT =
300 K. Pro pocatecni koncentraci Yy latky A v ¢ase t = 0 s plati: Yy ~ U(1,0; 1, 2) mol dm=3.
Pro hodnotu koncentrace Y (t) latky A v ¢ase ¢t dostavame modelovou rovnici

%}@ — 2 kY1), Y(0) = Y. (1.61)

Diky jednoduchosti modelové rovnice 1.61 jsme schopni urcit jeji feSeni, a ziskat tak
model

_ 1\ ¢
Y(t):(Q-Xl-e?Q-H?O) . (1.62)

Analyza neurcitosti

Reseni modelu je zavislé na ¢ase. K prvotnimu nahlédnuti, jak se feSeni chové, mizeme
vykreslit grafy hrani¢nich situaci, tj. maximalni Y (¢) a minimélni Y (¢) pro dana ¢. Maximalni
Y (t) dostaneme maximalizaci veli¢in X, a Yy a minimalizaci veli¢iny X; (viz predpis feSeni
(1.62)). Analogicky ziskdme minimdlni Y'(¢). ReSeni se tak pro libovolné realizace veli¢in
X1, Xs, Yy pohybuje mezi kiivkami na obrazku 1.5.(a). Na tomtéz grafu jsou také odhady
stfedni hodnoty (v nékterych ¢asovych bodech).

Od pocatku az do ¢asu t = 107 je ziejmy rozptyl hodnot zptisobeny neurcitostmi v
parametrech X, X5 a Y. Déle od tohoto ¢asového bodu pfevazuje vliv ¢asu ¢t na hodnotu
Y (t) a neurcitosti v parametrech tak mohou byt zanedbany. Zaméfime se proto pouze na
vySetfeni intervalu ¢t € [1071%,107%], jak je tomu i na obazku 1.5.

Na grafu 1.5.(b) jsou zobrazeny odhady stfedni hodnoty a smérodatné odchylky feseni
Y (t). MZzeme pozorovat, Ze nejvétsi smérodatné odchylky dosahuje Y (¢) kolem casu t =
10~7. K tomuto grafu lze dospét nasledujicimi zdrojovymi kédy.
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(a) Maximaln{ a minimélni feSeni (1.62)  (b) Odhad stfedni hodnoty a smérodatné od-
chylky FeSeni (1.62)

Obrazek 1.5: Grafy analyjzy neurcitosti ilustracniho pFikladu 4.

Maple
M := 10"5:
with(Statistics ):
X[1] := RandomVariable(Uniform (8.97%10°6, 3.59%x10°7)):
X[2] := RandomVariable(Uniform (0, 1000)):
Y0 := RandomVariable(Uniform (1, 1.2)):
X1s := Sample(X[1], M): # M realizaci veliciny X[1]
X2s Sample (X[2], M): # M realizaci veliciny X[2]
Y0s := Sample(Y0, M): # M realizaci veliciny X[3]
Ys := Vector (M):
for i to M do Ys[i] := YOs[i]/(2+*X1ls[i]*exp(—(1/300)*X2s[i])*t*Y0s[i]+1) end do:

# vypocet str. hodnot a smerodat. odchylek
for i from 1 to 21 do

t = 107 (—10)%2" (i —1);

mean_-Ys[i] := Mean(Ys);

dev_Ys[i] := StandardDeviation(Ys);
end do:
t = 7t

# 7 priprava” bodu k vykresleni

str_hodnoty := seq([10"(—10)*2"(i—1), mean.Ys[i]], i =1 .. 21);

odchylky := seq([10°(—=10)*2"(i—1), dev_Ys[i]], i =1 .. 21);

# vykresleni

plotl := plots[pointplot]([str_hodnoty]);

plot2 := plots[pointplot]([odchylky], symbol = cross);

plots [display |({plotl1, plot2, plots[semilogplot](0, wview = [10°(—10) .. 8x10°(—4), 0 .. 1.2],

labels = [typeset(tx[s]), typeset (Y(t)x[mol/dm "3])])});

Matlab

M=100000;

% M realizaci jednotlivych wvelicin

X1ls = unifrnd (8.97x10°6, 3.59x10°7, [M 1]);
X2s unifrnd (0, 1000, M 1]);

YO0s unifrnd (1, 1.2, M 1]);

mean_Ys=zeros (1,21, double’) ’;
dev_Ys=zeros (1,21, ' double’) ’;
time=zeros (1,21, double’) ’;

% vypocet strednich hodnot a smerodatnych odchylek
for i=1:21

t(i) = 10°(—10)*2"(i —1);

Ys = YO0s./(2xX1ls.xexp(—(1/300)*xX2s)xt(i).*Y0s+1);

mean_Ys(i) = mean(Ys);

dev_Ys(i) = std(Ys);
end
semilogx (t ,mean_Ys,’.’); % wvykresleni str. hodnot
hold on

semilogx (t,dev_Ys, +’); % vykresleni std. odchylek
xlabel ("t_[s]’);
ylabel (’Y(t)_[mol/dm~3]’);
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Lokalni analyza citlivosti

Lokalni citlivosti bychom ziskali pfimo z definice diky pfedpisu FeSeni (1.62). Tentokrat
jsou citlivosti zavislé nejen na vSech parametrech X, X5, Yy, ale téz na case t.

Globalni analyza citlivosti

Analjzu globalni citlivosti je tfeba vysSetfit opét v zavislosti na case. Vzhledem k tomu,
Ze se nam nepodaii urcit globalni citlivosti analyticky, musime je pocitat numericky pro
konkrétni ¢asové body. Aplikujme tentokrat metodu FAST konkrétné na bod t = 1077, kde
dosahuje smérodatné odchylka (a potazmo i rozptyl) FeSeni nejvyssich hodnot.

Nejprve je tfeba zvolit transformacni funkce G; a thlové frekvence w; (pro i = 1,2, 3).
Vyuzijme difve uvedené funkce G;(s) = 1 + < - arcsin(sin(w; - s)). JelikoZ tato funkce tras-
formuje interval (—m,7) na interval (0,1), musime ji pro nase potfeby upravit. VSechny
nahodné veli¢iny v tomto ptikladu maji rovhomérné rozdéleni, takze staci zapsanou funkci
G; vynasobit délkou prislusného intervalu neurcitosti a pric¢ist dolni mez tohoto intervalu.

Dostaneme tedy

1 1
G1(s) = 2,693 - 10" - <§ +— arcsin(sin(w; - s))> + 8,97 - 10°,

Go(s) = 1000 - (% + % - arcsin(sin(wy - 3))) :

Gs(s) =0,2- <% + L arcsin(sin(ws - 3))> + 1.
7r

Uhlové frekvence w; necht spliiuji w; = 11,wy = 21,ws = 31. Transformovali jsme tak
modelovou rovnici (1.62) na rovnici

Y(t) = (2-G1(S)-€_G%(S) -t+031(5)> : (1.63)

kde S ~ U(—m, 7). Podet generovanych bodti ponechme stejny, tj. M = 10°. Necht déle
pocet harmonickych slozek N = 6. Ziskdme tak:

E (Y (1077)) =0,5801; V(Y (1077)) = 0,0599;
Vi =0,0070; V,=0,0513; V5= 0,0008;
S, =0,1177; S, =0,8573; S; = 0.0128.

Pro vypocet 1ze pouzit zobrazené zdrojové kody.
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Maple

M := 10"5: N:=6:

with(Statistics ):

S := RandomVariable(Uniform(—Pi, Pi)):
Ss := Sample(S, M):

# transformacni funkce

G[1](s):=2.693%x10"(7)*(1/(2)+1/(Pi)*arcsin(sin(omega[l]*s)))+8.97%x10"(6):
G[2](s):=1000%(1/(2)4+1/(Pi)*arcsin(sin (omega[2]* s))):
G[3](s):=0.2%(1/(2)+1/(Pi)*xarcsin(sin (omega[3]* s)))+1:
# uhlove frekvence
omega[1l] := 11; omega[2] := 21; omega[3] := 31:
Ys := Vector (M):
for i from 1 to M do

;('s([ii] = evalf(G[3](Ss[i])/(2+«G[1](Ss[i])*exp(—(1/300)*xG[2](Ss[i]))*10"(—=7)«xG[3](Ss[i])+1))
f[0] := Mean(Ys); # odhad stredni hodnoty
V[0] := Variance(Ys); # odhad rozptylu

# vypocet Fourierovych koeficientu
for j from 1 to N do

fk[j] := add(Ys[i]*cos(j*omega[l]*xSs[i]),

fk [ j4N] add(Ys[i]*sin(j*omega[l]*Ss[i]

fk2[j] := add(Ys[i]xcos(j*omega[2]*Ss[i]), i =1 M) /M:

fk2 [j4N] := add(Ys|[i]*sin(j*omega[2]*xSs[i]), i =1 .. M)/M
fk3[j] := add(Ys[i]xcos(j*omega[3]*Ss[i]), i =1 M) /M:

;kz[j+N] := add(Ys[i]*xsin(j*omega[3]*Ss[i]), i =1 .. M)/M

# citlivost parametru X[1]

V[1] := 2xadd(fk[i]"2, i 1 .. 12);
S[1] = V[1]/V[o0];

# citlivost parametru X[2]

V[2] := 2%add(fk2[i]"2, i =1 .. 12);
s[2] = v[2]/V[o0];

# citlivost parametru Y[O]

V[3] := 2«add(fk3[i]"2, i =1 .. 12);

S[3] = V[3]/V[0];

Matlab

M=100000; N=6;
omegal=11; omega2=21; omega3=31; % uhlove frekvence

Ss = unifrnd(—pi, pi, M 1]);

x1 = 2.693%x10°7x(.5 + asin(sin(omegal*Ss))/pi)+8.97%x10"6;
x2 = 1000x%(.5 + asin(sin(omega2%Ss))/pi);

y0 = .2%(.5 + asin(sin(omega3x*Ss))/pi)+1;

% modelova rovnice
Y = y0./(2%x1.xexp(—x2/300)*10"(—7).%xy0 + 1);

mean.Y = mean(Y) % odhad stredni hodnoty
var.Y = var (Y) % odhad rozptylu

fk2=zeros (1,2xN, double’) ’;
fk3=zeros(1,2xN, "double’) ’;

% vypocet Fourierovych koeficientu

for j=1:N
fk (j) = sum(Y.xcos(j*xomegal=*Ss))/M;
fk (j4N) = sum(Y.*sin(j*omegal=*Ss))/M;
fk2(j) = sum(Y.*xcos(j*xomega2xSs))/M;
fk2 (j4N) = sum(Y.xsin (j*xomega2x*Ss))/M;
fk3(j) = sum(Y.*cos(j*omega3xSs))/M;
fk3 (j4+N) = sum(Y.*sin (j*omega3x*Ss))/M;

fk=zeros (1,2xN, *double’) ’;

end

% citlivost parametru X[1]
V1 = 2xsum(fk."2)
S1 = V1/var.Y

% citlivost parametru X[2]
V2 = 2xsum(fk2."2)
S2 = V2/var. Y

% citlivost parametru Y/[0]
V3 = 2xsum(fk3."2)
S3 = V3/var. Y
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1.5 Priklady k procviceni

Piiklad 1.6: Uvazujme model Y = X; + X5, kde X; ~ N(1,4), Xo ~ N(2,9). Urcete
E(Y),V(Y) a indexy globélni citlivosti prvniho faddu.!*

Piiklad 1.7: Necht
Y =20 . X,,
kde X; ~ U(0,3), Xy ~ U(0,3). Provedte analyzu neurcitosti i analyzu citlivosti FeSeni
uvedeného modelu, tj. uréete E(Y), V(Y),p(y) a indexy globalni i lokalni citlivosti prvniho
radu.
Priklad 1.8: Uvazujme model
Xi
X3’
kde X; ~ U(3,2), Xy ~ U(3,2). Uréete E(Y),V(Y) a indexy globalni i lokalni citlivosti

prvniho radu.

Y —

Priklad 1.9: Necht .
Y =) X,
i=1

kde X1 ~ N(O, 1)7X2 ~ N(2, 4),X3 ~ N(l, 9), X4 ~ N(L 25>,X5 ~ N(37 1), X6 ~ N(4, 1)7
X7 ~ N(1,4), Xg ~ N(5,25). Urcete, které tfi parametry nejméné ovliviiuji rozptyl feSeni
Y.

Priklad 1.10: Uvazujme model Y = sin(X;) 4 7 - sin*(X>) + 75 - X3 - sin(X;) z tietiho ilu-
stracniho prikladu se stejné rozdélenymi parametry Xi, X5, X3. Vypocitejte indexy globalni
citlivosti prvniho fadu pomoci metody FAST.

Priklad 1.11: Vratte se k modelu chemické rovnice ze ¢étvrtého ilustra¢niho prikladu. Vy-
pocitejte indexy globalni citlivosti prvniho fadu pomoci Sobol’ovy metody. Dale vytvoite
linearni modely (a to jak ,klasické“, tak pro pfitazené poradi) pro rtzné c¢asové body v in-
tervalu [1071°,107] a zkoumejte zavislost koeficientu determinace na case.

YN (p,0?) znaéi normélni rozdéleni se stiedni hodnotou y a rozptylem o2.
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