Co vsechno lze spocéitat
jednoduchym integralem

Poznamka: Ve vSech piipadech uvazujeme funkci f(z) definovanou, nezé-
pornou a spojitou na [a,b]. V8echny vztahy pro geometrické a fyzikdlni cha-
rakteristiky mizeme pouzit i pro obecnéjsi ptipad, kdy bude obrazec omezen
opét piimkami x = a, x = b a grafem funkce f(z), misto pfimky y = 0 vSak
dalsi omezeni zajisti graf jiné funkce, feknéme y = g(z) (g(x) < f(z) na [a,b]).
Postupovat budeme tak, Ze vypocteme piislusnou charakteristiku pro obrazec
omezeny piimkami x = a, x = b, y = 0 a grafem funkce f(z), poté odpovidajici
charakteristiku pro obrazec omezeny pfimkami x = a, x = b, y = 0 a grafem
funkce g(z), a vysledky odecteme. VSechny uvaZzované charakteristiky jsou totiz
ADITIVNT!

e Plocha obrazce ohrani¢eného grafem f(x) a pfimkami x =a, x =b, y = 0:

P/bf(a:)dx.

e Hmotnost obrazce ohrani¢eného grafem funkce f(x) a pfimkami z = aq,
x = b, y = 0, ktery ma plosnou hustotu o(z) zavislou pouze na proménné x:

p= /ba(w)f(l”) dz.

a

vy

x =b, y = 0, ktery mé plosnou hustotu o(x) zdvislou pouze na proménné x:

b b
1 11 )
Tp = ;/a(a:)xf(x) dz, yr= ;/ia(x)f (z)dx.

a a

e Momenty setrvacnosti obrazce ohrani¢eného grafem funkce f(x) a pfim-
kami ¢ = a, x = b, y = 0, ktery ma plosnou hustotu o(x) zévislou pouze na
proménné x:

b b
Iy = %/O‘(l') f3(z) de, Jy = /a(w) 2? f(z) da.

e Objem télesa, které vnikne rotaci obrazce omezeného grafem f(x) a piim-
kami x = a, x = b, y = 0 kolem osy x:

b
V= / 7f%(x) d.



e Hmotnost télesa, které vnikne rotaci obrazce omezeného grafem f(z) a
piimkami x = a, x = b, y = 0 kolem osy z a jehoZ hustota o(z) je funkci pouze

proménné x:
b

p= [ mo)f (o) de.
a
a piimkami x = a, x = b, y = 0 kolem osy z a jehoz hustota g(x) je funkeci
pouze proménné x:

b

o= [ 7o) () ds, 0.0

a

e Moment setrvacnosti (vzhledem k ose symetrie) télesa, které vnikne rotaci
obrazce omezeného grafem f(x) a pfimkami z = a, x = b, y = 0 kolem osy z a
jehoz hustota o(x) je funkei pouze proménné x:

b
Iy = %w /g(x) f4(z) da.

e Plocha plasts, ktery vznikne rotaci oblouku grafu funkce f(x) mezi body
[a, f(a)] a [b, f(b)] kolem osy x:

2

b
S:27r/f(x)\/1+ /()] de.

e Hmotnost plésté, ktery vznikne rotaci oblouku grafu funkce f(x) mezi
body [a, f(a)] a [b, f(b)] kolem osy z a ktery mé plosnou hustotu o(z) zévislou
pouze na proménné x:

b
o= 27T/O’(£L') flz)\/1+ [f’(x)]zdx.

body [a, f(a)] a [b, f(b)] kolem osy z a ktery mé plosnou hustotu o(z) zavislou
pouze na proménné x:

b

1
= 27r/:na(x)f(a:) 1+ [f(2)]" dz, 0, 0

e Moment setrvacnosti plasté, ktery vznikne rotaci oblouku grafu funkce
f(z) mezi body [a, f(a)] a [b, f(b)] kolem osy x a ktery mé plosnou hustotu o(x)



zévislou pouze na proménné x, vzhledem k ose symetrie:

b
Jp = 27T/U(.%‘) ) \/1+ [f’(x)]zdm.

a

Poznamka: Dale uvazujeme, ze x = z(t), y = y(t), z = z(¢t), t € [a,b] je
hladké (tj. vSechny t¥i funkce jsou spojité i se svou prvni derivaci) parametrizace
oblouku, ktery protind sam sebe nejvyse v konec¢né mnoha bodech.

e Délka oblouku:

L= / V) + ®) + (1) at

e Hmotnost oblouku s linedrni hustotou A(z(t), y(¢), z(t)):

e Poloha t&zisté oblouku s linedrni hustotou A(z(t), y(¢), 2(t)):

b

op = i/x(t)/\(l'(t), y(t), Z(t)) \/(x/(t))Q i (y’(t))2 + (z/(t))2dt7
b

= o [OAG@. 0. 20) V(@) + (00)° + ()
b

S %/Z(t))\(x(t), y(t), Z(t)) \/(l"(t))Q n (y’(t))2 + (z/(t)>2dt.

b
5= 60+ 2000200 0)

Jy =




