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1. Princip relativity

1.1 Galileiho princip relativity

Princip relativity fika, Ze fyzikalni zakony maji stejny tvar ve vSech inercialnich
soufadnych soustavach. Inercialni soustava je definovana tak, Ze se v ni volna Castice
pohybuje rovnomérnym pfimocarym pohybem, musi tedy byt vzajemny pohyb dvou riiznych
inercialnich soustav rovnomeérny pfimocary. Galileiho princip relativity pfedpoklada vztah
mezi Casem a prostorovymi soufadnicemi v soustavé Ka K'(ta ma se soustavou stejné

orientované soufadné osy)
t=c+t' |, F=p+7 +Vt , (1.1)
pfitom obvykle ztotoZnime pocatek odecitani €asu a prostorovych soufadnic, tj. pokladame

=0, p=0. Porovnani druhého Newtonova pohybového zakonu v soustavach K a K’

2 = 2 =/
STeF(rY L mS Lo () (12

vede po dosazeni (1.1) do druhé rovnice v (1.2) k podmince transformace sily
F(F.t)=F'(r-Vtt) . (1.3)
Jestlize sila spliuje podminku (1.3), vyhovuje pohybova rovnice dana druhym Newtonovym
zakonem Galileiho principu relativity. Je tomu tak napfiklad vzdy, zavisi-li sila na vzdalenosti
Castice od néjakého siloveho centra (nebo od jiné Castice). Ale také napriklad Lorentzova sila

v homogennim elektrickém a magnetickém poli by vyhovovala Galileovu principu relativity,

pokud by se pole transformovala podle vztahu



= —

E.=E,+VxB, , B/=B, . (1.4)

Pole se ale ve skutecnosti (jako FeSeni Maxwellovych rovnic) transformuji jako

EéH = Eon ’ één - I§on '
. VxE,

. =0 15
~ (EO +V><BO> - [BO C2 J ( )
E(;L - = Béj_ - =

J1-V?/c? J1-Vv?/c?

Podivejme se, jak se pfi Galileiho transformaci chova vinova rovnice

10° 0° 0? 0’
==—- - - =0 . 1.6
[c? ot oxt oy azz]‘” (16)
Pro jednoduchost pfedpokladejme, Ze se soustava K’ pohybuje viici K podél osy x. Je pak
o ox o ot o o° 0
—t—— > ——=—
ox ox ox'  oxot ox*  ox'?

o ox o ot o 0 0
ot ot ox' ot ot ox ot
O O 0 L, O
ot? ox'?  ot'? ox' ot/

Mame tedy pro d”Alembertllv operator v pohybujici se soustavé jiny vyraz nez v plvodni
soustavé, a mohli bychom tedy principialné odlisit privilegovanou inercialni soustavu v klidu.
1.2 Udalosti, interval

Zakladnim pojmem pro Gvodni Gvahy o Einsteinové principu relativity je udalost (pro
jednoduchost na chvili dvé prostorové dimenze potlacime), charakterizovana ¢asem t a bodem
na ose X, kdy a kde k udalosti doSlo. Hodnoty samozrejmé zavisi na volbé soufadné soustavy.
PFipomefime si zndmou situaci, kdy poloha bodu v roviné je charakterizovana kartézskymi
soufadnicemi x a y. Hodnoty zavisi na poloze pocatku a na orientaci 0s soufadné soustavy.

Vezmeme-li vSak ¢tverec vzdalenosti dvou bodd
IZI(XZ—X1)2+(y2—y1)2 : (1.8)
zjistime snadno, Ze je ve vSech kartézskych soustavach stejny. Transformacni rovnice mezi
soustavami K a K’ jsou
x=a+cospXx +sinpy , y=b—sinpx +cospy . (1.9)
Einstein pfedpokladal, Ze rychlost $ifeni svétla ve vakuu c¢=299792458ms'je ve vsech

inercidlnich soufadnych soustavach stejna. Potom pro dvé udalosti, spojené Sifenim svétla ve

vakuu (napf. prvni udalosti je emise néjakého fotonu, druhou udalosti absorpce tohoto fotonu)



plati (prvni Clen je Ctverec soucinu rychlosti a doby Sifeni, ten musi byt pfirozené roven

druhému clenu, coZ je Ctverec vzdalenosti, kterou svétlo urazilo)
¢t ~t) (% -%)'=0 , c(t-t) -(x-x)=0 . (1.10)
V zobecnéni pak nazveme veli€inu
s°=c’ (tz _tl)2 _(Xz - Xl)

Ctvercem intervalu mezi (libovolnymi) dvéma udalostmi.

2

(1.11)

VsSimnéme si, Ze invariance (1.8) vzhledem ktransformaci (1.9) vychazi ze vztahu
cos’ p+sin® p=1. Vztah (1.11) se od (1.8) odliduje znaménkem minus misto plus, budeme
tedy hledat transformaci, ktera vychazi ze vztahu cosh® y —sinh? =1, tedy
ct=cz+coshyct +sinhyx |, x=&+sinhwcet’ +coshyx’ . (1.12)

Snadno vidime, Ze transformace (1.12) ponechdvd vyraz pro Ctverec intervalu (1.11)
invariantni.
1.3 Lorentzova transformace

Zatimco uhel ¢ v (1.8) ma jasny geometricky vyznam, musime fyzikalni vyznam uhlu
w teprve najit. Temér vzdy predpokladdme ztotoznéni poCatku odecCitani Casu i prostorovych
soufadnic ve vSech inercialnich soustavéch, tedy polozime v (1.12) cz=£=0. At se nyni
pohybuje soustava K’ (a tedy i jeji pocatek x' =0) vii€i soustavé K rychlosti V. Potom méme
z (1.12) s oznatenim S=V/c
\/1_17 . sinhy = \/f7 (113)

a vysledny vztah pro Lorentzovu transformaci (pfidame dva dosud potlaené rozméry geo-

\Y :%:ctanhyz = coshy =

metrického prostoru)
/ / / /
_StHAAX XAV g (1.14)
N J1—p?

1.4 EinsteinQv princip relativity

ct

Pro infinitezimalné blizké udalosti mlizeme psat interval jako
ds® =cdt’ — (dx* 4 dy’ +dz°) (1.15)

a Lorentzovu transformaci jako

cdt! + L dx
dx=——— , dy=dy’ , dz=dz . (1.16)

C
N 1- f°

cdt =



PoZzadavek, aby rovnice vyjadfujici fyzikalni zakony byly invariantni vzhledem k Lorentzové
transformaci, nazyvdme Einsteinovym principem relativity.

VZdy jsou uvadény dva klasické priklady na pouZiti vztahu (1.14) — kontrakce délek a
dilatace Casu. V soustavé K je podél osy x v Kklidu méfitko, jehoZz dvé rysky maji v této

soustavé souradnice x ,X,. Vzdalenost (klidova) rysek je tedy AX,=X,—X. Vzdalenost v

soustavé K’ je (soufadnice jsou urGovany ve stejném Case t, =t, )

AX' =X, —x :Axo\/1—7 : (1.17)
ProtoZe vzdalenost zjiStovana v pohybujici se soustavé je mensi nez vzdalenost v klidové
soustavé, mluvime o kontrakci délky. Nyni predpokladejme, Ze se v soustavé K’ odehraji v
Gasech t| a t, v jediném misté x{ =x},y, =Y, , z, =z, dvé udalosti (interval mezi udalostmi
je tedy At,=t) —t/.V soustavé K je interval mezi témito udalostmi

At=t,—t ——2b (1.18)

Ny

Casovy interval zjistovany v soustavé, v(ci které se soustava, kde se udalosti odehréaly

v jednom misté prostoru je delsi, mluvime proto o dilataci ¢asu. Je ddlezité uvédomit si
presny vyznam pocitanych veli¢in a tedy i pojmd ,,kontrakce délek” a ,dilatace Casu®.

1.5 Relativisticka kinematika
Pro rychlost (V=dr/dt,v'=df’/dt’) dostaneme z rovnice (1.16) transformacni
vztahy
v — v, +V v :V;m V. — Vi\/ﬁ _ (1.19)
S Y R VY o S VA Vo
Vztah pro transformaci rychlosti odvodime také nasledujici Gvahou. Mé&jme v soustavé K’
Gastici, ktera se pohybuje konstantni rychlosti u, tedy plati pro ni x'=ut’. Z hlediska

vnéjSiho pozorovatele v soustavé K dostaneme podle (1.14)

O A S U ) L e (1+Vu/e?)t!

_ _ . _ (1.20)
V-5 1-p J1- J1-f
pro rychlost v soustavé K mame pak
y=Xo UV (1.21)
t 1+uV/c

Velikost této rychlosti uz nemize prekrocit velikost rychlosti svétla a pro u=c dostavame

prirozenev, =c.



1.6 Hybnost a energie

PFi odvozeni vyrazll pro hybnost a energii ¢astice hmotnosti m musime vychézet z jiz
znamé invariantni veli¢iny — to je interval (1.15). Ten mlZeme pouzit pro konstrukci
invariantniho Uc€inku pro volnou Castici, ktery by pro malé rychlosti prfechazel do klasického

tvaru. Vezméme tedy za zaklad rozmérové spravny a umérny hmotnosti invariantni vyraz
b
S=—mc | ds . (1.22)
/

PouZijeme-li pro parametrizaci ¢asovou souradnici, dostavame

)

b =2
S:—mcf«/czdt2 —dr? :—mczj,/l—\é—zdt : (1.23)

t

a

4
Porovnanim se standardnim vyrazem S = f "Ldt tak dostavame pro Lagrangeovu funkci
ta

L=—mc? l—ﬁ (1.24)
— / = ,

Hybnost a energii ziskdme obvyklym postupem

Vi 2
p=lt_ MW p_ygfb_ __MC (1.25)
ov \72 IoAY; \72
1-Y, 1-2,
C C

Pro malé rychlosti pfechdzi vyraz pro hybnost na klasicky tvar p=mv a pro energii

dostavame z prvnich dvou €lenll rozvoje odmocniny
1
E=mc’+ Emv2

Casto se vztahy (1.25) pro hybnost a energii chapou jako nartist hmotnosti Eastice s rychlosti.
Vhodnéjsi je ale povazovat hmotnost za charakteristickou vlastnost Castice a vztah (1.25)
prosté Fik4, Ze vztah mezi rychlosti a hybnosti je sloZitéjsi nez v nerelativistické aproximaci.
Snad nejslavnéjsi fyzikalni rovnici je (uvazujme castici v klidu)

E=mc* . (1.26)
Predstavme si néjaké atomové jadro hmotnosti M, jako celek v klidu. Oddélime-li postupné

jednotlive nukleony a vzdalime tak, Ze jejich interakci Ize zanedbat, zjistime, Ze rozdil energii

AEz(M —Zmajcz : (1.27)

kde s¢itame hmotnosti vSech volnych nukleond, je obecné nenulovy. Je-li rozdil kladny, lze

VvV

roz§tépenim jadra energii ziskat, je-li z&porny, lze slozenim leh¢ich jader do téZSiho jadra



energii ziskat. Pouzivame-li pro popis jevl dlsledné fyzikalni terminologie, nemlzZe dojit
k filosofickym diskusim o pfeméné hmoty na energii Ci naopak.
S pomoci veli€in energie a vektoru hybnosti vyjadfime celkovou energii E a kinetickou

energii T

E=\p°c’+m’c’ , T=E-mc®=4p?c*+m’c* —mc® . (1.28)

V limitnich pfipadech mé& vyraz pro kinetickou energii tvar

r2

T<me = T~ | Tsmc® = Txlpc . (1.29)
2m

Vztah mezi energii a hybnosti mizeme vyjadfit stejné jako jsme vyjadfili interval ctverec

Casoprostorového intervalu

E2
m?c’ = P p’ (1.30)
PFi Lorentzoveé transformaci (1.14) bude pak
E E’ E’
gzy[?+ﬂpi] , pxzy[ﬁ7+ pi] . Py=P, . Pp=p - (13D

1.7 Vice ointervalu
Méjme dvé udalosti popsané v inercialni soustavé K souradnicemi (tl,fl) a (tz,fz).
Udalosti jsou spojeny ¢asupodobnym intervalem a druha udalost nastala pozdé&ji nez prvni

s?=c’(At) —(AF)'>0 , At=t,—t>0 , AF=r—

)

Ukazeme, Ze poradi udalosti vidi stejné pozorovatelé ve vSech inercialnich soustavach. Osu x

zvolime jako spoleGnou osu soustavy K a soustavy K’, ktera se vici K podél této osy

pohybuje rychlosti V . Lorentzova transformace (1.16) je
cAt=y(cAt' + BAX') , Ax=y(AX +VAt) |, Ay=Ay , Az=A7
Mame
cAt' =y(cAt— SAX)> y(cAt —|AF])>0
Posledni nerovnost plyne z toho, Ze interval je ¢asupodobny, prfedposledni nerovnost z toho,
Ze odetitame v&tsi hodnotu, protoze vzdy S<1 a AX<|AF|.

Jsou-li udalosti spojeny prostorupodobnym intervalem a druhd udalost nastala

v soustavé K pozdgji nez prvni, mizeme najit takovou soustavu K', kde druha udalost



nastane dfive nez prvni. Zvolime spole€nou osu x tak, aby na ni leZely prostorové soufadnice

obou udalosti a jeji orientaci tak, aby Ax=x,—x >0. Potom mame
s?=c?(At) —(Ax)’<0 , At>0 , Ax>0 ,

Takze ¢ At< Ax . Lorentzova transformace dava

CAt' = y(cAt— BAX)=ycAt(l- BB) | E:%>l

Pro viechny soustavy K’ s 1/ 8 < <1 je pak opravdu At' =t, —t/ <0.

2. Priklady relativistickych jev(
2.1 Aberace svétla
Pfi pozorovani hvézd ze Zemé se projevuje (mimo jiné) to, Ze Zemé obihd kolem

Slunce. Na obrazcich je znazornén jev aberace svétla, ktery se nejvice projevi v bodech A a C,

8
zatimco paralaxa se nejvice projevi pfi pozorovani v bodech B a D. KdyZ svételny paprsek od
S S

Lo

smer

pohybu O_ 0O,



hvézdy S vstupuje do tubusu v bodé Ty, je okular v misté O; tak, aby pfi posunuti tubusu
vlivem pohybu Zemé byl v poloze O,, kde zachyti uvazovany paprsek. Hvézda se ovsem jevi
v poloze S*. Obecny vyraz pro transformaci sloZzek vektoru rychlosti mame vztah (1.19)
R ’ :v;«/l—,b’z ’ A |
“leviv/er T Y 1Vt T 14V
Sledujeme-li $ifeni svételného paprsku v roving x—y (v,=V.=0 pfi vhodné volbé GhlG &

(2.1)

resp. &, tj. v,=csin@, v, =—ccos @ resp. v,=csind' ,v,=—ccose')

. ing’ cos@ \J1— f°
smezm , cosez—_'? , (2.2)
1+ gsing 1+ gsiné

dostaneme po podéleni vyrazdl ve (2.2) vztah mezi Ghly v soustavé spojené se zdrojem
vysilajicim paprsek K’ a soustavé spojené s detektorem pfijimajicim paprsek K (tubus

dalekohledu), ktera se vi&i K’ pohybuje rychlosti —V podél osy x

g =—Ae——— . (2.3)
1— f* cosé’
Pro 8’ =0 dostaneme z (2.3)
tgo=p/\1-F = sino=p . (2.4)
;
o r

Na obrazku je pfipad & =0 nakreslen. Pro pohyb Zemé kolem Slunce je maximalni velikost

aberace rovna 20,5". Jestlize nelezi smér ke hvézdé v roviné ekliptiky, pozorujeme zdanlivou

polohu hvézdy jako elipsu s velkou osou 41", jak je vidét na dalSim obrazku. Zdanliva poloha
hvézdy v roviné ekliptiky ( £=0") se posouva po usecce, pro hvézdu smérem k polu ekliptiky

(/£ =90") leZi pozorované polohy na kruznici.



8= +15°

41
-

-
—>

-
—>

=
-
D s=-15°
>

Vyraz (2.3) je nesymetricky vzhledem k soustavim K a K/, coZ vypada v teorii relativity
podivné. Mala dprava, kdyZ zvolime pro vyjadieni thly 9=0-7/2,9 =6 —z/2 a do

trigonometrickeé identity

tanﬁz sing (2.5)
2 14cosd
dosadime z (2.2) vede vSak k symetrickému vztahu
/
tanﬁ _ =4 tani (2.6)

2 1+45 2
Velmi vyrazné se jev aberace projevuje v thlovém rozloZeni. Predpokladejme, Ze
zdroj elektromagnetického zafeni ma ve své klidové soustavé K’ izotropni rozlozeni intenzity
(Uhel & je nyni pocitan jako uhel s osou x, v pfedchozim znaceni tedy thel )

o'

di’ /
dt

=1,dQ' = 1,sind' dd' dp’ . (2.7)

Vztah (1.31)vyjadiime pro veliCiny v soustavé K’ a napiSeme v diferencialnim tvaru

/
dTE:;/[dTE—,deX] , dpi:y[—ﬂdTE—i—dpx] . dpj=dp, . dp/=dp, (28)

a dosadime (pro elektromagnetické vinéni plati E=pc)

dp :d_Ecosg ’ dpy:d—ESinHCOS(p , de:d—Esianingo )
C C

C

X

(2.9)
/ / /
dp! :dTEcose’ , dp, :dTEsinH’ cosp’ , dp! :dTEsinH’sin(p’

Je vidét, Ze azimutalni Ghly se rovnaji, tj. ¢=¢'a pro polarni dhly plati vztahy analogické

vztahlim (2.2)

10



sing’ =

7 (1— Bcoso)

sindg cosd — coséd—p
1- fcosé

(2.10)

Dosadime jesté za dt’ z (1.16) (v soustavé zdroje vychazi zé&feni z jednoho bodu, tedy

dx’'=0) a mame

o 0E

/ /
1 1 dE'_ 1,1 do

Cdt 21— pBcosd dt’  y21—Bcosd dQ
Jednoduchy vypocet dava

dQ’  dcos® 1
dQ  dcosd  y?(1-Bcos)’

takZe pro intenzitu dostavame vysledny vztah

dQ

di =1, (1-p?) — =22
! Io(l ﬂ) (1—,[;’cos:9)3

(2.11)

(2.12)

(2.13)

Vztah (2.13) reprezentuje pozoruhodnou Uhlovou zavislost rozloZeni intenzity izotropniho

(rozumi se ve vlastni klidové soustavé) zdroje. Integraci vztahu se presvédCime, Ze se

prirozené nezménila celkova intenzita 1 =4r1,.

2.2 ComptonQyv rozptyl

Podél osy x dopada foton rentgenového zareni s energii 7@ na elektron v klidu, po

rozptylu pokracuje odchylen od plivodniho sméru o Ghel @ a s nizsi energii 7' . Zakony

zachovani nam daji (pohyb se déje v roving)

ho+mc*=ho +p°c?+m?c* |

/ /

ho _ho cosé@ + pcosy O:ha) sin@ — psiny
c c c
k

Y

11

(2.14)



Po kratSim vypoctu (vylouCenim ,,nepotiebnych® neznamych p a () dojdeme k vyslednému
zndmému vztahu pro rozdil vinovych délek (k=nw/c=27/1)

AA=2"-2A=2 (1-cosd) |, zc=2m—”§’ , (2.15)

kde A. je konstanta — Comptonova vinova délka.

2.3 Dopplertyv jev

Dopplertiv jev je pozorovana zména energie fotonu (frekvence vinéni '), emitovaného
zdrojem, ktery se sam pohybuje rychlosti V podél osy x vlci laboratorni soustavé

("pozorovateli™) K (v ni je pozorovana frekvence vinéni @). Soustava spojena se zdrojem je
K’. Uvazujme rovinnou vinu s vinovym vektorem v rovingé x—y. Napfiklad polohy mist

s danou intensitou viny musi urCit stejné pozorovatelé v obou soustavach, pouze jim pfiradi
rlzné soufadnice a frekvence, ale faze viny je relativisticky invariant. V nasem pripadé

piSeme rovnost fazi jako

/ /
o (t’ ~ X cosg' —Ysin 6”j=a)(t—icose—lsin 9) : (2.16)
C C c C
Uhel mezi smérem 3ifeni viny a smérem pohybu zdroje (tj. osou Xx) jsme oznacili 6.

Dosadime-li do (2.16) ze vztahu pro Lorentzovu transformaci (1.14), dostavame

/ / _ nyl /
a)’(t’—x—cose’ —y—sinﬂ’)_a{l peost,, _coso 'Bx——y—siné’] . (217)

c c /1_[;2 /1_[;2 c ¢C
Porovnanim &lenti u t’ dostaneme vztah vyjadfujici Dopplerv jev

J- 7 2
a):w’—ﬂza)’ 1+,Bc036’+ﬁ—c032<9 : (2.18)
1- fcosé 2

Klasicky DopplerQv jev (bez Elenu u S%) je rozdil ve frekvenci pfiblizujiciho se (9=0) a
vzdalujiciho se (9=x) zdroje, relativisticky Doppleriv jev (Clen u S*) pozorujeme pro
O=r/2. Porovnanim ¢&lenti ux’dostaneme vztah vyjadfujici aberaci svétla, ale s jinym

znaCenim a jinou situaci (zde se pohybuje soustava spojena se zdrojem, v 2.1 se pohybovala
laboratorni soustava).

Pokud budeme uvazovat o vzajemném pohybu zdroje a detektoru po spolecné pFimce,
mizeme si predstavit diagram na obrazku (nemusi se jednat jen o svétlo, mlze jit tfeba o

zvukové vinéni). V obrazku je znazornén svételny kuzel, po kterém by se z bodu OSirily
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svételné paprsky. ProtoZze na osach mame soufadnice x a ct a pro svétlo mame interval

s =c’t* —x* =0, je Ghel povriek kuZele s osami roven 45°. Naopak piimky znazorfiujici

ct

svetelny
detektor kuzel
zdroj

pohyb zdroje OE a detektoru OA musi svirat s osou ct Ghel mensi jak 45°, jejich rychlost je
mensi jak rychlost svétla. Usecka EA svird s osou ct uhel mnohem mensi nez 45°, jde-li o

zvukovou vinu, nebo Ghel pravé 45°, jde-li o elektromagnetické vinéni. Mame tedy pro
rychlosti signalu, zdroje a detektoru
_ Xa — X Xe Xa

Il Vz:__ ] VD:_

b= t,—t. t. t,

Rychlosti pocitdme tak, Ze kladné jsou pfi vzdalovani zdroje a detektoru. KdyZ se zdroj a
detektor potkaji v O, zapne se signal. Vypnuti signalu po uplynuti jedné periody nastane u
zdroje v bodé E a detektor je zaznamena v bodé A. Vlastni Cas, ktery uplynuti periody

odpovida je pro zdroj a detektor dan vztahy

z, :%:Jté—xé/c2 =t 1-vi/c®

c (2.19)

OA [ 73 7
TD:T: ti—Xi/CZZtA :I.—Vé/('.:2 .
Pomeér frekvenci je prevracenou hodnotou pomeéru period

f _z'_z_t_Exll—V§/Cz

L = = .
f, o t, AJ1— Vé/c2

Pomér ¢asovych Udajl ziskame Upravou
Xp —Xg _VDtA+VZ tE - t_E_l_VD/CS
tA _tE tA _tE tA 1+Vz /Cs

Cs =

takze



fo _1-vp/cq J1-V2/c? | (2.20)
f,  14v,/cq \/l—Vé/Cz

Pro v3echny rychlosti malé ve srovnani s rychlosti svétla (zvukové viny) dostavame klasicky

vztah pro DopplerQv jev — pfi vzdalovani (v, >0,v,>0) vnimana frekvence klesa, pfi
priblizovani (v, <0,v, <0) vnimana frekvence roste

fo . 1—vy/cq

L2 = : 2.21
1w, e, @2
Pro svétlo (¢, =c) mizZeme (2.20) prepsat na
h: 1-v,/c|[1-v,/c ' (2.22)
f, 1+v, /cJ|1+V,/c

Vezme ted v Uvahu vztah pro skladani rychlosti (1.21) a pro vzajemnou rychlost zdroje a
detektoru mame
v+
1+v,v,/c®
Roznasobenim vyraz( ve (2.22) a dosazenim relativni rychlosti dostdvame vztah

s [1-v/c
f, 1+v/c

(2.23)

ktery pfirozené souhlasi se vztahem (2.18) pro #=0.

2.4 Vstricné svazky
PFi sraZzce dvou Castic (feknéme elektronu a positronu) mlize vzniknout nova Castice.

Spoctéme maximalni hmotnost vzniklé Castice.

(@) Na elektron v klidu dopada positron s kinetickou energii T =+/m?c* + p?c* —mc?.

Zé&kony zachovani davaji

mcz-l—\/mzc“-l—pzczz\/Mzc“-i-ch2 , 0+ p=P , (2.24)
takze (pro T>>mc?)

Mc®=2mc’T . (2.25)

(b) Celné se srazeji elektron a positron stejné energie. Ze zékon( zachovani pak

\/mzc4+pzcz+\/mzc4+p202=\/Mzc4+P2c2 , p—-p=P , (2.26)
takze (opét pro T>>mc?)

Mc?~2T . (2.27)

14



Pro kinetickou energii v LEP T = 200 GeV a klidovou energii elektronu mc? =500 keV jde o

vskutku propastny rozdil v dosazitelné maximalni hmotnosti Castice vytvorené pfi srazce
elektronu s positronem.
2.5 Hafeleho a Keatinglv experiment

Hafele s Keatingem navrhli a provedli* pozoruhodny pokus satomovymi hodinami,
které nechali obletét zemékouli vychodnim i zdpadnim smérem a porovnali jejich udaje
s Udaji hodin, které zGstaly na zemi. Pfitom je tfeba uvaZovat nejen jev dilatace Casu, ale i
rozdilného gravitacniho potenciélu. Z&kladnim vyrazem je interval Schwarzschildova feSeni

Einsteinovych rovnic

2
ds2:[1+2—f]c2dt2— ar +17(de +sin’0dg’)| (2.28)
c 142%
CZ
kde gravitacni potencial je
y=_SM (2.29)

r

Pro element vlastniho ¢asu dz=ds/c dostavame

1/2

2
dr = 1+2—I | +uZ+uZ|l dt o, (2.30)

¢’ ) |, 2x ?
1+
c
kde

Uu=— , U=r— , u =rsind— , u =u/+u,+u; . 2.31
©dt 7 dt ’ dt o (2:31)

Parametrizace je dana pomoci soufadnicového Casu — Casu néjakého pozorovatele hlediciho

na severni pol Zemé z dostateCné velké vzdalenosti. V pribliZzeni slabého pole a malych

rychlosti (| 7|<c?, u?<«c?) pak

2
dr;[1+l—“—]dt . (2.32)

! J.C. Hafele, R.E. Keating: Around-the-World Atomic Clocks: Predicted Relativistic Time Gain, Science
177(1972), 166-168.
J.C. Hafele, R.E. Keating: Around-the-World Atomic Clocks: Observed Relativistic Time Gain, Science

177(1972), 168-170.
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Pro jednoduchost budeme v dalSich vypocCtech pfedpokladat, Ze gravitacni potencial Zemé je
sféricky symetricky a déje se budou odehravat nad rovnikem. Také zanedbame zmény
rychlosti pfi vzletu a pfistani letadel, velikost jejich rychlosti oznaCime v, letovou vysku h.
ProtoZe pocatek i konec odecitani ¢asu se odehrava v jediném prostorovém bodg, je interval
soufadnicového Casu At=t, —t, pro vSechny tfi hodiny stejny. Je potom pro intervaly
jednotlivych hodin (pfi naSich predpokladech je integrand (2.32) integralu pfi vypoctu

intervalu vlastniho ¢asu u jednotlivych hodin konstantni)

GM R?Q?
Ar =1 M
fo R 2¢ !
R+h)Q+v[
Ar, =[1-—SM -J<*')2+ﬂ At (2.33)
c’(R+h)R 2¢
R+h)Q—v]
Aﬁzlfc%EYMR_K +;¥ L

Dalsi zjednodu$eni ziskdme uvazenim nerovnosti h< R, takze

Ar, —Ary gh  (2vg+Vv)v Ar, —Ar, gh  (2vg—V)v

= , =2+ L (2.3
Ar, c? 2¢° Ar, c? 2¢° (2.34)

kde jsme oznacili

g=——~9,8lms* , v,=RQ~4651ms* . (2.35)

3. Ctyfvektory
3.1 Zakladni pojmy

PFi znaCeni se budeme jednak fidit Einsteinovou konvenci (pfes stejné indexy nahore i
dole se secita), jednak latinské indexy budou nabyvat hodnot pro ¢asoprostoroveé veli¢iny (0,
1, 2, 3), fecké indexy hodnot pro prostorové veli€iny (1, 2, 3). Nanestésti tato domluva byva i
opacna.

Nejprve definujeme podstatné tenzory. Metricky tenzor a jednotkovy tenzor jsou

10 0 O 1000
. 0 -1 0 O 0100
ik k

=0 = , O = 3.1
=9 =y 0 1 0 0010 3.4)

0 0 0 -1 0 001

Snadno vidime, Ze plati

0, 9" =d" . (3.2)
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Uplny antisymetricky pseudotensor 4. fadu je definovan pomoci vztah(
ghim (30123 :1)  Eim (50123 =—l) : (3.3)
Ctyfvektory soufadnic udalosti (kontravariantni a kovariantnf) zapisujeme jako
X' = (XXX ) = (et F) X = (%, %%, %) =(ct,—F) . (3.4)
Pomoci metrického tenzoru prevadime slozky kontravariantniho vektoru na slozky
kovariantniho vektoru a naopak
X =0, X, X' =g"%x (3.5)
(s Einsteinovou sumacni konvenci). Interval pak mizeme psat jako
=X =g X' X =g*xx =c"tP = (X +y* + 7). (3.6)
Vénujme se na chvili trojrozmérnému eukleidovskému prostoru. Tam mame polarni a axiélni

vektory. PFi zaméné orientace kartézskych soufadnych os se zméni zapis vektoru priivodice

xT+y]+zIZ:(—x)(—T)+(—y)(—j)+(—z)(—k) : (3.7)

Definujeme operaci zrcadleni jako

r

F'=Pr=-7 . (3.8)

Pro vektor rychlosti mame tedy

TP LAR] T == =—— =V . (3.9)
dt

Pro vektor Ghlové rychlosti ale
H=FxV , @ =Pao=F'xV =(-F)x(-V)=FxV=a . (3.10)
Vektory, které se pfi zrcadleni transformuji stejné jako privodi¢, se nazyvaji polarni a
vektory, které se transformuji stejné jako Uhlovad rychlost, se nazyvaji axiélni. Obecné
zavadime ve trojrozmérném prostoru axiadlni vektor jako pseudovektor duélni k
antisymetrickému tenzoru
l 3

C“ZE £,5,Cs , C,=AB —AB, & C=AxB . (3.11)
Bir=1

Ve Ctyfrozmérném prostorocase jsou dudlnimi antisymetricky tenzor 2. Fadu s
antisymetrickym pseudotenzorem 2. fadu a antisymetricky pseudotenzor 3. fadu s vektorem
1

Egik|m Am ’ *Aikl :giklm An ' (312)

*

Aik —
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3.2 Lorentzova grupa
Setkali jsme se sjiz sLorentzovou transformaci. Tato transformace je jednou
z transformaci, tvoficich Lorentzovu grupu. Tak jako se skalarni soucin vektor(
v trojrozmérném eukleidovském prostoru neméni pfi transformacich z grupy rotaci, nebude se
skalarni soucin &tyfvektord ménit pfi transformacich z Lorentzovy grupy. PFiblizné mizeme
fici, Ze Lorentzova grupa obsahuje rotace v trojrozmérném prostoru, Lorentzovy transformace
a riizné operace inverse. Transformaci budeme popisovat pomoci transformacni matice A (v
zapisu pomoci matic je horni index fadkovy a spodni sloupcovy)
X —=x"=A X, x—=xX=Ax . (3.13)
Skalarni soucin Gtyfvektor( je definovan jako
(GY)=XY =g, Xy . (3.14)
Lorentzova transformace je linearni zobrazeni, které zobrazuje prostoro¢as sam na sebe a
které zachovava skalarni soucin
glmx/m X" :gImA: X Ay X = O XX (3.15)
Podminka pro invarianci skalarniho soucinu je tedy
Oim AT AY =G5 (3.16)
Jsou-li A a M Lorentzovy transformace, jsou také A™ a AM Lorentzovy transformace, coz

snadno odvodime

G = i A AT (A7) (A7) =9 (A7) (A7), (3.17)
Oy = G MIMP =g, Al ASMIM? =g, (AM)] (AM);

Lorentzovy transformace tvofi grupu. Grupa méa cCtyfi podmnoZziny, charakterizované

signaturou determinantu a Aj, nebot

3 .
(detA)’ =1 , (A) =Y (A)) =1 . (3.18)
j=1
Mame

Lt @ detA=1 , sgnAg=1 , leL |,

L" : detA=-1, sgnAj=1, Il eL" ,

- . - (3.19)

L, detA=1 , sgnA,=-1 , Il el

Lo : detA=-1 , sgnAy=-1 , |, €L

Specialni Lorentzova grupa je tvorena transformacemi s detA=1 a sgn AJ=1. Specialni

Lorentzova grupa obsahuje identickou transformaci, dalsi podmnoZiny jsou charakterizovany
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prvky Is (prostorova inverse), I; (Casova inverse) a I (Casoprostorova inverse), definovanymi

pomoci vztah
(1) =x" , (I,x)"==x
(1x)°==x" , (I,x)"=x* (3.20)
(Ist x)oz—xo : (|stx)“:_xa
Se specialni Lorentzovou grupou je spojena grupa komplexnich matic druhého fadu s
determinantem, rovnym jedné, plati SO(3,1)=SL(2,C)/Z,.
Napfiklad matici Lorentzovy transformace (1.14) (tanhy =/) nebo matici rotace

kolem osy z o Uhel ¢ zapiSeme jako

coshy sinhy 0 O y yf 00
sinh coshy 0 O 0 0
_ Y 7 7By (3.21)
0 0 10 0O 0 10
0 0 01 0 0 01
nebo
1 0 0 O
0 cosp sing O
|0 —sing cosp 0
0 0 0 1
Zkrécené znaceni
L (3.22)

c h—p?

je velmi Casté a budeme jej také pouZivat. Dalsim velmi Castym postupem bude uZiti vyrazu

pro interval s parametrizaci podle Casu
ds = Jc?dt? —dF? —c\1— # dt = Zdt . (3.23)
e

3.3 Ctyfrychlost a &tyFzrychleni
Definujeme ¢&tyfvektor rychlosti prirozenym zplsobem jako

ui:d—x , ui:(;/,yxj , u'u=1. (3.24)
ds c

Slovem pfirozené minime, Ze mame automaticky zajisténo, Ze jde o Ctyfvektor a prostorova

Cast je uUmérné Casové zméné polohy. Obdobné pfirozené definujeme Ctyfvektor zrychleni

. du' d*x i
el u'w =0 . (3.25)
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Podivejme se na relativisticky popis pohybu s konstantnim zrychlenim. V soufadné soustavé
spojené s Castici K, kde okamzita rychlost Castice je samozfejmé v=0 (soustava nemusi byt
inercialni) mame

u, =(1,0,0,0) , w, =(0,a/c’,0,0) , (3.26)
kde a=dv/dt je obyCejné zrychleni. V obecné soufadné soustavé je rychlost podle (3.24)

u'=y(1,5,0,0) . (3.27)

Viimnéme si, Ze pro stanoveni Gtyfrychlosti jsme mohli také pouZit vztah u'=A, uf s matici

A ze (3.21)
u® y By 0 0|1 y
u' _ By v 0 0]|0 _|Br (3.28)
u? 0 0 1 0}|0 0 '
u® 0 0 0 1J|0 0

ProtoZe se jedna o zrychleny pohyb, neni tento jednoduchy postup pro vypocet Ctyrvektoru
zrychleni pouzitelny, protoZze nejde o prechod mezi inercialnimi soustavami. Musime tedy
provést pfimy vypocet podle definice (3.25). Ve vztahu (3.28) mlzeme derivovat bud

vysledny tvar ¢tyfvektoru rychlosti nebo derivovat transformacni matici. S uvazenim

dy_r,dv_v 2(7\,)

= Vv = —
dt ¢? dt c*dt

dospéjeme obéma postupy k vyrazu

W :lzd<§tv)(ﬂ,1,o,o) | (3.29)

o

Tento vyraz piechéazi po dosazeni =0, y=1a dv/dt=a do vyrazu w, uvedeného v (3.26).

Po malé dpravé (z rovnosti W' w, =w, w, ;) dostavame

d
— =a . 3.30
ot - (3.30)

S pocatecnimi podminkami v, =0, x,=0 dostavame reseni

2 2
vt O 1+(a—tj _1] (3.31)
+ N
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Zpocatku ve shodé s klasickymi vyrazy vwat,xwatz/z, po delSi dobé se ale rychlost
limitné bliZi k rychlosti svétla v—c a trajektorie Castice je blizka draze svételného paprsku
Xx—ct .

3.4 Princip nejmensiho ucinku

Ucinek musi byt invariantni a co nejjednodussi. Nabizi se integral podél svétocary.
Abychom dostali pro ucinek znamy nerelativisticky vyraz, musime konstantu umérnosti zvolit
rovhu —mc, tedy

t

b 2
S:—ch'ds:—mCZL/l—Z—zdt : (3.32)

ta

Lagrangeova funkce a hybnost jsou
2 —
L=-me? -V | p=To- M (3.33)
c ov i

Hamiltonova funkce je pak

H=pvV-L= mC2:1/p2c2+mzc4 : (3.34)

Z predchozich rovnic (3.33) a (3.34) vidime, Ze

HvV ¢’p OH
p=—— , V= =— 3.35
P="2 R op (3.35)
Pohybové rovnice dostaneme z variacniho principu
b i k
. g, dx' odx
5S=-mcsfds , Sds=6(g, dxdx<) =2%""" _y sdx<
_! (glk ) dS k
b (3.36)
p k k[P « du,
§Sz—mcj'uk§dx =—mcuk5x‘ +mc | ox d—ds
a a S
Odsud pak
du’ oS
— =0, p=———=mcu 3.37
ds P ox' ' (3.37)
Ctyfvektor hybnosti definujeme jako ¢asupodobny vektor (Gtverec velikosti je kladny)
[ H [
p'= (? pj ., p'p=mict (3.38)

a Ctyrvektor sily jako prostorupodobny vektor (je kolmy na Casupodobny vektor hybnosti)
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_dp’ f.v f i
= = , y i:0 . 339
’ ds [cz\/lﬁ’2 c\/lﬁzj P (5.39)

Ctverec velikosti &tyfvektoru sily je
i 1 F o\ 22
g ga—_cz<cz_vz)[(f'v) —cf }<O

Hamiltonova - Jacobiho rovnice volné Castice je z (3.38)
0S a5 1(osY |[(os) (os) (osY
e | I et g I Ity ) R B N R N )
ox' 0x c*\ ot 0 X oy 01

4. NAaboj v elektromagnetickém poli

4.1 CtyFrozmérny potencial a G¢inek
Elektromagnetické pole popisujeme pomoci ¢tyfrozmérného potenciélu

N:FA],A:#ﬁﬂ, (4.1)

C C

kde ¢ je skalarni a A vektorovy potencial. Pomoci derivaci A vytvofime antisymetricky

tensor druhého fadu

Fo=25 _0A 42)
ox'  Ox

Dimense prostoroCasu je Ctyfi, ma tedy tensor F, Sest nezavislych slozek. Snadno se

presvéd&ime, Ze jsou to slozky dvou trojrozmérnych tfirozmérnych vektorli E a B, které jsou

v tfirozmérném zapisu dany vztahy

E=—Vg—— , B=VxA . (4.3)

Tensor elektromagnetického pole ma pomoci E a B vyjadieni
(4.4)
K Uc€inku volné Castice prfidame Clen zavisly na elektromagnetickém poli — nejjednodusSim

invariantnim vyrazem obsahujicim Ctyfvektor A je skalar A dx'. Vezmeme tedy jako Gginek

S:f(—mcds—eAdx‘) . (4.5)

Parametrizujeme-li integral pomoci soufadnice ¢asu, dostdvame

22



!

|

ta

dt . (4.6)

v =
—mc*,[1-— +eAV—eg
c

UkéZzeme odvozeni pohybovych rovnic jak ve ¢tyfrozmérném, tak tfirozmérném zapisu. Pro

variaci ds jsme jiz odvodili vztah ve (3.36), tj. 5ds=u, 5dx', takZe variaci (4.5) dostavame

b

58 =~ [(mcy sdx +eAsdx' +esAdxX')=
: . (4.7)
—(mcy, +eA|)§x“: Jrf(mcdui +eox dA —es5 A dx")

Infinitesimalni zmény potencialu rozepiSeme
OA | OA .
dA =—>-dx* , A =—= 06X
A XX A ox'

a parametrizujeme integral pomoci elementu ds (tedy dx*=u*ds), dostavame tak

b
i du, OA  OA | «|eui
0S=—(mcu, +eA)ox'| + | |[mc——e|————"|u"|ox'ds . 4.8
(mew, +eA) L‘ J ds [8x' axk] (4.8)
Variacni princip nam tak dava jak vyraz pro zobecnénou hybnost
p,=mcu, +eA (4.9)
tak pohybovou rovnici
mc%:e 8—'&*—8—'% u . (4.10)
ds ox'  Ox

Pomoci tensoru pole (4.2) resp. jeho kontravariantnich slozek F™*=g" g*"F_ miizeme
(4.10) zapsat jako

medL _ ety (4.11)
ds

Odvozeni pohybovych rovnic z (4.6) vychézi z Lagrangeovy funkce

2
L=—mc® [1-1 1eAv-eg . (4.12)
C

Je pak
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== +eA=p+eA ,
v g
%(ﬁJreA):(jj—tﬁJre%—f e(v-V)A
a
L eV (Av)-eVg=e(v-V)A+evx(VxA)-eVy

——=¢(E+VxB) . (4.13)

Zopakujme dilezité vlastnosti ¢tyfvektord rychlosti a zrychleni

TEECLINN uu' =1 :i(uiu‘):o = uid—u.:uiW‘:O , (4.14)
ds ds dx'

Ctyfvektor rychlosti je Gasupodobny, &tyfvektor zrychleni prostorupodobny. Pro Gasupodobny

Ctyfvektor hybnosti mame

pi:mu‘:(po,ﬁ):(ymc,ymv) , pp =(mec) . (4.15)
Pfi Gasové inversi t——t je p’—p’ a p——p. Ma-li zdstat pohybova rovnice (4.13)
nezménéna, musi pak byt E—E a B——B. Ze vztahu (4.3) pak pro potencialy musi byt
#—¢ a A——A. P¥i prostorové inversi F——F je opét p’—p° a p—— p. Ma-li zlstat
v tomto pfipadé pohybova rovnice (4.13) nezménéna, musi pak byt E—~—E a B—B. Ze
vztahu (4.3) pak pro potencialy musi byt opét ¢—¢ a A——A. Vidime, Ze pokud jde o
diskrétni transformace, je invariance zachovana pouze pfi soucasném pUlsobeni ¢asové a
prostorove inverse. Je to pochopitelné, uvazime-li, Ze Ctyfvektory maji Casupodobné i

prostorupodobné slozky.

Pridame-li ke Ctyfvektoru A Ctyfrozmérny gradient libovolne funkce, tensor
elektromagnetického pole se nezméni

9, 9f) 9, ,0f) 90A 09A  O'f 0° f
_8X‘LAk+8ka 8xk[A+6ka_3x‘ ox*  ax ox"  ox<ox

=0

I:ik

Této vlastnosti fikame kalibracni invariance. Nezméni se ani pohybové rovnice naboje v poli,

protoze prislusny clen v Gcinku je
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b

of | b | b
_Je[AJFW]dX :—[eAdx —ja‘d(ef)
a %/_J
ef(b)—ef(a)

4.2 Invarianty elektromagnetického pole

Pole je popsano antisymetrickym tensorem F, . Podle (3.12) k nému mlzeme vytvofit

dualni tensor “F'* = %gik'm F., - Mame tedy mozZnost vytvofit dva invariantni vyrazy (skalary

vzhledem k transformacim z Lorentzovy grupy)

FYF,=inv , 'F“F, =inv . (4.16)
Ve vyjadreni tensorli pomoci vektor( pole podle (4.4) pak mame

¢’B*—E®’=inv , E-B=inv . (4.17)
Vztah (4.17) ma ddleZité dlsledky. Pokud v n&jaké soustavé plati E,-B,=0, mizeme vzdy
najit inercialni soustavu, kdy bud E=0 (pokud je ¢®*BZ—EZ>0) nebo B=0 (pokud je
¢’ B —EZ <0) Naopak, plati-li v ngjaké soustavé E,-B,=0, mlZeme vzdy najit inercialni
soustavu, kde budou obé pole rovnobézna.

4.3 Pohyb naboje v konstantnim homogennim poli

Konstantnim polem nazyvame pole, které se s Casem neméni. Homogenni pole méa pak

v celém prostoru stejny smér i velikost. Elektrické pole intenzity E ziskéme ze skalarniho

potenciélu?

——E-f , (4.18)

A=ZBxF . (4.19)

K vektorovému potencidlu mizeme pfidat gradient libovolné funkce. Napfiklad pro pole

B=(0,0,B) pfictenim nebo odettenim gradientu funkce f =xyB/2 dostavame potencialy

2 grad(l?

=i
I
m

=i
S———
|

(E : grad)

ool
vl

=2

=l
=l

3rot( X ):édivf—(é-grad)
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A

A =(0,Bx,0

[—lBy,in,O] . fm ( )

2 "2 A_,=(-ByY,0,0)
Vyraz £=./m?c*+ p?c? budeme nazyvat kinetickou energif”.

Uvazujme nejprve pohyb v elektrickém poli, v jehoZ sméru orientujeme osu x a ktery

se odehréva v roviné x y. S pohybovymi rovnicemi (teCka je derivace podle ¢asu t)
p,=eE , p,=0
a pocateCnimi podminkami
P(0)=0 . p,(0)=p,
dostavame
p,=eEt , p,=p,t . (4.20)

Kineticka energie je

E=m?c*+ p?c? =w/€02+(ceEt)2 , (4.21)

kde jsme oznacili &, :5(0). Podle vztahu (3.35) mame pro slozky rychlosti

dx p,c? c’eEt dy _ p, ¢’ ¢’ P,

dt € JE +(ceEt)’ Cdt € JE +(ceEt)’

a integraci téchto rovnic dostavame

JE +(ceEt) &

eE

2 _ (4.22)
_ReCy & +(ceEt) +ceEt  p;c

eE &,  eE

&

In
\/502+(ceEt)2 —ceEt

y

Prvni vyjadfeni pro y pouZijeme pro vyraz exp[eEy/(pO c)} druhé pak pro

exp[—e E y/( Po c)} . SeCtenim obou vyrazu a podélenim dvéma dostaneme

* PFesn&jsi by bylo jako kinetickou energii nazyvat 7 = m?ct + p2 c? —mc?, tedy celkovou energii bez

potencialni energie (vyraz dany odmocninou) s odectenim klidové energie (mcz). NaSe volba vsak vede

k uzite¢nym zkracenim fady vyrazd.
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eEy & +(ceEt)
P C &

cosh

Dosazenim do vyrazu pro x dostdvdme rovnici trajektorie

x=fo cosh[EE y] 1 (4.23)
eE P, C

Pro &~mc?a p,~mv, a cosh[eE y/(mv,c)|~1+1/2[eE y/(mv, c)]2 dostavame pfirozeng

z nerelativistické teorie znamou parabolickou trajektorii
eE
X = >
2my;

Nyni budeme pocitat pohyb v homogennim magnetickém poli, v jehoZ sméru

orientujeme osu z . Pohybova rovnice je

p=evVxB

Z toho ze V- ﬁ:ev-(Vx I§):0 hned vidime, Ze se zachovava kineticka energie

d¢ o0& . ¢ .
—:T~p:—v~p:0
dt  9p &
Pohybovou rovnici si tedy mizeme prepsat na
E dv =
———=eVxB 4.24
c? dt (4.24)
nebo ve slozkach
Vve=ov, , V,=—oV, , V, =0 , (4.25)
kde
2
=28 (4.26)
&
Pro komplexni proménnou w=x-+1y ziskdme kombinaci prvnich dvou rovnic v (4.25)
W=—iow = W=v,exp—i(ot+a)| ,
kde v,, a o jsou realné konstanty. Oddélime-li realnou a imaginarni Cast, dostavame
V, =Vo COs(wt+a) , v, =—Vysin(ot+a) . (4.27)

Ze (4.27) vidime, proC jsme konstantu oznacili v,, — je to velikost rychlosti v roviné kolmé ke

sméru magnetického pole. Rovnice (4.27) integrujeme a dostavame

X=X, +asin(ot+a) , y=y,+acos(ot+a) , (4.28)
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kde

v v, &
a=-2—_a% P (4.29)
o ec’B eB
Integrace posledni z rovnic v (4.25) dava
Z=1,+V,,1 . (4.30)

Je tedy pohyb v homogennim magnetickém poli pohybem po kruhové spirale, v pfipadé
v,, =0 pohybem po kruznici poloméru a v roviné z=z,. V pfipadé malych rychlosti bude
mit trajektorie stejny tvar, pouze ve (4.29) dosadime nerelativistické vyrazy, tedy
a=mv, /(eB).

Nakonec rozebereme pohyb ve zkfizenych (tj. navzdjem kolmych) elektrickych a
magnetickych polich. Videéli jsme, Ze relativisticke vyrazy pro pohyb v elektrickém poli
nejsou pfilis jednoduché, budeme proto feSit ulohu v nerelativisticke aproximaci. Osu z

orientujeme opét podél magnetické indukce a rovinu yz volime tak, aby v ni leZel vektor

elektrické intenzity. Pohybova rovnice

je pak ve slozkach

mX=eyB , my=eE —exB , miZi=eE, (4.31)
Treti rovnici v (4.31) miZeme hned integrovat
eE,
1= %tz + VOzt + ZO . (432)

Kombinaci prvnich dvou rovnic ve (4.31) dostaneme

_eB
m

y » @

d,. ..\ . /. ..\ .e€
a(x—i—ly)+|a)(x—i—|y)_|HE

ReSeni homogenni rovnice pro proménnou W=x-+iy zname z pfedchoziho pfipadu, fesenim
nehomogenni rovnice je konstanta Ey/B , takze
S . E
X+iy= aexp[—l(a)t+a)]+3y
Oddéleni redlné a imaginarni ¢asti a nasledna integrace rovnic vede na
a . E, a
X=X, +—sm(a)t+a)+Et , Y=Y, +—cos(wt+a) . (4.33)
w w

Konstanty zvolime tak, aby se Castice v Case t=0 nachazela v poCatku. Potom
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a . E a eE
X:;Sln(a)t)-i—gyt : y:;[cos(a)t)—l] , ZZZ_FT:tZ—H/OZt : (4.34)

OznaCime-li slozku rychlosti podél osy x v Case t=0 jako Vv,,, je parametr a dan vztahem

a=Vy, — Ey/B .V roviné xy je priimét trajektorie

X = Vﬂsin(a)t) + i[a)t —sin(wt)]

@ oB
(4.35)
_ Yox t)—l]+i[1—cos(a)t)]
y=—> [cos(w —

Pfi v,, =0 je to rovnice cykloidy (obrazek c). Pohyb nabité Castice ve zkfizenych polich je
docela pozoruhodny, srovname-li orientaci elektrického pole a stfedni hodnoty rychlosti

E eE,
<vx>:Ey : <vy>=0 (V) =V, mt

Z téchto hodnot také vidime meze platnosti nerelativistickeho pfiblizeni. Uvazujeme-li jen

pohyb v roviné xy, je podminkou
E, <cB

U pohybu ve sméru osy z zase zaleZi na dobeg, po kterou se Castice bude pohybovat.

Y
X
Y a
xr
y b
T

4.4 Adiabaticky invariant
Z obecné Hamiltonovy teorie mizeme odvodit existenci tzv. adiabatickych invariantd,
které pfi pomalych zménach podminek pohybu zlstavaji konstantni. Pfi pohybu v téméf

homogennim magnetickém poli je adiabatickym invariantem

29



1 po
|:§5ﬁadr , (4.36)

kde integracni kfivkou je priimét trajektorie (kruznice) v roviné kolmé k magnetickému poli a
P je priimét zobecn&né hybnosti do této roviny. Dosazeni P = p, + e A (vektorovy potenciél

volime takovy, Ze leZi cely v této roviné) do (4.36) dava

1 e (=
| =—@ p,dr + — @ Adr
Zﬂggpt * 27[95‘
Orientace kruznice je po sméru hodinovych rucicek pro eB>0 a proti sméru hodinovych

rucicek pro e B . Stokesova véta® proto dava pro druhy integral hodnotu —|eB|r®/2, kde r je

polomér kruznice (podle (4.29) r=p,/|eB|), zatimco hodnota prvniho integralu je rp,.

Adiabaticky invariant je tedy

2

Py

L S 4.37
2B (437

Pfi adiabatické zméné magnetické indukce se proto méni pficna slozka hybnosti jakoJC|B| ,

kde C je kladnd konstanta. Této skuteCnosti je s vyhodou uZito napfiklad pfi udrZzovani
vysokoteplotniho plazmatu uvniti daného objemu. Je-li v centrélni Casti indukce pomérné

malé a k okrajovym Castem se zvySuje, mame pro podélnou slozku hybnosti
pf = p* — pi = p* —C|B(7)|
V oblasti silného pole se pohyb podél siloCary zastavi a obrati zpét. Opacna situace, kdy jsou

nabité Castice uvolfiovany v oblasti silného pole a pohybuji se do oblasti slabSiho pole je

vyuZita ve spektrometrech k vytvéareni témér rovnobéznych svazk.

5. Caéstice v gravitacnim poli

5.1 Gravitacni pole v nerelativistické mechanice

Pohyb Céstice v gravitatnim poli je ur€en Lagrangeovou funkci

2

L=

5 —mg(f) | (5.1)

kde ¢(F) je potencial gravitatniho pole. Lagrangeova rovnice bude pak

® Vzorec Stokesovy véty 9§ V.zdl = f rotV-fido predpoklada, Ze vnéjsi normala ke kiivce C , te€na
C S

T ktéto kiivce anormala M k plose S tvofi pravotogivou soustavu.
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dv
™ — =—grad¢ . (5.2)

Hmotnost Castice se v rovnici nevyskytuje. Je to dano tim, Ze jsme povazovali hmotnost
Castice v kinetické energii (hmotnost setrvacnd) za identickou s hmotnosti, ktera vaze Castici
s gravitatnim polem (hmotnost gravitatni). Rovnost téchto hmotnosti neni samozfejma.
Vezméme napriklad rovnici pro pohyb ¢astice hmotnosti m s nabojem q v elektrickém poli

bodového néboje Q, tedy v poli popsaném potenciélem, ktery je FeSenim Poissonovy rovnice®

Q 1

Ap=-259(F) = g=

& Arrey ¥

Méame pak

dt 47ng

av _ 9Q 13 | (5.3)

Tady hraje hmotnost Castice dlleZitou roli. Naopak pro pohyb Castice s hmotnosti m

v gravitacnim poli bodové ¢astice hmotnosti M mame

Ap=4zGM 7 (F) = ¢ GMI
odkud
dv F
—=—-GM— 5.4
dt r 64

a hmotnost Castice se v rovnici zkrétila, pokud ovSem plati zminéna rovnost hmotnosti. Tato
rovnost je jednim ze stavebnich kamend Einsteinovy teorie gravitace. Je také experimentalné
s vynikajici pfesnosti potvrzena. Na vztah (5.4) se mdzeme divat tak, Ze na levé strané je

— 7 o= - L —

zrychleni @ , na pravé strané intenzita gravitacniho pole g a rovnice fika, Ze lokalné jsou si

zrychleni a intenzita gravitacniho pole rovny, tj. nemizeme je od sebe odliSit. Z pohledu
soufadné soustavy s patficnym zrychlenim lokalné pole ,,zmizi“ nebo naopak, prechod
z inercialni do zrychlené soustavy se projevuje jako pfitomnost gravitatniho pole. Uvahy o

analogii mezi gravitaCnimi poli a neinercialnimi soustavami vedou k zobecnéni pojmu

® plati A[ 1

]——4#5( >( ) protoze integral pres kouli poloméru R da na pravé strané —4 7z, na levé
r

f stmeO dp=—4r.
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intervalu. Pfedtim se ale zminime o historicky velmi vyznamném pokusu, dokazujicim
rovnost hmotnosti setrvacné a gravitacni.
5.2 E6tvosiv experiment

Na isolované, elektricky neutralni téleso na povrchu Zemé plisobi v podstaté dvé sily:

gravitaCni a odstrediva, na obrazku oznacené intenzitami § a a. Zvolime soufadnou osu tak,

8 a
aby na dané (severni) zemépisné Sifce A smeéfovala osa z ke stfedu Zemé, osa y po

rovnobézce k vychodu a osa x po poledniku smérem Kk rovniku. Potom mame §g=—g¢€, a

pro odstiedivou silu a=0x(RxQ) s @=—Qcos1€, +Qsinig, a R=R_ €, potom
d=0"R, c0sA(COSAE, +siniE,)

Maximalni hodnota a,,, =Q’R_ na rovniku je pfiblizné 0,03 m.s™. Ve srovnani s hodnotou

g na pélu 9,83 m.s™ je tato hodnota mala, ale zdaleka ne neméFitelna. E6tvosiv experiment

spoCiva v

g ta

umisténi dvou stejné hmotnych (se stejnou gravitaéni hmotnosti) kouli z rliznych materiald
(tedy s pfipadné rdznymi setrvaénymi hmotnostmi) na rameno torzniho kyvadla. Pro
jednoduchost uvazujme polohu ramena ve sméru zapad — vychod, a podle nasi volby souradné

soustavy je proto rozdil polohovych vektorl F, —F, = Y€, . Nakoule pusobi sily
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F=mg,§+mg,a , F=m, g+m,3a . (5.5)

Vysledny moment, kterym soustava plsobi na zavés je

!

S

T=fxF +FxF, , (5.6)

pfitom zavés sméfuje podél vyslednice sil F = If1 + If2 . Kroutici moment bude tedy priimétem

T_ (lfl+ If2)(r1><|31 + r2><|Ez> B 'fz'(rl>< |31>+ 'fl(erﬁz) - (rl_;)(lflx If2) (5.7)
F+F) F+F) F+F)
Vypoctem dostdvame
= = mli m2i -
FxF=m,m,, 0 _ 20 (axg)=
Myg) My
(5.8)
m, m . [m. m,
o) 20| M) 20 gg sin(24)g,
2 Myg) My
Ve velikosti soudtu ‘Ifl-l— Ifz‘ sta¢i uvazovat jen gravitacni pole, takze mame
m m., m,
UL T RETRLCTN PPN (5.9)
Z(ml(g)+m2(g)) Myg) My
V rovnovaze tento moment zplsobi natoceni o thel &
o1 (5.10)
K

kde x je torzni tuhost zavésu’. Pfi zméné orientace o 180°, tj. p¥i zaméné y——y dojde ke
zméné rovnovazné polohy. Pfi experimentech se tato zména déje periodicky, takze vliv
néhodnych pficin thlove vychylky je silné potlacen. V modernich experimentech je ovéreno,

Ze rovnost setrvacné a gravitaCni hmotnosti je ovérena s vynikajici pfesnosti
My My

m m

<10® . (5.11)

1(9) 2(9)
5.3 Kovariantni a kontravariantni tensory
Pro popis déjli se zapoCtenim gravitace musime podle Einsteina piejit od Minkowskiho

geometrie prostorocasu k obecngjsi, Riemannové geometrii. Kazdému bodu P prostorocasu

" Pro drét kruhového prifezu o poloméru r a délky ¢ je K=7772'r4/<2 ﬁ), kde 77 je modul pruznosti ve

smyku.
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pfifadime Gtvefici soufadnic Poc{x}=(x’,x",x*,x’). To mizeme udélat mnoha riiznymi
zpUsoby, napf. {x’}:(x”’ XX x’3) . ProtoZe ale jde o tentyZ bod, musi platit
x"=x"(x) . (5.12)
ProstorocCas (nebo alespon jeho €ast) pokryjeme soustavou takovych soufadnicovych funkci —
je pfirozené, Ze infinitesimalné blizkym boddm P a P budou pfisluet soufadnice, pro které
‘x‘ —Y“—>0. (Blizkost bodd musi jesté presnéji definovat.)
UvaZzujme ted o néjake skalarni funkci ¢:¢(x). Pfi transformaci soufadnic

{x}—>{x’}se transformuje skalarni funkce tak, Ze jeji hodnota v daném bodé se neméni, tj.

¢’(X’>:¢(X) : (5.13)
Derivujme ted vztah (5.13) podle x' (pravou stranu jako slozenou funkci, uzivame
Einsteinova sumacniho pravidla)

d¢' _ X" dg
ax" ox" oxk

(5.14)

Objekt, tvoreny slozkami A (x) které se transformuji stejné jako parcialni derivace skalarni

funkce podle odpovidajicich soufadnic v (5.14), nazveme kovariantnim vektorem. Je tedy

A’(x’):axk. A(x) . (5.15)
8)(“
Diferencial vyrazu (5.12) pro transformaci soufadnic je (opét je na pravé strané sloZena
funkce)
) axli
dx" = —dx" . 5.16
X" (5.16)

Objekt, tvoreny slozkami A (x) které se transformuji stejné jako diferencialy odpovidajicich

soufadnicovych funkci v (5.16), nazveme kontravariantnim vektorem. Pro jeho sloZky tedy

A (x)= ‘;’:ki A (x) . (5.17)

Tyto definice zobecnime na tensory vyssiho radu, napfiklad

Ti/jk (X/>_8X/k ox™ ox" | ( )

— : _ 5.18
ox' ax' ax!t M (518)
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5.4 Metricky tensor
Pojem intervalu mezi udéalostmi jako invariantni veliCiny se zachovava i v Riemannové

geometrii. Mame
ds? =g, (x)dx' dx* , (5.19)
kde g;, (x) jsou kovariantni slozky symetrického tensoru druhého fadu — metrického tensoru.

PresvédCime se o invariantnosti vyrazu pro interval:
ox' ox< ox'™ ,ox" .
/ /m In __ | J -
Onn X X T X" X" 9% oy ax X dx’ =
ox ox'™ oxk ox™ | .
gik 8X/m axl X 8X/n 8XJ dXJ - gik dXIdX

dx' dx®

Také skalarni soug¢in dvou vektord, definovany jako A' B, je invariantni veli¢inou:

/i k k /i
88)(' AI SX“ Bk:gxl 88)(' Al Bk:Ak Bk
X X X X
%/—/
o

A/i Bi/ —

Kroneckorovo delta &, je tensor:

oooxt oxm ax't ox' ,
o = ox' ox'¥ n= ox' ox'’¥ =0
\—7_—J
A

Definujeme inversni metricky tensor g’ pomoci vztahu pro slozky
9" g, =0] . (5.20)

Pomoci sloZzek metrického tensoru prevadime kontravariantni slozky na kovariantni, pomoci

sloZek inversniho metrického tensoru kovariantni slozky na kontravariantni. Pro vektory
A=g, A, A=g"A . (5.21)

Vhodnou volbou soufadnic mizeme v infinitesimalnim okoli zvoleného bodu dat metrickému

tensoru tvar znamy z Minkowskiho prostoru — pro tuto chvili takové souradnice oznacCime

{XG} (podle Landaua a LifSice jsou to Galileovy soufadnice) a metricky tensor je

1 0 0 O
. 0O -1 0 O
ik
o= = . 5.22
gle gG 0 0 __l O ( )
0O 0 0 -1
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OznaCime jakobian transformace od Galileovych souradnic k obecnym jako J — jakobian je
determinant vytvofeny z derivaci ox’ / dx$ , ve standardnim znaceni

8(x° X X2 ,x3)
1 2 3

(X % %G %)

J:

Jakobian mizeme vyjadFit pomoci determinantu metrického tensoru g:det<gik). ZapiSeme

transformaci inversniho metrického tensoru od Galileovych soufadnic k obecnym

ik:axi ox° g" = l:_Jz
x5 OxZ ¢ g

(Plati det(ge )=—1 a det(g™ g,, |=det(g"™ )det(g,, |=det(s})=1.) Mame tedy pro jakobian

vyraz J :]/«/—g . Pfi integraci je objemovy element v Galileovych souradnicich skalar, musi
se mu tedy rovnat objemovy element v obecnych soufadnicich
8(xg JXg X8 Xé)

dQ. =dx2dxt dx2dx3 =
G G G G G 8<X0,X1’X2’X3>

dx’dx dx*dx® = /— g dQ

(Trividlnim  pfikladem je prfechod od kartézskych ke kfivoCarym soufadnicim

v Eukleidovském prostoru. Napfiklad pro sférické soufadnice d¢*=dr®+r*d@+r’sin’fde,

odkud \/g=r?sing a tedy dxdydz=r?sinddrd@dep.) Také Gplné antisymetricky tensor

iklm

Ctvrtého radu, v Galileovych souradnicich e resp. 5 ' je v obecnych soutadnicich

iklm

iklm 1 iklm
eiklm:HeGiklm ' e’ :Heekl

5.5 Neinercialni soustavy v Minkowskiho prostorocase

Soufadnice v inercialni soustavé budeme znalit {x;}, soufadnice v neinercialni

soustavé {x}. Neinercialni soustava bude rotovat kolem spole¢né osy z s thlovou rychlosti
o . Po transformaci souradnic
X; = XCoswty — ysinwty, , Yy, =Xsinot; +ycoswt;, , ;=12
ma interval
ds® = gg;, dXG dx§ =cdt? — (dxg +dyg +dz2)
tvar

dSZZ[CZ—wZ(X2+y2)]dté —(dx2+dy2+dzz)+2w(ydxdt6—xdydtG) . (5.23)
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