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Z Casovych dlvod( nebylo mozné vénovat pozornost nékterym dllezitym oblastem.
Zminim jen priklad fazovych pfechodl nebo chemickych reakci. Hlavni diraz jsem se snazil
klast na vzajemné propojeni termodynamického popisu s popisem statistické fyziky. Bylo
tfeba také brat ohled na minimalni znalosti posluchacl z kvantové mechaniky.



1. Uvodni kapitola

1.1 Statistickd suma
Nachéazi-li se rovnovazna soustava v jednom z N moznych stavl, je pravdépodobnost

nalezeni soustavy ve stavu s energii E,

1 E
=—exp| ———2 , 1.1
w-tod -5 a

kde kg je Boltzmannova konstanta, T je termodynamicka teplota a Z je statisticka suma

Z= iexp{—kE—‘T} . (1.2)

i=1

Je-li |n) stav soustavy popsané hamiltonianem H dany Fedenim stacionarni
Schrddingerovy rovnice

H In)=E,|n) (1.3)

a A kvantové — mechanicky operator néjaké fyzikalni veliCiny, spocteme ocekavanou

hodnotu této veliCiny jako

<A>:%Z<n|,&|n>exp{— kE"T } . (1.4)

n)

Statistickd suma se objevuje ve vyrazu pro pravdépodobnost z pfirozeného poZzadavku
normovani. Jak ale vznikd Boltzmannilv vyraz? UvaZzujme o soustavé S v rovnovaze
s velikym tepelnym rezervoarem H o dané ,teploté“ (uvozovky proto, Ze jesté pojem teplota
nemame definovan). Rovnovahou mame na mysli, Ze soustava a rezervoar jsou vazany slabg,
ale po velmi dlouhou dobu, Ze vSechny ,rychlé* procesy interakce uz probéhly a pFipadné
~pomalé” jeSté nenastaly. Energie tepelného rezervoaru H_ jsou mnohem Ve&tsi nez energie
soustavy E, pro viechna m, n a vzhledem k ,velikosti“ rezervoaru jsou energie H
rozloZeny témer spojité. Soucet energie soustavy a energie rezervoaru nebude presné znam
(rezervoar neni izolovan od okoli), ale neurCitost A bude relativné velmi mala.

UvaZujme dva rlizné stavy soustavy, které maji stejnou energii E, =E,. Libovolné maly
vliv mliZe prevést soustavu ze stavu r do stavu s, ale také naopak ze stavu s do stavu r.

Predpokladame velmi dlouhou dobu interakce soustavy a rezervoaru, takze se vSechny tyto
prechody uskutecnily. Musi potom byt pravdépodobnost nalezeni soustavy v rliznych stavech



se stejnou energii stejnd. OznaCme p(Hn) hustotu poctu stavll (pocet stavll na jednotkovy
interval energie) tepelného rezervoaru H v okoli energie H +A.

At celkova energie soustavy a rezervoaru je E=+A. Pravdépodobnost W(En), ze
soustava S se naléza ve stavu s energii E_ je Umérna poctu zplisobd, jak mlze soustava tuto
energii nabyt, tedy k p(E-E,)-2A, tj. poctu stavli rezervoaru, které vedou k uvazované

celkové energii. Mame tak

w(E,) _ p(E-E,)
W(En’) p(E_En’)

ProtoZe E, <T , miZeme v Taylorové rozvoji ponechat jen prvni dva ¢leny

=exp[|np(E—En)—Inp(E—En,)] : (1.5)

Inp(E-E,)=Inp(E)+ B(E)(E-E,) , ﬂ(E)zdd_Emp(E) (L16)
ME)oofp(e-e)] = wEeesigE] . a7

Pfedpokladame, Ze f(E)= /8 =konst. Tepelny rezervoar, ktery urCuje pravdépodobnosti méa

témer spojité spektrum a Z&dnou charakteristickou energii — nesmi tedy vysledky zaviset na

aditivni konstanté

fe) f(a+e) ~
f(e) f(eg+e) = T(e)=explas+b] . (1.8)

Standardni zavedeni termodynamickeé teploty T dostadvame ze vztahu

1

T (1.9)

L=

Uvazujme ted dvé soustavy Sa a Sg v tepelné rovnovaze, s energiemi A a B;. Ukazeme, Ze

soustavy maji stejnou teplotu. Pro spojenou soustavu je pravdépodobnost stavu s energii
A +B,;

) exp[—ﬂ(A+B,-)] _ exp[-pA] exp[-BB]

- mzr;exp[—ﬂ(An +B,)] - %“exp[—ﬂﬁm] Zn:exp[—ﬂ B,] (1.10)

WA+B(A +B

Pocitejme ted pravdépodobnost toho, Ze soustava S ma energii A a pravdépodobnost

toho, Ze soustava Sg ma energii B;



exp-fA] _ e[ > exp ~48, |

WA*B(A):Zexp[—ﬂAn] ZeXp ﬂAﬂ Zexp [-5B,]

o).l o081 | 0] _olpe]
Wyis Zexp ﬂAﬂ Zexp ,BB Zn:exp[—,é’Bn]

1.2 Termodynamické veliiny

:WA(A)

=W, (B

Vyraz pro volnou energii F dostavame ze zapisu Gibbsova rozdéleni

1 _[-E F-E,
W, = —exp exp
29 Rt
takZe z normovaci podminky
F F
w. =exX ex Z=1
S o) [T 75 o)

plyne po zlogaritmovani

Zexp{

=—k;TInZ
Entropie je definovana jako
S =—kg > w, Inw,

Dosadime-li do tohoto vyrazu za w, . dostavame

Kg E E
S=kgInZ + 2» —"exp| ——=
ZkT p{ kBT}

To ale je totéz, jako zaporné vzata derivace volné energie podle teploty, takZze mame

S—_ oF
8T

Vnitfni energie je

ZE ex'{ K T}

S pomoci vztahu (1.14) dostdvadme vyraz (1.18) pro vnitini energii jako

oo 55| v -4(E
oT\T 81 T
T

Srovnani (1.17) a (1.19) dava

oF
oT

\v

F=U-TS

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)



Pro specifické teplo pfi konstantnim objemu mame

2
] :i{F_Ta_FJ il (1.21)
oT|, oT aT |, ! aT?|,
Vyraz pro tlak je
oE
P=-—» w —" 1.22
s @22
Tento vyraz ziskame derivovanim (1.14)
P= _oF (1.23)
oV |,
1.3 Hellman(v - Feynmandyv teorém
Tlak miizeme definovat pomoci kvantové — mechanického operatoru jako
oH
P=>» w,(nj———n) . 1.24
> w (ol ) (120
Tato definice bude v souhlasu s pfedchozi, pokud plati
oH oE
n—-ijin)y=—=> . 1.25
=2 (1.25)

Doké&Zeme obecngéjSi tvrzeni. Hamiltonian necht' zavisi na néjakém parametru o. Ze

Schrodingerovy rovnice mame soubor vlastnich vektor( a vlastnich hodnot
H(a)|n,@)=E,(a)n,a) . (1.26)
Vektory jsou normované, takze
E,(a)=(n,a|H(a)n,a) , (n,ana)=1 . (1.27)

Derivovanim téchto vztah( dostavame

o= Z(m(A |n>)+<n|% )+ ((n] )= (In}) -

. . (1.28)
oH 0 oH
(n[=—Im)+ E,——({n|n)) = (n|=—[n)
Tim jsme dokézali Hellman(v — Feynman(v teorém
OE, () oH ()
n\”") _ 77 , 1.2
o, —(nal——~n a) (1.29)

Ve statistické fyzice nam tento teorém umoZfiuje pocitat zobecnénou silu sdruzenou

S parametrem a



oH 1 «0E E
f,=> w (n-—nN)=-—= L exp{— . } . (1.30)
Zn: (nl oa ) Z ) 54 kg T

n

1.4 Entropie
Vztah pro entropii (1.17)

oF
8T

S=- (1.31)

plati pro soustavu v termodynamické rovnovaze. Vyvoj nerovnovazné soustavy se déje vzdy

tak, Ze entropie roste. OznaCme V,  amplitudu pravdépodobnosti toho, ze za jednotku Casu

prejde soustava ze stavu n do stavu m. Mizeme tedy psat

dw 2
m=2WV - W 1.32
dt ; nm n ;Nmn ( )
. o , 2 .
Pro pravdépodobnosti pfechodu plati Mm :Nmn . Proto je
dw
m=0 . 1.33
it (1.33)
Pocitejme ted’ zménu entropie
dS dw dw,
—=-k Inw T —k 1.34
t B%: "dt "4 d (1.34)
Dosazenim z (1.32) dostavame
?j—f_k z ol (W =W, ) Inw, w,)(Inw, —Inw,) . (1.35)

Protoze logaritmus je monoténné rostouci funkce, dostavame znamy vysledek pro ¢asovou
Zménu entropie

9550 (1.36)

dt

Vnitfni energie U, volnd energie F i entropie S soustavy sloZzené z vice nezavislych
podsoustav jsou veliiny aditivni. StaCi ukazat to pro dvé podsoustavy A a B. Pro vnitini
energii plyne aditivita z nezavislosti podsoustav

Uur®=u”+U® | (1.37)

Pro volnou energii mame

10



FAE = kTInZexp[ B(E, +E1.B)]:

(1.38)
—kBT['nzeXp[—ﬂEﬂanexp[—ﬂEf]} _EA4LFE®
i i
Pro entropii pak
SAE =k Zw wy In(w" w? ) =
—kBwaZwiAlnwiA—kBZwiAZW? Inw? =S*+8° . (1.39)
i i i i

=1 =1

2. Néco malo kvantové mechaniky
2.1 Zakladni pojmy

V kvantové mechanice pocitdme s Hamiltonovym operatorem, kde v klasickém vyrazu
pro Hamiltonovou funkci jsou soufadnice x a sni sdruzend hybnost p — uvaZzujeme
jednorozmérny problém — nahrazeny linearnimi operatory X a p, které spliuji komutacni
relace

[%,p]=%p-pR=inl , (2.1)

h je Planckova konstanta a 1 jednotkovy operétor. V soufadnicové representaci je Hilbertlv
prostor stavll soustavy (stavovych vektor() tvoren kvadraticky integrovatelnymi komplexnimi

funkcemi soufadnice na intervalu (—co,o0). Skalarni soucin je definovéan jako

(v.2) =(x.v)= (zlv) =[x (x) . 2.2)
<bra)<‘ket>

Snadno se presvédCime, Ze operétory

N . hdy(x

xp(x)=xw(x) , pw(x) n dE( ) (2.3)
splriuji komutaéni relace (2.1). Pro kvantovou mechaniku jsou ddleZité vlastnosti linedrnich
operéatorl, zejména vlastnosti dvojice operator — hermiteovsky sdruzeny operéator.
Hermiteovsky sdruzend matice je komplexné sdruZena transponovana matice. Pro operatory

definujeme hermiteovske sdruzeni jako

~ *

(;(,(5*1//)5(1//,0;() : (2.4)

v Diracoveé znaceni pak

11



(210" lw)=(w[0l2) . (25)
Je-li operator roven svému hermiteovsky sdruzenému, mluvime o hermiteovském operéatoru,
Je-li inversni operéator (definovany tak, Ze po vynasobeni inversniho a plivodniho operatoru
dostavame jednotkovy operator) roven svému hermiteovsky sdruzenému, mluvime o
unitarnim operatoru. S pouZzitim souradnicové representace ukazeme, Ze operatory soufadnice

a k ni sdruzené hybnosti jsou hermiteovské. Mame

(16" )= 16 { [ () } e (x)dx=(6l) @)

I dx i dx
) i (2.7)
_?di[y/(x)[(x)] +j[(x)?dv(;ix) dx:j[(x)?dzi )dx=<Z|O|V/>
~ = -
Je vhodné si pamatovat, Ze pfi hermiteovském sdruzeni dojde k zaméné
coc |yl . (v]-=ly) . 0—0" (2.8)

a zaméné pofadi viech prvki. Zatimco vyraz (y|y) znamend v Diracové notaci skalarni
soucin vektorli |y/) a | x), vyraz |w)(z| je operator, ktery pfevede libovolny vektor |4) na
vektor |y), ale s velikosti a fazi zménénou skalarnim soucinem (z|¢)

(W) {xl)l#)=lv)((x]#) = x| A)]w) - (2.9)

Jako v kazdém vektorovém prostoru, tak i v naSem Hilbertové prostoru mizeme zvolit
béazi — soustavu linearné nezavislych vektor(, kdy potom kazdy vektor prostoru lze vyjadrit
jako linearni kombinaci vektorl baze. Je vyhodné zvolit ortonormalni bazi. Dimenze

Hilbertova prostoru tvofeného kvadraticky integrovatelnymi komplexnimi funkcemi

soufadnice na intervalu (—oo,0) je spocetné nekonetné a nejznaméjsi ortonormalni bazi tvori

funkce

M) = 7 (%)=

1
1/4(2—”nl)1/2H"(X)eXp{__} , n=012,. , (2.10)

kde H,(x) jsou Hermiteovy polynomy. Plati

12



< ‘h> ;THi(x)Hj(x)exp[—xz}dx=§ij . (2.11)

1/2 2nn|

Libovolny stav /) mdzeme pak zapsat pomoci baze jako

|v/>:icn|hn> . =(h|v) (2.12)
neboli
=3e, () CﬁTlﬁ(X)V/(X)dx , (2.13)

kde 4,(x) je dano vztahem (2.10). Vektory baze zapsané jako funkce soufadnice x jsou

v tomto pripadé realné funkce, obecné to vSak byt nemusi, proto radgji v integralu skalarniho

soucinu pro vypocCet ¢, piSeme znaménko komplexniho sdruzeni. Jednotkovy operator

vytvoreny z vektor(l baze ma zapis

i=Yln| @14

n

Vidime to snadno, zapiSeme-li jeho plsobeni na libovolny vektor

)=l Eeli) = Xlm e nfi |>ZC|> v) - (215

2.2 Maticovy zapis

Zapisme pisobeni operatoru na libovolny vektor | 5) zapsany v néjaké bazi. Vysledkem

je novy vektor |a)

)= )l = ;a,.|> zb 6/i) S a:Zo,,b, , (2.16)

kde

=(il0]j) . (2.17)
Pro nazornou predstavu (vezméme jen koneCnou dimenzi Hilbertova prostoru) si ted
zapiSeme v néjaké bazi stavovy vektor jako sloupcovy vektor (matice nx1) a operétor jako

matici nxn

13



@)=

by
b,
|B)(al=|
b,
Vektory baze jsou

a Oy O, Ol(n—l) O,

a, Oy Oy, Oz(n—l) O,

tl, 0= i z : z

&y g Onn O Oy O

% Onl On2 On(n—l) Onn
O1*1 0;1 a O(*n -1 Or:l
01*2 0;2 a O(* n-1)2 O: 2

&, &), O'=| : : :

Ol?n—l) O;(n—l) h O(*n—l)(n—l) Or:(n—l)
Ol*n O;n O(*n—l)n O:n

a; a a:—l
(a &
0
= |2>:
0
0

=(a'b, +a;b, +-+a, b, +arh,)

*

ba  ba ba ., ba,
b2 ai* b2 a; b2 a;—l b2 a;
a)=| : : :
bn—l ai* bn—l ai* bn—l a;—l bn—l a;
ba, b a ba_, ba
0 0
0 0
o n=Dy= ], |n)= ,

takZe jednotkovému operatoru odpovida jednotkova matice
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i 01 - 00
D L I (2.23)
= 0010

00 - 1

2.3 Vlastni vektory a vlastni hodnoty
Plisobeni operatoru na nékteré vektory vede jen k vynasobeni vektoru (komplexnim)
Cislem
A|a>=a|a> . (2.24)
Takovému vektoru |a> fikame vlastni vektor operéatoru A a¢&islu a vlastni hodnota prislusna

vlastnimu vektoru |a) . Zvolme néjakou bazi prostoru, v niz je vektor |) vyjadFen jako
|a)=2cli) - (2.25)
ZapiSme vztah (2.24) nasobeny zleva vektorem | j> jako soustavu rovnic pro koeficienty c

S (i[A)-aX(il) = (A -a0,)q-0 . 226)

Pro netrivialni FeSeni musi byt determinant soustavy roven nule a to dava rovnici pro vlastni
hodnoty — pfirozené jen v principu, pokud je prostor nekone€né rozmeérny. VétSinou se
postupuje tak, Ze zakladni rovnice (2.24) se napise pro urcitou konkrétni realizaci vektord
Hilbertova prostoru a vlastni hodnoty vyplynou z omezeni na feSeni této rovnice. Napfiklad
pro vinové funkce jedné proménné predstavuje (2.24) obycCejnou diferencidlni rovnici a
vlastni hodnoty plynou z poZadavku na to, aby feSenim byla kvadraticky integrovatelna
funkce (dostate¢né rychly pokles v nekonecnu, slabé singularity). DUlezité je, Ze mizeme

povazovat za jednu z bazi Hilbertova prostoru soustavu vlastnich vektorli vhodného

hermiteovského operatoru. Nastin dikazu je nasledujici: Pro hermiteovsky operator (AzA*)

mame
A|ai>:ai|ai>* = (= A:|ai>:ai*<aj‘ai> = (a-a))(a;|a)=0 . (227)
<aj A=<ozj‘aj = <aj A|ai>=aj<aj‘ai>

TakZe zvolime-li i=j, je <aj ‘ai>¢0 a musi byt a,=a’, tj. vlastni hodnoty hermiteovského

operatoru jsou realné. Zvolime-li i# j, je a;#a; a musi byt (a;|e;)=0, tj. vlastni vektory

prislusné rliznym vlastnim hodnotam hermiteovského operatoru jsou ortogonalni.

15



Zvolime-li tedy jako bazi soustavu normovanych vlastnich vektor( hermiteovského operatoru

A, mizeme psat jednotkovy operator podle (2.14) jako
1= |a,)a,| (2.28)
a samotny operator jako

A=>|a)a (a,| . (2.29)

n

Casto Ize definovat i funkci operatoru zobecnénim pfedchoziho vztahu
f(A)=Y]a) f(a,) (e - (2.30)

2.4 Neprijemnost s rovinnou vinou a Diracovou delta funkci
Rovnice pro vlastni funkce a vlastni hodnoty operatoru hybnosti
ndy, ()
—— = X 2.31
= Pva(®) (2:31)
ma feSeni
1

wielir]

V/p(x):

Volbu konstanty zdlvodnime niZe. Funkce (2.32) jisté neni na intervalu (—oo,) kvadraticky

integrovatelna. Vlastnich hodnot p je nespoCetné mnoho — operator ma spojité spektrum.
Korektné vzato, funkce (2.32) do ndmi uvazovaného Hilbertova prostoru nepatfi. Pfesto bézné
v kvantové mechanice s rovinnymi vinami pocitdme. Normovani rovinnych vin jsme zvolili

tak, Ze pro skalarni soucin plati

['e]
['e]

('19)= [ v (0w (=52 [ exn 1 (p-p')x|ax=a(p-p) . @39

—00

—00

Misto indexovani celymi Cisly indexujeme spojitou proménnou, vlastni funkce operétoru jsou
ortogonalni v tom smyslu, Ze jejich skalarni soucin je roven Diracové delta funkci rozdilu
indext (misto Kroneckerovu delta).
Rovnice pro vlastni funkce a vlastni hodnoty operatoru soufradnice
Xy (X)=¢w.(X) (2.34)
ma feSeni
w.(x)=5(x=¢&) . (2.35)

Normovani volime obdobné jako u vlastnich funkci operatoru hybnosti, tj.
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['e]

(£]6)= [ w2 (we()ax= [ (x-¢)a(x-e)ax=5(¢-¢) . (39)

—0

Jednotkovy operéator zapiSeme v analogii s (2.14) jako

1= [ |x)(x|dx (2.37)

—0

nebo

['e]

1=[|p)(p|dp . (2.38)

—0

V analogii nalezeni sloZek vektoru v bazi (2.12) piSeme (soufadnice jako spojity index)

['e]

v0=(w) = )= [ D00y = [w (s 239)

—0

=1

nebo (hybnost jako spojity index)

['e] ['e]

w(p)=(plv) = |w)=[lp)pldplw)=[w(p)lp)dp . (2.40)

—0 —0

=1

Vztah (2.32) pak mizeme zapsat jako
<x|p>:;ﬂ2exp[lpx} : (2.41)
(27zh) h
Znovu zddraziiujeme, Ze ani rovinna vina, ani Diracova delta funkce nepatfi pfi korektnim
pFistupu do uvazovaného Hilbertova prostoru. Také neni mozné, aby nekone€né rozmérny
Hilbertliv prostor mél zarovefi spogetnou (v nasem pfipadé {|h }}i nespocetnou (v nasem

piipadé {|x)} nebo {| p)}. PFesto viak pfi feseni standardnich problém{i kvantové mechaniky

nevede nekorektni postup k chybnym vysledkiim. Je to pravdépodobné dano pfiznivymi
vlastnostmi vzajemného vztahu prostoru ket vektorl a prostoru bra funkcionall -
matematicky korektni formulace je vytvofena po zavedeni tzv. Gelfandova tripletu (také
nazyvaného rigged Hilbert space).

3. Linearni harmonicky oscilator

3.1 Kvantovani

Hamiltonian linedrniho harmonického oscilatoru je

17



X . (3.1)

Hamiltonovy rovnice jsou
dx _oH _p dp oH 2

— == , —=———=—Mo X . (3.2)
dt op m dt OX
Zavedeme bezrozmeérnou proménnou
m vz 1 v
w .
a=|—| X+lI . 3.3
( 2h j (tha)j P (33)
Pro tuto proménnou dostavame snadno FeSitelnou rovnici
da . .
E+Ia)a=0 = a=aexp[-iot] , (3.4)

kde a je libovolna komplexni konstanta. Vyjadfime-li soufadnici a hybnost pomoci a a a’,

dostavame

noY 1 mha\”
X=|——| (a+a’) , p=3|——| (a-a") . 35
) (ere) =i () 9
Po dosazeni do (3.1) dostavame
l * *
H=—-(aa +a a)hw . 3.6
(e +aa)io 39)

Zamérné dbame na poradi soucinitelll, protozZe tak mizeme hned napsat kvantové mechanicky
vztah — komplexné sdruzena veli¢ina odpovida hermiteovsky sdruzenému operatoru. Mdzeme

tedy vztahy (3.5) a (3.6) prepsat na

2 2
x:(ij (a+4") ﬁ:l{wj (a-a") (3.7)

H=2(aa +a" a)he . (3.8)

Operatory a a a" jsou hermiteovsky sdruzené, operatory fyzikalnich veli¢in X, p a I:Ijsou
hermiteovské. Z komutaéni relace pro operatory X a p

[%, p]=inl (3.9)
dostaneme po dosazeni z (3.7) komutacni relaci pro operatory 4 a a*

[a.a]=1 . (3.10)
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Dosazenim za 4a" ze (3.10) do (3.8) dostavame pro Hamiltonliv operator linedrniho

harmonického oscilatoru vyraz
ﬁ:(N“ +%ijha) , N=a"a . (3.11)

Operator N ma jako vlastni hodnoty nezaporna cela &isla. Dilkaz neni obtizny. Vezméme
néjaky normovany vlastni vektor |n> s vlastni hodnotou n. Mame tedy

(n|
N [n) =n|n) = n=<n|N|n)=(<n|é*)(a|n>)=‘(a|n))r20 . (3.12)

Déle z komutaénich relaci

[N,é*]zéf = N(é+|n>):(n+l)(é+|n>) (3.13)

(N.a]=-a = N(an))=(n-1)(a]n)) .
Je tedy é*|n> vlastnim vektorem operatoru N s vlastni hodnotou n+1 a é|n> vlastnim
vektorem operatoru N s vlastni hodnotou n—1, tedy
a'|ny=4,In+1) , &|n)=p,|n-1) . (3.14)
Konstanty A, a g, ziskame z
(& [m)f = ((nla)(&"|n) = (nfa&" n) = (n|N+Tjn) = n+1
(&))" = ((n]a") (aJn)) = n[a" &ln) = (n[ N[y =n .

Konstanty zvolime jako realna ¢isla a dostavame tak konec¢né vyjadieni plsobeni kreacniho (

[l =

(3.15)

eaf =

a*) aanihilacniho (&) operatoru na vlastni vektory operatoru N
é*|n>:(n+1)]/2|n+1) , a|n)=n"*|n-1) . (3.16)
Prirozené
N|n):é*é|n>:é*(é|n>):n”zé*|n—1):n|n> . (3.17)
Pro Hamilton(v operétor linearniho harmonického oscilatoru mame pak
Al =Efn) En=(n+%jha) . (3.18)
Vektor popisujici zkladni stav s n=0 spliiuje
40)=0 . (3.19)

ZapiSeme-li tento vztah s operatory v soufadnicové representaci, dostavame rovnici
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jejiz normované feSeni je

Funkce, odpovidajici vy$sim energiovym hladinam dostaneme podle (3.16) jako

maw

h, (X) = (%jﬂ [x N dhndlx(x)

3.2 Statistika
Pro energiové hladiny jsme odvodili vztah (3.18)

E, =(n+£jha)
2

Statisticka suma je tedy

|

he
d E ho |& he eXp{_zk T}

Z=Y exp| ——2 |=exp __ne > exp| —n _ B
n=0 kBT 2kBT n=0 kB 1_exp _ ha)
kg T

Pro volnou energii mame

F=—kBTInZ=h—w+kBTIn 1-exp| - ho
2 ke T

B

a pro vnitfni energii

- F
U =£ZEnexp B |_2(F) _ho, ho
Zn=0 kBT ai T 2 ha)
exp
T ke T

Zavedeme-li obsazovaci €islo

<n>=—exp{ - }1 1

kg T

dostavame pro vnitfni energii obvykly zépis

U =(<n>+%)hw

Pro vysoké i nizké teploty dostavdme oCekavané limitni pfipady
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(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)



ho<ksT = U=k, T ,

3.29
hoskT = Uz%“’ . (3.29)

4. Zareni ¢erného télesa

4.1 Vlastni kmity pole (mody)

V uzaviené dutiné (Gerné téleso) existuje nekoneéné mnoho médh  kmitl
elektromagnetického vinéni, charakterizovanych frekvenci a polarizaci. Kazdy mod se viak
chova jako nezavisly kvantovy linearni harmonicky oscilator.

Zéreni je uzavieno v kvadru o hranach délky A, B, C (objem V=ABC). Kalibraci

zvolime coulombovskou, tj. ve vakuu ¢=0,V-A=0. Potencial (realné funkce) rozloZzime do

Fourierovych sloZzek

A:z&exp(iﬁ-r) , k-A=0, A=A (4.1)
K
pritom
27n
kX:27an k= zn, | kX:27znZ | (4.2)
A Y B C
kde n,,n,,n, jsou cela Cisla. Fourierovy slozky vyhovuji rovnici
d2A -
XL oA -0 . (43)

dt?
Jsou-li rozméry A, B, C zvoleneho objemu dostatecné velké, jsou sousedni hodnoty kK, ,k, ,k,

velmi blizké a mizeme uvazovat o poctu moznych stavll v intervalu hodnot vinového vektoru

Anx=iAkX , Any=£Aky , Anz=£Akz , (4.4)
27 27 27

celkoveé pak

Ak, Ak, AK,
b et Tk S (4.5)

An=An,An An, =V
(27)

Pro pole dostaneme s potencialem (4.1)
ot A dt (4.6)

Celkova energie pole je
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1 L, 1 Y dA d LN o
e:zﬂgoE +—BjdV=22{ d? d? ﬂo(kxg)(kxpt)j. 4.7)

Ho

Jednoduchou Upravou (vyuZziti kalibracni podminky) prepiSeme vyraz (4.7) na

e:vgoz(d;*'-d@+wfﬁt'@j . o =c[ (4.8)

2 dt dt

Rozklad potencialu (4.1) obsahuje jak stojaté, tak postupné viny. Vhodnéjsi pro interpretaci je
rozklad potencialu, ktery obsahuje jen postupneé viny
A= Z[a exp( (k r —a)kt))+ ég exp(—i(IZ-F - t))} . (4.9

Porovnanim (4.9) a (4.1) dostavame
A =d.exp(-iaot)+a  exp(iot) . (4.10)

Dosazeni (4.10) do (4.8) umoziuje ted napsat energii pole jako
¢= ZG- , €. =2V ala -a (4.11)
Obdobné dostaneme pro impuls
- 1= = k €.
P=—{(ExB)dV =) ——K (4.12)
Ho '[( ) ; k ¢
Nakonec zavedeme kanonické proménné
Q; =&V (dexp(-iot) + & exp(iot)) |
3 (4.13)

P.=—im 5V (4 exp(-io,t)—aex p(ia)kt))z Tt
V téchto proménnych mame energii vyjadienu jako energii souboru nezavislych

harmonickych oscilator(i
(4.14)

[

e:}ﬁ“eﬁ , € =E(F”>E2 + ! Q)

4.2 Plancki(v vyzarovaci zakon
Nahradime seCitani pfes mozné mddy integraci (faktor 2 odpovidd dvéma ruznym

polarizanim stav(im)

k dk. dk (47K
2 3 azvju ZVJM. (4.15)
n,,n, (27[) (27[)

NNy,

Pro volnou energii mame tak (nekone¢nou energii nulovych kmitt neuvazujeme)
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Po substituci

X = he k
ke T
dostavame
1 (ksT)'f )
F=— V | In(1-exp|—x]|)x“dx

Po integraci per partes

8

1 (kBT)4 exp[—x] Bdx
Ry (nc)’ le—exp[—x] ‘

0

Pozdéji uvidime, Ze hodnota integralu je
—exp[— J x*dx = z
1-exp[-X] 15

0

takZe koneCné vyjadreni volné energie zafeni ¢erného télesa je

4
__”_ZM\/:_iUT“V ,
45 (nc) 3c

kde o je Stefanova — Boltzmannova konstanta

2 4 4
o= ¥ | X | _5 670400(40)10° Wm 2K
60 #°c” \ hc
Entropie je
__8_F :EO'TSV
or|, 3¢

a vnitfni energie

U :F+TS:£0T4V

C
Specifickeé teplo je
C, ) Loy
or|, ¢

Konecné pro tlak dostdvame
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(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)



COF| 4

L . S T (4.26)
avT 3c

takze
Pvzg . (4.27)

Pocet modil leZicich v intervalu vinového vektoru (k,k+dk) — vztah (4.15) — prepocteme

na interval frekvenci (v v+d v)

2 2
k=2_7z=27zv - k Czlk=87z1/3dv (4.28)
A c Va c
Podle (3.26) je stfedni energie oscilatoru s frekvenci v
hv (4.29)
hv
exp -1
W
takZe energie z&feni jednotkového objemu v intervalu mezi v a v+dv je
2
UvdV=8”Z hvdv (4.30)
c hv
exp -1
“r

Integraci (4.30) pres celé spektrum dostavdme prirozené (4.24) podélené objemem V. Vyraz
(4.30) nazyvame podle objevitele Planckovym vyzafovacim z&konem. Pro pfipad nizkych

frekvenci a vysokych teplot hv<k, T dostavame z Planckova zdkona Rayleighdv — Jeansiv
zakon

2
Uvdv=87zc—3VkBTdv , (4.31)

pro opacnou situaci, kdy hv>k, T Wienlv zakon

8zhv? hyv
U dv= exp| — dv . 4.32
o e w2

5. Termodynamicke zakony

V termodynamice je vhodné uvaZovat o soustavach izolovanych (Zadnd vyména
s okolim), uzavienych (uzavérnou sténou mlze dochazet k vyméné tepla sokolim ) a

otevienych (uzavérnou sténou mlze dochazet jak k vyméné tepla, tak hmotnych Castic
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v v

s okolim). Termodynamické zakony se tykaji soustav uzavienych, nékdy v rozsifeni i soustav
otevienych.
5.1 Nulta véta

Dvé soustavy, které jsou kazda v termodynamické rovnovaze se soustavou tfeti, jsou
také ve vzajemneé termodynamické rovnovéaze.
5.2 Prvni véta

Energie se zachovava. Mnozstvi energie uloZené v soustavé (jeji vnitini energie) se
mize zvétsit o teplo dodané soustavé nebo zmensit o praci, kterou soustava vykona na okoli.

Experimentélné je ovéreno, Ze pro libovolny uzavieny cyklus plati

$(dQ-daw)=0 . (5.1)
Odsud pak plyne existence stavové funkce — vnitfni energie
du=dQ-dw . (5.2)

Ve statistické fyzice jsme definovali zobecnénou silu sdruzenou s parametrem a jako (1.30),
takZe s ni spojenou praci zapiSeme jako
dw =f_do . (5.3)
Neékolik priklad(l podava tento zapis
dW =PdV —cdA-E-dP-H.-dM - gde— xdN . (5.4)
Ve (5.4) vystupuji jako zobecnéné sily P — tlak, o — povrchové napéti, E-— intenzita
elektrického pole, H - intenzita magnetického pole, ¢ — elektrostaticky potencial a p —

chemicky potencial. Jako sdruZené parametry pak V — objem, A — plocha povrchu, P -
polarizace, M — magnetizace, e — elektricky naboj a N — podet &astic.
5.3 Druhé véta

e

Teplo proudi samovolné od mist s vyssi

v v s

teplotou k mistm s nizsi teplotou. Tato
ponékud zjednoduena formulace mé nékolik presnéjSich verzi:
Q) Neni moZné sestrojit stroj, ktery by pfi cyklickém provozu nemél jiny G¢inek
neZ vykonavani prace na ukor odvodu tepla z rezervoaru (Kelvin).
2 Neni moZné sestrojit stroj, ktery by pfi cyklickém provozu nemél jiny G¢inek
nez prevod tepla od chladngjsiho k teplejSimu télesu (Clausius).
3 Zmeéna entropie soustavy a jejiho okoli (nebo zména entropie isolované
soustavy) je vzdy nezaporna a nulové hodnoty dosahuje jen pro vratné déje.

Nebudeme zde opakovat termodynamické Gvahy o Carnotové cyklu, zminime jen ddsledek
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f90
T

dS=dQ

T

odkud plyne pro vratné déje

Pro nevratné déje je

2

3£?r_Q<9st=o N f‘j_r—Q<de=As ,

. rev
irrev 1

tedy obecné pro zménu entropie pfi pfechodu z jednoho do druhého stavu
AS >0

fu A(212 1

adiabata

5.4 Treti véta

(5.5)

(5.6)

(5.7)

(5.8)

Rozdil v entropii mezi stavy spojenymi vratnym déjem jde k nule v limité T — OK.

Jina formulace: Je nemozné dosahnout absolutni nuly kone¢nym poctem krokd vratného déje.

Dusledkem tieti véty je také to, Ze nékteré derivace entropie se limitné blizi nule pro T — 0K

Ve statistické fyzice je entropie definovana vztahem (1.15), ktery znovu napiSeme:

S =—ky > w, Inw,

(5.9)

Je-li nejnizsi hladina systému (energie zékladniho stavu) E,, napiSeme pravdépodobnost

obsazeni k — tého stavu jako
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’ { E Eo:| (5.10)
> exp| -
- ke T
Pro T — 0K dostavame
i E.=E
w, (T=0K)=1g , (5.11)
0 E>E
kde g je degenerace zakladniho stavu. Dosazeni (5.11) do (5.9) dava
S(T=0K)=kglIng . (5.12)

6. Gibbsovo rozdéleni

6.1 Entropie
Rozdélme soustavu na podsoustavy a uvazujme jednu z nich. Pravdépodobnost vyskytu

energie E, ozname w,=w(E,). Pfedpokladame-li kvazikontinudlni spektrum, mizeme
uvaZzovat spojitou proménnou energie E a tedy hustotu pravdépodobnosti jejiho vyskytu

W(E). Oznatme déale T'(E) pocet kvantovych stav(i s energii mensi neZ E. Potom pocet

stav(i s energii v intervalu (E,E+dE) je

dr(E)OIE |
dE 6.1)

Pravdépodobnost nalezeni podsoustavy s energii v intervalu (E,E+dE) pak je

W(E)dEsz—(EE)W(E)dE . 6.2)

Normovaci podminka je

[w(E)dE=1 . (6.3)
Funkce W(E) je jen na velmi malém intervalu v okoli E=E vyznamné odli$na od nuly,
mizeme proto zavést energiovou $itku AE rozdéleni vztahem

W(E)AE=1 . (6.4)
S uvazenim (6.2) pak

w(E)Ar=1 , (6.5)
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kde AT je statisticka vaha makroskopického stavu nami uvaZzované podsoustavy

_dr(E)
~ dE

AT AE . (6.6)

E=E
Entropie je definovana jako logaritmus statistické vahy (tj. poctu mikrostavi v makrostavu
zadaném hodnotami E a AE) nasobeny Boltzmannovou konstantou
S =kg InAT . (6.7)

Podle (6.5) miiZzeme psat

S=—kgInw(E) . (6.8)
Vréatime se ted k diskrétnimu znaceni. Mame

Inw(E,)=a + SE, (6.9)
Proved'me stfedovani

> w, Inw, => w(E,)Inw(E,)=a ) w(E,)+ B8 W(E,)E, =
' ' — —— (6.10)
a+ BE =Inw(E)

Dosazenim ze (6.10) do (6.8) dostavame definici entropie vztahem (1.15)

S=—ky > W, Inw,
2 (6.11)

6.2 Souvislost klasického a kvantového popisu
PFi klasickém popisu mame misto vztahu (6.5), ktery definuje statistickou vahu

makrostavu, vyraz

p(E)ApAg=1 , (6.12)
ktery pro rozdélovaci funkci p(E) definuje objem fazového prostoru ApAq zaplnény

makrostavem. Pro jednorozmérny pfipad Castice v potencidlové jamé zjistime pocCet
mikrostavll z Bohrovy podminky kvantovani
1
— dx=n+y |, 6.13
-—p, y (6.13)
n je celé Cislo a » zlomek v intervalu [0,1/2]. Integrdl je plocha uzaviena klasickou

trajektorii ve fazovém prostoru a n je pocet kvantovych stavli s energiemi, nepfevysujicimi
energii dané fazové trajektorie — tedy hledany pocet mikrostavll. Plochu zapiSeme jako

Ap, Ax, pro soustavu, kterd ma s stupiili volnosti a kdy zna¢ime objem fazového prostoru

jako ApAq dostavame statistickou vahu makrostavu a entropii
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ApAqg

(2zh)

ar=2P24 gy i (6.14)

(2zn)
6.3 Gibbsovo rozdéleni
UvaZzujme o soustavé Ssenergii E vrovnovaze s reservoarem S’ senergii E' jako

jednom celku se zadanou energii E. Potom pro né plati mikrokanonické rozdéleni
dw=konst§(E+E’—E(O))dFdF’ . (6.15)

Zajima nas pravdépodobnost toho, Ze celek se nachazi v takovém stavu, Ze soustava S je v

urCitém kvantovém stavu (mikrostav) s energii E,_, ale reservoar je v makrostavu se

n!'

statistickou vahou AT, ktera odpovida neurcitosti energie AE’. Bude tak

dr'(g’
dr=5(E-E,)dE , dF’=#dE’:L,exp is’(E’)dE’ . (6.16)
dE AE Ke
Dostavame

_ 1 1 © _
w, _konstjjAE/ exp{—s’(E’)}d(E—En)d(EWLE’—E° )d EdE’ =

kB
1 1
konst exp| — S’ (E’

Vzhledem k velkému nepoméru energii EQ a E, mlzeme v Taylorové rozvoji entropie

(6.17)

0
E'=eO_g,

v v oW

ponechat jen nejnizsi Cleny

ds'(E’)
HEO _ ~c/(g0@)_
s'(EV-E,)=s'(E") T i (6.18)
g/ =
Protoze
ds'(E’
&) L (6.9
dE T
E'=g®
dostavame pro pravdépodobnost w,
1 E E
W =—exp| —— , Z=) exp| ——- , 6.20
-go | - 2T 620

kde konstanta je urCena z podminky, aby soucet pravdépodobnosti byl roven jedné. Tento
vysledek poprvé odvodil J.W.Gibbs (1901). Rozdéleni (6.20) se nazyva Gibbsovo nebo také

kanonické.
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V kvantové teorii jsou pravdépodobnosti w. vlastnimi hodnotami pfislusSnymi

vlastnim vektordim |n) statistického operatoru W (Zast&ji nazyvaného matice hustoty)

W:Zn:|n>wn<n| .

(6.21)
Stfedni hodnotu operéatoru F pocitame jako
<If>:Tr{ Av“v} =>"w, (n|F|n) .
n (6.22)
V klasické statistice s rozdélovaci funkci
_ 1 .| E(p.9)
pw””‘z“{ T },
, (6.23)
Z :J exp{——E(p’q)}dF : sz—d pdqs

je stfedni hodnota fyzikalni veli¢iny F dana vztahem

<F>=I/p(p,q)F(p,q)dF : (6.24)

Carka u znacky statistického integralu vyznacuje, Ze musime integrovat jen po té oblasti
fazového prostoru, ktera popisuje fyzikalné odlisné stavy. V pripadé statistické sumy tento
problém nemohl nastat, seCitalo se pravé jen pres rlizné stavy. PFi vypocltu statistického
integralu je mozné rozSifit oblast integrace na cely fazovy prostor zavedenim néjakého
opravného faktoru. Napriklad pro soustavu tvorenou N stejnymi atomy mlzZeme integrovat

pres cely fazovy prostor, podélime-li integral po¢tem moznych permutaci, tj.

/ 1
j“urz—-“ur . (6.25)
N!

6.4 Maxwellovo rozdéleni
Pokud je mozZno pro klasickou soustavu vzajemné neinteragujicich astic zapsat energii
jako soucet Kinetické energie, ktera je funkci pouze hybnosti a potenciélni energie, ktera je

funkci pouze soufadnic

E(p.G)=T(p)+U(d) . (6.26)
mUzeme nezévisle sledovat rozdéleni v obou veli¢inach
1 T(P) | s T(P) | s
dw, =—exp| ———= |d , Z=|exp|——=|d 6.27
=7 Xp{ kBT} P P ke T P (627
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(6.28)

e o fof 3

U ld*q

(

dw, —iexp -——
Tz ko T
Maxwellovo rozdéleni popisuje rozdéleni rychlosti v nerelativistickém pripadé, kdy je
(6.29)

mozno Kinetickou energii zapsat jako
=\ _ ﬁz _ 1 2 2 2\ _ 1 2

T(p)_ﬁ_ > m(VZ +v2+v) =>mv
PFi vypoctu normovaci konstanty dochazime k integraliim (predpokladame o >0)
=[x exp[—arx]dx =— (”—”j . (6.30)

0 ZaT 2

(6.31)

Pro rozdéleni kartézskych sloZek rychlosti dostdvame tak
2 2 2
Vo+VE+V
4 y)}dvxdvydvz :

3/2
m
dw, = m exp| — (
27k T 2k, T
(6.32)

pro rozdéleni velikosti rychlosti
m mv?
dw, =4~ exp| — vidv
27k, T 2k, T

6.5 Rozdéleni pro linedrni harmonicky oscilator
Energie linearniho harmonického oscilatoru je
p2 ma)Z q2
6.33
E(p.a)=o 4 (6.33)
(6.34)

V klasickém pripadé dostaneme tedy pro hybnost Maxwellovo rozdéleni
1 p’
d dp , =———eXp| —
W, =p(p)dPp A(P) (2zmk,T) p{ 2kaT}
a pro souradnici obdobny tvar
m )V mao’ o
dw, = dq , = exp| — 6.35
=rla)da . p(a) w(zzszTj p{ 2k T } (6.35)
(6.36)

2o

V kvantovém pfipadé musime pocitat se statistickym operatorem
ho || h
2 [n)exp
kB

{pr{_

v soufadnicové nebo impulsové reprezentaci. SpoCteme-li v souradnicové representaci dw

dostaneme vzhledem k symetrii hamiltonianu rozdéleni dw_zaménou gq— p/(m a)) Méame

tedy
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o) =(al ) ~[1-0] 12| |-Gl 2 o) -

n=0 B

(1—exp{—£a;D§exp{—n }hn(q)h;(q)

VInové funkce harmonického oscilatoru jsou reainé, v (6.37) miizeme sumu psat jako

X ho | ,
fznz_(;exp{—nk T}h” (q) . (6.38)

B

(6.37)

ho
kg T

Pro vypocet (6.38) existuji rlizné metody, zde vyuZijeme vyjadieni operatord souradnice a

hybnosti pomoci kreacniho a anihilacniho operétoru. V soufadnicové representaci mame

2
qhn(q){%j/ (. (@) + (n+2) h,., (a)] -
dh, (a) :[mwjﬂ{ni/? h, . (q) - (n+1)"* hn+1(q)} o
dq 2h
Nyni spocteme vyraz
[Lj”ﬂz
2me ) dg (6.40)

Zexp{—n }n”z hnl(q)hn(q)—Zexp{—n
n=1 kB T n=0
Z&ména s€itaciho indexu v prvnim ¢lenu n—n+1 vede k

12
/) df hiw d

— | —=<exp|— -1 exp| —n

(mej dq { p{ kBT} }"25 p{

Obdobné spoCteme

(252) at - fonl 02 |l S 02 0t o (a) - 642

B n=0 B

}(nﬂ)“ (a1, (0)

ho
kg T

k’“ﬁ’r }(njtl)whml(q)hn(q) . (6.41)

Porovnani stejnych sum v (6.41) a (6.42) dava rovnici

af [ 2Moenn 22 gt =0 . (6.43)
dq h 2k, T
Resenim rovnice (6.43) je
maw ho
f = konst-exp| ———tanh 2. 6.44
p{ h (ZKBTJq } ( )

Konstantu volime tak, aby vysledné rozdéleni bylo normovéno na jedni¢ku. Dostdvame tak
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2
dw, = M tanh ho exp M anh ho q° [dg . (6.45)
xh 2k, T h 2k, T

Pro rozdéleni hybnosti mame pak

2
dw, = ! tanh ho exp| — ! tanh ho p>ldp . (6.46)
TMhao 2k, T mhw 2k, T

V limitnim pFipadé nizkych frekvenci a vysokych teplot

(6.47)

ha)<<kBT:>tanh( ho J ho

%
2k, T ) 2k, T

dostavame klasicky vyraz (6.35)

y2 2 2
dw, =@ m exp _Mmaw' g dq . (6.48)
27k T 2k, T

V opacném pfipadé vysokych frekvenci a nizkych teplot

ho>k,T :tanh(zthj—ﬂ (6.49)

B

dostdvame rozlozeni, dané kvadratem vinové funkce kvantové mechanického zéakladniho

stavu

12
maw maw
dw, =| — | exp|———¢q® |[dg=h(q)dq . 6.50
; (mj p[ hq}q b (a)dg (6.50)

7. Termodynamicky potencidl

7.1 Gibbsovo rozdéleni s proménnym poctem ¢astic

UvaZujme o soustavé S s energif E a N &asticemi v rovnovaze s reservoarem S’ s energif

E’ a poétem &astic N’ jako jednom celku se zadanou energii E” a poétem &astic N @ Potom

pro né plati mikrokanonické rozdéleni
dw:konsta‘(E+E’—E(°>)drdr’ . (7.1)

Zajima nas pravdépodobnost toho, Ze celek se nachazi v takovém stavu, Ze soustava S je v

urcitem kvantovém stavu (mikrostav) s energii E, ,, ale reservoar je v makrostavu se

statistickou vahou AT, ktera odpovida neurcitosti energie AE’. Bude tak
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dr=5(E -E,, )dE ,

dr'(E’,N® -N (7.2)
dr’ = ( , )dE’z L exp is’(E’,N(‘J)—N) dE’
dE AE ke
Dostavame (neurcitost energie AE’ ted zahrneme do konstanty)
w, , = konst | | exp is’(E’,N(‘”—N) 5(E-E,)s(E+E -EV)dEdE' =
‘- (7.3)

konst expL(i

S’(E(‘J)—EHN,N(‘J)—N)}

B

Vzhledem k velkému nepoméru energii E© a E_, a pottu &astic N© a N miizeme v
Taylorové rozvoji entropie ponechat jen nejnizsi ¢leny

§'(EV-E,y N -N)=

oS’ (E',N’ oS’ (E',N’ 7.4
s’(E(°>,N(°>)——( , ) E. S(EN) , ) N . (74)
ok g/ =g oN g/ =g
N/=N© N/=N©
Protoze
gg_4E PdV _wdN (7.5)
T T T
dostavame pro pravdépodobnost w,
Q+uN-E,,
W, =expl ————— | 7.6
N p{ T } (7.6)

kde jsme zavedli termodynamicky potencial Q tak, aby soucet pravdépodobnosti byl roven

] o

jedné

DD w, =1 = —k TInZ(exp{ }Zexp{

N n

7.2 Neinteragujici kvantovy plyn
Termodynamicky potencial je

exp{ } Z p{ k‘;“} . (7.8)

Pro neinteragujici plyn mizeme se€itat jednocasticové hodnoty, tedy

E, =ng+ne,+- , N =n+n,+--- (7.9)

Stav je urCen souborem
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{n,n,,...} . (7.10)
Je tak

EXp{_kQT}: 5 exp{ n1<91+n252+~~-—y(n1+n2+~-)} | (7.11)
B {m,ny,..}

Pro bosony

1 1 (7.12)

a pro fermiony

(7.13)

v v s

£,=0. Chemicky potencial fermion(i m(ize mit obé znaménka, chemicky potencial klasickych

¢astic s Boltzmannovou statistikou ma vzdy (velkou) zapornou hodnotu.
Logaritmujeme (7.12) a (7.13) a dostaneme pro termodynamicky potencial bosonoveho

a fermionového plynu

Q < &, — U Q, = &, — U
=) In| 1-exp| —2—— , =—>» In| 1+ exp| —2 , 7.14
kg T Z{ ( p{ kg T D kg T Z‘ ( p{ kg T ( )

kde se sCita pres jednoCasticové energiové hladiny.

7.3 Vztahy mezi termodynamickymi veli¢inami
Uvazujme vnitfni energii U, (Helmholtzovu) volnou energii F a (Gibbsovu) volnou
energii @ . S prihlédnutim k aditivité veli¢in mame
U=Nf, (i,ij , F=N fF(l,Tj , ®=Nf,(P,T)
NN N (7.15)
Pro diferencialy plati

dU =TdS-PdV +udN ,
dF=-SdT -PdV + zdN (7.16)
ddo=-SdT +VdP + «dN
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Ze (7.16) a (7.15) plyne, Ze nejjednodussi vyjadreni chemického potenciadlu médme z Gibbsovy

volné energie

u=220 2 (7.17)
ON|,. N
Termodynamicky potencial Q souvisi s volnou energii F vztahem

Q=F-uN=F-®=-PV |

takze
N= 0 _\ P (7.19)
Oy Oy

Vratime-li se ke vztahtm (7.14), dostavame
1

1
Ny =) . N =) (7.20)
a & _/»l a & _/,l
exp| -2 |-1 exp| —2 +1
kg T ke T
7.4  Klasicka limita
PFi pfechodu ke klasické limité pfedpokladame, ze
Ea— M
exp| ——4— |1 . 7.21
i oo
Potom mizi rozdil mezi Fermiho — Diracovym a Boseho — Einsteinovym rozdélenim. Mizeme
psat
U & U g
Q~—k,Tex exp| ——2 , N ~=ex exp| ——2 . (7.22
B T R
Je tedy
=k, TIn izexp _ fa Q=-k, TN (7.23)
A5 TIN S kT o0 |
Volna energie je
e £
F=Q+uN=-k, TNIn| =—>» exp| ——2 . 7.24
H B ( N Za: p{ kT }j ( )
S aproximaci
INnN!~ N InE (7.25)

e
mizeme vyraz pro volnou energii (7.24) zapsat jako
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D . (7.26)

To je pravé vyraz, ktery vznikl pFibliZnym odstranénim nasobného zapocteni stavd, lisicich se

—k;T1n [Zexp{

N!

pouze permutaci ¢astic.
7.5 Fermiho a Boseho plyny elementarnich ¢astic
Jsou-li energiové hladiny blizko sebe, miizeme od sumace prejit k integraci

1) 2 e 0= D1 ()l )ae,

8a+1 & (7.27)

'[ f(e)p(e)de
K dal$im vypoctim potfebujeme znét hustotu stavli p(¢&). VInova funkce volné Castice
uzaviené v krychli o hrané L (tj. ma nulovou hodnotu na sténach) je
w ~sin(k, x)sin(k, y)sin(k, z)

n
kX:nXﬂ ko= v ’ kZ:nZﬂ ’
L YL L

(7.28)

pfitom uvazujeme jen prirozena Cisla n,,n ,n, e N(nesmime pocitat fazi se lisici stavy

vicekrat). Pro velmi velké L mlZeme opét prejit ke spojitym proménnym, pocet stavi

v elementu d*k je
.- (LY .-
p(k)dsk:(—j d3k
VA

Soznatenim L*=V pro objem piejdeme koneEné Kk vyjadieni potiebné hustoty stavil

(7.29)

v zavislosti na energii
/2

Vo V ® o - Y , dk
;J'd k—?Jd(plstmHJ'dkk = dE(Z”)347zk 1E (7.30)

0

Pro vyjadreni hustoty stavil (g=2s+1 je spinova degenerace)

p(E)=

gV 4 k2dk

potfebujeme tedy dispersni relaci k =k(E). Pamatujme na to, Ze naS vypoCet budeme

provadét pro tfirozmérny prostor. Postup pfi jinych dimensich je oviem stejny.
Mlzeme ted napsat integral pro termodynamicky potencial (horni znaménko pro
bosony, dolni pro fermiony)
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k?T _ ijd Ep(E)'”(leexp{_i;TﬂD

PFi vypoctu jako prvni krok provedeme integraci per partes, takze

1

E
=— dE| | p(e)de
ke T ke T {EI (¢) prEy o
ko T

B

Nerelativisticky vztah mezi energii a vinovym vektorem

e MK _mENT dk_1fm )"
2m h " dE #nl\2E

dava hustotu stav

E
p(E) =229 (omE)” !p(a)dg:§4”gv (2mE°)"

(27[?1)3 (27[?1)3
Relativisticky vztah pak
12
E=(m2(:4_4_hzk2cz)j/2 k=w %=i E
’ hc ' dE hc(Ez_mzC4)V2
dava hustotu stav(i
2 2 4)Y2 2 2 4\¥2
p(E)=2 SIS Tﬂ(f)dg:l%gv (Eme)
(27h)’ ¢’ e 3(2zn) ¢’
Nakonec jesté extrémné relativisticky vztah
E=nkc , Kk _E : dk_1
hc dE #c

vede k hustoté stavl

4z gV E? <
p(E):(Zﬂgh)s? ’ .([/0(8) ¢ 3(27[?1)3 c?

Pro nerelativisticky pfipad mame

8

Q  4zgV (2mk,T)* i X2
- 3
T (27h) 3 expl x— |31
0 kg T

a pro extrémné relativisticky pfipad
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8

Q  4zgV (kT X3

= s | dX . (7.41)
T (2zh) 3c exp{x_ # }71
o kg T
Definujeme funkce
B(y):LjolxLl R (y)=— jdx S (7.42)
" r'(n) eV -1 " r'(n) eV +1
0 0

S jejich pomoci miiZzeme napsat pro bosony a fermiony v nerelativistickém pripadé

Q, gVv 32 Y7,
= 27mk, T)" B ,
ke T (27[71)3( ’ ) z(kBTj
o (7.43)
C o YV 2amk, T F{ 4 j
kBT (27[?1) 7 kBT

a v extrémneé relativistickém pripadé

3 Q 3
Qb — 87[9\/3 (kB-SI.—) 84( H j ’ f — 87[9\/3 (kB-SI.—) F4( H j ) (744)
kg T (z,zh) o kg T kg T (z,zh) o kg T

Pro rozdéleni podle energii mame pro bosony a fermiony

E)dE
AN, =—2 (E) , (7.45)
exp E-u ¥l
ke T
takZe pro nerelativisticky a extrémneé relativisticky pfipad
12
azgv (2m°E) dE 4rgV 1 E2dE
d NE = 3 = , £ = 3 ? = (746)
(27h) exp| —#|+1 (27h) exp| = #+1
ke T ke T

Celkovy pocet Castic v plynu dostaneme integraci (7.46). Pro nerelativisticky pfipad mame

gV 32 y7;
N, = 2zmk, T)" B ,
b (27[?1)3( B ) g(kBTj

(7.47)
gVv 32 M
N, = 27mk, T) " F
f (27zh)3( 1) i(kBTj
a pro extrémné relativisticky pfipad
8zgV (k,T) 8zqgV (k,T)
N, = ”93(53)5{”j . N, = ”93(53)5[”} . (7.48)
(2zn) ¢ ke T (2zn) ¢ ke T

V/nitfni energii pocCitame jako
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U:jEdNE . (7.49)
0

Pro bosony a fermiony v nerelativistickém pfipadé dostavame

Y, _3_9V _(27mk,T)" BS[ H j ,
2

ke T 2 (27h ko T
J 3(7;) ° (7.50)
L2 9% (27mk, T F,| £
k. T 2 21 h Lk, T
B (27 n) 2\ Kg

a v extrémneé relativistickém pripadé

3 3
Ub :247[9\£ (kB-SI.—) B4 H ’ Uf :247[9\3/. (kB-SI.—) F4 H ) (751)
kg T (z,zh) o kg T kg T (z,zh) o kg T

Porovnanim vztahd pro termodynamicky potencial a vnitfni energii vidime, Ze jak pro
bosony, tak pro fermiony plati v nerelativistickém pfipadé

pV =§u (7.52)

a v relativistickém pfipadé

oV =%u | (7.53)

7.6 Poissonova adiabata, stavova rovnice

Pro klasicky idedlni plyn s konstantnim specifickym teplem Ize odvodit tzv. Poissonovu
adiabatu. Uka&Zeme, jak pro nerelativisticky kvantovy plyn odvodime stejné vztahy bez
pfedpokladu konstantniho specifického tepla, pouze z vlastnosti termodynamického
potencialu. Ten je mozno zapsat jako

Q
o p=TY 1, (ﬁj

v T (7.54)

Je tedy Q/V homogenni funkci teploty a chemického potencidlu fadu 5/2. Obdobné o
entropii vztazené na jednotkovy objem S/V a o hustoté Castic N/V plati, Ze jsou to
homogenni funkce teploty a chemického potencialu Fadu 3/2, nebot’

_ Oqaeg (M) e LA e fs(ﬁj ,
2 T T (7T T

o (7.55)
N 10Q __ T2 fé(ﬁj:-rs/z fN (ﬁj
T,V T T

Podil S/N je homogenni funkce teploty a chemického potencialu fadu 0

S 10Q

V VT

\Y V ou
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ol f)
N SN+ !
N T (7.56)

takZe pri adiabatickém procesu (S =konst, N =konst ) musi byt i podil x/T (a tedy i kazda
jeho funkce) konstantni. TakZe ze (7.55) a (7.54) plyne pro adiabaticky déj
V T2 = konst PV*? = konst

, (7.57)
Rovnice (7.43) po dosazeni Q=—PV
g 3/2 5/2 Y7
P = 2zm k. T) B ,
b (27[71)3( ) ( B ) z(kBTJ
4z (7.58)
P e (T e
T 2\ "B
a rovnice (7.47)
gV 32 y7;
N, = 2zmk, T)" B ,
; (27zh)3( =) i[kBTj
oV (7.59)
N, = 27zka3/2F[”J
f (27zh)3( oT) Sk T

davaji stavové rovnice bosonového a fermionového plynu v parametrickém tvaru

(parametrem je chemicky potencial p). Za predpokladu exp[y/(kBT)]«l mliZzeme potiebné

funkce Bn(y) aF, (y) analyticky aproximovat. Pro bosony dostavame v prvnim pfibliZzeni

R _ 9 H 1 H
=——eX 1+ —ex ,
ke T A3, p{ kBTM 2%? p{kBT
Nb

(7.60)
g U 1 H
— =—8X 1+ ex ,
Vo g p{kBTM 2% p{kBTD
kde jsme oznacili de Broglieho vinovou délku tepelného pohybu
12
2’
Ay {m’; Tj . (7.61)
B
Pro fermiony méme podobné
P _ g 2 1 H
=——8x 1-—ex ,
ke T A3, p{kBTM 2% p{kBT
(7.62)
N, g i 1 Y7,
—=—8X 1- ex .
VoA p{kBT}[ 2%? p{kBT
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Vyloucime-li ze (7.60) resp. (7.62) parametr, tj. chemicky potenciél, dostdvdme stavové

rovnice. Pro bosony

B 1 N, A,
BV =NkT [1— YR . T (7.63)
a pro fermiony
1 N, A
Pf V = Nf kBT(l_i_ﬂTB (764)

Kvantova oprava vede k tomu, Ze tlak u fermionl je o néco vyssi, u bosont o néco nizsi nez u

klasického idealniho plynu.

8. UZiteCné integraly
8.1 Gama funkce

Gama funkce je definovana integralem

r(z)=[e'tdt | 9(2)>0 . @®.1)
0
Prosté integrace per partes dava vztah
I(z+1)=z2I(z) . (8.2)
Substituce t—t* vede k integralu
F(z):ZTetztz”dt . (8.3)

0

Dosazeni z=1 do (8.1) a z=1/2 do (8.3) vede na znamé integraly
r(1)=[etdt=1 , r&j:zje“ dt=+/z . (8.4)
0 0

Pomoci vztahu (8.2) mlzeme ziskat hodnoty gama funkce pro dalsi kladné celoCiselné a
polocCiselné hodnoty n resp. n+1/2. Faktorial je tedy vyjadren pomoci gama funkce jako
nl=r(n+1) . (8.5)

Pro velké hodnoty n je Inn! vyjadfen Stirlingovym vzorcem. Mame
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n!:Texp[nInt—t]dt = Texp[nln(n+x)—n—x]dXz
0 -n

o (8.6)
exp[ninn—n] J exp{—% xz}d X = (2n7z)]/2 exp[ninn—n]

Po zlogaritmovani dostavame

In(n!)znlnﬂ+%ln(2n7z) (8.7)

e
Obvykle se v aproximaci zanedbava druhy ¢len na pravé strané (8.7). Jak dobra je aproximace
Stirlingovym vztahem ukazuje nésledujici tabulka.

n In(n!) (8.7) |nlIn(n/e)
10 15,104 | 15,096 | 13,026
100 | 363,739 | 363,739 | 360,517
1000 |5912,1285912,128 |5907,755

8.2 Fermi — Diracovo a Bose — Einsteinovo rozdéleni pro degenerovany plyn

PFi vypoctech charakteristik degenerovaného plynu fermion( se vyskytuji integraly typu

(8.8)

0 (8.9)

PTi pocitani jsme vyuZili Gpravy

iki

k=1 |1 21 1

=1 e 1 .
(2|)””sz_””_z.=1(2|)””z(l_2

Podobné pfi vypoctech charakteristik degenerovaného plynu bosonll se vyskytuji integraly
typu

e

k=1

(8.10)

1=1
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['e]

mel
I =
J(m)= [

0

Takeé zde rozvojem zlomku v integrandu dostavame

} = ml—x—kx ml—kx_
[ - ;! ZIdxx =

k=1¢

Mame tedy

Integrél (8.11) pro m=1 diverguje.

8.3 Prechod Fermi — Diracova a Bose — Einsteinova rozdéleni na Boltzmannovo

(8.11)

(8.12)

(8.13)

(8.14)

(8.15)

Pfedpokladame, ze (4 ma velkou zapornou hodnotu), Ze exp[ z/(k, T)]<1. Potom

mlZeme upravit funkce zavedené v (7.42) na
j jdtt” !
0
1

Zexp kx—T dtt" " exp[-kt :i [k J
0

F(n =

a obdobné
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['e] ['e]

1 "t 1 et
F.(x)= dt = det"? =
”(X) F(n)j e +1 F(n)j 1+e*t
0

0 (8.17)
jdtt”lexp kt]= z eXp[kX]

Prvni ¢len Ffady odpovidd Boltzmannovu rozdéleni, oprava vdruhém c¢lenu ma rdzna

i(— ““exp kx]

k=1

znaménka pro bosony a fermiony. Snadno ovéfime, Ze

dB ” *
n+1( )_ 1 tni t71 dt:— 1 ni t71 dt:
dx r(n+1)J, dx{e™-1 nC(n)), dtle™-1

t=00 @© (818)

S A
nC(n)e™-1

t=0
obdobné pro fermionovy integrél. Mame tak vztahy

dBn+1( )_ an+1( )_
Sl op ) R () .19

8.4 Eulerova — Maclaurinova sumacni formule

Eulerova — Maclaurinova sumacni formule v obecném tvaru je

( (2i-1) )_ f(2i71)(0))+ R, . (8.20)

N-1

Ef )+ > 1 ( =jf dx+z

n=1

V tomto vztahu R, je zbytek
N
= [ Byt (%) £V (x)dx (8.21)
0

a B, jsou Bernoulliova Cisla a B, (x) jsou periodické Bernoulliovy funkce s periodou jedna.

Na intervalu [0,1] mlzeme Bernoulliovy funkce zapsat jako polynomy v symbolickém tvaru

def

Bk(x):%(x+ B) , B'=8 (8.22)

a Bernoulliova Cisla jsou koeficienty Taylorova rozvoje

X =B, . d" [ x
=Y 22x" = B =—H0—
e -1 £ dx"\ e* -1

(8.23)

x=0
Mame B,=1,B,=-1/2,B,=1/6,B,=-1/30...Pro liché indexy je B, ,=0 pro n>1.
Podstatnou vlastnosti Bernoulliovych funkci je

d Bk+1 (X)

ix =B, (x) (8.24)

B (X)=
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a Bernoulliovych polynomd

BZk

B, (0)=B,, (1)=m

o
N
=~
+
=
—_
o
~
I
o
N
=~
+
=
—~~
[N
~—~—
I
o
=~
I
o
I
N

(8.26)

Pro nekoneCnou fadu a prvni aproximaci dostavame za samoziejmého predpokladu

f (x—o0)— 0 dostatecné rychle pfiblizny vztah

9. Idealni (nerelativisticky) Boseho — Einstein(iv plyn

9.1 Termodynamicky potenciél, hustota a vnitini energie

(8.27)

Odvodili jsme nasledujici vztahy, jejichZz zéapis se velmi zjednodusi zavedenim vinové

délky de Broglieho viny tepelného pohybu

2212\
A =(kaTj

Mame tak
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N g y7;
—_—-2B , 9.2
- dolis) 7
3gV Y7,
U=—="-k,TB
e

= exp|kx
B,(x)=Y p[n I (9.3)
o K
Chemicky potencial mdzeme v principu ziskat z vyrazu
H 1.3
B =—Ap . (9.4)
i(kBTj 9
Energie na jednu Castici je
U 3 B{kﬂTj
UZW:_kBT 2 B . (95)

®

2 kB T

Je-li vyraz na pravé strané rovnice (9.4) mnohem mensi neZ jedna, je mozné vzit pouze prvni
Clen rady (9.3), takze

U U
n[kBTj exp{kBT} ( )
a tedy
3
“ zun(m’j | (9.7)
ke T 9

Energie na jednu ¢astici ma pak klasickou hodnotu

u zngT | 9.8)

Vezméme za priklad idealni klasicky plyn za standardnich podminek — pro ur€itost N, . Do

vztahu (9.7) dosadime

2/3 B 2/3
N 6,02.10% mol ™
=1, pP=|—A| == =8,97.10°m™” |
: o (v j [2,24.102m3mo|1j

ke T =(1,38.10°JK™)(27316K)=3,77.10"] , m=4,68.10"kg

(9.9)
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a ©=1,05.10"*Js a dostavame tak

A =19,81pm k”T=—15,38 = u=-0,36eV . (9.10)

B
Opacny extrém vidime pfi parametrech pokusu s parami sodiku, kdy bylo

g=1, p=2510"m? |, T=10'K , m=38210"kg . (9.11)
V tomto pfipadé je A, =114 puma prava strana rovnice (9.4) je pak priblizné 3,77, zatimco
leva strana mize dosahnout maximalni hodnoty pro chemicky potencial rovny nule, tedy

BS(0):§(—j:1+%+i+-~-i2,612375349 . (9.12)

33/ 2

Kde vznikla pri odvozovani vyrazli chyba? Zjevné existuje kritickd hodnota teploty, kdy pfi
dané hustoté poctu Castic chemicky potencial dosahne své maximalni, tj. nulové hodnoty.

Tuto kritickou teplotu ziskdme pro danou hustotu ¢astic dosazenim =0 do rovnice (9.4)

o7 w (N nt (N
T = . ( J =3,3125 (—j (9.13)
[((3/2) kem\ gV kem\ gV

neboli
3/2
N[lj =g(§jﬂ . (9.14)

Naopak pri dané teploté existuje kriticka hustota

0 =——= 9.15
c as ( )

9.2 Boseho - Einsteinova kondensace
Pro teploty niz8i neZ kriticka, tj. pro T <T, nemlze byt pfi nulovém chemickém

potencidlu v intervalu energii 0<&<oo v8ech N Castic soustavy, ale jen

3/2
N(g>0):(Zi\/h)s(ZzzkaT)s/z((gj:(lj N (9.16)

Zbyvajici ¢astice musi byt nahromadény — kondensovany — na hladiné £=0

N(£=0)=N - N(£>0)=N {1&1}/} . (9.17)

c

Chyba byla ve vztahu (7.27)
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(a+l)-a
f - 1~ %)™ f a a A a
Za: () Earr — &4 (6 =22) Z (@)pla)ra = (9.18)

.[f(g)p(g)dg :
kde jsme predpokladali, Ze pro velmi husté spektrum energii je mozno prejit od sumace
k integraci. To implicitné predpoklada, Ze se vzristajicim poc¢tem energiovych hladin Gmérngé
tomu klesé jejich obsazeni. V pfipadé Boseho — Einsteinovy kondensace se to vSak netyka
zakladniho stavu (jehoZz energiovou hladinu jsme zvolili jako nulovou). Vratme se tedy

k diskrétnimu zapisu vztahu (7.20)
N=>n, , n= ! : (9.19)
ot exp| 24| -1
ke T

Tady vyjmeme ze sumy zékladni stav s ¢, =0, takze

N:N(g:0)+N(g>0) , 1 —>N(g=0) ,
exp{_ﬂ}l
kg T (9.20)
e Vv
e0=Fn > N0 =T L)

ZapiSme ted pohromadé vztahy pro teploty T<T, a T>T,. Vyraz pro tlak (tedy stavova

rovnice) vychazi ze vztahu Q=—PV , vyraz pro entropii a specifické teplo ze vztah

0Q 0S
g-_9< , C, =T= (9.21)
aT |,y T |y
a vyraz pro volnou energiiz F=U -T S=Q+ N . Bereme v Gvahu, Ze
dB,.,(X)
9.22 2’ -B
(922) i -8
a
2
d(S,N) oN
as| _a(s,N) _o(T.u) _es| \9TL) (9.23)
oTl, o(T.N) o(T.N) oT| ~ oN| '
8(T,y) ol

Méame pak pro potencidly vyrazy



\4 M
N=g—B =0
g 7 i(kBTj :
k, TV U ko, TV (5
O —g-2_—B —g-¢& =
vE z(kBTj w3)
3 Vv 3 vV _(5) . (9.24)
U EngT_sBs £ -9 BT_sé,(_j
2k, T 2 272
5 \Y; 7 V u yr 5 v (5)
S Zgk,— ~g—%B 2
297 z(kBT T i(kBTj 297712

a pro specifické teplo

Hk, T
Dok, L, | A |- gk, N2l 77,
CV_4 222 kT ) 4 B[ﬂj ©.25)
ke T |
15V (5
Z kag(Ej T<TC

VSechny potencialy, jakozZ i specifické teplo jsou spojité pfi T =T,. Vyrazy pro T <T_ snadno
pfepiSeme pomoci vztahu (9.14) na tvar explicitné zvyraziujici charakter teplotni zavislosti.
Pro T >T se spokojime s aproximaci pro ||—0, aproximaci pro velké hodnoty || jsme jiz

vidéli ve vztazich (9.6) a (9.7). Porovnanim vztah( (9.4) a (9.14) mame

3/2
)42

S oznagenim x=|u|/(k; T ziskdme chemicky potencial vypo&tem limity x—0 vyrazu

3
BS(_x)_gU .
lim—2 2 = lim 1 Jﬁ/{ L }dt =
/2 e 1

x—0 xY2 x—0 F(Sj Hx_1 el
2)7 9.27)

[e]

- 2X ]/2 1 1 _ 2 ]/2 1 1 _ ]/2
i th Lx(t*l)—l_eXt—Jdt ‘th TI
0

0

Dosazenim (9.27) do (9.26) pak
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2
3
HZH TV
£ {1—( j } . (9.28)
PrepiSeme ted tabulku (9.24) na

3/2
Q=N kBT(TLJ —a+pO(T-T,)

c

e ]
s [ il
1)

S=Nk,| - §a__ﬂ®(T -T,) 3/2 2 %)
BT 2
5 3
4() { )]
SN G I ¢ B i 0] I
T, 43) 4
2
kde ©(T -T,) je Heavisideova funkce
1 T>T,
O(T-T,)= % T-T . (9.30)
0 T<T,

Konstanty o a 3 jsou priblizné rovny jedné poloviné (¢=0,514, £=0,543). Specifické teplo

pocitame opét jako

0S
9.31
oT |, (9:31)
a dostavame
TV [15 9 T Y
=Nk,| — —a——pO(T-T)1-|= . 9.32
(i et J{ G e
Pro teplotni zavislost specifického tepla dostavame pak
Nk, (T [45 27 T Y
G Nk [T) )45 27 po7o1) 1{_0} . (9.33)
oT |+ T T, 8 8 T

Tato veliina uZz ma nespojitost v T =T,

o1



Nk,

Sl 7140~ (15T -0)2-367 (9.34)
oT |1 oT |+ T,
9.3 Fazovy prechod para - kondensat
Zatneme se vztahem pro chemicky potenciél vyjadfeny jako funkce teploty a tlaku
S Vv

dy=-sdT +vdP , s=— |, v=— |, 9.35
H N N (9.35)

odkud pro specifickou entropii a specificky objem plyne
s=_o# |, _0u (9.36)

aT |, oP|.

PFi rovnovaze dvou fazi musi se rovnat jejich chemické potencialy, tedy
M(P,T)zyz(P,T) . (9.37)

Tato rovnice urCuje tlak jako funkci teploty, takZe pfi derivaci (9.37) podle teploty mame

T,P T,P
w(T.P)_dw(T.P) _ om|  om| dP _om| om| dP o0
dT dT oT|, oP|.dT aT| ~oP| dT
S vyuzitim (9.35) pak dostavame Clapeyronovu — Clausiovu rovnici
dP q
—=———, q=T(s,-5,) . 9.39
dT  T(v,-v) 9=T(s:-%) (9:39)

V rovnici (9.39) q je latentni teplo pfechodu z faze 1 do faze 2. | za obvyklych podminek
byva specificky objem pary podstatné vétsi nez kapaliny, v naSem pfipadé je rozdil extrémni.
PFi teploté T <T, je poCet Castic v plynné fazi dan vztahem (9.16), tj. N,=N(T/T, )3/2. Ze
vztahll (9.29) je vidét, Ze pouze Castice v plynné fazi maji nenulové specifické hodnoty

=+ __ vV 1 . S__ S S, (9.40)

27N, N(Tjs/z 2
T

c

takZe prava strana rovnice (9.39) je (5/2)ak; p,. Opét podle (9.29) (pfipomefime P=-Q/N

3
gg(zj dP 5
: —_—

_\2) 20k o
2 aT 27 el

) mame

P=ak,Tp. =ak,T (9.41)

cozZ je leva strana (9.39). Je tedy Clapeyronova — Clausiova rovnice opravdu splnéna.
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10. Elektronovy plyn
10.1 Uplng degenerovany elektronovy plyn

Spin elektronli je s=1/2 a pokud neuvaZujeme rozstépeni energiovych hladin
zplisobené rozdilnou orientaci spinu, klademe g=2s+1=2. Nejprve si vS§imneme vlastnosti

UpIné degenerovaného (nerelativistického) elektronového plynu. Rozumime tim stav
s nejmensi moznou energii, tedy stav, kdy jsou postupné od nejnizsi zaplfiovany energiové
hladiny dvojicemi elektron(i s opaéné orientovanymi spiny az do vycerpani vSech ¢astic.
Pocet kvantovych stavl elektrond, které se pohybuji v objemu V, v intervalu velikosti

hybnosti (p, p+dp) je

2 2
:247zp dpVv _yP dp

n(p)dp (27[?1)3 i (10.1)
Zaplnény jsou vSechny hladiny az po hodnotu p. , danou vztahem
szfn(p)dp:%szdp:;;—fEﬁ : (10.2)
odkud mame pro Fermiho hybnost p. a Fermiho energii ¢.
m:%;@ﬂﬂgrh’&:%f@fﬁgiwm' (10.3)

Fermiho energie hraje v tomto pfipadé roli chemického potencialu. Vezmeme-li Fermiho —

Diracovo rozdéleni v limité T —0K s chemickym potencidlem x>0, dostavame

1 e<u
lim ! _JL e=pu=0(u-¢) , (10.4)
T-0K —u 2
exp +1
{@T} 0 e>u

tedy pravé uvazovane plné obsazeni hladin do hodnoty . Je proto pfi nulové teploté

() =c - (10.5)

T-0K

Celkovou energii soustavy ziskame jako
2 V Pe V 5
Usz—n(p)dp —I p“dp—¢ (10.6)
0

a po dosazeni z (10.3)
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3(372)" 2NV
U:uz(ﬂ) NN 107)
10 m\V 5

Stavovou rovnici dostaneme z obecného vztahu

2 ﬂfi(ﬂfsﬂﬂ

PV=2U = P-= P (10.8)
3 5 mlv 5V

Elektronové hustota ) )
Atomova koncentrace | Valence Fermiho energie
g 3 N/V=p=z. pa

Pa [107 M™] z 10 ) r [eV]
Cu 8,45 1 8,45 7,00
Ag 5,85 1 5,85 5,48
Be 12,1 2 24,2 14,14
Al 6,02 3 18,06 11,63

10.2 Stavova rovnice nerelativistického plynu
Obdobné jako u bosonl prepiseme zakladni vztahy zavedenim vinové délky de
Broglieho viny tepelného pohybu

N g y7;
- _—_=-2F , 10.9
S .
3gV ( Y7, j
U=—""-—-k,TF
2 227 Sk, T

Chemicky potencial je dan implicitné druhou rovnici z (10.9) a stavova rovnice pak

dosazenim tohoto potencialu do prvni z rovnic. VSimnéme si chovani funkci

[e] ['e]

2 ( tY2dt 4 t¥2 dt

Fs(x)=—,zmj—etx+l , Fs(x)=3”]/2jetx+l - (10.10)
2

0 0

2
Ze vztahu (8.9) mame pfiblizné vyjadreni pro velké zaporné hodnoty argumentu
F, (x) =exp[x] —%exp[z x] . (10.11)

Pro x=0 mame podle (8.9)

F.(0) =(1— anjé(n) - (10.12)
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Nejpracnéjsi je nalezeni priblizného vyjadieni pro velké kladné hodnoty x. Nejprve
provedeme substituci t —>t+x a pak integraci per partes

R e PR AT
F”(X)_F(n)j 1 dt_F(n+l) (et+l)2(t+x) dt . (10.13)

—X —x

Prvni soucinitel v integrandu je suda funkce, kterd ma maximum v t=0 a pro velké hodnoty
|t| exponencialné klesa. Mlzeme tedy jednak rozsifit integracni obor na interval (—oo,oo)
s chybou O(e*X) a také vdruhém souCiniteli vzit jen prvni Cleny se sudou mocninou
proménné Taylorova rozvoje kolem t=0

n t n-2 2 At
F(X) 2 — J € dt+iS Jtezdt, (10.14)
t
(e +1)

tedy

F(x)= + = . (10.15)

10.2.1 Nizka hustota, vysoka teplota
V tomto pripadé pouzijeme rozvoje (10.11). Pro chemicky potencial dostavame vyraz

NAZZ 1 N
=k, T<In 10.16
ﬂ B { gV + 23/2 gV ( )
a pro energii
3 1 NA®

Stavovou rovnici dostaneme z obecného vztahu PV =2U /3, tedy

PV:NkBT{1+B(T)g} , B(T):ng , (10.18)

B(T) je druhy viridlovy koeficient, v naSem pfipadé dany nikoliv opravou na vzdjemnou

interakci Castic, ale opravou na kvantoveé jevy.
10.2.2 Vysoka hustota, nizka teplota
Pouzijeme rozvojl (10.15), tedy

4 %32 7l 8x>? 57°
F.(X)=——=|1+—| , F.(Xx)= 1+ ) 10.19
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Chemicky potencial ur€ujeme tedy ze vztahu

3/2 ) 2
Nt OV a4 )y kT (10.20)
377 22\ kT 8\ u

PrepiSeme vztah (10.20) pomoci Fermiho energie a Fermiho teploty ¢- =k, T na (pamatujme

na g=2)
2/3 2
7k, T ’ (T
ee=ull+—| 2 = =k, T |1-—| — : 10.21
Fl{ 8(#}} H BF{ 12\ T, ( )
Pro energii pak mame
3 522(T Y
U=SNKk T [1+22 || | . (10.22)
5 12 |\ T,
Stejnou opravu mame i ve stavoveé rovnici
2 522( T Y
PV =SNk T.|1+22 | | | . (10.23)
5 12 |\ T,
Z obecneho vztahu
1 115
S=—[U-Q—-uN|==|=-U - uN 10.24
HU Q-] -7 U - an| (1024
dostaneme dosazenim z (10.21) a (10.22) pro entropii
2
S=Z K N~ (10.25)
2 T.

Je tedy splnéna tfeti véta termodynamiky — entropie jde k nule pro teplotu jdouci k absolutni
nule.

Vysledky ziskané v odstavci 10.1 pro T=0K budou tedy s dobrym pfibliZzenim platit i

pfi konecnych teplotach, podminkou pro platnost aproximace je

2 2/3
T<T, ~ lf’—m(gj (10.26)
B
nebo také
13
Ao> A = 2@%) . (10.27)

Pozoruhodnou vlastnosti degenerovaného elektronového plynu je, Ze se vzrstajici hustotou

se vice blizi idedlnimu plynu.
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10.3 Richardsontv zakon

Porovname vysledky, které pro hustotu termoemisniho proudu z kovového vzorku

dostaneme pfi uZiti Maxwellova a Fermiho — Diracova rozdéleni. K experimentalnimu

potvrzeni zavislosti ziskané z Fermiho — Diracova rozdéleni dospél Richardson (Nobelova

cena 1928). Emitujici element povrchu vzorku dS leZi vroviné x — vy, elektrony jsou

emitovany tehdy, jestlize pro sloZzku hybnosti kolmou k povrchu plati pz>(2 mW)M. Podle

Maxwellova rozdéleni mame (u hybnosti vyuzivame valcovych souradnic)

2 2
N = N exp{ IoijIOZ}Zzzppdppdpzdez :

TV (2rmk, T 2mk,T

odkud pro rozdéleni proudové hustoty dostaneme

dN  2zNe p,+P;

e =
dSdt  vm(2zmk,T)

2mk, T

Po integraci dostavame pro proudovou hustotu vyraz

N( kT Y w
J=e— exp| —
V{2zm kT

Podle Fermiho — Diracova rozdéleni mame

e 2 2zp,dp,p,dp,

m(27n) exp PPl e g
2mk, T kT

dJ =

kde jsme aproximovali chemicky potencial Fermiho energii. Po substituci

w )
kT

P, =(2kaT)MsV2 ., P, =(2kaT)M[s+

dostavame pro proudovou hustotu vyraz

- e 3(2kaT)Z dsdt

m(27h) exp W=ee L oit |41
0 ko T

B

0

Pro (W —&.)/(k; T )>1 dostavame s dobrym pfiblizenim

W—-¢
J & 2mk. T Y exp| — F
m(Zﬂh)S( T) p{ kBT}
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(10.28)

(10.29)

(10.30)

(10.31)

(10.32)

(10.33)

(10.34)



Analyza rozdilu vztahl (10.30) a (10.34) ukazuje, Ze neni mozné klasickou (Drudeho)
elektronovou teorii kovl opravit zavedenim efektivniho poctu volnych elektrond.

10.4 Magnetické vlastnosti elektronového plynu

10.4.1 Elektron v homogennim magnetickém poli

Uvazujme o homogennim magnetickém poli, osu z volime podél silo¢ar pole B = BE,,

B >0 a za vektorovy potencial vezmeme A=-B y€,. Potom hamiltonian v Pauliho rovnici

je

2m 2m 2m |0 1 2m \0 -1

A AN\2 ~2 A2
Go|(BreBY) By P }(1 Oj_ﬂg(l Oj , (10.35)

Komutacni relace v roviné x —y jsou

o 1. . A A A elB (10.36)
[vx,vy]:F{(pﬁeBy)py—py(px+eBy)}: |h|m|—2
Zavedeme-li nové proménné
B ~ R ~ n
o EB p_ymy oMy (10.37)
m @
dostaneme komutacni relaci
[é,ﬁ]:ih (10.38)
a hamiltonian
4 150 2 2 1 (10 1 (10
H=|=(p il il . 10.39
{2( +“)Q)+2mpz}[o 1)72%0 (10.39)

Méame tak dva stupné volnosti pro linearni harmonicky oscilator a jeden stupefi volnosti pro
linedrni pohyb volné Castice a dvé mozné hodnoty o=+1/2 projekce spinu do osy z.

Energiové hladiny jsou (mluvime o Landauovych hladinéch)

E..(p,)= (n+2+aj| | : (10.40)

2m

Schrédingerova rovnice pro spinové komponenty v soufadnicové representaci je

{1 K__H j (haayj *(haazjzﬂ%v— (P, - (1041)

Normované feSeni (v x a z na 6 — funkci, v y na jednicku) je
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exp[;l(px X+ P, Z)} eXp{_(yZ_pZ) } Hn[y—ﬂj{ %0 y2 j . (1042)

50’,—1/2

kde

12
p:(iJ , = P, . (10.43)

Pro vypocet poctu stavll uvazujme krychli velkého objemu V =L, L, L,. Mame témer spojité
spektrum v p, a p,. Pocet stavl sdanou hodnotou n, ¢ a p, vintervalu Ap, je
AT, =L,Ap,/(2zn), obdobné pocet stavli s danou hodnotou n, o a p, vintervalu Ap, je
AT, =L Ap,/(27 ). Interval Ap, nemiize byt libovolné velky, nebot hodnota 7, ktera je y
— soufadnici stfedu kruznice klasicke trajektorie musi lezet v dané krychli, tj. 0<zy<L,,
odkud pak Ap,=|e[BL,. Mame tak pro objem fazového prostoru (faktor 2 pro dvé spinové

orientace)

AT = 2AT AT, :2(2|e|i)2VApz . (10.44)
T

10.4.2 Termodynamicky potencial
Energiové hladiny vhodné precCislujeme, takze bude

E,=2nu, B+p?/(2m) | (10.45)
kde
o]
g = 10.46
® 2m ( )

je Bohriiv magneton. Nulové hladiné bude odpovidat jeden stav s plvodnim znagenim n=0 a

o=-1/2, ostatni hladiny budou dvakrat spinové degenerované, splvodnim znacenim
[(n-1)+y2]+1/2 a [n+Y2]-1/2. Sobjemem fizového prostoru (10.44) bude

termodynamicky potencial dan vztahem
Q=2u,B { p)+ D f (=20 )} , (10.47)
n=1

kde
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[e]

mk, TV X p2
f(x)=——-2 In| 1+ex - - d 10.48
(%) 27z2h3J ( IOL<BT 2kaTD P (1049)

—00

Podle Eulerovy — Maclaurinovy formule plati pfiblizné

< < f(u—2u,B
%f(u)+2f(u—2ny8 B) = [ f(u-2u Bx)dx—%a ( ; 48X (10.49)
n=1 0 X x=0
takze termodynamicky potencial je
i L gl ) (1050)

Q=Lf(x)dx+§y§ B? o

Prvni Clen nezévisi na hodnoté pole — je to tedy termodynamicky potenciél pfi nulovém poli

Q, . Mlizeme tak (10.50) upravit na

Q:QO(;;)%;;; B’ —2=0Q (1) - = i B (10.51)

Magnetizace je

N
__ 992 _2 .p0N(y) (10.52)
oB 3 ou
a magneticka susceptibilita pak
_ 5 OM _ 2 sty 115 ON
TV B 3V ou

(10.53)

ProtoZze ON/o.>0, je magneticka susceptibilita elektronového plynu kladnd, tedy jedna se o
paramagnetickou soustavu. Jak uvidime, je to zplsobeno spinovou ¢asti celkového momentu
hybnosti, ,,orbitadlni pohyb“ na Landauovych hladindch pfindSi diamagneticky (slabsi
prispévek).
10.4.3 Pauliho paramagnetismus

Dvé opacné orientace spinu zplsobuji rozstépeni energiové hladiny volné Castice na dvé
E—>E(%)= pz/(z m) =+, B . ProtoZe se energie vyskytuje v rozdélovaci funkci v kombinaci

E—x, miZeme spinové rozStépeni zahrnout do chemického potencidlu x— uF 1, B.

ProtoZe predpokladame , B< x, bude na obou hladinach priblizné stejné elektrond a tedy
1 1
Q:EQo(/‘JF/‘B B)+EQO(1U_1UB B) , (10.54)

kde Q, je chemicky potencial pfi nulovém magnetickém poli. Ponechanim prvnich ¢lenl

Taylorova rozvoje dostaneme z (10.54)
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15 zazgo(ﬂ) 1 zaN(/‘)
Q=0 + = B-————~=0Q -=u; B 10.55
0(/‘) 2/‘5 aﬂg o(,u) 2/‘5 ou ( )
Pro magnetickou susceptibilitu pak
2 2
Xm|sin=ﬂa?=”°”BaN : (10.56)
PV OB V. ou
Porovnani s (10.53) dava
1 gty 15 ON
=y = =2 10.57
Zm|orb|t Am Zm|sp|n 3V aﬂ ( )

tedy diamagnetické chovani.

11. Relativisticky pIné degenerovany elektronovy plyn

Fermiho hybnost je stejna jako v nerelativistickém pFipadé, protoZe je urCena pouze
poctem stavll. Mizeme tedy psat podle (10.2)

2\W3( N " 2 2 2 \Y2
p. =(37%) (Vj ho,oe=c(piemict) . (11.1)

NapiSeme-li rozdélovaci funkci pro energie, dostavame

=mc? 2)°
dN, = v 8(82—(mC2)2)Md8 _—>t dNt=V£m—C)3
V4 (hc)

2 2
-1) dt . (11.2
7’ (hc)3 t(t ) t ( )

Pro vypocCet Fermiho energie &, termodynamického potencidlu Q a energie U (se

zapoGtenim klidové energie N mc?) mame pak

o)
V y
N- Jl' t(t?-1)"dt |
vme “/r) , \32
Q:—m ! (t"-1)"dt , (11.3)
/)
y_yme | tz(tz—l)wdt
1

7 A
Oznacili jsme Comptonovu vinovou délku

Jo=— . (11.4)

Integraly v (11.3) je moZno vyjadfit analyticky, takze dostavame pro Fermiho energii
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Y (g§ —(m cz)z)e)/2

- , 11.5
372'2 /lg (mcz)3 ( )
pro termodynamicky potencial (pfipomefime, Ze plati Q=—PV)
2\¥2 2\¥2
V me? gF(gé ~(mc?) ) v —(mcz)z gF+(g,§ ~(mc?) )
= 5 = ———1|+In > (11.6)
87" ¢ (mc?) 3 (mc?) mc
a pro celkovou energii (véetné klidové N mc?)
2\¥2 2\V2
2 gF(g,i— mc? ) 2 —(me2Y & +(8,§— mc? )
y =y me ( 2) i 2)+1 “In (2 ) . (11.7)
87" A (mc?) (mc?) mc
Snadno vidime, Ze
U-Q=U+PV=Ng . (11.8)
Je to vyjadreni obecné platného vztahu
U+PV-TS=d=uN (11.9)

pro teplotu T=0K . Pro extrémng relativistickou limitu &_ >mc? dostavame

3 4 4
\Y; g vme [ e vme’ [ &
N =37Z2 A m(F:2 ' Qz_lZ 223 = y Us——— | —5 - (11.10)
e 7= Az mc Az A\ mc
Plati tedy v tomto pFipadé obecny vztah

PV

1
I
c

(11.11)

12. Operator matice hustoty

12.1 Popis soustavy v interakci s okolim
Popisujeme-li soustavu A, kterd neni izolovana, ale je Casti néjaké vétSi uzaviene

soustavy A+B, nemlzeme stanovit jeji stavovy vektor (vinovou funkci), nebot’ obecné pro

soustavu samotnou neexistuje. Pro Vétsi uzavienou soustavu A+B vsak stavovy vektor |¥')

existuje a mlZeme jej rozlozit podle Uplného souboru stavovych vektor(l izolované

podsoustavy A |4,)
|\P>=Zcik|¢i>|9k> ' Zcikci*k=l’ (12.1)

ik
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kde|6k> jsou stavové vektory odpovidajici izolovanému zbytku soustavy B. Operator 6A+B,

ktery odpovida fyzikalni veli¢iné uréené pouze vlastnostmi podsoustavy mlizeme zapsat ve

tvaru

6A+B :éA'iB :zoij|¢|>|€k><€k|<¢j‘ : (12.2)

ijk
Pro stfedni hodnotu operatoru O, ; ve stavu |¥) mame

<T|6A+B|T> :;Ci*k le <€k|<¢||éA‘¢j>iB|€I> :”chi*kcjk<¢||OAA‘¢j> =

{616\ 6| i a1
=;<¢.|6A\¢,-><¢,- pl#)=>(#10,5|4)=Tr{O, 5}

[)=Z;Ci*kcik‘¢i><¢'| '

(12.3)

Z definice je zifejmé, Ze p je hermiteovsky operator, plsobici v soustavé A. Lze jej tedy psat
pomoci vlastnich vektorl a realnych vlastnich hodnot jako

/5=Zwi|/0i></0i| - (12.4)

Volime-li za operator o) (index A uZ budeme vynechavat) postupné jednotkovy operator a
operator | p,){;|, dostdvame porovnanim vyraz( Tr{é [)} =<1P|é|‘P>
O=1 = Tr{p} :ZWi =(¥|¥)=1 , é:‘pj><pj‘ =
i (12.5)
Trl| o) (1] 5} =w, = (%[ 2, ){p, ‘\P>:‘<pi \‘P>\2 20 .
MliZzeme proto interpretovat w; jako pravdépodobnost nalezeni soustavy ve stavu | pi>. Pro

maticové elementy mame
(#15|8) =2 w (4] p)(p|8;) - (12.6)
k
Je-li pro nékteré i w; = 1, musi byt pro k=i wy = 0 a podsoustavu A Ize popsat vinovou

funkci, mluvime o gistém stavu. Snadno se ukaze, Ze pro Gisty stav plati rovnost p°=p,

nebot’
/32:|pi><pi||pi><pi|:|pi><pi|:/3 - (12.7)

Stfedni hodnota fyzikalni veli€iny, které odpovida operator F je vyjadrena bud' jako
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(F)=Tr{F 2= 2 AIFI (1,

/3| fi>:Zfi<fi|/3| fi> (12.8)
nebo
(£)- T8 5] Tl

12.2 Dalsi vlastnosti matice hustoty

-><pj\ﬁ|pi>=2pi<pillflpi> - (12.9)

Pro odvozeni Casoveé zavislosti operatoru matice hustoty vyjdeme z rozkladu
~ * ~ - 6
p=zcikcjk‘¢j><¢|| ) Hzcjk‘¢j>=|hazcjk‘¢j> (12.10)
ijk i i

a dostaneme

A

'haﬁﬁ:[H p] . (12.11)

MiZeme tedy psat

=W, eXp[—% H t} £ (0)){p, (0)\eXDB H t} (12.12)

neboli
p(t)= exp[—% H t}[)(o)exp[% H t} : (12.13)
Rovnice pfipomina rovnici pro ¢asovy vyvoj operatoru v Heisenbergové representaci, aZz na

znaménko ovsem, nebot’ jsme ve Schrédingerové representaci! Pro operator v Heisenbergové

representaci dostavame standardnim zplsobem
(¥, (1)|Gs w4 (1) = (. ‘exp[ Ht}o exp[—% }\xp 0))=

(12.14)
(¥,]0,|¥,) = O, —exp[ Ht}o exp[—EHt}

Stopa matice hustoty jakoZ i stopa ,,rozumné* funkce této matice je na ase nezavisla. Mame

Tr{ £ (5(1))} = ;(,oi O] 25 ) £ (w;) {25 O} 21 (1)) = z f(w) . (1215)

Je mozné definovat kvasientropii (na rozdil od obyCejné entropie je na ¢ase nezavisla)

S==>wInw, . (12.16)

Tato entropie je pro Cisty stav rovna nule, pro smisené stavy mize nabyvat velkych kladnych
hodnot.
12.3 Matice hustoty v souradnicové a impulsové representaci

V soufadnicové representaci mame
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ol )= Sl ) S (i)
Pro stfedni hodnotu operatoru
(8)= e 8- Jaxfox o a(x.5)
Operatory soufadnice a hybnosti jsou ve svych representacich
' x) = (X [7]%) = x(X |x) = x3(x'=x)
P(p'.p)=(p'|B|p)=p(p'|p)=p5(p' -p) .
Stredni hodnoty operator(l soufadnice a hybnosti jsou tedy
X =jjp(x,x’)x§(x’—x)dx’d x=jx,o(x,x)dx ,
=[[p(p.p')p5(p' =p)dp'dp=[ppo(p,p)dp .

PFechod mezi representacemi je dan vztahy

jJ—exp —qXIq , jJ— YP}M -

Pro matici hustoty tedy mame

p(x,x’)=Hp(p, p’)exp[%(px_ o X/)}d;:hp/
P(p, p/)=jjp(x,x’)exp[_%(px_ o X,)} dzxj;l(/

Operator hybnosti v soufadnicové representaci ziskame z

<X|ﬁ|y/>=7i<x|y/> = (x|p x’>=?%§(x x) :

Je tedy

12.4 Matice hustoty ve statistické fyzice
Za pravdépodobnosti volime

Wn=%exp{—,6En} . Z=exp[-BF]=> exp[-BE,]

Z vyjadreni operatoru matice hustoty a hamiltonianu

p=g Zinjel-pE | . A=TIn)E, o
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(12.18)

(12.19)

(12.20)

(12.21)

(12.22)

(12.23)

(12.24)
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(12.26)



Aﬁ:?hﬁﬂd?&ﬁ@%gikﬂ:%EMme}ﬂaKm (12.27)

————
b‘nk

vidime, Ze operator matice hustoty splfiuje rovnici

> E,exp[-SE,]

0 ~ (4 R
—p=(H-U)p , U= (12.28)
0 ( ) > exp[-BE,]
Obecny zépis operatoru matice hustoty je
_ exp|-pH
p= [ F J (12.29)

Pro vnitfni energii U a volnou energii F mame

U=Tr{Hp|= T;{r?ei:E[ﬂi?}]} . exp[-pF]=Trlexp[-pA]} . (1230)

PFi praktickych vypoCtech postaCuje FeSit rovnici pro nenormovanou matici hustoty

[)U:exp[—ﬂl-]] a po vypoctu spo itat stopu pro normovani. Pro nenormovanou matici

hustoty mame rovnici

a" ~ A R ~
—GL;J:H,OU , A(0)=1 . (12.31)

Pro jednorozmérny pohyb volné ¢astice mame v soufadnicové representaci rovnici

op(x X B) W Oy (x. XA

5 = e o (xx0)=8(x=x) . (1232
ReSenim rovnice (12.32) je
2 2
1 (x=x) 270? )
pU(X,X/,ﬂ):ZeXp —7[7 , /1]— :(Wj . (1233)
Reseni ukéZeme jesté jinak, pro zménu ve tfech rozmérech. Mame
po (XX, B) =D exp[- BE, Jws (X)w, (%) . (12.34)

Pro Céstici uzavienou ve velkém objemu V nahradime sumaci integraci

> - (Zzh)s.[dsﬁ s (X)) - V/ﬁ(i)z\%exp[%p.y} . (12.35)

n

takZe dostavame
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pu(z,i’,ﬂ):J(zdﬁz)s exp{—ﬂf—mjtéﬁ-()”(—)?’)}:%exp —ﬂ% .(12.36)

VSimnéme si, Ze pro volnou ¢astici musime stopu pocitat jen ve vymezeném objemu, takze
A 39 s 1,5 V
Trpu=jd XpU(x,x,,B)=EJ'd ZE : (12.37)

12.5 Linearni harmonicky oscilator
Hamiltonian je
m o*

0 1 - o2
H=—p +———X" . 12.38
o P (12.38)

V souradnicove representaci tedy dostavame rovnici

op, h? 82/) me® , / /
G,BL’J = o 8x2U+ 5 X“py pu(x,x,O):§(x—x) . (12.39)

Zavedenim bezrozmérnych proménnych

12
mao ho ho
_| Mo C p=Pp_ 12.40
d (hj X = AT (12.40)
prejde rovnice (12.39) na
op, o’ p, ) ) ma )’ ,
o ERIIE po(6.¢'0)=| == o(6-¢) - (12.41)

Pro velmi vysokeé teploty, tj. pro »—0 se bude matice hustoty bliZit matici hustoty volné

Castice, tedy

12 el
pu(f,é’,nﬂo)%[g—m eXp{(i—j)} . (12.42)

Budeme proto hledat feSeni ve tvaru
py =exp[—a(n)&* -b(n)é-c(n)] . (12.43)

Dosazeni (12.43) do (12.41) vede na

Egez+@§+E=(1_4a2)52_4ab§+2a—b2 . (12.44)
dz dp ™ dzy

Postupné dostavame feSeni rovnic pro funkce a(7),b(7),c(7). UkdZeme jen FeSeni prvni

Z nich:

da a=ylz dy 1
=d — =2dn — a==coth2(n- . 12.45
1-4a° 7 1-y? 4 2 (77 770) ( )
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Konstantu 7, musime poloZit rovnu nule, abychom pro 7—0 dostali a(7)—1/(47).

Podobné snadno integrujeme zbyvajici dvé rovnice, pficemz konstanty urCujeme podle
chovani pro vysoké teploty. Druha rovnice je

d—bb:—2coth(277)d77 — Inb=-In[sinh(277) |+ InA —

A (12.46)
b=——
sinh(27)
Konecné tfeti rovnici integrujeme pfimo
1 . A’
c:Eln[smh(Zn)]+?coth(277)—InB , (12.47)
takze
B £ A& A
Py =————5Xp| —| =coth27 + — +—coth27 . (12.48)
7 (sinh27)"? { (2 sinh2y 2
Pro 7—0 méame
B ELL2AE + AT
o, (n—0)—> exp| — , (12.49)
odkud srovnanim s (12.42)
mo )
A=¢ | B=| 2| . 12.50
£ [Zﬂhj (12.50)
Matice hustoty pro harmonicky oscilator je tedy
m v
/ w
R e
2z hsinh S h
7hsinh fho (12.51)
mao 2, 12 /
exps ————— | (X" + X7 )coshfhaw — 2X X
p{ 2hsinhﬂha)[( ) Fhrao ]}
Pro x'=xje
m v m Lh
w @ , w
X, X, B)= - exp| —— x“ tanh——| . 12.52
A (X%, ) (Zzzhsmhﬁha)j p[ h 2 } (12.52)
MZeme ji také rozloZit podle vlastnich funkci hamiltonianu
mao) m
w @
X, X', B)=| — | exp{——(x*+x"
()= 1] el )|
(12.53)

Sl neer o5 (54
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apro x' =x
mao)" m
W o ,
X, X,B)=| — | exp{——x
pu( ﬂ) [7[ j p{ 7 }

e R

PFirozené mame stejny vysledek pro volnou energii jak podle (12.54), tak podle (12.52)
1

Zsinh(ﬂh;j |

(12.54)

exp[-fF]= Tpu(x,x,ﬂ)dx= (12.55)

takze

B

1 ho ho|)_ ho B _ho
F=Eln[exp[ﬂ7}—exp[—ﬂ7D_ > +kBTIn(1 exp{ " TD . (12.56)

Pro normovanou matici hustoty dostavame z (12.51) a (12.55) vyraz

/ (ma) hw jﬁ
p(x.x'T)= tanh

h 2k, T
(12.57)
exp —m—wh{(xﬁx’z)cosh ho —2XX/}
27sinh 1% Ky
k. T

B

Limitni pFipady jsou
m v m
w W 2 12\ _ * (]
(EJ eXp|:—2—h(X + X ):|—I//O(X)I//O(X) T->0
. 12.58)
2 Y2 2 X_X/ 2 (
(1pe) { o o | )} "o

p(x,x’,T):

72k, T

Pro diagonélni elementy mame

2
p(x,x,T)= M tanh ho exp M tanh ho (12.59)
h 2k, T T

p(X,x,T)= : (12.60)




12.6 Wignerova rozdélovaci funkce
Klasicky mame pro rozdélovaci funkci

dxdp
jjf(p,X)mzl y

; ; (12.61)
()= [ (P2 P()= [ F(P0)5s
Wigner navrhl rozdélovaci funkci ve tvaru
fW(p,x)=Jp(x+l,x—1jexp{—ipy}dy : (12.62)
2 2 h

Hustoty pravdépodobnosti nalezeni soufadnice nebo impulsu v daném intervalu, vytvorené z

Wignerovy funkce maji vSechny poZadované vlastnosti.

R ()= [ 1 (pox) 2 -

12.63)
y y)1 dp (
X+=,X—= [— | exp| — d X, X
p( s ijﬂj p[ py} y=p(X,X)
5(y)
a pro hustotu pravdépodobnosti nalezeni hybnosti v intervalu (p, p+d p)
dx 1 y y i
R, (p)=] f, (p.X)—=—— Y x—Ylexpl —~pyldydx=
w (P) jW(p X oah~ 2an p(“z X zjeXp[ hpy} yax
G (12.64)
CP (éé)exp[——(pé pf)}dfdfep(p,p)

Samotna Wignerova rozdélovaci funkce vSak mUzZe v nékterych oblastech fazového prostoru
nabyvat zapornych hodnot. To neni pfipad linearniho harmonického oscilatoru, kdy méame pro

fy (X, p)vSude nezdporny vyraz
fy (P, X)=

—tanh 'Bhwexp[ tanhﬂhw }exp
2 h 2

wh

12.65
tanh Lho pz} ’ ( )
mawh

ktery pro malé hodnoty argumentu hyperbolické tangenty (vysoké teploty, nizké energie)
pfechazi na klasicke rozdéleni

fW(p,x):'gz)exp{ ﬂmg)z Xz}exp{—ﬂz—::} . (12.66)
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12.7 Polarizacni matice
Velmi jednoduchy pfiklad matice hustoty tvofi polarizani matice. Provedme

pfifazeni rovinné elektromagnetické viny a normovaného dvourozmeérného vektoru

E=(E®& +E, éy)exp{i%(z—ct)} =

1 0 (12.67)
a . .
|E)=| |=a| _|+b , aa +bb =1
b 0 1
Matici hustoty pro tento (Cisty) stav vytvofime standardnim zplsobem
- aa’ ab’
=|EXE|=| ., L 12.68
SLCE @269
Pro linedrné polarizovanou vinu mame napfr.
.~ (10 .~ (00
PZlo o) " 7o 1)
(12.69)
- 12 1/2 ~ (Y2 )2
p/r/4 ]/2 ]/2 ! p37r/4_ _1/2 ]/2
Pro kruhoveé polarizované svétlo mame
R 12 i/2 R 12 -i/2
- , =| " , 12.70
Pro nepolarizované svétlo pak
S N 1,. . Y2 0
Phn :E(px +py):E(p7r/4 +p37r/4):E(pR +p|—):( 0 ]/2} ) (1271)

Pro spinové stavoveé vektory Castic se spinem %2 mame

i) 1=l-(2)

=13+ o=l e

%\H
[
N
|
<
~~—"
I
N
—
+
~~—
+
\l/
L1
I
N‘H
7\
- R
N

[+y)= IU )=il-)]=

Pro polarizani matice dostavame

YYD
8 GG IS g IS G
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Porovnanim (12.73) a (12.69) resp. (12.70) dostavdme analogie mezi polarizacnimi stavy

fotond a elektrond.

13. Virialovy teorém

13.1 Eulerova véta o homogennich funkcich
Méjme homogenni funkci N proménnych stupné k, tzn. plati

FEX 0%ty ) =t F (X%, Xy ) (13.1)
Eulerova véta Fik4, Ze soucet soucind parcialnich derivaci homogenni funkce s odpovidajicimi

proménnymi je roven dané funkci nasobené stupném homogenity

N
an ><1x)2(, - ):kf(xl,xz,...,xN) : (13.2)
n=1

n

Dikaz provedeme pro N=2. Mame

U ==

f(u=tx,v=ty)=t“f(x,y) x f,(u,v)+yf, (u,v) =kt  f(x,y) (13.3)

xf (%, y)+y £, (x,y) =k f(x,y)

-
|
[

13.2 Virialova véta

Mame-li ohrani¢enou funkci f (t), je stfedni hodnota jeji derivace rovna nule, nebot

<ﬂ>=limlj%ft)dt= |imM=o . (13.4)

dt TooT T
0

Pocitejme ted’ pro soustavu castic

o~(35 o )~($ ) (30,900 (S )+ (502 L as

Sila plsobici na Gastici je dana jednak vzajemnou interakci Castic, jednak vnéjsimi silami —

tlakem

<ZE@

a

\/
/\
o o
Q)‘Q)
S
\/
[

o

ngr-d§=—< ra-g—r;>—deivrdv =

a a

(13.6)
{3n Z)-sev
> Ol

Dosazenim (13.6) do (13.5) dostavame

(s

D E- 8H> 3PV . (13.7)



Kinetick& energie K je homogenni funkci hybnosti stupné 2, potencialni energie IT at’ je
homogenni funkci soufadnic stupné n. Mame tak z (13.7)

2(K)-n(IT)-3PV =0 . (13.8)

Ke vztahu (13.8) pfistupuje jeSté zakon zachovani energie
(K)+(IT)=U . (13.9)
Miizeme-li vzajemnou interakci &astic zanedbat (tj. (IT)—0, dostavame obecny vztah pro

idedlni nerelativisticky plyn PV =(2/3)U .

14. Poruchova teorie

V tomto odstavci budeme pro jednoduchost zapisu vynechavat znaceni operéator(
stfiSkou a také spodni index U u nenormované matice hustoty.
14.1 Poruchova teorie pro matici hustoty

Budeme fesit rovnici (12.31)

op

—=-H , =0)=1 141

5= 1P p(£=0) (14.1)
za predpokladu, ze mlZeme hamiltonian rozdélit na €ast zakladni (,,neporusenou) H, a

malou poruchu H,. Matice hustoty neporudené ulohy je feSenim rovnice

0
é%=—H”%. (14.2)

Vliv poruchy by nemél byt velky a tak vidime, Ze zména exp[#H,]p s teplotou je opravdu

mala — dmérna poruchovému ¢lenu hamiltonianu

%(exp[ﬂ Hol o) =exp[ fHo]Ho o+ exp[ 5 H°]Z_;: (14.3)

eXp[/BHo] Hop+ exp[ﬂHo] Hp= _eXp[ﬂHo] Hyp

Integraci (14.3) v intervalu (0, ) dostavame

B
exp[ A H,]p(8) —1=—[exp| B H, [H, p(4')d B (14.4)

a po vynasobeni obou stran rovnice zleva exp[— £ H, |
s

p(B)=p(B)-|p(B-B )H.p(B)dB . (14.5)

0
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Rovnici (14.5) pak mliZzeme Fesit iteraéni metodou

B
P (B)=po(B)~[ po(B-B)Hipa(B)d S, n=12,... (14.6)

Mame tak
8

p(B)=p(B) [ po(B-5)H.ps(B)d B +
; p (14.7)
Jpo(ﬂ—ﬂ’)Hljpo(ﬂ’—ﬂ”)Hlpo(ﬂ”)dﬂ”dﬂ’ -

V souradnicove representaci mame (napiSeme jen prvni aproximaci)

p(x. X, B)= (X p(B)|X) = po(x. X', B) -

[l o= rssts )y sl fyos .
Ve (14.8) jsme vloZili jednotkové operatory
j|y>dy<y|:ﬂy’>dy’<y":l . (14.9)
Dale pfedpokladame, ze porucha H, predstavuje lokalni interakci, tj.
<y|H1‘y’>:V(y)§(y—y’) . (14.10)

Dosazeni (14.10) do (14.8) dava

wﬂ
p(x,x’,ﬂ)=po(x,x’,ﬂ)—jjpo(x,y,ﬂ—ﬂ’)V(y)po(y,x’,ﬂ’)dﬂ’dw... (14.12)

0
14.2 Feynman(v operatorovy pocet
Mame-li spocitat poruchovym poctem volnou energii
exp[- AF]|=Tr{exp[- BH]} . (14.12)
musime nejprve néjakym zplsobem ,rozplést“ operdtory H,a H, ve vyrazu pro matici
hustoty p. Pro tento pfipad objevil Feynman zvlasté vhodny formalismus ,,operatorového

rozplétani“. V ponékud matematicky upravené formé vypada Feynmanlv formalismus
nasledovné:
14.2.1 Zé&kladni pojmy

Méjme prostor € spojitych komplexnich funkci na intervalu [0,1] a jeho zobrazeni I

do C (pfesnéji zobrazeni kartézskych soucinli ¢ zobrazeni do C )
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m(f,, f,,..., fk)='1[f1(t)dﬂl(t)

O e

1
f(0)da, (). [ f (Dda(t) (14.13)
0
Zobecnéni na operatory neni trivialni. Méjme ted zobrazeni €(2A) spojitych funkci z [0,1] do
algebry operatori 2. Pokud A e, B e pro kazdé te[0,1], takze A e€(2),BeC(2),
ma vyraz
1 1
[Adu(t)[B.dm(s) (14.14)
0 0
smysl (pokud integral existuje), avsak mize byt
1
jAdM jB d s (s jB du,(s)[Adum(t) (14.15)
0

Jsou-li miry p1(t) a p2(s) soustiedény do bodd to a s, mame ze (14.15)
A B #B A , AB-BA=0 . (14.16)
Tady vidime, Ze operatory mohou odpovidat konstantnim funkcim, presto je mozno

formalismus pouzivat. Feynman zavadi operaci rozpleteni operatord, kterou budeme znagit

slozenymi zdvorkami (neni to tedy v této kapitole znak antikomutéatoru)

A B, pro t>s
{A B} = B, A pro t<s . (14.17)

%(A B,+B,A) pro t=s

Plati vzdy
{eref={f+{e} (14.18)
Pokud viechny operatory v &’ plsobi pred libovolnym z operator( v ¢ . Plati pak
fee’j=ejiey (14.19)
Priklad:
1
{eXp[AwBl]} ={I +(A+B,) +E(Ab+|31)2 +...}:
(14.20)
' +'%+Bl+%ﬁé +B, A, +%|312 b
ale
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exp['&b"'Bl]: I +(A)+Bl)+£(A)+Bl)(ﬁb+81)+~--:
2 (14.21)

I+A)+Bl+%(ﬁbz+BlA)+A)Bl+Bf)+---

14.2.2 Tri priklady pro g(a,b)=a.b
Operatoru A pridame parametr odpovidajici Lebesgueové mife, operatoru B Diracovu

miru soustfedénou v pravém krajnim bodg, tedy

A:jA(t)dt , B:jB(s)a‘(s—uo)ds = {AB}=BA , (14.22)
je-li naopak
A:jA(t)dt , B:jB(s)d(s—o)ds = {AB}=AB . (14.23)

PFi standardnim pfifazeni si integraCni oblast podle obrazku vhodné rozdélime na dva

trojuhelniky, takZze mame

{AB} :{ dtdsA(t)B(s)}:ith(t)i‘ds B(s) +idsB(s)ith(t) =

O e
O e

AB'lfdt't[ds+ BA'lfdsj'dt :%(AB +BA) . (14.24)
0 0 0 0

v

[e)
\ 4

1

Mame tak z jedné funkce pfi komutativnich proménnych tfi rlizné funkce nekomutativnich
proménnych — a jisté se daji konstruovat dalsi.
14.2.3 Véta o usporadani operatord

V tomto odstavci prebirame postup z ¢lanku Miranker W.L., Weiss B.: The Feynman
operator calculus, SIAM Review 8 (1966), 224 — 232. Podstatny vysledek pro exponencialni
funkci operatord je identicky s vysledkem, ziskanym Feynmanem, ale v ¢lanku uvadéna teorie

je obecnéjsi.
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Véta: Pro A(t)=A, B(t)=B na intervalu 0<t<1 plati

{H A(t)dt}kHB(t)dtH: (kkilll)l Y AtBAAmBE.. (14.25)

s a,,5,=01

kde A% B~ A% B”2 .. _jsou vSechny rlizné souciny s k operatory A a | operétory B, tedy
da,=k . D p =1 . (14.26)

Dikaz vychazi z prechodu od integralu

0

={j..jA(t1)...A(tk)B(sl)...B(s,)dtl...dtkdsl...ds.} (14.27)

k souctu integrald pfes véechny permutace proménnych t ,....t s ,..., S

:{;J’O<H(H)<_“H(SI)<1...IC(H(s,))...C(H(ti))dti...dtkdsl...ds,} ., (14.28)

kde
C(r(-)=t,)=A(t,)=A , C(TI()=s,)=B(s,)=B . (14.29)
Faktor (k+I)! je dan plochou (plvodné Ctvercové oblasti o strané jednotkové délky)
vytvofenou podminkou O<TI(t,)<---TI(s;)<1, ¢lend které se lidi jenom zdménou A je k!,

obdobng ¢lend které se lisi jenom zdménou B je I! Mame tak napriklad

1

2 1 2 2
{Al=A ., {AB}=_(AB+BA) , {A B}=§(A B+ABA+BA’) . (14.30)

Véta: Jsou-li f, g, & a n analytické funkce spliujici rovnici
f(x+y)=g(&(x).n(y)) (14.31)

aplati A(t)=A, B(t)=B naintervalu 0<t<1, pak

{9(f[iA(t)dtj,nC{B(t)dtn}: f(A+B) . (14.32)

Pro dikaz nejprve zapiseme mocninné rozvoje
e 2 & m+ny) . .
(x+y)=> f (x+y)" Zz ( jX y
k=0 m=0n-0
o(em)-X 0,50 -3 [ 0.s 5l ()
a.f

m=0n=0

(14.33)

Porovnanim koeficient(l u stejnych mocnin x™ y" dostavame f . atak miZeme psat



(14.34)

Podle jiz dokézaného mizeme vyraz {-} rozplést tak, Ze (14.34) je pravé fada pro f (A+B).

14.2.4 Rozpleteni exponencialni funkce souctu dvou operatord
Ve statistické fyzice se jedna o aproximativni vyraz pro

f =exp[—B(H, +H,)]

(14.35)

Nejdilezitéj$im dlisledkem véty (14.32) je tedy pro nas (pro A(t)=A, B(t)=B na intervalu

0<t<1)

exp[A+B]= {expu A(t)dt} expﬁ B (t)dt}}

0
Rozvoj druhé z exponenciélnich funkci vede na

exp[ A+B]=exp[A] +

{GXDHA(t)dtﬁ B(t)dt} + %{epoA(t)dt}@ B(t)dtjz } o

Upravime

0 t 0

jexp[(l—t) A|Bexp[t A]dt
Oznacime 0
S,(1)=expltA] . ,(1)= [ow[(1-5) A]BS, (5)ds
a obecné 0
5,(1) = ol (1-5) AJS, , (5)ds

Potom se (indukci) presvéd¢ime, Zze mizZzeme zapsat (14.36) jako
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{expﬁA(t)dtﬁ B(t)dt} = jexpﬁA(S)d s} B(t)expﬁA(s)d s}dt =

(14.36)

(14.37)

(14.38)

(14.39)

(14.40)



exp[A+B]=3S, (t=1) . (14.41)

n=0
14.3 Nerovnost pro volnou energii (1)

Pro uziti vztahu (14.41) pro vypocet volné energie je Ucelné zménit interval z [0,1] na
[0, B] a zvolit operétory jako A=—H, , B=—H,, takZe budeme mit

exp| - B(H,+H,) | =exp[- A H,] —'ﬂ[duexp[—(ﬂ—u) Ho |H, exp[-uH, ]+
0 (14.42)

B Uy
J'dulj'du2 exp| —(B-u, ) H, |H, exp| —(u, —u, ) H, |H, exp[-u, H,] -+
0 0
PFi vypoCtu budeme vyuZivat vztahu Tr(O,0,)=Tr(O,0,), ktery obecné v prostoru
nekonecné dimenze neplati. Spektrum operatoru exp[— i HO] vSak zaruCuje platnost uvedené
zémény. V prvnim integrandu volime O, =exp[-uH,], ve druhém O, =exp[-u, H,]. Mame
tedy
exp[- B F]=
s
Tr(exp[—A(Hy+H,)])=Tr(exp[- BH,]) - [ duTr(exp[- S H, H, ) + (14.43)
0
B Uy
J'dulj'du2 Tr(exp[—ﬂ H, Jexp| (u, —u, ) H, JH, exp| —(u, —u, ) H, | Hl) S
0 0
Substituce u, =v, u, =v—w prevede druhy integral ve (14.43) na
Y v
[dv[dwTr(exp[- B H,]exp[wH,]H, exp[-wH,]H,) (14.44)
0 0

substituce u,=f-v,u,=w-V na

s
dv|dwTr(exp[—wH,]H, exp[- 5 H, Jexp[wH, ] H, ) =
f (14.45)

Oty Ot

s
va'dwTr(exp[—,B H, Jexp[wH, H, exp[-wH,]H, )

V posledni  rovnosti jsme zaménili poradi operatori ve stopé soucinu s volbou

O, =exp[-WH,]H,. Vezmeme-li ted prdmérnou hodnotu (14.44) a (14.45), zbavime se

zavislosti na proménné v a dostavame vyraz
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s
exp[— S F]=exp[-#F] —J'duTr(exp[—,B Hy|H, )+
° (14.46)
B
E!duTr(exp[—ﬂHo]exp[u Ho | H, exp[-uH,]H,) -
V dalsim budeme psat H, =&V, tedy pro H(&)=H,+<¢V je H(0)=H, a H(1)=H.
Vlastni vektory a vlastni hodnoty operatoru H, budeme znacit |n) a E, . Pro stopy operétord
ve (14.46) mame tak
Tr(exp[— AH, [V )= (n|exp[- BH,[V|n) = exp[- BE, ]V, (14.47)

Tr(exp[—BH,]exp[uH, ]V exp[-uH,]V ) =
2. 2.{n| exp~Hy Jexp[u Ho ]V [m) (m|exp[-u Ho ]V [m) = (14.48)

Zexp ﬂE]exp[u (E,—E,) ]vnm -

Vztah (14.46) je ted
eXp[ _ﬂF] = eXp[ _ﬂFO] - QZZﬂVnn eXp[ _/8 En] +

Zﬂ sexp[- AE,]-exp[-BE,] | (14.49)
m E,—-E,
Volnou energii napiSeme také jako mocninny rozvoj
F=F, +&R+EF +- (14.50)
takze
exp[ - BF] :exp[—ﬂFo][l—fﬂFl + & eﬂz Ff—,b’sz +j : (14.51)

Porovnani (14.49) a (14.51) dava

Tr(H,exp[ -8 H,])
Tr(exp[ -8 H,])

F =exp[BR,] DV, exp[ - BE, ] = (14.52)
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F,= éexp[2,6’F It
(sl st
5 S

m¢n

exp[- En]j[z exp[-BE, ]ﬂ (14.53)

2 exp[- B E,, | —exp[- BE,]
E -E,

Druhy ¢len na pravé strané (14.53) je zjevné zaporny, Ze neni kladny i prvni Clen je vidét

z Cauchyho — Schwarzovy nerovnosti (pro skalarni souciny)

Zg@anrj@bnrj | (14.54)

n=n

zvolime-li

a,=V,, exp[—g En} , b, = exp[—g En} . (14.55)

Mame tedy pro koeficient F, dokazano, ze F,<0. Pokud chceme s jistotou ukazat, ze plati

d*F (&)
d &
pro viechna & (tedy také pro £=1), musime postup ponékud zobecnit. Pro dalSi vypocty

<0 (14.56)

prepiSeme nas vysledek do tvaru
F<F, , (14.57)

kde

nn

2 1 ) _
I:a=|:0+zwnvnn ﬂ[(zw j_(gwnvnnj }_Egr\/mn VEVnm_éan ) (1458)

pritom E_ jsou vlastni hodnoty operatoru H, a

exp[- S E, ]

= (14.59)

> exp[-BE,]

V prvni aproximaci je mozno zapis nerovnosti zkréatit na
F<F, , F=F+(H-H,), . (14.60)

14.4 Nerovnost pro volnou energii (2)
V tomto odstavci postupujeme podle kapitoly Minimalni princip pro volnou energii
v knize S.V. Tjablikov: Metody kvantovoj teorii magnetizma (Nauka, Moskva 1975).

Véta: Hamiltonian soustavy at’ je H=H,+ H, . Potom plati nerovnost
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N Tr(H,exp[- AH,])

14.61
Tr(exp[—ﬁ HO]) ( )

kde volné energie jsou
F= —%In(Tr(exp[—ﬂH ])) , F= —%In(Tr(exp[—ﬂ HO])) . (14.62)
Dilkaz: At H je funkci néjakého parametru § tedy H=H(&). Dale uvazujme veli¢inu
exp[H (f)t], kde t je néjaky dalSi parametr. Zfejmé plati
d
Eexp[H (E)t]=H(&)exp[H ()] (14.63)

Z (14.63) dostaneme

%{;—éexp[H ]} —(—exp[H t]j:

H(é)d%eXp[H t]+ eXp[H )it . (14.64)
;—éexp[H(f)t] =0 .
Definujeme dale
G2 (@)=l H(OU () (14.65)
takze mame
dtjjt(t)=eXp[—H(§)t]d|;—£f)exp[H(§)t] . U(t)_, =0 . (14.66)

Z predchozich dvou vztah( dostavame

—exp[H )|=exp[H(£)]U(1)=
(14.67)

exp| H (& ]jexp[ Hg(f exp| H(&)t]dt .

Vezméme ted specialni pripad H (f)z A+ £ B a pocitejme stopu obou stran rovnice (14.67)
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d d
Tr(Eexp[A+§ B]j :d—(;Tr(exp[Angg B])=

Tr[exp[A+§ B]'lfexp[—(A+§ B)t |Bexp[ (A+& B)t]dtj =
Tr(exp[A+£BB)
takze
;—fTr(exp[A% B])=Tr(exp[A+£B]B) =

2

d Tr(exp[A+£B]) :;_gTr(eXp[A+§ B]B)=

2

Tr[exp[A+§ B]jexp[—(mg B)t [Bexp[ (A+¢& B)t]dtj B .

Stopu spocitdme pomoci vlastnich vektor( operéatoru H (£)=A+£B

(A+EB)|n)=¢,|n) .

Mame
d2
S Tr(exp[A+£B]) =
1
ZZexp[gn]J'exp[—gnt]Bnm exp[e,t]dtB,, =
n om 0
2exp[e, ] —exp[e,]
B >0 .
n,zm " €m ~ &y
Plati
d? f

Pro stopy operator( plyne z (14.71)
Tr(exp[ A+£B]) > Tr(exp[A]) + Tr(exp[A]B) .

Zvolime nyni £=1a dale

A=-pH, . B=-p(H,-A 1
FH, A Tr(exp[—ﬂHo])

Po malé Upravé dostaneme
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(14.69)

(14.70)

(14.71)
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Tr(exp[—ﬂ(H0 + Hl)]) >exp| - H, | Tr(exp[- H,]) - (14.75)

Po zlogaritmovani a dosazeni vyrazli pro volnou energii dostavame vztah (14.61), ktery jsme
meéli dokazat.

15. Priklady pouZiti poruchové teorie

15.1 Klasicka aproximace
Vyjdeme ze vztahll (14.58) a (14.59)

b
Fa = I:0 +§annn _E{(gwn ’Vnn

2 Wy, —W,
En_Em ’

w3

W - exp[- A E,]
" > exp[-BE,]

n

(15.1)

Pro vysoke teploty (malé hodnoty ), kdy jsou rozdily mezi energiovymi hladinami malé ve

srovnani s k, T, mdZeme aproximovat

Wi — W —W eXp[ﬁ(En—Em)]—l

~ W, 15.2
£ TE. EE AW, (15.2)
takZe dostavame
2
F=F+>wV, —g Dw YV Vo —(ZWHVMJ : (15.3)
n n m 2 n
v2),,
Zavedeme-li pro stfedni hodnotu oznaceni
(f)=>wf (15.4)
mizeme (15.3) zapsat jako
1 2
F=F +(V)— <V—V > . 155
V) g v ) (155)

K tomuto vyrazu dospéjeme klasickym vypoctem (Carka u integralu znamena, Ze ekvivalentni

oblasti fazového prostoru se berou jen jednou)

{5 o 00

k, T
J' exp{_ Eoé p%q)}{lfv £p+q)+%§{\/(kp+q)j }dr
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Volnou energii také napiseme jako F ~F,+&F, + & F,, vyraz na levé strané je pak

exp{— = } . exp{— £ }{15%# {%{%} } kF%r} . @

Porovname koeficienty u mocnin & a dostavame (poloZime pak jako obvykle £=1)

F=F, +J' exp{w}{v(p,q)wldlﬁt

g1 2k, T
(15.8)
: Fo—Eo(p.a) 2
1 0~ Yo ’
exp| —————= |V (p,q)dl ,
2kBTU Xp{ KT } (p.9) }
kde
/
Fo=—kT InJ exp{—m}dr : (15.9)
ke T
Zavedenim oznaCeni pro stfedni hodnotu
/
F - E
<f>=J f(p,q)exp{%ﬁp’q)}dr (15.10)
B

prejde (15.8) na (15.5).
15.2 Anharmonicky oscilator
Jestlize pfibereme ve vyrazu pro lineérni oscilator kubicky Clen v rozvoji potenciélni
energie, je vhodné uz dopfedu predpokladat, Ze stfedni poloha neni x=0, ale néjaky obecny
bod x=a. Mame pak
H=H,+H, |, (15.11)
kde

2 m 2 m 2
HO:Zp—m+ Za)(x—a)2 , H =X+ Zw[xz—(X—a)z} : (15.12)

Prejdeme k nové soufadnici y=x-a, takze

p m o’ 2
Hy=—+ :
°“om 2 7

(15.13)

2
H,(y)=fy +3fay’ +(3fa+ma)z)ay+[f a+m2w jaz

Ze vztahu (12.52)
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12

mao mw hao
oy Y.y T)= — exp{—7y2 tanh2k T} (15.14)
2 hsinh — B
kg T
spoCteme volnou energii
exp| o | = — ! _2sinh 2 (15.15)
ky T 2k, T

Ipu(x,x,T)dx

—00

takZe pro normovanou matici hustoty mame

2
mao ho m o ho
,Y,T)=|——tanh exp| —— y*tanh : 15.16
PYY.T) (ﬂh kBTj p{ n ) 2kBT} (15.16)

Liché mocniny y ve vyrazu pro Hl(y) daji pfi vypoctu stfedni hodnoty nulovy pfispévek,

takZe z(stava jen

2 © o
<H1>=(fa+m2w jaz J'p(y,y,T)dy+3faJ' y p(y,y, T)dy=
- ” (15.17)

2
fa+me a2+§fa h coth ho
2 2 “ma 2k, T

Zanedbame Clen fa®, takze pfi minimalizaci <H1> vzhledem k zatim voInému parametru a

dostaneme

a:—ﬂ f 5 coth ho . (15.18)

2 Mo’ 2k, T

Dosazeni (15.18) do (15.17) dava (opét pfi zanedbani ¢lenu f a®

2 2
<H1>=—£ma)2a2=—gf2 :l —| coth ho (15.19)
2 8 maw 2k, T
a tedy
2 2
F ok, Tin| 2sinh 2| F g2 W [oom 1@} (15.20)
2k, T) 8 mo 2k, T

15.3 Pohyb v ohranicené oblasti (jednorozmérny problém)

V tomto pﬁp&dé je
p2
H H0 H1 > +V (X) , (15.21)

kde
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(x-a)” . (15.22)

Miizeme v principu minimalizovat (H,)

y2 7 2
maw ho maw ho mae
H ) =| —Ztanh exp| —— y? tanh V(y+a)- 2tdy (15.23
() (ﬁh kBTJ j p{ n 2kBTH (y+a) 2 y} y( )

vzhledem k parametrlim a a w, tj. ziskat rovnice

%:0 | %:0 (15.24)
a fesit je vzhledem k témto parametrdm. Pro jiny nez velmi specialni tvar potencialu je to
Uloha urcend k numerickému feSeni.

15.4 Viriélovy teorém po druhé

Budeme uvazovat 0 zménéch souvisejicich s infinitesimalni zménou linearnich rozmeérd

LoL+el . (15.25)
Predtim pFfipomeneme, Ze plati
p__oF =—8—Fd"| =— 1238F| spv —-LF (15.26)
V| eLdv|  3v¥oL| oL |

Mame
FL(1+g) ~F + <HL(1+g) - HL>HL - (15.27)

Hamiltonian nerelativistickych Céastic, jejichZ interakce je binarni a zavisi pouze na

vzdalenosti dané dvojice je

P
H, :Zalz—maJrgv(rab) . (15.28)
a<b
Potom
P N
HL(1+5) = ;m + %V ((1+ 8) I’ab) I~
(15.29)
2
Ho+e1-2Y ZF::] + Zrabv’(rab) ,
a a a,b
a<b
a tedy
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a a

%<HL(1+5) - HL>HL :_2<

Z%>+ Zrabv’(rab) : (15.30)

a<b

Upravujme

F -F HL 1eg) H,
LOF o e T =< ik >“L . (15.31)
oL Le &

Vztahy (15.26) a (15.30) dosazeny do (15.31) davaji viridlovy teorém

2
3PV:2<Z%>— SrV(n,)) (15.32)
a a,b

a
a<b

15.5 Invariance volné energie
Pokud je hamiltonidn pozménén néjakou infinitezimalni transformaci charakterizovanou

parametrem &
H — H(e) (15.33)
a volna energie se pritom nezmeéni
F=F(¢) | (15.34)

dostavame vztah

=) >— 0 . (15.35)

V pfipadé se zménou Skaly soufadnic a hamiltonianem (15.28) je podminkou konstantni volné
energie nezavislost F na objemu (tedy P=0). Dostavame tak

P
‘2<Zm

a a

>+ V() )=0 . (15.36)

a<b

16. Nerovnovéazny idealni plyn

16.1 Zakladni pojmy

Kazdy makroskopicky stav idealniho plynu budeme charakterizovat nasledujicim
zplisobem. Rozdélime vSechny mozné kvantové stavy do tfid blizkych stavli — kazda tfida
obsahuje predevsim stavy s velmi blizkou energii. TFidy ocislujeme pomoci indexd j=1,2,...

Poget stavii v kazdé tfidé oznacime jako G,, poCet Castic v této tfidé jako N,. Stav soustavy
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je tedy plIné charakterizovan souborem Cisel {Nj}. Predpokladame prirozené, ze G;, ale také
N; jsou velka Cisla.

Entropie soustavy je Umérna statistické vaze daného makrostavu — tedy poctu zplsob,
kterymi lze tento stav realizovat. Jednotlivé tfidy povazujeme za nezavislé podsoustavy,
mame tedy pro statistickou vahu celé soustavy

AL =] JAr; . (16.1)
i

16.2 Klasicky plyn

Zé&kladnim predpokladem pro klasickou soustavu je, Ze obsazeni kvantovych hladin je
velmi Fidké, tj. ﬁj:Nj/Gj <1 (pfitom ale pofad N; je dostatecne velke). MlzZeme tak
pfedpokladat, Ze se Castice umistuji na hladiny nezavisle jedna na druhé (mala
pravdépodobnost, Ze se ,,potkaji* na urcité hladiné). Potom jde o pravdépodobnost obsazeni

kazdou z N, Castic jednoho z G, stavil — variace s opakovanim — ale podélenou poctem

permutaci N; Castic (Castice jsou stejné)

Nj
AT, =E—le . (16.2)
Pro entropii tak mame
S =ks INAT =ky D" INAT; =ky D" (N, InG; —In(N ;1)) . (16.3)
i i
Po aproximaci
In(N!)~ N In% (16.4)
dostavame pro entropii vyraz
S :kBZleneGj (16.5)
i N;
Vztah (16.5) pfepiSeme pomoci obsazovacich Cisel na
S =k, zj:Gj m, In% . (16.6)
i

Ve stavu statistické rovnovahy nabyva entropie maximéalni hodnoty. ZapiSeme-li dopliujici
podminky

YN, =>Gm=N , YN =>¢Gm=U , (16.7)
i i i i

hledame extrém metodou Lagrangeovych multiplikator(i
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aiﬁ(S+aN+/3u)=o . (16.8)

k

Derivovani dava

G (~kgInA +a+ f5)=0 , (16.9)
odkud pro obsazovaci Cisla
_ 1
n, = exp{k—(a + ﬂgk)} : (16.10)
B
Konstanty ur¢ime z termodynamického vztahu, kdy pFi konstantnim objemu je
dUu =TdS+ xdN , (16.11)
takze
o=t gt (16.12)
T T '
a dostavame skute¢né Boltzmannovo rozdéleni
= M= &
n =exp|l———| . 16.13
» p{ T } ( )
Poznamka: PFi kvasiklasické situaci je
Ap . AQ .
_ M) ) o
=2y Ay o Np=n(py AT, (16.14)

kde s je pocet stuprili volnosti. Pfejdeme pak od sumace k integraci a pro entropii dostavame

vztah
S=k, fnlnidr . (16.15)
n
16.3 Fermiho plyn
V kazdém kvantovém stavu mize byt jen jedna Castice, ale celkové je mnoho N stale

velmi velké Cislo, stejného fadu jako G;. Vzhledem k vlastnostem fermionl je statisticka

vaha poctem kombinaci bez opakovani, takze mame

G.!
AT, = . (16.16)
(Gi_Ni)'Ni'

Entropie je (vSechny faktoridly aproximujeme vztahem (16.4))

S =ky 2.{G,InG, — N/ InN; —(G;~N;)In(G, N, )} (16.17)
i

nebo pfepsano pomoci obsazovacich Cisel
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S ==k, 2.6, {T, I, + (11, )In(L-,)} . (16.18)

PFidanim dopliujicich podminek (16.7) a nalezenim maximalni hodnoty entropie dostaneme

pro rovnovazny stav Fermi — Diracovo rozdéleni

exp{antﬂgk}
k
m = B (16.19)
exp a+pa +1
kB
neboli po dosazeni ze (16.12)
n = ! (16.20)
exp{w}tl
ke T
V jaké limité pfejdeme od statistické vahy (16.16) ke klasické, dané vztahem (7.15)? Potfebné
Upravy jsou
G, —N,
(G;—N;)!=(G;=N;)In 'e L=
(16.21)
G INSL_N G, 4N +(G —N, )in| 1 |~ G 1G™
i NG i+(G;=N;)in B A T
J
kde zanedbavame zbytek
N InG +N GN|1N"~Nj2 16.22
;InG, + j+(J.— j)n _G_jNZGj . (16.22)

16.4 Boseho plyn
Na rozdil od fermionl mdze byt kazdy kvantovy stav obsazen libovolnym poctem
bosond. Statistickd vaha je dana poctem kombinaci s opakovanim. Standardni pfedstava o

vypocCtu uvazuje rozmisténi N, kulicek do G, prihradek. Jde tedy o pocet moznych
uspofadani souboru G; -1+ N, hranic mezi pfihradkami a kulicek — to je (G; -1+ N, )!. Pak
je tfeba nezapocitat identick& usporadani (hranice jsou stejne, kulicky jsou stejné). Statisticka
vaha je tedy

AF'_(Gj+Nj—1)!

i _—(Gj _1)! N (16.23)

PFi vypoCtu entropie kromé pFiblizného vyjadfeni logaritmu faktoridlu velkych Cisel podle

(16.4) zanedbame take jednicku oproti G, a dostavame
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S =kg 2 {(G;+N,)In(G;+N;) = N;InN, - G, InG| (16.24)

i
nebo pfepsano pomoci obsazovacich Cisel
S =kg 3G, {(1+, )In(L+m; ) 1 Inm | . (16.25)
i
PFidanim dopliujicich podminek (16.7) a nalezenim maximalni hodnoty entropie dostaneme

pro rovnovazny stav Bose — Einsteinovo rozdéleni

exp{a 1’8 8@
n = B (16.26)
1-exp a+pa
kB
neboli po dosazeni ze (16.12)
n = ! (16.27)
exp ﬂ -1
ke T
Pro pfechod od statistické vahy (16.23) ke klasické hodnoté (7.15) upravujeme
G —1+N.
(G,+N;-1)1=(G, —1+Nj)|nf=
(16.28)

e

G, N.
(G;-1)In———+N;In(G, —1)—Nj+(Gj—1+Nj)|n{1+G 'lJsz!G,.“J ,
i
kde zanedbavame (je vhodné zaznamenavat kazdy krok aproximaci, i kdyZ vypada zcela
trivialné)
N2

N,
(G, -1+ Nj)ln(u ! J—Nj ro— (16.29)
G 2G,

i
U bosond mohou nastavat situace, kdy pocet ¢astic je mnohem Vvétsi nez pocet hladin —

N, >1, tedy situace opacna ke klasické statistice. V takovém pfipadé upravujeme

G.—-1+N.
(G,.JFNJ.—l)!z(Gj —1+Nj)|nf=

" 6 1 1830
len?'+(Gj—1)|an—(Gj—1)+(Gj—1+Nj)|n(1+ "\Ij ijj!ij

a statistické vaha je pak

NG

Entropie takoveho stavu je (opét zanedbavame jednicku oproti G;)
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eN

S :kBZGjIn Gi : (16.32)
J

]

17. Fluktuace

17.1 Gaussovo rozdéleni
Entropie jako funkce energii podsoustav urCuje hustotu pravdépodobnosti vyskytu

téchto energii ve vyrazu exp[S/kB]. Jestlize energie zavisi na néjakém parametru x, mizeme

proto pravdépodobnost, Ze parametr x leZi v intervalu (x, x+dx) zapsat jako

w(x)dx w(x):konst.exp{y} . (17.1)

B
Tento vztah poprvé uvedl Einstein (Theorie der Opaleszenz von homogenen Flussigkeiten
und Flussigkeitsgemischen in der N&he des kritischen Zustandes, Annalen der Physik 33
(1910), 1275 —1298). Uvahy, které vedly ke vztahu (17.1) jsou zcela v ramci klasické fyziky.
Uvedme tedy nejprve podminky toho, aby kvantové fluktuace byly zanedbatelné

s fluktuacemi termodynamickymi. Kvantova neurCitost AE stanoveni energie pfi méfeni

veli€iny x s pfesnosti Ax musi byt alespon
, X
AEAX~hX~h— (17.2)
T
kde 7 je doba charakterizujici rychlost, sjakou se méni veliCina x s hodnotami mimo
statistickou rovnovéahu. Tato doba mdze byt blizka relaxacni dobg, ale také periodé néjakych
vybuzenych vin. PFirozené poZadujeme Ax< X, odkud
h
AE>— . (17.3)
T
S touto neurcitosti energie je spojena neurcitost entropie

AS h
_—>
Kg Tk, T

(17.4)

Pro platnost klasického vztahu (17.1) je nutné, aby kvantova neurcitost entropie byla mala ve

srovnani s Boltzmannovou konstantou, tedy musi platit

T>

175
kg T (17.5)
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Vztah (17.5) je hledanou podminkou pro to, aby termodynamické fluktuace pfevaZzovaly nad
kvantovymi. Je vidét, Ze pfi pfilis nizkych teplotach nebo pfilis rychlych zménéch sledované
veli€iny tato podminka nebude splnéna.

Predpokladejme vhodnou volbu pogatku odecitani veli¢iny x, tj. pfedpokladejme (x)=0.

Entropie S(x) ma maximum v x=(x)=0 (rovnovazny stav), proto mame

2
Bl o, I3 o, (17.6)
OX 0 OX o
odkud
S0 SO B | pso (17.7)
k, Kk, 2
a
Y [ B
w(x)dx=| = | exp|-=x*|dx . 17.8
(x) [Zﬂj o -£x] (17.8)

Normovaci konstanta je zvolena z predpokladu —co<x<oo. Vztah (17.7) jsme sice odvodili
pro malé hodnoty |x| ale vzhledem k rychlému poklesu Gaussovy kFivky se rozsifenim

intervalu nedopoustime znatelné chyby. Stfedni hodnota druhé mocniny fluktuace je
1

<x2>: T x> w(x)dx= 7 (17.9)

takZe mlizeme vztah (17.8) psat také jako

w(x)dx= X—;de : (17.10)

CoE

Pro hladkou funkci f (x) s od nuly rGznou prvni derivaci v x=0 dostavame

((ar))=((1 <f>)2>={aa—)f(xj () . (17.11)

17.2 Gaussovo rozdéleni pro nékolik proménnych

Pokud je entropie funkci n parametrl S(x,...,x,), je rozvoj v okoli rovnovazného

stavu
S S,

1
k_=k__516ik X% o+ Bu=PBa - (17.12)
B B
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PFi zapisu pouzivame scCitaci konvence — pfes opakujici se indexy se s€itd od 1 do n. Hustota

pravdépodobnosti w je nyni dana vztahem
1
W=Aexp[—5ﬂikxixk} , J'...J'del...dxn=1 . (17.13)

Transformace x,=a,, X, bude diagonalizovat kvadratickou formu, pokud
Bia,a.=0. = B.xx=06xXx . (17.14)
Z maticového vyjadreni dostaneme pro determinanty
pat=1 = (deta)’ =detg . (17.15)

Vime, Ze |deta| je Jakobian transformace, takze méame

n
©

n/2
A|deta) Jexp[—ixz}dx =A(2—”)M=1 . (17.16)
2 (detp)

—0

Pro hustotu pravdépodobnosti w tak mame

12
e 1
((2 '6))2/2 p[_iﬂ‘k X; xk} . (27.17)
T
Zavedeme veliCiny X, termodynamicky sdruzené k x. vztahem
1 0S
Xi=———=L,% . (17.18)
kg O% <

Vzhledem K linearni zavislosti v (17.18) plati i inversni vztah — je-li S vyjadfena pomoci X,
mame
1 0S S S, 1

X =——— 220 (1) X X, . 17.19
' kg X, ke ke 2(ﬂ )i XX (17.19)

Stfedni hodnotu sou€inu x; X, spoCteme pomoci integrace per partes
12
t
(% X, de '6 [ x (——exp[ =B X kadxi...dxn =5, . (17.20)

Vynéasobenim matice stfednich hodnot (x; X,) matici S nebo matici B dostavame dalsi

vztahy, takzZe celkové miizeme psat

(6 X)=6 (X X)=B » (xx)=(87) (17.21)
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Plati-li pro nékteré dva parametry (oznaCime je x, a X,) <x1 x2>=0, pak jsou fluktuace téchto

parametrd statisticky nezavislé. Integrujeme-li hustotu pravdépodobnosti pfes vsechny

zbyvajici proménné, z(stane pouze
1 1
W, = konst.exp[—zﬂl’1 X2 — Bl X X, — Eﬂz’z XZZ} : (17.22)

Z (17.21) méme
(6%)=0 = (p7),=0 = B,=0 . (17.23)

Posledni implikace plyne z (,6”*1)12 =— 3, /detg" . Rozpada se tedy (17.22) na souin dvou

nezavislych Gaussovych rozdéleni. Tvrzeni v opatném sméru je trividlni: jsou-li parametry

nezavislé, je (x,X,)=(x)(x,) a protoZe mame vsechny stfedni hodnoty parametr(i volbou
po&atku rovny nule, je (x,x,)=0.
17.3 Fluktuace termodynamickych veli¢in

Odvodime nejprve potfebny vyraz pro minimalni praci Rﬁf,)n kterou vykona vnéjsi objekt

nad télesem. UvaZujme soustavu (té€leso) uzavienou v rozsahlém vnéjSim prostfedi, jehoz

teplota T, a tlak P, se liSi od teploty T atlaku P télesa. Téleso mlize vykonavat préaci nad

néjakym objektem, ktery je tepelné isolovan jak od studovaného télesa, tak od vnéjSiho
prostfedi. VSechny tfi podsoustavy (téleso, objekt, vnéjsi prostfedi) tvofi dohromady
uzavienou soustavu. Vnéjsi prostfedi ma tak velky objem a energii, Ze zména téchto veli€in
zplisobend zménami télesa nevede k pozorovatelnym zménam tlaku a teploty prostredi, takze
je miizeme povaZzovat za konstantni.

Pokud by vnéjsi prostfedi neexistovalo, byla by prace konana télesem nad objektem
jednoznacné dana zménou energie télesa mezi pocatecnim a koncovym stavem. Existence
prostiedi Cini vysledek nejednoznacnym a vznikd opét otdzka o maximalni hodnoté préce,
kterou mlzZe téleso vykonat pfi dané zméné stavu. Pokud pfi pfechodu z jednoho stavu do
druhého koné téleso praci nad vnéjSim objektem, potom pfi opaném pfechodu musi konat
praci vnéjSi objekt nad télesem. Najdeme-li tedy pfi pfimém prechodu mezi dvéma stavy

je to zaroven hodnota minimalni prace R kterou pri

min ?

télesa maximalni hodnotu prace R

max !
opacném prechodu vykona vnéjsi objekt nad télesem.
V pribéhu prechodu si téleso miiZze vyménovat teplo i praci s vnéjSim prostiedim. PFi

zmeéné stavu se tedy celkova zména energie télesa sklada ze tfi Casti: z prace konané nad

télesem vnéjSim objektem R, z prace konané prostfedim a tepla ziskaného z prostredi. Jak
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jsme jiz uvedli, velké rozméry prostfedi umoZnuji povazovat jeho tlak a teplotu za konstantni,

je tedy prace konana vnéjSim prostfedim nad télesem rovna P, AV, a predané mnozstvi tepla
—T, AS, . Indexy nula patfi veli¢inam charakterizujicim vnéjsi prostfedi. Mame tedy

AU =R + P, AV, —T, AS,
(Na leve strané je zména vnitini energie télesa, ale na pravé strané jsou préce a teplo vnéjsich
zdrojl, proto opa¢na znaménka oproti konvenci prvni véty). Ze zachovani celkového objemu

a zakonu rostouci entropie mame
AV +AV,=0 , AS+AS,>0

Dosazenim dostadvdme nerovnost

RY>AU -T,AS +P,AV . (17.24)
Rovnost je dosaZzena pFi vratném déji — opét dochazime k zavéru, Ze pfechod je realizovan
s minimalni vynaloZenou praci (a opatny pfechod s maximalni vykonanou praci), je-li déj
vratny. Mame

R =AU -T,S+PRV) . (17.25)
Minimalni préaci lze také interpretovat nasledujicim zpdsobem. Oznatme S, celkovou
entropii soustavy téleso plus prostfedi a U, celkovou energii. Pokud jsou téleso a prostredi
Vv rovnovaze, plati

S, =S,(U,)

Nejsou-li v rovnovaze, je celkova entropie soustavy (pfi dané hodnoté celkové energie) mensi

0 —AS, (pfirozené AS, <0). Na obrazku tomu odpovida useCka ab. Horizontalni useCka
S‘ Al/

—AS;

b

Ui
-

cb odpovida zméné energie pfi vratnému déji — pfechodu od stavu télesa v rovnovaze

s prostfedim do stavu, odpovidajiciho bodu b. Ukazali jsme, Ze pfi vratném déji je prace
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potfebna k tomuto pfechodu minimalni. Ponévadz uvazujeme jen o malych odchylkéach od

rovnovahy, mizeme podle obrazku psat

ds, (U,)

_Ast = Rr(:i)n
du,
a protoze dS, /dU, =1/T, , madme nakonec
R.. 1
AS, = ——mn — _ = (AU —T,AS + P,AV) . (17.26)
TO TO

Vréatime se ted k fluktuacim. Hustotu pravdépodobnosti napiSeme pomoci zmény
entropie celé uzaviené soustavy
R

AS .
W ~ ex Ll=exp| ——0n | 17.27
pM p{ H 7.21)

a R, Je prace vykonana nad malou zkoumanou Casti celku, podrobenou fluktuaci

RO —AU —TAS+PAV (17.28)

kde AU, AS a AV jsou zmény energie, entropie a objemu zkoumané malé ¢asti, T a P jsou

teplota a tlak celé soustavy. PfepiSeme jesté (17.27) na

" exp{_ AU —T AS + PAV} (17.29)
ke T
Rozvineme-liv R, vyraz AU do Taylorova rozvoje, mame
2 2 2
A=Y ps M py 1Y (AS) +2 0Y psav+2Y (AV) |=
0S oV 2| 0S oS oV oV
(17.30)

2 2 2
Tas-PAV + 2 T a5 1209 Asav + 29 (avy’
2| S oS oV v

Ve vyrazu pro R se tak linearni leny vyrusi a z(istavaji jen kvadratické, které viak snadno

pfepiSeme na

Rr(n‘?nzE asAl Y |aval P
2 0S|, oV

Vysledny vyraz pro hustotu pravdépodobnosti je

H :%(AS AT —AV AP) . (17.31)

W ~ ex {APAV —AT AS} (17.32)

2k, T

Priklad 1: Entropie a tlak jako funkce teploty a objemu. Je
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AS=5| AT 8 AV =SAT P Ay
oT V| T oT
Ap=2Pl AT+ 9P| AV
ot |, V|

PFi Upravé jsme vyuzili

6S  O°F 0P O°F

dF =-SdT - PdV

&N  voT | oT  aToV
Dosazeni (17.33) do (17.32) dava
W~ explZ—ZKC;"T2 (AT)2 + 2leT Z—ST (AV)Z:I
Z obecného vyrazu (17.21) pak plyne
ky T? v

(ATAV)=0 , ((aT)")=

, <(AV)2>:—kBTa—P

T

Z termodynamickych nerovnosti mame prirozené C, >0 a oV /o P|T <0.
Priklad 2: Objem a teplota jako funkce entropie a tlaku. Je

AV :ﬂ AS +8—V
0S oP

AT :8_T AS +8—T
0S|, oP

AP:QI AS +—
oP|, oP

AP :lAS +8—T
Co oP

oV AP |

P s S

AP

S S
PFi Upravé jsme vyuzili

2 2
W =Tds+vdp = - W O _0W

oS 9SoP ' P 0PoS
Dosazeni (17.33) do (17.32) dava
W~ exp| — (AS)2 + ! NV (AP)2
2k, C, 2k, T 0P|

Z obecného vyrazu (17.21) pak plyne

(ASAP)=0 , ((88)')=k,Cp <(AP)2>=—kBT2—5

S

Z termodynamickych nerovnosti mame C,>0 a 8P/8V|S <0.
Pfiklad 3. Energie jako funkce teploty a objemu. Je

orT

AT+&

oV

AV =C, AT +|:TZ—:

— P:IAV
v T v
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PFi Gpravé v (17.41) jsme pouzili termodynamickych vztah

dU=Tds-Pdv=T22] a1 +|T3| _p|av (17.42)
oT|, V|,
Cy
a
oS\ 0] ORI _0f oFF ) _OP (17.43)
v| evl or| )| eTl ev| ) T
T

Z (17.41) vypocteme <(AU )2> a po dosazeni za (AT AV), <(AT)Z> a <(AV )2>z (17.36)

dostavame
2
oP oV ,
(AU’ =—kBT(T—L—Pj — +C kT2 . (17.44)
((a0) ot ") opl,

Priklad 4. Fluktuace odklonu od vertikalni polohy matematického kyvadla. Je to jeden

z mnoha prikladl, kdy nesledujeme fluktuaci termodynamickych veli¢in, ale néjakych
parametr(l soustavy, jejichz pomoci je vyjadiena minimalni prace. Pro matematické kyvadlo
(se standardnim znaenim veli¢in) mame

1

R — Smg| o . (17.45)
PrepiSeme-li (17.27) pro tento pfipad na
e 2
W~ exp{— EB’(T:”_ } = exp{%{pzﬂ , (17.46)
dostavame
(¢)= :f; . (17.47)

17.4 Fluktuace poctu Castic
Ze vztahu (17.36) dostaneme podélenim druhou mocninou poctu ¢astic

)2
N N? oP

Na leve strané tak mame fluktuaci objemu pfipadajiciho na jednu €astici. Je potom mozné tuto

(17.48)

T

fluktuaci pripsat nikoliv malé zméné objemu pfi pevné daném poctu Castic, ale malé zméné
poctu Castic pFi pevné daném objemu, tedy

AY v Aiz—izAN . (17.49)
N N N
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Dosazeni (17.49) do (17.48) dava

2
<(AN)2>=—kBT2N N (17.50)
vV?  oP|
Napfriklad se stavovou rovnici idealniho plynu mame
N| __NkT__ V7 (1751)
oP| P’ Nk T '
a tedy
(AN =N (17.52)
Ve vztahu (17.50) upravime pravou stranu
2
NNV N i(ﬂj (17.53)
VZorl oP\V |,

Protoze N/sz(P,T), je jedno, derivujeme-li tuto funkci pfi konstantnim N nebo V,

mizeme dale upravovat

Ni{ﬂj _NoN| _oN| Pl _oN| (1754)
oP\V T,N v 8P|T,V alD‘T,v 8fu|T,v ou ‘T,V
PFi Upravé jsme vyuzili vztah pro termodynamicky potencial
—-dQ=PdV +VdP=SdT + Nd N_oP (17.55)
V. Ouy
Méame tak misto (17.50) vztah
<(AN)2>= K, TN (17.56)
Oty

Povazujeme-li za zkoumanou podsoustavu castice na k — té kvantové hladiné, mame

z predchoziho vztahu

on,
An ) ) =k, T =% 17.57
((an,)") =k, ol (17.57)
Pro Boltzmanndv, Fermiho a Boseho plyn mame postupné
_ - om,  _ _
N, =exp ‘;B—Tﬂ = kBTa_;:nk = <(Ank)2>=nk : (17.58)
M= = kT Teon (1on) = ((an))=m(@-m) , (17.59)
S —H H
exp| ———— |+1
{ kBT i
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P = kT Deem (14m) = ((An))=n, (1+7) . (17.60
&~ H op
"t |7
B

Vytvofime skupiny Castic tak, Ze do nich zafadime Castice, které obsazuji kvantové hladiny s

blizkymi hodnotami energie ¢ ~&'". Pocet takovych hladin oznatme G'”, takze stfedni
poget &astic ve skuping bude N'=G'" V=G> 7, . Vzhledem ke statistické nezavislosti

fluktuaci obsazeni jednotlivych hladin mame

(an,an)=0 = <(AN“>)2>=<(A2nk)2>=<Z(Ank)2> . (17.61)

Pro Boltzmannovo, Fermi — Diracovo a Bose — Einsteinovo rozdéleni tedy plati

N

<(AN“>)2> - N“{l—%j | (17.62)

N(j) L. N(‘)
(;(D

PFi aplikaci na zareni Cerného télesa povaZzujeme za jednotlivé skupiny souhrn kvantovych

stavll fotonu v objemu V s frekvencemi v intervalu (@, w+Aw) — horni index () pFislugné
]

skupiny budeme vynechévat - tj. pocet stav(l bude

2 Ao . (17.63)

Misto poctu fotonl budeme popisovat odpovidajici energii U, =Nnw, takZe ztfetiho

vyrazu v (17.62) dostadvame

zct (UM)2

17.64
V o’ Aw ( )

<(AUAw)2>=ha)UAw +

Tento vztah poprvé spocital Einstein (Zum gegenwaértigen Stand des Strahlungsproblems,
Physikalische Zeitschrift 10 (1909), 185 — 193) z vyrazu (v naSem znaceni)

1 d?3s

2
— AU , 17.65
2ky dAUZ, (20.) (17.65)

AU, =0

W~ exp| —

pfitom entropii vzal z Planckova vzorce pro zérfeni Cerného télesa.
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17.5 Poissondv vzorec
Pro malé fluktuace a plyn blizky klasickému je fluktuace poCtu ¢astic v daném objemu

plynu déna vztahem (17.52), takZze pro pravdépodobnost nalezeni poCtu Castic v intervalu

(N,N+AN) miZzeme psat

wW(N)dN =%exp{%}d N . (17.66)

(27z N)
Bude-li vSak objem V velmi maly, mize byt i pocet Castic v ném maly a pak je potfeba pocitat
pravdépodobnost jinak. Celkovy objem a pocet Castic oznaCme V, a N,. Predpokladame
homogenni rozlozeni Castic v celém objemu V,. Pravdépodobnost, ze se N €astic nachazi a
N, —N &astic nenachazi v objemu V je (V/V,)" (1-V/V,)™ . Poget takovych stavil je dan

poctem kombinaci bez opakovani, takze celkem dostavame

W, {N‘Jj(ij (1—ij ; . (17.67)
NV, Vv,

O spravném normovani se snadno presvédcime
Ny v ov)®
R =(1——+—j =1 . (17.68)

Nyni pro V <V, = N« N, vezmeme v (17.67) pfiblizné

N

°_N+NInN0£(N0—N)!NON (17.69)

In(NO!)iNOIn%i(NO—N)In )

a vexponentu polozime N,—N=N. SoznaCenim stfedniho pocCtu Castic v objemu V

=(V/V,)N, dostavé vztah (17.67) s témito aproximacemi tvar

—N _ \Ng
w, = N N (17.70)
NI N,

Provedené aproximace porusily normovani, ale provedeme-li jesté posledni aproximaci

n — \Np
. X N —
lim{l-—| =exp[-x| = |1-—| =exp|-N| , 17.71
dostavame Poissonllv vzorec se spravnym normovanim na jednicku

= —exp[ N - (17.72)

Z Poissonova vzorce miizeme odvodit Gaussovo rozdéleni (17.66) za predpokladdl
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N>1 , |s]= < <1 . (17.73)
Pro N! pouzijeme pFesnéjsi Stirlingovu aproximaci
N!=(22N)"* N" exp[-N] (17.74)
a mame tak
~N(1+6)In(1+5)+ N &
W, = exp[ ( +_) n(1+ ]/2)+ ] 17,75
(22N (1+5))

Ve jmenovateli poloZime 6=0, v exponentu ponechdme v rozvoji ¢leny do druhého Fadu v

a dostavame pozadované Gaussovo rozdéleni (17.66).

18. Soustava s koneCnym poctem energiovych hladin

18.1 Stavova suma a odvozené veliCiny pro dvé hladiny

Méjme soustavu N vzajemné neinteragujicich Castic, kazda z nich musi obsazovat jednu

ze dvou energiovych hladin — bud' & nebo ¢,. OznaCime-li poCet Castic na hladiné €, jako n,
je na hlading & N —n Castic. Pocet kombinaci pro takovy stav s energii E =(N-n)s +ne,
je

N!

(N=n)n! (5.4

takZe stavova suma je (E,=Ng,+nA¢, kdeAsc=¢,—¢)

7=

g | N! nAg P A& " (18.2)
exp| -N—L > ——exp| - =exp| —N — || 1+exp| -
ke T | (N=n)in! KT KT KT

a pravdépodobnost nalezeni stavu s energii E, je

_ _Aes B N! _NAg
wn_(ljtexp{ kBT:D (N—n)!n!eXp{ kBT} . (18.3)

Volnou energii spocteme podle vztahu

F=—k,TIZ=Neg-Nk,T In(l+ exp{— kA‘_gr D . (18.4)

B

Entropie je
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s_ OF _, (. — T@I_ZJ

oT oT
exp| - 25 (18.5)
Ae A& kg T
N kg § In| 1+ exp| - +
kg T kg T Ag
1+exp| —
kB

a vnitfni energie

expl - Aeg
kg T

Ag
1+ exp{—k T}
B

Posledni dva vyrazy mizeme prepsat do symetrického tvaru
S =

g exp| — 4 |4 exp| — %
g £, 1 ke T | ° K, (18.7)
N kg < In exp—kT + exp| — +kT
B B

TZQEE

U=F+TS=kg T =N| g +A¢ (18.6)

T
kT exp{— & }rexp{— ! }
kg T kg T
a
o 5] 2
U=N : (18.8)

exp{— 4 }Lexp{
kB

18.2 Obecny pfFipad kone¢ného poctu hladin

|

Entropii vypocCteme ze statistické vahy

I
S=k;In(Al') =k In % {N In— Z N, In—} : (18.9)
Rovnovazny stav budeme hledat pomoci Lagrangeovych multiplikatord
ail {S+aN+pU}=0 , N= ZN , U=>gN, . (18.10)

Dostavame tak rovnice
a+pfs,
—-kgInN, +a+ f5,=0 = N, =exp — | (18.11)
B
Odsud pak
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takZe s oznacenim

mame

a dosazenim (18.14) do (18.9) mame pro entropii standardni vyraz
S=—ky N> w Inw,

Rozepséani (18.15) dava

S=ky N |n(zexpmgi D APNTE

[ —

ﬂzNigi

k, N |n(§j‘,expmgi D U

B

Z druheé véty termodynamické
dUu =TdS-PdV

mame
os) _1
ou|, T
Derivovéanim (18.16) dostavame
oS 0S 0 oS
aul, TR TR

(18.12)

(18.13)

(18.14)

(18.15)

(18.16)

(18.17)

(18.18)

(18.19)

Porovnani (18.19) a (18.18) dava ocekavany vysledek S=-1/T . Pro volnou energii mame

F=U-TS=-Nk,TIn| > exp| - ‘) ,
i kBT

pro entropii
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S =Nk, |n[2exp{ k‘gTD+ ~ Z;e E{ Tﬂ (18.21)
EXP

a pro vnitfni energii

S exp{

U=N-
> exp| - i
i kBT

Statistickou sumu spocteme snadno i pro pfipad, kdy jsou energiové hladiny degenerované.

} . (18.22)

V takovém pfFipadé mame
N!
g ...y exp{——angJ

n1!-...-nk.
T (18.23)

g, exp . +e--4+ 0, exp| — it N
' keT “ kT

18.3 Zaporne absolutni teploty

UvaZzujme opét soustavu se dvéma energiovymi hladinami. Pro jednoduchost zvolme

=0 a oznalme ¢,=¢. Dale entropii pfipadajici na jednu Castici (v bezrozmérnych
jednotkach) azS/(N kB)a energii pripadajici na jednu Castici méfenou pomoci vzdalenosti
energiovych hladin u=U/(N g) a nakonec bezrozmérnou veli¢inu Gmérnou teploté

7=k, T /&. Z definice 0<u<1. Mame pak misto (18.7) a (18.8)

1) 1 eXp[_l}
o= In[l+exp[——D +——Tl (18.24)
‘ f1+ exp[—}
.
a
=
exp| ——
u=—=_21 (18.25)
1
1+ exp[—}
.
Entropie vyjadfena pomoci vnitfni energie je z téchto vztahl
=(u-1)In(1-u)-ulnu (18.26)

a teplota vyjadiena pomoci vnitfni energie je
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1

£ In(1-u) - Inu (18.27)

Grafické zobrazeni zavislosti entropie a teploty na vnitfni energii je na obrazcich.

e

»Nejteplejsi“ je soustava pri teploté z——0, pak sestupné r——o a r—>0, nejchladnéjsi je

In2 —

u

l u

soustava pro teplotu z—+0. Tento popis si potvrdime standardni Uvahou. Uvedme to
tepelného kontaktu dvé soustavy, soustava A ma absolutni teplotu zapornou T, <0 soustava B

ma absolutni teplotu kladnou T, >0. Musi platit
AS=$§A+$§&20 — T,<0AT,>0 = AQ,<0AAQ,>0 . (18.28)
A B
Soustava A se zapornou absolutni teplotou predava teplo a soustava B s kladnou absolutni

4T

teplotou teplo pfijima — je tedy soustava B ,,chladnéjsi* nez soustava A se zapornou absolutni

teplotou.

19. Kineticka teorie plyn(

19.1 Liouvillova véta
Méjme soustavu obyCejnych diferencialnich rovnic

dX -
5= (19.)

ktera ma pro celou ¢asovou osu feSeni. V tomto odstavci vyjime¢né znaCi Sipka vektor v n —

rozmérném prostoru. Oznaéme g' grupovou transformaci

g'(X)=x+f(X)t+0(t*) , t—>0 . (19.2)
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Oznatme D(0) oblast v prostoru {X}a V (0) jeji objem a dale V (t) objem oblasti D(t),

kde D(t)=g' D(0). Plati v&ta: Je-li divf =0, potom g' zachovava objem

divf=0 = g¢'v(0)=V(t)=V(0) . (19.3)
Pro dlikaz jsou potreba dvé lemmata. Lemma 1: Plati
dv (t -
vy _ [ divfdx . (19.4)
dt | _, 5(0)
Obecné je
tg tg ra
V()= | det?9Fax , 9 X_g, 9% o) . (19.5)
oX oX oX
B(0)
Lemma 2: Pro libovolnou matici A plati
det‘é + At‘ =1+ TrAt+0(t?) . (19.6)

Dikaz je snadno vidét — pouze v soucinu prvkd na diagonéle jsou Eleny nultého a prvniho

fadu v t, jak je vidét na prikladu

l;jtlt l?;;t =1+ (a,+ay,)t+(a, a,—a, a, )t* . (19.7)
Mame tak
detagii :1+Trit+o(t2):l+ divf +0(t*) . (19.8)
X o0X
Dosazenim do (19.5)
V(t)= j[u divf+0(t2)]d>? (19.9)
D(0)

a derivovanim a poloZenim t=0. ProtoZe se t=t, pfi pocitani ni¢im nelisi od t=0, mizeme

psat také
V(t =
av() _ [ divfdx . (19.10)
dt |, o)
Tim je dlikaz dokoncen, nebot’
- V(t
divf=0 = dd5)=o . (19.11)

Specialné pro soustavu Hamiltonovych rovnic
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dg® oH dp, oH

= : =— (19.12)
dt odp, dt o0q”
je (secitame pres opakujici se indexy)
divi=2 R 0 oH) 4 (19.13)
09 op, 9p,\ 09"

19.2 Boltzmannova kineticka rovnice
19.2.1 Jednocasticovy problém

Mame Sestirozmérny fazovy prostor {q, p}. Rozdélovaci funkci f(q,p,t) zavadime
jako

(d°q dsp)‘t

dNL - f(q’ ﬁ’t) (27[?1)3

(19.14)

kde dN|t je pocet Castic velementu fazového prostoru (de’qde‘p)‘t v Case t. Podle

Liouvillovy véty

(d‘"’qup)‘ =(d*qd®p) (19.15)
t to
Také pocet Castic se nemeéni
dNJ =dN| (19.16)
takZe pro rozdélovaci funkci musi byt
f(d,p.t)="f (G Poty) - (19.17)
Derivovanim (19.17) podle ¢asu dostavame
ﬂ=ﬂ+§qf.d_q+§pf.d_p=o , (19.18)
dt ot dt dt
Z Hamiltonovych rovnic
dj = dp
“1-VH , ~£E=_VH 19.19
dt ° dt ! ( )
= —
e o7
dosadime do (19.18) a dostavame
of - ., = -
E=VqHfo—VpHquz{H,f} . (19.20)
V rovnovazném stavu jsou Poissonovy zavorky H s f rovny nule
%—I:O = {H,f}=0 = f=f(H) . (19.21)
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Rozdélovaci funkce je v rovnovdZzném stavu pouze funkci konstanty pohybu — energie H=¢ .

19.2.2 Boltzmann(v srazkovy ¢len
Zapocteni srazek mezi Casticemi vede k tomu, Ze pocet Castic v elementu fazového

prostoru jedné ¢astice uz nemusi byt konstantni. Je potom

df (ot} ot g ¢ 84, ¢ s dB_[of) (19.22)
dat ot ), ot dt dat (ot ),

Predpokladame, Ze pfi sraZzce se zachovavaji jak hybnosti, tak energie ¢astic
P+p=p+p , e+teg=&+¢ (19.23)

a interakce se odehraje v jediném bodé prostoru §. Pro struc¢nost zapisu budeme zkracovat

p=C ., p=I |, I 1! ’ 5 =1/ ’
p3 pl 1 p pl 1 (1924)
d*°p=dr , d°p,=dr, , d*p =dr’ , d*p/=dr]
a
f(q,p,t)=f(q,0,t)=Ff , f(q§,p,.t)="f(q.I,.,t)="F |,
(@p.0)=1(a.r.) (@5 )= f (0=t 1925)

f(q,p't)=f(q.r',t)=1" , f(q,p.t)="F(q.05,t)="f
Zapis pomoci symbold T je vhodny i pro popis fazového prostoru obecnéjSich struktur —
napfiklad uz pro dvouatomovou molekulu jde o tfi slozky hybnosti a dvé nezavislé slozky
momentu hybnosti. Poget srazek s prechodem I',I", - T’ ,T"] za jednotku Gasu v elementu
objemu dV =d*q je dan vztahem
dv
(27zh)

kde vztah mezi pravdépodobnosti prechodu a diferencialnim G¢innym prdrezem srazky je

w(r', 0|, 1) f f,drdl,dr'dry (19.26)

w(r', 0|, T, )dr' dry

=do(I',T}T.T,) . (19.27)

v ov v

definujici smér osy molekuly). PFirozené by se také faktor 2z7 vyskytoval ne ve treti

mocniné, ale v mocniné dané poctem stupiill volnosti. Ve zkraceném zapisu budeme psat
w(r',Tj|0.I)=w , w([,L|T,I)=w . (19.28)

Bude nas tedy zajimat zména v obsazeni elementu fdzového prostoru za jednotku Casu pfi

pevné dané hodnoté T", tedy
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[ﬂj dvdrl (19.29)

at coll (Zﬂ-h)s
Ubytek je dan jako
VAL fwt fdr,drdr] (19.30)
(27 n)
prirlstek jako
VAL fw §/dr,dr'ar] (19.31)
(27 n)
takZe celkova zména je
(dzvj-l; [(w £/ 1/ -wt f)dr,dr'dr] . (19.32)
VA
Porovnanim (19.32) a (19.29) dostavame
of | 1 Y I 4T
[Ej _(Zﬂh)sj(w t/f/—wf f)dr,dr'dr; . (19.33)
coll

V dalSim odstavci uvidime, Ze plati
[w(r’,rj|r,1,)dr'dry = fw(r,r,|r,r))dr'dr; (19.34)

Protoze f ani f, nezavisi na T" ani I'}, mOzeme vztahu (19.34) vyuzit k Gpravé (19.33) na

af 1 / I g1 / /
— | =—— W (f'f —ff)dl,dI"dl;, . (19.35)
[ ot jcoll (Z”h)s '[ ( 1 1) 1 1

Funkce w resp. diferencialni acinny prifez do obsahuji jako soucinitele také Diracovu delta

funkci, vyjadfujici zakony zachovani. Pro pfipad jednoatomového plynu plati

w =w(p, B0 B)=w(p' . plIp.B)=w , (19.36)
takze mizeme v (19.35) psat w mistow’ . Podle (19.27) mame pak
wdp' d*p =[V-v|do (19.37)
a pro srazkovy c¢len pak
of 1
— = Vv |(f'f/—f f)dod®p, . (19.38)
e

Pfitom uz predpokladame, Ze za p’ a P/ jsme dosadili ze zakond zachovani, takZe se

integruje jen pres hybnosti p, a thel rozptylu (do = g(4,¢)dQ).
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Hruby odhad srdZkoveho integrélu pro kinetické jevy v plynech je moZno ucinit
pomoci pojmu stfedni volné drahy | — stfedni vzdalenosti, kterou urazi molekula mezi dvéma
po sobé jdoucimi srazkami. Tuto vzdalenost mizeme vyjadFit pomoci ucinného priifezu o a
hustoty poctu ¢astic N z vyrazu

1

| ~— . 19.39
ol -4 ( )
Je-li linearni rozmér molekul d a stfedni vzdalenost mezi molekulami ¥, mame
, 1 (TY Y’
c~d° , N~= = I~-T|—| =d| = . (19.40)
r d d
Zavedeni stfedni doby mezi sréZzkami
r =é (19.41)
v
pak vede k hledanému odhadu Boltzmannova sraZzkového ¢lene
o) __f-f (19.42)
at coll v

kde f, je rovnovézna rozdélovaci funkce. Pfikladim uZivajicim tento odhad se bude vénovat

dalsi kapitola.
19.2.3 Princip detailni rovnovéhy
Pravdépodobnost rozptylu ma dllezitou vlastnost, vyplyvajici ze symetrie zakond

mechaniky vzhledem k inversi ¢asu. OznaGime T'" hodnoty veligin, které vzniknou z T pfi

Casové inversi. Mame napfiklad pro hybnost a moment hybnosti

r=(p.M) - I"=(-p,-M) . (19.43)
PonévadzZ Casova inverse zaménuje stavy ,,predtim“ a ,potom“, plati
w(r', 0|0, 0 ) =w(r", 0y " 07 (19.44)
Provedeme-li jak Casovou, tak prostorovou inversi, dostdvame z T hodnoty I'' " — napfiklad
pro hybnost a moment hybnosti mame

r:(ﬁ,M) N r”’:(r),—M) , (19.45)

nebot P je polarni a M axialni vektor. Pokud jsou také jednotlivé molekuly symetrické
vzhledem k prostorové inversi, plati pro danou soustavu

w(r', |0, 1) =w(C™?, 0|0 TP (19.46)
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Pokud maji jednotlivé molekuly stereoizomery, popisuje vztah (19.46) rdizné soustavy. Také o
(19.44) nemlizeme obecné tvrdit, Ze popisuje pfimy a obraceny rozptyl. O rovnosti
pravdépodobnosti pifimého a obraceného procesu mizeme vsak mluvit u jednoatomového
plynu, kde T'=p=I"", takze podle (19.46)

w(p', B{1P. B)=w(p.plP . B) - (19.47)

rozptylu. Tam je rozptyl popsan pomoci unitarni matice (S — matice) S* S=1, nebo rozepsano

i=k

zsi+f ka=zs:isfk=§ik = Z‘Sfir:l . (19.48)
f f

f

Kvadrat modulu ‘S“r udava pravdépodobnost rozptylu i— f a druhy vztah v (19.48) je

normovaci podminka — soucet pravdépodobnosti vsech moznych pfechodd z daného stavu je

roven jedné. ZapiSeme-li podminku pro unitarni S — matici jako SS*=1, mame

i=k

zsifs:kzzsifsgf =0 Z‘Sif‘z =1, (19.49)
f f

f

tedy také soucet pravdépodobnosti ‘S”r vdech moznych prechod(l do daného stavu je roven
jedné. Porovnanim (19.48) a (19.49) (vynechame v souctu pravdépodobnost, Ze k rozptylu

nedojde, tj. Clen ‘S“r) dostavame

fZ'\Sfi\z = fZ'\Sif\z - (19.50)

PFi pfechodu ke spojitym hodnotdm spektra veliin T" popisujicich rozptyl dostavdme z
(19.50) vztah pro funkci w, ktery jsme jiz uvedli jako (19.34)
[w(r’,rj|r,1,)dr'dry = [w(r, 0|, Ty)dr dTy
19.2.4 Rovnovézné rozdélovaci funkce
Srazkovy ¢len musi byt roven nule a tedy z (19.38)

f/ f,—f, f,=0 , (19.51)
rovnovaznou rozdélovaci funkci oznaCujeme dolnim indexem 0. Podle (19.21) zavisi tato
funkce pouze na energii ¢=¢(T"). Zapotteme-li jesté zékon zachovani energie gvel=c+e,
dostavame rovnici

fo(¢) fo (&)= fo(g/) f0(8+81—8/) : (19.52)
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Derivujeme tuto rovnici nejprve podle & a potom podle & - pravé strany takto vzniklych

vyrazll budou stejné. Podélenim vyrazil pak dostavame

1 dfy(e) 1 dfy(s)
f(e) de  f(&) dg =konst. (19.53)

takze po integraci

f, = exp{—ﬂ _ 8(F)} . (19.54)
ke T

IntegraCni  konstanty jsme volili tak, aby vysledek byl vsouhlasu srozdélenim pro
rovnovazny Boltzmann(v plyn.
19.3 H -teorém

Plyn, stejné jako kaZzda izolovana soustava se bude snazit dojit k rovnovaznému stavu.
Mélo by jit o dé&j, pfi kterém roste entropie. V tomto odstavci to dokazeme. Entropie je dana
vztahem

Kg

S = Jfln dvdrr , dvdr=d’rd®p . (19.55)
(27zh) f

Derivovanim podle ¢asu dostavame

a5__ Kk Sjﬁ[fmijdvar:— s JI nt2lavar . (19.56)
dt  (2zn) ) atl (270 ) ot

znacit C(f) — Casto se také pouZiva

V tomto odstavci budeme srazkovy clen (of /ot)

Stf (od Streuung). Dosadime z Boltzmannovy rovnice

of

=t =—V.V,f-F.V s f+C(F) . (19.57)
Ocekéavame, Ze ke zméné entropie bude prispivat pouze srazkovy Clen. Prispévek prvnich

dvou ¢lenl pravé strany (19.57) je

nt|-v.2 g 20 \avar=|[v.L4F. 2 (flnfjdVdF . (19.58)
or op or op

Jednoduché Upravy vedou na

V-Ji(f Inijdv =v- [, f InidSF -0 ,
or e k¢ e

v (19.59)
. (5 t s f
E | L] fint drzF-J'nﬁfln—dSﬁzo :

op € or €

r

protoZe vné objemu fazového prostoru je f =0. Mé&me tak
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ds Kk,

dt (27n)

f[infc(f)dvdr . (19.60)

Vypocet integralu vzhledem ke I' provedeme pro obecnou funkci @(T"). NapiSeme srazkovy

integrél podle (19.33)

1
Wj'q)(r)w(r,mr’,r{) f/f/d*T -

1
Wj@(r)w(r’,rﬂr,rl)f fd*T

[o(r)c(f)dr=
(19.61)

kde d*T'=dldT,dI’dT;. Prostou zdménou znageni T'<>T’,T,«>T; ve druhém integralu

prave strany v (19.61) dostaneme

jcb(r)c:(f)dr:(2 1h)3j[cb—cb’]w(r,rl|r’,r{) f/1/dT . (19.62)
T

Dal$i zaménou znateni T'«<>T", , T’ <> T dostaneme
[o(r)c(f)dr=

a konec¢né vezmeme prdmeér z vyrazi (19.62) a (19.63)

[o(r)c(f)dr= 2(2271)3 [[@+o,-0 -y |w ' f/dT . (19.64)

1
(2zhY

[[@,—@fJw(r, Ty, T]) £/ £/d*T (19.63)

V trivialnim pfipadé, kdy zvolime ®(T")=1, dostaneme
fc(f)dr=o (19.65)
a dosadime-li za C( f) z (19.35)
jw’(f’fl’—f f,)d‘r=0 . (19.66)

Volbou ®(T)~Inf dostavame pro (19.60)

as__ ks j o £ 1T e ay (19.67)
dt  2(2zh) f
nebo
z—fzﬁjw’fﬁxlnxd“rdv , (19.68)
kde
X = ffl g (19.69)
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Integrace vzhledem ke konfiguratnimu prostoru a vynasobeni konstantou rovnice (19.66) ndm

dava
kB / 4
— 8 _[w'ff(1-x)d*TdV =0 . (19.70)
T KRR
Pricteme (19.70) k (19.68) a mame
95X _[w ff,(xInx-x+1)dTav . (19.71)
dt  2(2zh)

Funkce v zavorkéch je rovna jedné pro x=0, dosahuje minima nulovou hodnotou v x=1 a

pak stéle roste. Dokazali jsme tak, Ze

9550 (19.72)
dt

Povsimnéme si, Ze x=1 znamena rovnovazny stav — pouze v tom pfipadé se entropie neméni.

Déle je vidét, Ze integrace vzhledem k proménnym konfiguracniho prostoru neni pro dikaz
podstatna — srazky zpUsobuji rlst entropie v kazdém elementu konfiguraéniho prostoru. To
ovSem jeSté neznamend, Ze entropie v kazdém elementu roste — mize byt mezi jednotlivymi
elementy prenasena.

H — teorém poprvé odvodil Boltzmann v rozsahlém ¢lanku Weitere Studien Uber das
Waérmegleichgewicht unter Gasmolekiilen (Sitzungsberichte der kaiserlichen Akademie der
Wissenschaften 66 (1872), 275 — 370) pro entropii, kterou definoval Clausius E=-S/k,

E:J f (x,t){log{%}(’t)—l}}dx : (19.73)
0
V anglicky psane literatufe pak byla tato veliCina oznaCovéna jako H - (heat
function), ¢ehoZ se v ¢lancich pro Nature drZel i Boltzmann. Odtud ndzev teorému.
19.4 Prechod k makroskopickym rovnicim
19.4.1 Zé&kladni rovnice

Jestlize ve vztahu (19.64) volime funkci @(T") takovou, Ze se pfi srdZce odpovidajici

veligina v elementu konfiguraéniho prostoru zachovava, je integral roven nule (zdlraznéme,

Ze se v daném elementu takové veli¢iny mohou ménit pfenosem), protoze podle (19.64)

1
o(r)C(f)dTr=——— | | Oo+D, - - |W ' f/d*T =0 . 19.74
[o(r)c(f) Z(M)sj[ , w t 1, (19.74)

=0
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Vynasobime Boltzmannovu rovnici zachovavajici se velicinou ®(T")= (T, p)a integrujeme

podle dT"'=d*p
jl(r,ﬁ){§+%£+ﬁ£}f(F,ﬁ,t)d3ﬁ=0 . (19.75)
Jednotlivé ¢leny budeme vhodné upravovat
:z%—fds”%—fﬂdsp ,
:;(%%dsﬁzifg%fdsﬁ—js—i%fdsﬁ , (19.76)
Jnga%dsﬁ_ji(gFaf)dsﬁ—j%ﬁfds” j;gg':zfds*

Prvni Clen pravé strany tfeti rovnice lze prevést na integral po ploSe ohraniCujici objem
fazového prostoru, kde je rozdélovaci funkce f rovna nule. ProtoZe predpokladame, Ze sily
jsou konservativni, je i tfeti Clen tamtéZ roven nule. Zavedeme nejprve numerickou hustotu

¢astic n a hustotu Castic p (odpovida to volbé =1 resp. y=m)

n=n(F,t)=J f(F,p.t)

, p=p(F,t)=mn(r,t) . (19.77)

Stfedni hodnotu néjaké veli¢iny A=A(F,p,t) zavedeme standardnim zplsobem (argumenty

(F,p.t) resp. (F,t) uz nebudeme vypisovat)

<A>:M:£JAf dsr’s : (19.78)
[fd°p n (27h)

Vsimnéme si, ze (nA)=n(A), nebot n je pouze funkci soufadnic a asu, nikoliv hybnosti.

Se znacenim (19.78) mlzeme vztah (19.75) s uvazenim (19.76) zapsat jako

0 0 oy n_ oy
= — =(nv,~% )+ (—F %) | 19.7
at(ng>+axa<nva,g> <nva axa>+<mF" ava> (19.79)
Makroskopickou rychlost oznacime =0 (F,t)
vid®p 35
u=<v>=I—3P=1j\7f ap (19.80)
[fd°p n)  (2zh)

Za funkci X volime postupné hmotnost m, hybnost tepelného pohybu mv a energii

£=(m/2)V?*. Dostavame tak
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op O

——+—(pu )=0 , 19.81

o 6Xa(p .) (19.81)

0 0ll,, p

> (Pu.) ox, m' (19.82)
a

00 9% _PEg | (19.83)

ot 0x, m
V téchto rovnicich

1 . 1 .
Haﬂ:p<vavﬂ> : H:Ep<v2> : qa:5p<v2va> : (19.84)

Rovnice (19.81) je rovnice kontinuity — zachovani hmotnosti. Rovnice (19.82) vyjadfuje

zachovani hybnosti, tensor T1,, je tensorem hustoty toku hybnosti. Je to slozka o vektoru

hybnosti pfenaSena molekulami za jednotku Casu jednotkovou ploSkou kolmou na osu f.
Konecné rovnice (19.84) predstavuje zakon zachovani energie, vektor G je hustota toku
energie. Rovnice (19.82) a (19.83) v3ak jeSté nejsou vyjadieny pomoci makroskopickych
charakteristik.
19.4.2 Aproximace lokalni termodynamické rovnovahy

V této — Casto oznacované jako nultd — aproximaci zanedbame disipativni jevy jako je
viskozita a tepelna vodivost. MiZeme pak povazovat rozdéleni v jednotlivych objemovych
elementech za lokalné rovnovazné. Potom uZ je mozne prejit lokalni Galileovou transformaci
z laboratorni soustavy K do soustavy K’, pohybujici se s danym elementem — v této soustavé

je rozdélovaci funkce rovnovaznym Boltzmannovym rozdélenim. Mé&me tedy

V=V +0 (19.85)
apro I, , dostavame
I,, :p<va vﬂ> =pu, U, + pu, <v’ﬁ> +pu, <V;> +p <VL v’ﬂ> : (19.86)
=§<v >b s
Déle upravujeme
my .\ 3 1 2\ _ _
E<v >_EkBT = 5,o<v )=nk,T=P (19.87)
takze vysledny vyraz pro 11, , je
I,,=pu,u,+Po,, . (19.88)

PFi Upravé vyrazu pro § potfebujeme také transformacni vztah pro energii
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g=¢ +mU-\7’+%u2 . (19.89)

Po Upravach podobnych pfedchozim dostavame

q=u(§u2+P+n<g’>j=ﬁ(§u2+P+§Uj . (19.90)

Ve vyrazu (19.90) je U vnitini energie. Hustota energie & je po transformaci
o=Lu+2y | (19.91)
m 2

Dosazenim (19.88) do (19.82) a (19.90) a (19.91) do (19.83) dostaneme po rozepsani a
vhodné linearni kombinaci takto vzniklych rovnic a rovnice (19.81) dostavame vysledny tvar

9P 5. (pi)=0 |, (19.92)
ot
ou (U.ﬁ)g+£§p=l|f (19.93)
ot Yo, m
a
1(5_U+U.§UJ+E§.UZO _ (19.94)
m\{ ot Yo

Rovnice (19.92) a (19.93) jsou standardni tvary rovnice kontinuity a Eulerovy rovnice.

Standardni tvar rovnice toku energie, kterou mame zapsanu jako (19.94) je

0 u? - | _(u? B
E{/{?wmj}+v{pu(?+wmj}_o , (19.95)

kde U, je vnitfni energie a W, =U_+P/p entalpie jednotkové hmotnosti. Rovnici (19.94) je

také mozno prepsat pomoci teploty

’Z’:kBT , U :ET , P:ﬁ’[ (1996)
2 m

na
o N+ 2Va=0 (19.97)
ot 3

Z rovnic (19.92) a (19.94) plyne, Ze v této aproximaci se vZdy jedna o adiabatické déje — to
ostatné napovida uz predpoklad lokalni termodynamické rovnovéahy. NapiSeme si pro entropii
druhou vétu ve tvaru

d—Szld—U—mid—pzl Mgy |-MP 122 ,5.9,] (19.98)
dt T dt Tp*dt Tlat

120



O vyznamu ,totalni derivace” podle Casu je poznamka Kk pfikladu v dalsim odstavci.

Dosadime-li pak do (19.98) ze shora uvedenych rovnic, dostavame
S o (19.99)

dt

19.4.3 PFiklady FeSeni rovnic nulté aproximace
Priklad 1. Za pfedpokladu F =0 prepiSeme rovnice kontinuity a toku energie na

ot
3 (0 o - - (19.100)
> T(E (u-V)r =pV-U
a po podéleni rovnic obou faktorem z~%2 setteme, takZe dostaneme
6(’0{;3/2) +(0-9)(pr*?)=0 (19.101)
Odsud dostavame, Ze podél proudnice plati
(19.102)

P K P B
———=konst. = = konst.
Z_3/2 ps/s

Poznamka: Proudnice at’ je parametrizovana pomoci parametru |. Potom pro f( (I),F(t(l)))
ﬂ:ﬂﬂJrq.d_rﬂ: ﬂJrg.ﬁf ﬂ _ (19.103)
dl ot dl or dtdl ot dl
Priklad 2: PFi odvozeni vinové rovnice pro zvuk predpokladéame kromé F=0 také, Ze

odchylky hustoty, tlaku a teploty od stfednich hodnot a také rychlost G jsou malé veli€iny

prvniho fadu. Ponechame pak v rovnicich pravé jen ¢leny prvniho fadu, takze dostavame

0P\ 5%.0=0 | (19.104)
ot
-
po +VoP=0 (19.105)
a
5r=2%PF (19.106)
3 p

Rovnice (19.106) svazuje zmény teploty se zménou hustoty, takze miiZzeme uvaZovat 0 zméng

tlaku jako funkci jediné proménné — hustoty
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_oP

SP="_
op

Sp . (19.107)

S

Poznamka: Rovnici (19.106) mizZeme samoziejmé ziskat i z termodynamickych vztahi

o(PV
5T =IT| gy o_T 9P| 5 T APV)
v, c, ot|,” "¢, et

coZ po dosazeni PV =Nk, T a C, =(3/2) Nk, vede k vysledku. PFi tpravé jsme museli uZzit

or o (19.108)

v P

identit
oat.s) o8
aT :a(T,S):a(V,T):_E}VT _ T8 (19.100)
ovlg o(v.,s) aov.s) os C, V|
oV, T) oT},
a
S| __OfoF| | __0foF | _oP (19.110)
vl oviar) ) oTlavl ) aT|,

Dosadime (19.107) do (19.104), takze mame spolu s (19.105) dvé rovnice pro 6P a U

osP 0P
t

88# oPls (19.111)
u —

o0—+VoP=0

P ot

Zavedeme-li potenciél rychlosti G=V¢, dostavame pro odchylku tlaku SP=—p04¢/6t a pro
potencial vinovou rovnici

i—c2A¢:0 , c:(aIS

12
— . 19.112
ot op Sj ( )

Posledni Gpravou je pfevedeni adiabatické derivace na isotermickou derivaci

&(P,S) 2s

op| a(P,S) o(P,T)a(P,T) oT| aP| cC,oP
9 _ - S R . R (19.113)
ovlg a(V.,s) oV.S)e(v.T) as| av| C, av|
o(vV.T) aT|,
takZe pro rychlost zvuku dostavame (plati V 6/oV =00/00)
— Y2
c:(&afj . (19.114)
C, 9p;
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Priklad 3. Za predpokladu stacionarniho proudéni a konservativni sily F=—V¢ mlizeme

S vyuZitim identity

v Lo, o
(u-V)u_EVu —Ux(Vxa) (19.115)
prepsat rovnici (19.93) na
6[3u2+lp+i¢j=ux(ﬁxu)—%6p . (19.116)
2 Yol m Yo

Pro nevirové proudéni (Vxii=0) shomogenni hustotou (Vp=0) dostdvame Bernoulliovu
rovnici

6[3u2+lp+i¢j=o . (19.117)
2 Yol m

19.5 Srazkovy €len pro kvantovou statistiku
Pro klasickou statistiku mame pro srdZkovy cClen vyraz

c(f)= (27371)3

[v-v|(f' £/~ f)dod’p, | (19.118)

=/

P

(Ctyfi vztahy), takZe se integruje jen pres zbyvajici volné proménné (z deviti zbylo pét), tj.

pficemz v integrandu jsme uz dosadili za a P, ze zakond zachovani hybnosti a energie

pfes hybnosti p, a thel rozptylu (do = g(4,¢)dQ).

Pro kvantovou statistiku musime zapocist dostupnost finalnich stavll. To vede jen k
malo pozménénému tvaru srdZzkového Clenu
C(f)=
1
3
(27zh)

(19.119)

[w=v{t" &/ (@ f)@xf)-f f,(12 )12 )} dod’p, |

horni znaménko plati pro Boseho — Einsteinovu, dolni pro Fermiho — Diracovu statistiku.
Stejnym postupem jako v klasickém pfipadé — rovnice (19.53) — dojdeme k podmince

rovnovahy

A p_fle) _ _fole) g #26(0)
dglnli fo(8)_konst. = 1if0(5)_exl{ T , (19.120)

kde integrani konstanty jsme volili podle klasického rozdéleni (19.54). Dostavame tak (opét
horni znaménko pro Boseho — Einsteinovu, dolni pro Fermiho — Diracovu statistiku)

(19.121)



20. Elementarni popis transportnich jev(
20.1 Zakladni pojmy
20.1.1 Uginny prifez

Uvazujme o srézce dvou tuhych kouli s poloméry a ,a, a hmotnostmi m,,m,. Na

v v v

obrazku je zachycena situace v téZistové soustavé. Diferencialni Gcinny prifez do je dan

vztahem
do=b|dbldg (20.1)

kde b je zamérna vzdalenost a @ je polarni Ghel (nato€enim kolem osy rotaéni symetrie).
Z obrazku je vidét, Ze

*

b:asina:acos% , a=a +a, . (20.2)
Méame tak
daz%ade* A =sing’ do dp (20.3)
Po integraci po celém prostorovém thlu (0<p<27,0<68 <z dostavame pro celkovy Gcéinny
prifez ocekavany vysledek
oc=ra> . (20.4)

Pro pfechod do laboratorni soustavy (@ je uhel rozptylu prvni Castice, pfedpokladame-li, Ze

pred srdZkou byla druha ¢astice v klidu) mame znamy vztah
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m, sing”

g0 =————
m, +m, cosé

(20.5)

Obecné neni vyjadfeni ¢ jako funkce € jednoduchy vyraz, ale pro m=m,je z (9.2)
okamzité 6=6"/2 atedy

?j%=4cos€ = do=a%cosfdQ (20.6)

v ov v

pFitom 0<@< /2. V tézistové soustavé se jevil rozptyl jako izotropni, v laboratorni soustavé
uz tomu tak neni a maximalni Uhel rozptylu je z/2. Celkovy G¢inny prifez je pfirozené
invariantni veli¢ina, v obou soustavach je to priimét dvou dotykajicich se do roviny obsahujici
spojnici streddl.
20.1.2 Stredni hodnoty v Maxwellové rozdéleni

Uvazujme o Kklasické soustavé N Castic uzavienych vobjemu V. Maxwellova

rozdélovaci funkce pro rychlosti téchto Castic je

3/2 2

m mv
f(vV)= exp| — ) 20.7
() (ZzszTj p{ 2kBT} ( )

Stfedni hodnotu kinetické energie (vnitfni energii soustavy U) spocteme jako

u :Nj%vz f(v)dSV:gN ke T . (20.8)

Vypocet tlaku provedeme jako stfedni hodnotu hybnosti pfedané sténé p molekulami, které na

jeji jednotkovou plosku dopadnou za jednotku Casu (pro urcitost at’ je sténa kolma na osu x)

(20.9)

Ap, ——
p

P= J' 2mvxﬁvX f(v)d®v=

v, >0

Pro transportni jevy maji dllezitost stfedni hodnota velikosti rychlosti v, stfedni hodnota

poctu molekul, které projdou jednim smérem jednotkovou ploSkou za jednotku Casu a pocet

srazek dvou molekul v jednotkovém objemu za jednotku ¢asu. Pro stfedni hodnotu velikosti
rychlosti mdme po prechodu ke sférickym soufadnicim

m ( mv? k. T
(Vy=4rx viexp| — dv=| —& . (20.10)
27k T 2k, T m

0

Porovnanim (20.10) a (20.8) dostavame

(v) = (%jﬁ () (20.11)



Pro hustotu toku (osa z bude kolma na rovinu jednotkové plosky) mame
j=[nv, f(v)d*v=
2

3/271'/2 K
27n| —M jcos&sin&d& viexp| — myv dv=£n<v>
27k, T) 3 2k, T 4

(20.12)

Pocet srazek dvou molekul spocteme tak, Ze budeme sledovat pocet srazek urcité referencni

molekuly s primétem plochy danym G¢innym priifezem s ostatnimi molekulami bodovych

rozmérl (situace pro srazku s jednou dalsi je znazornéna na obrazku). Pohyb obou molekul

v v

popiseme v téZiStové soustavé. Zplsob vypocétu predpoklada, Ze soustava je slozena
z jediného druhu molekul. Zavedeme tedy relativni rychlost a rychlost tézisté

W=vV-V |, \7:%(\7“71) . (20.13)
Pocet srdZek za jednotku Casu je pak
Z=c(w)n . (20.14)

Pravdépodobnost srazky dvou molekul s rychlostmi vV a v, je

3 ——(Vz Vlz) d*vd®y, 20.15
X vatv, . .
eXp ZkBT 1 ( )

EZﬂkBT

v ov oy

Ve sloZkach napiSeme transformaci k tézistové soustave jako

v, =V, +%Wk v Vi =V, —%Wk : (20.16)

Jakobian transformace k novym rychlostem je pro kazdou slozku roven jedné a soucet ¢tvercl
velikosti rychlosti zavisi opét jen na Ctvercich velikosti

o[V, Vi)
(Ve W)

=1, v2+vf:2V2+%w2 . (20.17)

k:
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MuiZeme proto pravdépodobnost srazky zapsat jako

3
[2”";8 = j exp{— T:’TZ } RV exp{— ﬂ:"; }d‘"’v”v . (20.18)
Pro stfedni hodnotu relativni rychlosti dostavame pak
32
<W>=(47ZTBTJ/ Jwexp{—rk:\lj_}dsv”\m{i::; j/z : (20.19)
Porovnani (20.19) a (20.10) vede k vyslednému vztahu
(wy=v2(v) , (20.20)
takZe pro poCet srdZek za jednotku ¢asu mame po dosazeni do (20.14)
Z=2o{v)n . (20.21)

Stfedni volnou drahu € pak definujeme jako drahu, kterou molekula urazi za stfedni dobu
mezi srazkami (v)/Z , tedy

1
V2on

Jedna-li se o srazky stejnych molekul, zapocitava vlastné vztah (20.21) kazdou srazku dvakrat

0= (20.22)

— jako srazku molekuly x s molekulou y a srazku molekuly y s molekulou x a méli bychom

psat pro pocet srazek Z'=2/2. Potom viak také (v)/Z' zna&i drahu, kterou urazily molekuly

X a 'y za stfedni dobu mezi srazkami, tedy ¢/ =2¢ a vztah (20.22) zdstava v platnosti.
20.2 Transportni jevy

Pokud je homogenita soustavy naruSena, tj. existuje gradient néjaké makroskopické
charakteristiky, vznikd makroskopicky tok. Na mikroskopické urovni tento tok vytvareji
molekuly, pfenaSejici hybnost a energii. Jednoducha geometrie, kdy predpokladame gradient
veliCiny G podél osy z je znazornéna na obrazku. V nejjednodussi aproximaci povazujeme

rozdéleni molekul za Maxwellovo a tok I jednotkovou ploSkou v roviné z je dan hodnotami G

v pasu z+Az, kde Az=(|v,|/v)¢.
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SeCteme toky z obou stran

I (z)=n PVZG(Z—Méjf(\?)dS\? ,

J v
e (20.23)
I, (z)=n vZG(z+M€j f(V)d®v
v
v:<0
a ponechame v rozvoji G jen nejnizsi Cleny, takze pro I'=I", +T"_dostavame
2
r(z)=6(z)nv, f(v)dSV_anfV_Zf(v)dSV . (20.24)
[ — 0z \"
=0
-5
Jako vysledek tedy mame vztah mezi tokem veli€iny a jejim gradientem
1 0G
F=——n(v)/{— . 20.25
3 < > 0z ( )
Pfirozené pro rozméry plati [T']=[G]m™?s™.
20.2.1 Prenos hybnosti — viskozita
V tomto pripadé mdme G =mu . Pro tok hybnosti je pak
ou 1
MM=-—n— , =—nmv)/ . 20.26
nor o 1=3Nmy) (20.26)

Dosadime-li do vztahu pro viskozitu n hodnoty stfedni velikosti rychlosti a stfedni volné
drahy, dostavame

2 (mkgT)”
n 3\/; >

Kinematicka viskozita je v=7/(nm), takze

(20.27)
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Y2
Y= 352 ni(k;Tj . (20.28)

20.2.2 PFenos energie — tepelna vodivost
V tomto pfipadé mame G=<g>=U/N. Gradient stfedni energie je dan gradientem

teploty, takze
G _1au_1au|ar

- = (20.29)
oz N oz NJIT| oz
V obecnosti plati
LU _pp(Le_2) (20.30)
N oT | aTl p

kde c, je mérna tepelna kapacita ([c,]|=Jkg™K™), p je hustota ([p]=kgm™) aa a B jsou

koeficienty objemové roztaznosti a stlaCitelnosti

gtV 1NV (20.31)
V oT|, V oP|,
Pro mérné tepelné kapacity plati
2
¢ —¢c, =21 (20.32)
B p
takze Ize (20.30) zapsat jako
1Y = mEﬁc\, . (20.33)
N OT |, Ta

V nasi aproximaci ovéem plati stavova rovnice idealniho plynu (20.9), takze S/a=T/P apro

tok energie tedy dostavame

Q=-x— , x==nm(v)lc, . (20.34)

Dosadime-li do vztahu pro tepelnou vodivost Kk hodnoty stfedni velikosti rychlosti a stfedni

volné drahy, dostadvame

k, T)"
o2 (mksT) (20.35)
N o
Pro ideélni plyn
C, —C, _R : (20.36)
7]

kde R je universalni plynova konstanta a p je molarni hmotnost.
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20.2.3 Prenos Castic — difuze
Pro vypocet toku Castic musime vypocCet pozménit, protoze predpokladame gradient
hustoty ¢astic. Misto (20.23) piSeme

J.(2)= vzn(z—méjf(\?)dsv :
v
e (20.37)
J.(2)= vzn(z+méjf(\7)d3\7 :
v
v:<0
takZze pro J=J, +J_ dostavame
on 1
J=—D— , D==(w)/ . 20.38
0z 3< > ( )
Po dosazeni stfedni velikosti rychlosti a stfedni volné drdhy dostavame
12
p-_2 1t (kBTj | (20.39)
3J7z nol m

Zjistovat experimentalné vlastni difuzi je obtizné (lze to napfiklad pomoci isotopového
odliseni), typicky je ovSem pfipad soustavy se dvéma druhy molekul.
20.2.4 Porovnani s experimentalnimi hodnotami

V dané aproximaci by mélo platit

K, Yo (20.40)
¢ 7 D
Uvedme jako priklad suchy vzduch pfi tlaku 1 atm a teploté 0 °C, kdy potfebné hodnoty jsou
K=2,43102Jm st K™
Ke

& =Cp 2= (1005-287)Jkg ™ K™ =7,18-10°Jkg " K™ (20.41)
n=17210"°kgm™*s" |
takze
K =107 . (20.42)
/j

21. Kineticka rovnice pro mirné nehomogenni plyn

21.1 Zakladni pojmy
UvaZzujme Boltzmannovu rovnice bez vnéjSich sil

of

—+vV-Vf=C(f) , 21.1
6t+v (f) (21.1)
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kde srazkovy Clen je
C(f)=[w(f'f/~ff)dr,dr'dr; . (21.2)
Pouzivame zkraceného znaceni

w(r', 0T, r)=w , w00 T)=w , f@rt)=f,

(21.3)
f@rn)=1 . f(@ra)=r ., f(qr)=1
Vztah mezi pravdépodobnosti pfechodu a G¢innym prifezem je
wdT'dT; =[V-v|do . (21.4)

Vsimnéme si rozmérd jednotlivych veli¢in. Rozdélovaci funkce je bezrozmérna veli€ina,

proto z (21.1)[C(f)]=s". Ze vztahu (21.4) [W(dl‘)?zm?’s’1 a z (21.2) kone¢né

[dT]=m™. Mame tak napf. pro jednoatomové (tfi stupné volnosti) a dvouatomové (pét

stuprili volnosti) molekuly

*p PMdM 27dQ
ar-—9P_ r-4pMd S”d i (21.5)
(Zﬂh) (27zh)
a pro molekuly tvaru trojboké pyramidy se Sesti stupni volnosti (napf. Epavek NHz)
‘PM2dM 47%dQ.
dF=d pPM“dM 47°dQ, dcosd (21.6)

(2zh)
V téchto vztazich je M moment hybnosti a @ (hel mezi osou symetrie molekuly a smérem

vektoru M .
21.2 Charakter pfiblizného FeSeni

Regeni Boltzmannovy kinetické rovnice budeme hledat ve tvaru

fof+of , of=—0
ko T

7 (21.7)

kde f, je lokalné rovnovazna rozdélovaci funkce a o f <« f, mala oprava. Zavedeni funkce y

neni nutné, ale vede k jednodusSimu tvaru vyslednych rovnic. Lokalné rovnovazna
rozdélovaci funkce je definovana tak, Ze v daném objemovém elementu konfiguracniho

prostoru dava spravné hodnoty hustoty poctu ¢astic, energie a hybnosti, tj. plati
jfdr:jfodr , jﬂdr:jgfodr , jpfdr:jpfodr . (21.8)
Odsud pak
[foxdr=0 , [efozdT=0 , [pf,rdl=0 . (21.9)
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Uvazime-li f, f,=f; f; ato, ze f,=f (), miZzeme s pfesnosti do prvniho Fadu opravy

zapsat srazkovy €len jako

C(f)=—21(y) . (21.10)

kde srazkovy integral I(x) je
= [W fo (2 + 2~ 2~ 2)dT,dTdT] (21.11)
Vidime, Ze srazkovy integrél je roven nule pro y Gmérné zachovavajicim se veli¢inam, tj. pro
y=konst. , y=Kkonste , y=o0U-p |, (21.12)
kde Su je konstantni vektor. Prvni dvé feSeni odpovidaji tomu, Ze mald zména rovnovazne

funkce s konstantni hustotou Castic a teplotou také vyhovuje kinetické rovnici — mame totiz

of = of on=f, on (21.13)
on n
a
of = Ol —26T =| konst.——— fﬂ : (21.14)
oT kBT T

Prvni Clen na pravé strané (21.14) vznikl derivaci normovaci konstanty rozdélovaci funkce,
druhy €len derivaci Boltzmannova exponenciélniho faktoru. TaktéZ u tfetiho feSeni, které je

vyjadienim Galileiho principu relativity (je-li rozdélovaci funkce s rychlostmi vV FeSenim

kinetické rovnice, je takeé funkce s rychlostmi vV +50 FeSenim) vznika derivaci Boltzmannova

faktoru
5f =0 sq-_1 0U-P (21.15)
o kg T
Energie je sloZena z Casti kinetické a vnitfni (rotacni a kmitavy pohyb)
2
£(T)= mz" . (21.16)
Boltzmannovo rozdéleni (se zaménou Vv —V -0 ) ma tedy tvar
— 1—‘ Tl
f, =exp L() =exp A= b exp| — ( u) . (21.17)
ke T ko T 2k, T

Ve slabé nehomogennim prostfedi funkce f, zavisi na soufadnicich a Case prostfednictvim

makroskopickych charakteristik — teploty T, rychlosti G, tlaku P (a tedy také chemického

potencialu p). ProtoZe gradienty téchto veli€in jsou malé, mdZzeme na levé strané kinetické
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rovnice pocitat s rozdélovaci funkci f,. DalSi zjednoduSeni pfinasi nezavislost hledanych

kinetickych koeficientd na rychlosti U (opét Galileiho princip relativity), takZze po
provedenych operacich mizeme vzdy poloZzit rychlost G =0 (nikoliv oviem jeji derivace). Pro

¢asovou derivaci mame

ofy| _Jofyar ofyoP of adl (21.18)
otl_, loT ot oPat au atf|
coz dava
— T 7
ke T Ofy| _Jou| u=&(T)[0T  op| oP . o0 (21.19)
fo ot],_, (9T} T ot oP| ot ot
K Upravé vyuZijeme termodynamickych vztah
oM __g oM L wiTs (21.20)
oT |, OoPl. n

kde w, sa 1/njsou entalpie, entropie a objem pripadajici na jednu molekulu. Potom prejde

(21.19) na

kT 0fy _&(T)-woT 10P o0 (21.21)
f, ot T ot not ot
Uplné stejnym postupem dojdeme k
- - - -
KTy 51 < 20=W5 G v levPemyvu,, (21.22)
f, T n
kde se pres opakujici indexy a a 3 secita (od 1 do 3) a
ou
U, = My My | (21.23)
2( 0x, OX,

Posledni ¢len vznikl symetrizaci vyrazu v, v,0u,/ox, =V, Vv

,U, ;. Mame tedy pro levou

stranu Boltzmannovy kinetické rovnice

8_1‘0+\7va:

ot

f - (21.24)

o J(0)-w I gt |+ T yg9p +my, o, +V, U,

ke T T ot n\ ot ot

21.3 Nahrazeni ¢asovych derivaci
Eulerova rovnice

ou - 1- =0 a0 1 -
= 4 (v-Vi=—=VP —=——VP , 21.25
ot ( ) e, = 3t nm ( )



rovnice kontinuity

op _ = = "% on -
—+U-Vp=—pV.U —=-nV-0U 21.26
P p==p — 5 (21.26)
a rovnice ¢asové neproménnosti entropie
ds 0s - =0 5s
dt ot — &t ( )

umozni vyloucit z Boltzmannovy rovnice asové derivace. Do vztahu (21.26) dosadime za n

ze stavové rovnice idealniho plynu n=P/(k; T ), takZe dostaneme

1oP 10T _ &4 (21.28)
Pot T ot
a rozepsanim rovnice(21.27) pak
0s_0s| o osjoP_cor 10P (21.29)
ot or|,ot oP| ot T ot Pot

Jestlize jeSté uvazime, Ze pro idealni plyn c, —c, =1 (zde se jedna o tepelné kapacity vztazené
na jednu molekulu), mame kone¢né
10T 12 10P ¢

==V, =—=-2V. . (21.30)
T ot C, P ot C,
Dosazenim z (21.25) a (21.30) do (21.24) dostavame

§5+v6%=

i (21.31)
r)-w_ - ~Tc,—&(T '

f,_[2(D) Yo.o1 +mvavﬂuaﬂ+w G — & )divU

kg T T Cy

Vyraz se vyrazné zjednodusi, mdZeme-li uvazovat jen pripady, kdy w=c,T (obecné je
T e s - ~ - v 7 - -
W=W0+IO c, dT, aditivni konstantu je mozno polozit rovnu nule, polozime-li nulu energie na

nejnizsi hladinu g(F) ). Boltzmannova rovnice tak ziskdva kanonicky tvar

e(T)-c,T

T v-ﬁT{mvﬂvﬂ—@%}uaﬂ:ug) : (21.32)

C,
21.4 Kinetické koeficienty
21.4.1 Tepelna vodivost

Z rovnice (21.32) ponechame jen

‘9(F)T—‘CPT\7.§T “1(z) . (21.33)
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Reseni budeme hledat ve tvaru

7=06(0)-VT . (21.34)

Po dosazeni do (21.33) dostaneme rovnici pro @,

(21.9). Mame tak

dalSi rovnice mohou plynout z podminek

e(T )TC To-1(g) . (21.35)

Pokud se podari kinetickou rovnici (21.35) vyfesit, miZzeme z vyrazu pro tok energie

_ 1 (e
q=kB—Tj foeV(g-VT)dr (21.36)
urcit tensor tepelné vodivosti. Rovnice (21.36) ve sloZkach je pak
oT 1
=- - =———| f,ev dar . 21.37
qa Kaﬂ axﬂ Kaﬂ BT'[ 08 agﬂ ( )

Zapocteni isotropie rovnovazného plynu vede k «, ,=xJ,, ,, takze pro tok energie mame
G=-xVT , x=-[fev-gdl . (21.38)
Pozdéji uvidime, jak se dokaZe obecna platnost x>0. Pokud by existoval makroskopicky
pohyb, vztahovaly by se predchozi vyrazy na neusporadanou — disipativni — ¢ast pohybu, psali
bychom tedy pro odlideni misto g tfeba G'. Protoze je G=g(T"), mlZe byt v obecnosti V- §
funkci tfi skalarnich proménnych
G)(V*.V-M, M) = (90 = o139
G=vg,(r)+M(V M) v+(\7xM)gs(;/) ,
tak aby pfi prostorové inversi vektor g meénil znaménko (to je nutné, pokud neni plyn tvoren

molekulami se stereoizomerii. Pro jednoatomovy plyn bude pfirozené g=v g (v)

21.4.2 Viskozita
Z rovnice (21.32) ponechame jen

el
{mva v, —(—)daﬂ}uaﬂ =1(z) (21.40)
oy
a levou stranu upravime do tvaru
1. = | |1 e(T) |s -
mvavﬂ[uaﬂ—gﬁaﬂv-u} j{gmvz—T}V-u =1(y) . (21.41)
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Pfipomenme si, ze ?-Uzum. Symetrizace vyrazl ve (21.41) odpovida vyjadreni toku
hybnosti pomoci tensoru makroskopického a tepelného toku
N,,=P6,,+pu,u,—II,, , (21.42)

kde tensor IT,, , obsahuje dva koeficienty viskozity
Hgﬂ=2n[uaﬂ—%§aﬁ-u}+g§aﬁ-u . (21.43)

V nestlaCitelné tekutiné se projevuje pouze prvni koeficient viskozity n, druhy koeficient
viskozity { se projevi jen pfi pohybu tekutiny snenulovou divergenci makroskopické
rychlosti V-G #0.

Pro vypocet prvniho koeficientu polozime tedy ve druhém s€itanci na levé strané (21.41)

V-i=0, zatimco v prvnim &lenu provedeme malou zaménu znaceni, takZe dostavame

1
m[va vy —§§aﬂv2}uaﬂ =1(x) . (21.44)
Reseni hledame ve tvaru
x= gaﬂ(r)uaﬂ v 905595, v Que =0 . (21.45)

Vlastnosti tensoru g plynou z vlastnosti tensoru u, nebot’ vyjdeme-li z obecného tensoru

druhého Fadu, mame

S A s 1 1
L pUss =t U, +1 U, , :( aﬂ—édaﬂt” U, , +§twuw =0,5U,, - (21.46)
-0 T
gaﬁuaﬁ -
Po dosazeni (21.45) do (21.44) mame rovnici
1. 2
m[vavﬂ —§§aﬂv }= I (gaﬂ) (21.47)

a pripadné dalSi rovnice, plynouci z podminek (21.9). Pro tok hybnosti mame
m
B
kde
m
77“ﬂ75=_k T'[fovavﬂ g}/§dr ' (2149)
B

Tensor n je symetricky v dvojici index{ o, B a dvojici y, d a je roven nule pfi zizeni vy, o .
Pozadujeme-li navic isotropii, mame pro n jednoznacné vyjadreni pomoci Kroneckerova

symbolu
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2
Napys =77[§w§ﬂ5+§m§ Jﬂy—gdaﬂdw} : (21.50)

Potom je H;ﬂ=277uaﬂ, takZe n je hledany prvni koeficient viskozity

E‘ijovavﬂ g,,dl . (21.51)
B

=70

Faktor 10 vznikl zuzenim 7,,,,=0,, 5M+(§aﬂ §ﬂa)/3. Na prvni pohled prekvapiveé je, ze
tensor (21.50) je roven nule i pfi zazeni v prvni dvojici index(, to ovéem plyne z pozadavku
isotropie, nebot TI/_=27u_ _=0. V jednoatomovém plynu je vyraz pro 9., velmi

jednoduchy (na rozdil od obecného pfipadu)

gaﬂ = (Va Vﬂ _%Jaﬂvzjg (V) ' (2152)
PFi vypocCtu druhého koeficientu viskozity mame
r)|- -
{%mvz—%)}v-l]:l(;() = z=g(T)V-u (21.53)
a tedy
r
L0 gy (21.54)
3 3
Pro tok hybnosti mame
m =
Hgﬂ=—ﬁjvavﬂ foxdl=¢, VU (21.55)
B
kde
Cop=—m= Vv, f,gdT . (21.56)
apf kBT a

PFi vyjadieni druhého Kkoeficientu viskozity ve vztahu H;ﬂzf@my-ﬁ dostaneme

porovnanim (pfi zGZeni v indexech) s (21.56)

m 2
=———|v° f,gdl’ . 21.57
¢ 3kBTJ 09 (21.57)

Pro jednoatomovy plyn je ¢=0 — vrovnici (21.54) je g(l“)=(mv2)/2 a ¢, =3/2, odtud

g=0.
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22. Symetrie kinetickych koeficient(

22.1 Teorie fluktuaci

Zopakujeme zde z&kladni pojmy, uvedené jiZz v kapitole 17. Odchylku soustavy od
rovnovazného stavu charakterizujeme pomoci parametrd x,...,X., 0 nichz zpravidla
prfedpokladame, Ze jejich statistickd stfedni hodnota je rovna nule. Entropie soustavy
V nerovnovazném stavu se od maximalni hodnoty ve stavu rovnovazném lisi o

AS

,kax , (22.1)
kB
kde g, je symetricka positivné definitni kvadraticka forma. Pravdépodobnost nalezeni

hodnot parametr(i v intervalech (X, % +dX),...,(%,, %, +dX,) je

n?!n

exp{ S}dx1 Aax,

wdx,... (22.2)
j Jexp{ }dx1 dx
Zavedeme dalSich n funkci parametr(i
1 0S
X, =- k ox — =L % . (22.3)
MiZzeme pak vyjadrit odchylku entropie pomoci parametr(i X, nebot’
_ AS 1,
Xi:(ﬂ 1)ik Xk = k_=_5('6 1)ik Xixk ' (22.4)
B
VSimnéme si, ze z (22.2) a (22.3) plyne
x, —-onw (22.5)
OX,
Tohoto vztahu vyuZijeme pfi vypoctu stfedni hodnoty
olnw
(X, Xk>:J'...J'xi X wdx,...dx, :—j...jxi ox,
(22.6)

—... jxia—wdxk dx...dx, =3,
OX, —_—
*Jfgide X
Dosazenim do tohoto vztahu z (22.3) nebo (22.4) dostaneme dalSi potfebné vyrazy. Souhrnem
tedy mame (vztah 17.53)

(6 X)=6 (X X)=B » (xx)=(87) (22.7)
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22.2 Casova korelace fluktuaci

Mezi hodnotami parametru soustavy x(t) vrlznych Easech existuje jista korelace,
kterou stejné jako u prostorovych korelaci mizeme charakterizovat stfednimi hodnotami
soucin <x(t)x(t’ )> Stiedni hodnotu chapeme jako statistickou stfedni hodnotu, tj. po&itame
s pravdépodobnostmi véech hodnot, kterych méiZze parametr x nabyvat v ¢ase t a v ¢ase t' . To

je ekvivalentni poéitani Gasové stfedni hodnoty (napf. pro t s pevné danym rozdilem t—t’.

Budeme tedy psat
p(t=t')=(x(t')x(1)) =(x(O)x(t')) = p(t'-t) . (22.8)
Zvolime-li t'=0a oznacime-li x(0)=x, dostaneme
o(t)=(xx(t)) . o(t)=p(-t) . (22.9)
Je-li parametr x(t) velky ve srovnani se stfedni hodnotou fluktuace, bude se soustava

navracet k rovnovaze v prvnim priblizeni podle linearniho vztahu

dx

—S=-2X . 22.10
it (22.10)

Zavedeme ted veli¢inu &, (t) jako stfedni hodnotu parametru x(t) v €ase t>0 podminénou

tim, Ze v ¢ase t=0 nabyva parametr hodnot x. Potom mlizeme korela¢ni funkci zapsat jako

o(t)=(x& (1) | (22.11)
kde stfedni hodnotu pocitame uZ jen podle pravdépodobnostniho rozlozeni x v t=0. Stfedni

hodnotu rovnosti (22.10) zapiSeme jako

%:—ﬂfx = & (t)=xexp[-4t] , t>0 . (22.12)

Pro t<0 pocitdme &, (t) podminénou tim, Ze parametr nabude v t=0 hodnot x. Je tedy

&, (t) = xexp[ - A[] (22.13)

o(t) :<x2>exp[—/l|t|] :%exp[—/ﬂtﬂ . (22.14)

(Druha rovnost vychazi z vyjadieni AS /k,=—x2/2.)

Zobecnéni pro vice parametr( je pfimocaré. Tak misto (22.8) mame

o (t=t) = (% ()% (D) = (X () x (1)) = 9 (' =1) (22.15)
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neboli pro t'=0

g =aa(-1) . (22.16)
Pokud se soustava nenachazi v magnetickém poli nebo nerotuje jako celek (vektory indukce
magnetického pole B a Ghlové rychlosti Q jsou axialni vektory), existuje symetrie
pohybovych rovnic vzhledem k zaméné sméru €asu, ktera nam da dalsi relace. Nezavisi totiz
na tom, ktery z parametrdl bereme pfi vypoctu stfedni hodnoty dfive a ktery pozdéji. Pokud

ani oba parametry neméni pfi transformaci t——t znaménko nebo naopak oba znaménko
méni, mame
()% O)=(x (Dx (1)) = a®)=a(-t) . (22.17)
Spolu s (22.16) tak mame
() =04(t) . (22.18)
Pokud méni pri transformaci t——t znaménko jen jeden z parametr(l, mame
()% ) ==(xO% (1) = @()=-a(-1) . (22.19)

Opét s uvdZenim (22.16) mame v tomto pripadé

() =-aa(t) . (22.20)
Podobné jako v jednorozmeérném pfipadé mame
% =— A % (22.21)
a také
%?&ké , (22.22)

kde &(t) je stfedni hodnota parametru x;(t) v Case t>0podminéna tim, Ze v Case t=0
nabyvaji parametry hodnot x,,...,x,. Pak pro korelagni funkci ¢, (t) :<§i(t)xk>dostévéme

rovnici

do,
dt

=A@ . t>0 . (22.23)

Regenim je (v maticovém zapisu)

p=p(0)exp[-Altl] . B(0)=((xx))=4" . (22.24)
22.3 Onsager(yv princip
Dosadime do pravé strany rovnice (22.21) z (22.3) a dostavame
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dx

E=_7ikxk ' 7/ik=/z’|l(/671)|k - (22.25)

Podle Onsagerova principu plati

Vi =V (22.26)
PFi dokazovani uvidime, Ze je potreba Onsagerlv princip ve tvaru (22.26) zpfesnit. Oznacme
&(t) a E () stiedni hodnoty veli¢in x, a X, v&ase t>0 podminéné tim, Ze v Case t=0

nabyvaji parametry X hodnot x,..., X, , potom mame z (22.25)

AR (22.27)
Z (22.17) (zdména t' —t,t—0) mame
(x ()% )={xx(t)) (22.28)
a také
(E(O)x)=(x&(1) . (22.29)

kdy stfedni hodnota se po¢ita uz jen podle pravdépodobnostniho rozdéleni parametril x v ¢ase

t=0. Derivaci (22.29) podle ¢asu a dosazenim z (22.27) dostavame

7i|<X|Xk>:7/k|<X|Xi> ' (22.30)

coz je Onsagerlv vztah (22.26). Jiz jsme vidéli, Ze je tfeba zpFesnit tento vztah, pokud se

soustava nachazi v magnetickém poli nebo rotuje jako celek — potom
7u(B.Q)=r4(-B.-Q) . (22.31)

Jestlize pfi inversi ¢asu jeden z parametrli x méni znaménko a druhy nikoliv, méni se vztah

(22.28) na (X, (t)x)=—(x %, (t)), coz vede k vyslednému vztahu
7u(B.Q)=-(-B,-Q) . (22.32)

22.4 Symetrie kinetickych koeficient(
Stejné Gvahy, které vedou k Onsagerovu principu, vedou také k dllkazu symetrie

koeficientll £ v relaxa€nich rovnicich

dXx,
dt

_é,ab Xo s é,ab = ﬂac /7“cb : (2233)

Derivace entropie podle Casu je
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1dS__dx

_ a

k, dt  dt

Xo=7.5 X X, (22.34)
Z hydrodynamickych rovnic mame
1dS ;1 ;1 oT
——= |, ,—u,,—-q,——dV . 22.35
K, dt H N kBTzaxa} (22.39)

Pro tepelnou vodivost bude
/ X 1 oT

X, =0, , X, “kTiox (22.36)
takze
Oy ==K,z aaI = Jaw=ksT?K,, (22.37)
s
a z Onsagerova principu
Koy =Kz, (22.38)
Pro viskozitu bude
%, =1, Xaz_k:T Uyp o (22.39)
takze
=750 = Vao=KeT 75,5 (22.40)
a z Onsagerova principu
Naprs =Msap - (22.41)

Symetrii kinetickych koeficientll (22.38) a (22.41) jsme v predchozi kapitole ziskali
z predpokladu isotropie plynu. UkaZzeme ted’, Ze tato symetrie plyne pouze z vlastnosti feSeni

Boltzmannovy kinetické rovnice. Opravu X k rovnovazné rozdélovaci funkci hledame ve tvaru
2=0,(0)X, , (22.42)

kde funkce g, (I") spliiujf rovnici
L.=1(g,) - (22.43)

Veliciny L, mohou byt napfiklad komponentami vektoru jako v pfipadé tepelné vodivosti

L, :kBT[g(F)—cPT]va (22.44)
nebo sloZzkami tensoru jako v pfipadé viskozity
r
La:—kBT{mvavﬂ—L)daﬂ} . (22.45)
C,
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Pfirozenym poZzadavkem na g, (T") jsou podminky plynouci ze zakon zachovani

[f,9,dr=0 , [ef,0,dr=0 , [pf,g,d[=0 . (22.46)
Kinetické koeficienty miizeme zapsat jako
(ke T) 72 == fyLag,dT . (22.47)
Symetrie kinetickych koeficient( tedy znamena, Ze plati
[l g,dr=]f L, g,dr (22.48)
neboli podle (22.43)
[f1(0,)8,dT =] f,1(g,)g,dT . (22.49)
Musime tedy dokazat, Ze operator | je symetricky. UvaZzujme tedy integral
'[ fool(y)dT ='[ f f01wl¢(l///+l//1/—l//—l//l)d4f (22.50)

S libovolnymi  funkcemi @=¢(I') a w=y/(T). Integrace podle viech proménnych
d*r'=dr,dr’dr,dr’"  umoZiuje vhodnymi zaménami zapsat pravou stranu (22.50)
v symetrickém tvaru — nejprve T',T' «<>T,,I'; a potom vobou vyrazech I',T", «>T’ T7.
Dostavame tak

[fopl(y)d'T=

(22.51)

jf o[ W (p+0)-W(¢' +¢) (v +yd —p =y )d*T
Pripomenme, ze
w=w(r", 0], )=w(r" T] 07, 07) , w =w(D, 0|0, I} =w(r', 0|7 )

=-v|do , [wdr'dr]=[wdr'dr ,

fO(F):fO(FT) ’ fO(Fl):fO(FI) ’ fO(F)fO(Fl):fO(F/)fO(Fi)

Tyto vztahy popisuji princip detailni rovnovahy, vztah mezi pravdépodobnosti srazky a
acinnym prlifezem, podminku unitarnosti a invarianci rovnovazné rozdélovaci funkce. Kdyby

proménnymi typu I byly pouze hybnosti, je dlkaz proveden, nebot plati
w(p', BB, p)= (ﬁ, 51‘5/, 51/) V obecném pripadé musime integral (22.51) spoéitat také
tak, ze funkce p=¢(T") a w=y/(T') nahradime funkcemi y/T:y/(FT) ag :¢(FT). Ostatni

Cleny v integrélu se nezméni, jenom pravdépodobnosti zapiSeme v proménnych s ¢asovou

inversi s pomoci vySe uvedenych vztahd, takze mame

143



'[fol//T I((pT)d4F:
1 (22.52)
ik for | W(p T +0] ) -w (" +17) (07 + 0T — 9" — g AT

Ted oviem mizeme v daldim index T u proménnych typu T v integralu na pravé strang

(22.52) vynechat, protoZe znaCi jen promeénné, pres které se integruje
'[ foy' | ((pT)d4F:

1 Pl I 4 (22.53)

Zj fo f01[W(‘//+‘//1)_W (‘// +‘/’1)}(¢ +¢1_¢_¢1)d r

PFi porovnani pravych stran vztahl (22.51) a (22.53) vyuZijeme jesté vlastnost unitarnosti

j fo for(w+v1)(@—@)wdT :j fo fo (W +1)(@—g )W d*T (22.54)
f(ron) f(rin)
a
Jfo’ fo (v +11)(¢ +ol )W d*T =J fo fou (' +) (¢ +ol)wd*T . (22.55)

1(r'r) 1(r'.r)
Dostavame tak vysledek
[fop1(w)d'T=[fp" 1(e")dT . (22.56)
Nyni se vratime od obecného vysledku k vyraz(im pro kinetické koeficienty. Pro operatory L,
dostavame pri Casoveé inversi
L (T")=+L,(T) . (22.57)
horni znaménko plati napfiklad pro viskozitu, dolni pro tepelnou vodivost. Nékolika
postupnymi kroky, zahrnujicimi jak uziti (22.43), (22.57) a (22.56), vlastnosti rovnovazne
rozdélovaci funkce f,=f, a konecné prostého pfeznadeni integraéni proménné T'<«>T'
dostavame
[0, L(D)dT=%[ 1,97 1(g,)dI" =+ f, 9] 1(g,)dI" =
+[ f,00 L(T)dI™ =+ [ f,g,L,(r")dr = f,g, L, (T)dT

Je tedy konecné symetrie kinetickych koeficientll (22.48) resp. (22.49) dokazana.

(22.58)

Jesté ukazeme, Ze diagonalni hodnoty matice kinetickych koeficientl jsou kladné.

ProtoZe entropie vzrlsta, je —'[InfC(f)dF>0. Dosazenim f=f0(1+;(/(kBT)) pro

rozdélovaci funkcia C( f)=(f,/ksT)1(x) pro srazkovy ¢len dostavame
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—jlnfoc(f)dr—ijfoln£1+ij|(;()dr>o (22.59)
0 T ke T

a ponechanim jen linedrniho ¢lenu v rozvoji logaritmu pak
jfo;gl(;()dl“>0 . (22.60)
Pro y=g, X, (podtrzenim indexu znazoriiujeme, Ze je to dana hodnota (nescita se pres nej)
dostavame
[f,0,1(9,)dr>0 = 7,>0 . (22.61)

Posledni vysledek potvrzuje ,selskym rozumem® pochopitelny jev, kdy tok vybuzeny

néjakym gradientem sméfuje vZdy tak, aby zminény gradient sniZzoval.

23. Vodivost elektronového plynu

23.1 Onsagerdv princip
Homogennim voditem protéka elektricky proud | a je vedeno teplo Q, pokud vodi¢
spojuje dva termostaty, prvni s elektrostatickym potencidlem #=0 a teplotou T, druhy
s potencidlem ¢=A¢ ateplotou T +AT . MlZeme zapsat vztah
| =1, Ad+1,AT
11 12 (23.1)
Q=L,A¢+1,AT
ale v takovém pripadé nebude platit 1,,=I,,, protoZze Onsagerovy koeficienty spojuji sdruzené
proménné, nikoliv proménné libovolné (i kdyZz tfeba nédzorng€) zvolené. Pro nalezeni
spravnych proménnych musime sledovat zménu entropie celé soustavy. Pocet elektron(i

s nabojem e, prenaSenych od termostatu 1 k termostatu 2 oznaCme n=-n,=n,, MNozstvi
prenesené energie AU =—AU, =AU,. Zména entropie termostatu 1 je

AU (M)

AS, =
T T

, (23.2)

kde u(T) je chemicky potencial (Fermiho energie) pfi ¢=0. Zména entropie termostatu 2 je

AU +y(T+AT)+eA¢n
2T 4AT T+AT

(23.3)

Zména entropie celé soustavy je pak
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AS:AU{ 1 _l}_n{y(T+AT)_y(T)+ Y }z
T+AT T

T +AT T T +AT (23.4)
AU |:_£:| + en{_ﬂi(ﬁj_ﬂ}
T? e OT\T) T
Nakonec pro ¢asovou zménu entropie dostavame
d(AU d(en
d_S:(_)[_g}(_) _Ei(ﬁj}l XX 4% X, . (235)
dt dt T dt e OoT\T T
V téchto vztazich
d(en
X, = (en) _, , xlz_ﬁi(ﬁj}l (23.6)
dt e OT\T T
vyjadfuji elektricky proud a prislusnou ,.silu“ a
d(AU) AT
X,=—7—==Q , X,=-—% 23.7
2 dt Q 2 Tg ( )
jsou tok tepelné energie a pfislusna ,,sila“. Misto (23.1) budeme tedy mit
AT 0 (u) Ag| [ AT
| =2 | ———=| & |-== |+ 4, | - = | .
X“{ e aT(Tj T } X“[ Tz}
(23.8)

| AT O (p)_Ad, | _AT
Q_ﬂ“{ e aT(Tj T}rﬂﬂ[ Tz} !

kde uZ koeficienty A, maji vlastnosti Onsagerovych koeficientli. Abychom v (23.8) méli

obsazeny standardni tvary Ohmova a Fourierova zakona, zapiSeme pro homogenni vodic¢

infinitezimalniho prifezu AS a délky Ax

I=jAS , Q=qAS , z{F%As , (23.9)

kde j je hustota elektrického proudu a g hustota toku (tepelné) energie, 4, jsou Onsagerovy

koeficienty. V limitnim pfechodu pak

- 5 -Vg=E , — > VT (23.10)

a (23.8) prejde na

T e oT T
. (23.11)
_, 2 T 8 H s = 1 -
=2 N EWVT+E -4, VT
a T{ eaT(Tj } XZZTZ

nebo s nesymetrickymi koeficienty
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].:[115_[1261- , q=[zlg_[22§T , (23.12)

kde
4 /71 L 0
L=, L=+ ,
T e oT\T
A /72 /71 (23.13)
_ T2 2 2
= T b = e 8T( j
PFi konstantni teploté mame (Ohmllv zakon)
- sz B
J_?S—aé’ = 4L,=To . (23.14)
PFi nulovém elektrickém proudu mame (Fourier(v zakon)
{@2—%J VI=—xVT = A,= T2K+ X“ . (23.15)
1

Vidime, Ze diagonalni koeficienty jsou skutec¢né kladné. Pro Uplnost je tfeba znat jesté jeden
experimentalni zakon a také zavislost chemického potencidlu na teploté. V dalSim odstavci
spocteme koeficienty s aproximovanou rozdélovaci funkci.
23.2 Boltzmannova rovnice
23.2.1 Aproximace srazkového ¢lenu a pfiblizné reSeni

ZapiSme Boltzmannovu kinetickou rovnici v aproximaci rozdélovaci funkce blizke

rovnovaznému rozdéleni

of (ot g lof g T-fo (23.16)
ot or m ov T
pro stacionarni pfipad pak
f=f -7 Q-\HEQ-ﬁ : (23.17)
or m oV

Bude-li sila F=(e&,0,0)i gradient teploty VT =(T/dx,0,0)dostatené malé, mizeme na

pravé strang polozit f ~ f,, takze mame s oznagenim v=(u,v, v, )
fof g Poy 896 o) (23.18)
oX m ou
V tomto vztahu

of, [af du afde of, _ofyds__ ofy

, — =mu , (23.19)
OX ou dT dx ou  de du e
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predpokladame-li nerelativisticky plyn, kde e=mv?/2,v*=u®+v}+v?. Pro rovnovaznou

funkci f, je jak pro Boltzmannovu, tak pro Fermiho — Diracovu statistiku

E—p
fo=f , (23.20)
=

takZe mlizeme psat

oty ——T{ £ 2 (ﬁﬂa—fod—T oy (23.21)

ox  |T? oT\T)|ee dx ' ou  os

Dosazenim do (23.18) dostavame

fof —rullo)eg T %+i(£j al (23.22)
oe T2 o (T ) |dx

Pfi vypoCtu koeficientl £, budeme integrovat rozdélovaci funkci néasobenou eu pro

elektricky proud nebo ue& pro tok energie — prirozené se vzhledem k symetrii uplatni pouze

druhy ¢len ve (23.22).
23.2.2 Boltzmannova statistika
Pro Boltzmannovu statistiku dok&Zeme z obecného tvaru rozdélovaci funkce (g=2 je

spinova degenerace)

3
ool g o
B
vyjadrit explicitné chemicky potencial
5 \32
ﬂ=kBT|nB[ri’;th ] , (23.24)
B

takze f, nabyva standardni formu Maxwellova rozdéleni

3/2
m &
f,=n exp| —
(ZzszTj { kg T

of ___fo i(ﬁj:_ﬁk_s (23.26)
e kT ' aT ’

} . (23.25)

Je tedy

takZe dostavame

T e 3 dT
f=f1 ef—|=——=k, |—juf, . 23.27
°+kBT{ [T 2 B}dx} 0 ( )

Pro vypocet jednotlivych koeficientd budeme potiebovat integraly
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I, =[u?e f,d°v =

9, s ’ 2 (23.28)
m 2(2+s) _ myv
n(ZﬂkBTj ( j Icos godgojsm HdHJv exp{ 2kBT}dv
Po elementarni integraci dostavame
ky T s(2s+3)MN
I, =n—2—(kT 23.29
S m ( B ) 3.25 ( )
Pro jednotlivé koeficienty £, pak mame
g oner o po_nery oo 5Snery oo o okeTy oy
1 m ! 2 m B ! 1 2 m B ! 2 B .
a pro Onsagerovy koeficienty
ne’r 5ner 35nk, 7
Ay = - T, A4,= > —k,T? /122=I n:‘ ke T° . (23.31)
Koeficienty elektrické a tepelné vodivosti jsou v tomto pfiblizeni
2
gner L SnkeTy oo (23.32)
m 2 m
Lorenzovo ¢islo (Wiedemann(v — Franzlv zakon) je
2
=L=§(k_BJ _ (23.33)
To 2\ e

Porovnani vztahu (23.32) a (20.34) pro koeficient tepelné vodivosti ndm d& predstavu o

vyznamu doby t. Pro Maxwellovo rozdéleni poloZzime ve (23. 32) k T /m )/8 a

¢, =(3ks)/(2m) ve (20.34), takze mame

5—”nk<> :%nkB<v>€ = -t

o 0 (23.34)

23.2.3 Fermiho — Diracova statistika

Normovani rozdélovaci funkce Fermiho — Diracova rozdéleni

m ’ 1
fo=g(2”hj eXp[(s—y)/(kBT)]+l (23.35)

dava rovnici, kterd implicitné urcuje chemicky potencial

-[fodsv:g(Zzn;hjsjexp[(g—;)s/\ZkBT)]+1:n | (23.30)

Po integraci podle thlovych proménnych mame
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3/2DO 12
g (m g de 3
2727[2(?} J exp[(c— ) (kg T)]#1 (23:37)

Oznatime a=u/(kyT) a zavedeme novou proménnou x=¢&/(k,T), takZe pfedchozi vztah

ziska tvar

/ o0
g (mk,TY" X2 dx o (23.38)
22 72 K exp[x—a]+1
0
Hodnoty a jsou velmi velké, napfiklad prou~e.~5eVa T~300Kje a~200. UkéZeme
aproximativni metodu vypoctu obecngjsiho integralu

:J y(x)dx :Jy(x+a)dx (23.39)

exp[x—a]+1 exp[x]+1
0 —-a

pro velké hodnoty o a funkce y(x)takové, Ze integral existuje. Provadime nejprve nasledujici

Upravy

8

L ( (a—x)dx (x+a)dx
! _ly(x)dx_jyexp[x]jtl +jyexp[x]+l

0

a konecné

[e]

I:Ty(x)dx+Jy(a+X) Jy(a x)dx . (23.40)

exp[x] + exp[ x

0

Treti integrél je lze zanedbat, nebot’ je exponencialné (exp[—a]) maly. V Citateli integrandu

v v s

pfipadé budeme potfebovat jen prvni — a integral je pak

['e]

y(a+x)-y(a—x) S22 B (any)
=y —— 1 23.41
J exp[x] +1 ax HZ:;‘ n-(2n-1)! @) ( )

0

a tedy
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'Ty dx+—y( ) - (23.42)

Integral ve (23.38) aproximuje vyrazem

( x¥2dx 2 1 2( u ¥ 2 (K, TY
exp[x—a]+1 3 12 o 3k, T 8\ u
0

Pokud bychom se spokojili ve (23.42) jen s prvnim ¢lenem, odpovidalo by to pfili§ hrubé

aproximaci, pomoci Diracovy & — funkce miizeme potiebné dva ¢leny v derivaci rozdélovaci

funkce zapsat jako

0 1 7 2
-5 ke T) 0" (6—p) . 23.44
ag(exp[ k T ]+1J C ﬂ) 6 o keT) o (e-n) ( )
Fermiho energie je
w6z Y
Ee =ﬁ( ;[ nj (2345)

a s jeji pomoci mizeme pro chemicky potencial napsat po dosazeni (23.43) do (23.38)

priblizny vztah

(23.46)

PFi vypoCtu koeficientll srozdélovaci funkci (23.22) budeme potfebovat integral pres

prostorovy Uhel

(1), =[urd0="7 2 (23.47)

a integraly

( ot n o 1
I - _ 2 sY 0 Zd - _ S+3/2_ d
s j<u >Q “ e megZ? Jg ag(exp[(g—y)/(kBT)]J ¢

0 (23.48)

['e]

i) s

S vyuZzitim (23.42) potom

n e 3 1 2
| = #9242 Lo 2 | s+= |2 (k. T . 23.49
* TP {” 6 ( 2)( 2)” (kaT) } (23.49)
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Nakonec dosazenim za chemicky potencial z (23.46) a zanedbanim ¢lenl vyssiho fadu v

(ks T)/e: mame

2
I, ~ mzs/z {g;”/z +%(s+gJSg§”2(kBT)2} : (23.50)

F

Potom pro koeficienty £, mame

ne’r 7 ner kT
R
(23.51)
ner 5% (ks T)’ 27°nr
=—| G t——— = —ks T
Ly m {& 2 s Ly, 3 m ®

2
ne’r nere 572 (k. T
= T , A, = ET 1+ B ,
=l

, (23.52)
2 2
P T{H?n LkBTJ ]
m 6 \ &
Koeficienty elektrické a tepelné vodivosti jsou tedy
2 2 2
LA L (23.53)
m 3 m
a Lorenzovo Cislo je
2 2
L=L=”—(k—BJ . (23.54)
To 3\e

Vidime jen maly rozdil ve vysledcich vypoCtu Lorenzova Cisla podle Boltzmannovy nebo
Fermiho — Diracovy statistiky. Experiment dava docela dobrou shodu s teorii — hodnota L

podle (23.54) je L=2,45-10°*WQK™?, hodnoty pro nékteré kovy jsou uvedeny v tabulce
(podle C. Kittel, Introduction to Solid State Physics).

L.10° WQK™ L.10° WQK™
kov | 0°C | 100°C | kov | 0°C | 100°C

Ag | 2,31 | 2,37 | Pb | 2,47 | 2,56
Au [235| 2,40 | Pt | 251 2,60
Cd (242 243 | Sn | 2,52 | 2,49
Cu|223| 233 | W |3,04] 3,20
Mo [261| 2,79 | Zn | 2,31 | 2,33
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24. Bily trpaslik

24.1 Elementarni odhad Chandrasekharovy meze
Jiz v roce 1932 provedl Landau (On the theory of stars, Phys. Zs. Sowjet. 1 (1932), 285)

nasledujici Gvahu: mé&jme N fermiond (pro sloZeni hvézdy z **C a O je to N nukleon( a

N/2 elektrondl) ve hvézdé poloméru R, takZe &iselna hustota elektrond je n~N/R®. Objem
pfipadajici na jeden elektron je podle Pauliho principu (M)3~1/n. Podle Heisenbergova

principu neurcitosti je nejmensi mozna velikost hybnosti p~h/M~hnj/3. Energie
relativistického elektronu je tedy (energii nukleonl zanedbavame vzhledem k jejich velké
hmotnosti)

Y3
E. ~han**c~ hc: : (24.1)

predpokladame pritom
E. >mc® . (24.2)

Gravitacni energie na jeden nukleon — tady naopak zanedbavame prispévek elektront — je

2
£ ~—gNY (24.3)
R
kde u je atomové jednotka hmotnosti. Celkova energie je
13 2
E-E, +E, ~cN —GN; . (24.4)

Pro maly pocet Castic je celkova energie kladna, zvySovani R sniZuje energii, aZ je porusena
podminka (24.2) a pfechazime do nerelativistické oblasti
hZ N2/3
F T 2mR?

(24.5)

Potom mize byt celkova energie zaporna a se zvySujicim se R jde k nule. Existuje tedy
rovnovazny stav s minimem celkové energie. Naopak pro velky pocet Castic je celkova
energie (24.4) zaporna a se zvysujicim se R stale klesa — rovnovazny stav neexistuje. Mezni
hodnota poctu Castic, kdy jesté miZze existovat rovnovazny stav je tedy uréena z (24.4) pro
E=0.Mame tedy

hc ¥ a1
Nmax - (G zj = I\/Imax = Nmax u-~ (Ej 5 (246)
u u
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Po dosazeni (#=1,05-10"*1Js, ¢=3,00-10°ms™, G=6,67-10"Jmkg?, u=1,66-10"kg a
M, =199-10%* kg dostavame
M, ~372-10°kg~187M,_ (24.7)

tedy hodnotu jen ponékud vétsi, nez je v soucasnosti pfijatd hodnota Chandrasekharovy meze.

Dosazenim N, . do (24.1) ziskame z nerovnosti (24.2) vyraz pro maximalni mozny polomér

n ne )’
Rinax ~m_c(Gu2J : (24.8)
coz po dosazeni (m=9,11-10"* kg ) dava
R ~50310°m . (24.9)

Vysledek se da elementarné popsat tak, Ze u bilych trpaslikd je tfeba hmotnost Slunce stlacit
nejméné do objemu Zemé.
24.2 Stavova rovnice

Pro zjednoduseni popisu je velmi dilezité, Ze elektronovy plyn miZeme povazovat za
Uplné degenerovany, tedy plyn za nulové teploty. Je to prekvapivé, uvazime-li teplotu vnitini

Casti bilého trpaslika, ktera je fadové 107 K . Fermiho energie extrémné relativistického plynu

je
2 \¥3
g =(37°n) nc . (24.10)
Podobné jako v predchozi kapitole mizeme chemicky potencial aproximovat vyrazem
k,T)°
U=E — 2u (24.11)
s

Jako priklad vezméme parametry hvézdy Sirius B (Barston et al.: HST Spectroscopy of the
Balmer lines in Sirius B, MNRAS 362 (2005), 1134) — hmotnost M =1,02M_, polomer

R=0,0081R, . S hodnotou R, =6,96-10° m dostavdme pro numerickou hustotu elektron(

1M1

n==-—-———-=815.10*m" 24.12
2 u (4/3)zR° ( )

a pro Fermiho energii
& =9,10.10°J~57MeV . (24.13)
Hodnota tepelné energie odpovidajici T~10" K je ale

k,T ~1,38:10°J~0,9keV | (24.14)

154



je tak rozmazéni skokové funkce rozdéleni podle energie kolem chemického potenciélu (ten

je pfi danych podminkach pouze o 0,3eV mensi neZz Fermiho energie) zanedbatelné.
Pro pfesngjsi vypocty zavedeme nejprve bezrozmérnou veli¢inu

p-_P _PC

mc  mc?
Potom mame pro numerickou hustotu elektroni

n=2(mc)’ J@(PF ~P)

4zPdP_ 1 1 _,
(2zn) 372 AT

: (24.15)

kde A. =h/(mc)je Comptonova vinova délka elektron(i. Mame tedy pro chemicky potenciél
(v prFiblizeni ,,nulové teploty” Fermiho energii)

u=mc*(R2+1)" | B =(322ng)" . (24.16)
Pro hustotu energie pak

47 P? (1+'P2)1/2 d'P_ mc? ¢

12
R L e e e K
(277) A (24.17)
2
“gwi P (2R - R (a )
Tlak pocitdme jako
P=_@ =— i(éj =n2i(§j =173F o¢ _& (24.18)
N+ 2/ANLLY/ on\n). 3  OJ0R
a dostavame
mc?
P=———TI(P.) , 24.19
87 A (%) (24.19)
kde
2, 2\¥2 2\¥2
N(R)=A (57 -1|0+R) +In[73F+(1+73F) } | (24.20)
Derivace tlaku P podle 7. ma prosté vyjadreni
2 4
oP mc P (24.21)

OR 37 (1+72)"
V extrémné relativistickém pripadé mame

u=(377)"nen® 5:%(37z2)”3hcn4/3 , P:%(szzz)mhcn“ (24.22)
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a v nerelativistickém pfipadé (4 = u—mc*a & =£-nmc?)

32w

2\2/3
Y7, =—_n2/3 , 5/=Mh_2n5/3 pP=~—27

2 m 10 m 5
24.3 Newtonova gravitace

LANCERS (24.23)
m

Gravitacni potenciél je feSenim Poissonovy rovnice
Ap=47Gp . (24.24)

ProtoZe budeme uvaZovat pouze sféricky symetricky problém, zjednodusi se rovnice na

1d( ,dg
=\ 222\ zazGp . 24.25
rzdr[r drj =P ( )

Chemicky potencial nukleontl zanedbavame, stejné jako pFispévek elektronl k celkové hmoteé.

Pfipada-li na jeden elektron k nukleonl, miizeme podminku rovnovahy zapsat jako
(+Kug=4' +mc®+Kkug=konst. (24.26)

a hustotu p jako p=kun. Rovnici (24.25) tak prepiSeme do tvaru

1d du 2
r—za[rZWJZ—llﬂ'G(kU) n (2427)
nebo
1d dg 2
= _dr[rz_dr j:—47zG(ku) n . (24.28)

Dosazeni za n z (24.22) do (24.27) a z (24.23) do (24.28) dava

2 2
LR L7 I N I L L (24.29)
r’dr{ dr 37 (nc)
kde [4,]=J7?m™? a
1d 2d,ul 13/2 4k’ 2( 2m *
rzdr[ drj e H nr 3 hz ( )

kde[ 4, ]=J**m.

Uvazujme nejprve nerelativisticky pfipad. Pfi poloméru hvézdy R dostavame integraci
rovnice (24.28)
r2 d ,U/
dr

kde M je hmotnost hvézdy. Zavedeme bezrozmérnou proménnou & a novou funkci f vztahy

=—kuGM (24.31)

r=R
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1

§=r/R 1 ﬂ/(r)=/12 R4

f(g) (24.32)

Mame tak z (24.30) (s dodanim prirozenych okrajovych podminek)

%i(§2£j=_f3ﬂ L R fl,,=0 (24.33)
£ del” ag dé,., -
az(24.31)
9 kuGMR (24.34)
dé|,.,

Numerické feSeni rovnice (24.33) je nejsnadnéjsi, pokud FeSime dlohu s pocatecnimi

podminkami f|__=konst.,(df/d&) =0 a iteracemi najdeme hodnotu konstanty tak, aby
¢=0 £=0

byla spInéna druha okrajova podminka, tj. f|§=1 =0. Vysledkem je

df

fl,,=178,2202 47 =1s2ssal (24.35)

£=1

Zvolime-li k=2 a pouzijeme-li jiz dfive uvedenych hodnot fyzikélnich konstant, dostdvame
M R®=6,84-10°M_m® . (24.36)
Tento vztah plati pro dostateCné velka R, tak aby bylo mozno pouZzit nerelativistickou

aproximaci pro elektronovy plyn.
Nyni uvazujme extrémné relativisticky pfipad. Postup je obdobny — za¢neme integraci

rovnice (24.27)
r2 s
dr

a zavedeme bezrozmérnou proménnou ¢ a novou funkci f vztahy

E=r/R ()= () 2438)

=—kuGM (24.37)

r=R

Z rovnice (24.29) mame

%i(fzﬂjz_fs L R fl,_,=0 (24.39)
¢t dg\” d& di,., )
a z rovnice (24.37)
at  kuitem | (24.40)
¢,

Resenim (24.39) je
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fl. =688 , 21 — 20182 . (24.41)
&= de|
£=1
Se stejnymi hodnotami konstant jako v nerelativistickém pfipadé dostavdme pro extrémné
relativisticky elektronovy plyn

M =145M_ |, (24.42)

coZ je pravé Chandrasekharova mezni hodnota hmotnosti bilého trpaslika. Pro elektronovy
plyn v obecném stavu by bylo tfeba v (24.27) dosadit za hustotu n vyjadfeni pomoci
chemického potencialu z (24.16).

Pozndmka: V astrofyzikalni literatufe se setkavame s ponékud odlisnou formulaci, ke které
snadno prejdeme derivaci podminky rovnovahy (24.26) podle radialni soufadnice

d oul dP dg dP  dg
= (u+kug) =2 2 sku=Lov="rku-2=0 |, 24.43
dr(ﬂ+ u¢)T aPTdr+ udr Vdr+ udr ( )
kde v(r) je objem pFipadajici na jednu &astici, takze (ku)/v(r)=p(r). Dale
d GM(r
——¢:—Z() (24.44)

dr r

je gravitaéni sila, plisobici na jednotkovou hmotnost ve vzdalenosti r od stfedu. MGzeme tak

psat dvé rovnice prvniho Ffadu

dP _ GM(r)p(r)

—_— Pl_,=P

2 ! r=0 0 '
dr r (24.45)
ddl\r/'l :47Z'r2p(r) ! M|r:0 :0

Pro feSeni problému potfebujeme jeSté znat stavovou rovnici. Budeme-li zanedbavat
prispévek elektrond k hustoté, mame p(r)=kun(r)a obecny tvar stavové rovnice (24.19).
Ve dfive zminovanych meznich pfipadech je stavovd rovnice rovnici polytropy
P(r):konst.[n(r)]y, kde y=5/3 pro nerelativisticky a y=4/3 pro extrémné relativisticky

elektronovy plyn.
24.4 Statickeé sféricky symetrické reSeni Einsteinovych rovnic

Nejprve uvedme obecngjsi vysledek, ktery se tykd podminky rovnovahy, pokud se
soustava nachazi ve statickém gravitatnim poli. Pfi pohybu Castice vtakovém poli se
zachovdva energie, ktera je ¢ — nasobkem cCasupodobné slozky Ctyfvektoru hybnosti

P =MmCu
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dx°
U, =mc?
0 gOO dS

(24.46)

Interval je dan vztahem ds®=c?(dz)’—(dl)’, kde cdr:(g00 dx° )]/2. Jestlize zapiSeme vztah

(24.46) pomoci rychlosti v=dl/dz, dostavame

2
Uy =— (000) =U(00) - (24.47)

(1-v?/c?)
Entropie soustavy ani pocet Castic soustavy na pfitomnosti gravitacniho pole nezavisi, takZe

derivace zachovavajici se veli¢iny U, podle S nebo N je konstantni, takze pro T=0U/0S a
4=0U /ON mame
T (900)]/2 =konst. , u (goo)]/2 =konst. . (24.48)

Odsud /T =konst. = d 2/ =dT /T . Dosazenim do termodynamické rovnosti

VAP=SdT + Ndu=(TS +Nu) 3% =v (¢ 4+ P) 34 (24.49)
H H

dostavame uZiteCny vyraz

du_ dP (24.50)
u  +P
Ve slabém poli popsaném Newtonovym potencidlem je gy, ~1+(2¢) / ¢’ takze
T= (kOL;;'Z ~ konst.(l—cﬁzj : y(goo)j/2 ~ 4 +mc*> +mg=konst. . (24.51)
900

Vénujme se ted podrobné pFipadu statického sféricky symetrického pole (ve vakuu jde
o Schwarzschildovo feseni). Zvolime standardni soufadnice x’=ct,x'=r,x*=0,x’=¢ a
definujeme metricky tensor pomoci intervalu
ds” =c?exp[ v(r)]dt* —exp[ A(r)]dr* —r*(d&* +sin*0dg’) . (24.52)
Tenzor energie hybnosti volime jako
T =diag{c’ p(r),~P(r),—P(r),-P(r)} . (24.53)
Pro symetricky tensor T,, je kovariantni divergenci mozno zapsat jednoduse jako

12k
1 6((_9) T )_1agklgkj-]-l

T = —— -
“(-g)® o 2 ox' :

(24.54)
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Ze zékona zachovéni je kovariantni divergence rovna nule, v naSem pfipadé dostdvame

jedinou rovnici (Carkou znacime derivaci podle r)

lV’(cz,o+ P)+P'=0 . (24.55)
2
Z deseti Einsteinovych rovnic
R¥ - %a;k R=27C (24.56)
C

zlistanou pak v naSem pripadé k feseni pouze tfi

87G 1 A 1
S ool -] L

r’ r)r
87 G | 1
P=exp|-A|| —+= |- . 24.51
e o2 k] (2457)
2 I g1 I g1
87[4G P:Eexp[—/i] XY A VA
c 2 r 2
Regeni prvni rovnice je snadné
2GM
l(r):—ln{l—ﬁ} : (24.58)
c’r
kde jsme oznacili
M (r)=4zp(x)x*dx (24.59)

0

hmotnost pod polomérem r. Pro r>R dostdvdme tak navaznost na vakuove
(Schwarzschildovo) feseni s A(r)=-In(1-r,/r).

Rovnici (24.55) Ize samoziejmé odvodit z rovnic (24.57). Pro nasS vypocet je vhodné
dosadit do sou€tu prvnich dvou rovnic (24.57)

exp[— 4] (

87G
: /1/-%-1//):%(

pc +P) (24.60)

za v' z rovnice (24.55) aza A z (24.58). Dostavame tak rovnici

dP(r)__GM(r)p(r){l_ZGM(r)}1{1+47zr3P(r)Ml+ P(r)}  (2461)

B 2 c’r c*M(r)

dr r

K této rovnici pridame

=47zl’2p(l’) (24.62)
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a prislusné pocatecni podminky, tj. P(0)=P, a M (0)=0. Porovnani rovnice (24.61) a prvni
0

rovnice z (24.45) ukazuje opravy, které prinasi obecna teorie relativity.

Pfejdeme v rovnicich (24.61) a (24.62) k bezrozmérné soufadnici r=A & a hmotnosti
M (r)=M,M(&), mame po dosazeni z (24.15) a (24.19)

dP(r)  mc? B dB
dr _37z2/1§A(1+73F2)M de&

: ,o(r):kun(r):?wz/ig7?F3 . (24.63)

takZe dostavame

4R (£) M, ku (1+B)" M(£)
d¢ A m B &
{1 2GM M(f)} {1+ m ku A_jsz(PF)MH 3m HUZF)} . (24.64)
FA ¢ 27kuM_ 22 M(&) 8ku 7
aM(£) 4 ku A°

P
d¢é 3z Mzsg

Zavedeme pro zjednodu$eni konstanty

1/3 2/3 4/3
M, GMZ (ku)
= —° , =2 7 24.65
(kuj & " hc ( )

jejichz priblizné hodnoty jsou A =3239kma x=1,659. Rovnice pak maji tvar

aR(5)__ (1+R) M)

dg R &
-{1—2/(&%}1 oM () {1+ 3m H(PF)} ,
ku ¢& 27ku M(¢) g8ku 7’ (24.66)
dM(&) _ 4 .o
az —37[5 =

(R)="P @Pg —1j(1+7’§ )* +In[73F +(1+73§)ﬂ

Vidime, Ze vSechny opravné Cleny jsou nasobeny malym pomérem hmotnosti elektronu a
hmotnosti nukleond, pFipadajicich na jeden elektron. Proto se tyto opravy projevi az pfi
velkych hodnotéch centralniho tlaku. Na levém obrdzku je znazornéna zavislost hmotnosti M

(ve hmotnostech Slunce) na poloméru R (v km) v rozsahu tlaku P, ~ (1035 —1039) Nm™. Na
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pravém obrazku je potom znazornéna oblast kolem Chandrasekharovy meze, tj. s tlakem
P0~(1025—5-1028)Nm’2. Z vypodtu dostdvame pro maximalni hmotnost bilého trpaslika a

polomér takové hvézdy
Mo =1419M; , R(M,,, ) =8790km . (24.67)

Pro minimalni polomér bilého trpaslika pFi extrémné vysokych centréalnich tlacich a hmotnost
takové hvézdy pak

R =9,47km , M(R,, )=0,45M_ . (24.68)
Zavislost hustoty (107 p(r)[kg m’ﬂ) na vzdalenosti od stfedu (r[km]) pro parametry z

(24.67) je na poslednim obrézku.

a0 i
201

10
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