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1. Vicevrstvé NN,
Backpropagation,
MADALINE




Neuronova sit (NS)

Neuronova sit se v Case vyviji, méni se propojeni a stav
neuron a adaptuji se vahy. V souvislosti se zménou
téchto charakteristik v Case je ucelné rozdélit celkovou
dynamiku NS a pracovat v tfech rezimech (dynamikach):

Organizacni - zména topologie
Aktivni — zména stavu
Adaptivni - zména konfigurace



Organizacni dynamika NS

Specifikuje architekturu sité

Dopredna, acyklicka Rekurentni, cyklicka
(feed-forward)




Aktivni dynamika NS

Specifikuje pocatecni stav NS a sptisob jeho zmény v ¢ase pii pevnych
ostatnich charakteristikach (topologie a konfigurace).

Nastavi se stavy vstupnich neurona (vstup sité).

Po inicializaci vstup(i nastava vlastni vypocet.

Stav vystupnich neuront, ktery se v ase méni je tzv. vystup NS, ktery
je po Case konstantni a NS tak v aktivhim rezimu realizuje néjakou
funkci na vystupnim prostoru (funkce NS).

Aktivni dynamika urcuje i funkci jednoho neuronu. Napf-:

c(&) =155y £=Yox



Adaptivni dynamika NS

Specifikuje poc¢atecni konfiguraci NS a sptisob jakym

se méni vahy v siti v Case.

VSechny mozné konfigurace tvofi tzv. vahovy prostor.

V adaptivnim rezimu se tedy nastavi vahy vSech spoji a
o inicializaci konfigurace probiha vlastni adaptace
jejim cilem je najit konfiguraci, ktera v aktivnim

rezimu realizuje predepsanou funkci).

Uceni s ucitelem vs. bez ucitele.



Sit perceptronu |.

Organizac¢ni dynamika specifikuje pevnou architekturu
jednovrstvé sité n-m, tedy sit se sklada z n vstupnich
neuront, z nichz kazdy je vstupem kazdého z m

vystupnich neurond.

input values

X = (Xyeer, X)) € R
Y=Yy V) €{01}"

W:(a)l()!---!a)]_ms--wa)m()!"'ia)mn) utput values



Sit perceptronu Il.

Aktivni dynamika (urcuje sptisob vypoctu funkce sité) -
redalné stavy neuronii na vstupni vrstvé se nastavi na vstup a
vystupni neurony pocitaji sviij binarni stav, ktery urcuje
vystup site.

Kazdy perceptron nejprve vypocita svlij vnitini potencial
jako prislusnou afinni kombinaci:

& = Zn:a)jixi ]=1...,m
1=0
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Sit perceptronu lll.

Koeficienty W= (®,q,..., @y 1eees Opgs-ver Or)
tvori konfiguraci sité.

Stav perceptronu se potom urc¢i z jeho wvnitiniho
potencidlu aplikaci aktiva¢ni funkce, ktera ma tvar
ostré nelinearity:

o:R—>{01} o(&) =5
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Sit perceptronu IV.

To znamend, ze funkce sité perceptrontt zavisla na
konfiguraci w je danda vztahem:

y(w):R" —{01}";
y,=o(&) j=l..m o(&)={%
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Sit perceptronu V.

V Adaptivni dynamice je pozadovand funkce sité perceptront
dana tremngovou mnozinou:

— R"
T=<(Xk,dk) (Xk1’ an)e )
d, =y, i) € {0’1}

. )

Kde X, je redlny vstup k-tého tréningového vzorua d, je
odpovidajici pozadovany binarni vystup.

Cilem adaptace je, aby sit pro kazdy vstup X,z tréningove
mnozmy odEowdala v aktivnim rezimu poZadovanym vystuptim
d, , tedy aby platilo:

y(w,Xx, ) =d, k=1..,p

13



Sit perceptronu VI.

Na zacatku adaptace v (diskrétnim) case 0 jsou vahy konfigurace
nastavené nahodné z intervalu <-1,1>.

V kazdém casovém kroku je siti pfedlozen jeden vzor z
tréningové mnoziny a sit se ho snazi naucit, tedy adaptuje podle
néj svoje vahy.

Pofadi vzori je dané tzv. tréningovou strategii.

Perceptronové ucici pravidlo:

1=1,...,n
(t)y _ . (t-1) (t-1) -
@5’ = @) =X (Y (W, X, ) —dy) j=1..,m

14



Sit perceptronu VII.

& z intervalu (0,1> je rychlost uceni.

y j(W(t_l),xk)—dkj je rozdil mezi skute¢nym j-tym vystupem
sit¢ pro vstup k-tého vzoru a pozadovanou hodnotou
odpovidajiciho vystupu tohoto vzoru.

Urcuje tedy chybu j-tého vystupu sité pro k-ty tréningovy vzor.
Pokud je tato chyba nulova, pfislusné vahy se neadaptuji. V
opac¢ném pripadé miize byt tato chyba bud’ 1 nebo -1.

Tato adaptivni dynamika zajisti, aby sit po kone¢ném poctu
kroktt adaptivniho rezimu nasla konfiguraci, pro kterou bude
spravné klasifikovat vSechny tréningové vzory.

15



Vicevrstva sit a Backpropagation

Najznamnéjsi a najpouzivanejsi model NS, ktery se pouziva
priblizné v 80% vsech aplikaci NS.

Zobecnéni sité perceptront — tzv. vicevrstvy perceptron.
Algoritmus zpétného Siteni chyby - Backpropagation.

16



Organizacni a aktivni dynamika

Organizacni dynamika:
obecné se pouziva dvou- nebo tiivrstva sit
X - mnozina n vstupnich neurént
Y - mnoZzina m vystupnich neurdnti
& . - redlny vnitini potencial neuronu j

Y- realny stav (vystup) neuronu j

@ - redalna synapticka vaha spoje od neuronu i k nevstupnimu neuronu j
Wiy = —hj - bias nevstupniho neuronu j odpovedajici formalnimu
jednotkovému vstupu y, =1

J_ - mnozina neuront, které jsou vstupem neuronu j

J_, - mnozina neurond, kterym je neuron j vstupem

17



Organizacni a aktivni dynamika

Aktivni dynamika:
Vypocet funkce Y(W):R" —(0,1)" probihd podle diskrétni aktivni dynamiky.

V case 0 jsou odpovidajici stavy vstupnich neuronti nastavené na vstup sité a
ostatni neurony nemaji urceny stav.

V case t>0 jsou vypoctené realné hodnoty vnitinich potencidaltt vsech
neurond, které uz maji urCeny stav (v Case t se aktualizuji neurony v t-té

vrstve):
Gj = E I,a) i Yi
iej
Dale je stanoven redlny stavy; = o(&;) neuronu j pomoci diferencovatelné
aktiva¢ni funkce : 1

c.R—>(01) o()= Tr o "

18



Organizacni a aktivni dynamika

Diferencovatelnost pouzité funkce a =z ni plynouci
diferencovatelnost funkce sité je podstatna pro ucici algoritmus
backpropagation.

A - parametr strmosti (gain)- v zakladnim modelu je rovny 1,
ale obecné mtize byt strmost rizna pro kazdy nevstupni neuron
J. Stav neuronu se potom pocita:

—o. (&), kd (&) =
Vi=0y(&). kde o,()=—

Takto se vypoctou vystupy vSech neuronti, hlavné vystupnich,
které urcuji vystup sité a tedy i hodnotu sité funkce pro dany
vstup.

19



[ ] y 4 °
Adaptivni dynamika
Podobné jako u sité perceptronti je pozadovana funkce zadand tréningovou

mnozinou: X, = (Xr X R"
T= (Xk’dk) k (kl kn)E m k:]_,...,p
dy =(diysee, dkm)e{o’l}

Chyba sité E(w) vzhledem k této tréningové mnoziné je definovana jako
soucet parcialnich chyb sité vzhledem k jednotlivym tréningovym vzortim,
pri¢emz zavisi na konfiguraci sité w:

Ew) = > E, ()

kde Ek(W):%Z(yj(W,xk)—dKj)z

jeYy
Cilem adaptace je minimalizace chyby sité ve vdhovém prostoru — pouziva se
gradientni metoda vyzadujici diferencovatelnost chybové funkce.

20



Adaptivni dynamika

V case 0 jsou vahy konfigurace nastavené nahodné, blizko nuly.
Adaptace probihda v diskrétnich casovych krocich, které
odpovidaji tréningovym cykltm.

Nova konfiguracia W v ¢ase t>0 se vypotita:

—1
@} =05 + Aoy
JI JI
Kde zména vah v Case t je imérna zapornému gradientu chybové
funkce v case t-1: OE
Ao\ = —g— (w™)
I ow..

ji
E 7 (0,1) je rychlost uceni

21



Adaptivni dynamika

qu.ll:: .|'_.|'_.| 1 I|':"..I ey 5 * * W

Ohre, 2.2 Gradientni metoda.

Pii adaptaci sestrojime v bodé soucasné konfigurace tecny
vektor - gradient a posuneme se ve sméru tohoto vektoru.

22



\YAV A4

Strategie zpétného Sireni

Potfebujeme vypocitat gradient chybové funkce.

ot Zp: OE,
Jw; 30w

Podle pravidla o derivaci souctu:

OE, _ OE, 9%; 05
aa)ji 8yj afj ('ia)ji

kde 9¢,
:yi
0w
oy;  Ae A, 1
d — — A& 1- A&
ol (1+e 4212 C14eHE 1+e 7

Po dosazeni OF OF

=—A4;y; =Yy,
50)11 ayj 17 J

j:/ljyj(l_yj)
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I V4

Strategie zpetného sireni

r 4 aEk A\ A4 14 * 4 14 VIV 4
ProvypocCet —- sepouziva strategie zpétného Sifeni:

oy
OE,
Je-lijjezY (vystupni neuron):  dy,

=Y —dy

¢oz odpovida chybé vystupniho neuronu j pro k-ty tréningovy vzor.

Pro skryty neuron uplatnime pravidlo o derivovani slozené funkce:

ok ok . 0¢, ok :
= kgy 85 = > — A4y, A-y)o,; jeXuUY
N 5 05 ow; [5G0,

Tedy vypocet derivace pro skryty neuron j jsme pievedli na vypocet
parcialnich derivaci u neuront r, do kterych vede vstup z neuronu j.

24



MADALINE I.

Multiple ADALINE

Zakladnim prvkem je neuron ADALINE, ktery je velmi
podobny perceptronu.

Organizac¢ni dynamika je totozna jako u sité perceptrond,
ale namisto perceptronu je pouzity ADALINE.

25



MADALINE II.

Aktivni dynamika se liSi tim, Ze vystupy sité m@zou byt
obecné redlné a jednotlivé ADELINE realizuji linearni
funkci (chybi nelinearni aktiva¢ni funkce).

yw):R" >R"™ y, => @;X j=1..m
=1

26



MADALINE III.

V Adaptivnim reZimu je pozadovana funkce MADALINE
zadana tréningovou posloupnosti, kde redlné vstupy
tréningovych vzorov X, jsou generované nahodné s
danym rozdélenim pravdépodobnosti a u kazdého je dany
pozadovany vystup d, :

-

T:<(Xk’dk)

\

X = (KXo Xn) € R

_ k=12,..¢
d =(0yyp- 0i) €R

27



MADALINE IV.

Chyba j-tého ADALINE vzhledom k tréningové
posloupnosti v zavislosti na ¢asti konfigurace W; je
definovana:

;Zp:(yj(wj’xk)_dkj)z 1
Ej(Wj):Iim = :E[E(yj(wj’xk)_dkj)z:l 1=1.,

P—>0 p

Je to tedy (podle zdkona velkych ¢isel) stiedni hodnota
poloviny mocniny rozdilu skute¢ného stavu j-tého
ADELINE a odpovedajiceho pozadovaného vystupu
vzhledem k tréningové posloupnosti.

28



MADALINE V.

Cilem adaptace je minimalizace chyby E (w/ ).
Vypocitame gradient této chybové funkce zaménou limity a

derivace a s vyuzitim pravidla o derivaci slozené funkce:

an :limizplxki(yj(wjixk)_dkj) i:O,...,n

65011 b= P k=

Vyjadiime jako stfedni hodnotu:

OE .
f. D E[in (yJ(Wj ’Xk)_dkj )] 1=0,...,n
Doséldime za funkci yi:

GEj :—E[indkj]‘FZn:a)er[Xerki] 1=0,..,n
r=0

o

J1

29



MADALINE VI.

2 mozné postupy minimalizace chybové funkce:
ok;

PoloZime parcidlni derivace rovny 0: dw;
Odhadnem stredné hodnoty: E[xkidkj J; E[X, X ]
Dostanem sustavu:

Zoa)er[Xerki]: E[indkj] 1=0,...,n

Resenim této soustavy je konfigurace W’; pro j-ty ADALINE,
ktera minimalizuje chybovou funkci.

30



MADALINE VII.

2 mozné postupy minimalizace chybové funkce:

Pouziti gradientni metody s vyuzitim (Widrow-Hoff) pravidla
LMS (Last-Mean-Square), podle kterého je zmeéna
konfigurace v ¢ase t dana:

]=1...,m

1=0,....n

®) _ (t-1) (t-1)
ji @ —6in(yj(wj ’Xk)_dkj)

Tento adaptivni O)proces konverguje z libovolné pocatecni
konfigurace w ke konfiguraci W | kterd minimalizuje
chybové funkce Ej(wj) j=1...m.

31
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2. Asociativni neuronové
site, Hebbuv zakon,
Kohonenovy mapy, LVQ
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Linearni asociativni sit
Model neuronové sit€, pii kterém sa vyuziva
asociativni pamét.
Rozdil proti klasickym pocitac¢tim - na vyhledani
polozky neslouzi adresa v paméti, ale ¢aste¢na
znalost informace.
Priklad: ¢-b foto pripomene barvu vlast, oci, jméno.
2 typy asociativni pameti:
e Autoasociativni — zpfesnéni vstupni informace

(vybaveni si barevného obrazu).

e Heteroasociativni — vybaveni si zdruzené informace

(vybaveni si jména).

33



Linearni asociativni sit
Organizacni dynamika:

e Sklada se z n vstupnich neuronti, kde kazdy je vstupem
kazdého z m vystupnich neuront.

34



° ’ V4 . . /’ 77
Linearni asociativni sit
Aktivni dynamika:
e Urcuje sptisob vypoctu funkce sité.
e Pocita se jako linearni kombinace vstupi.
» Formalné se jeji funkce y(w):R* — R™
zapisuje: ¥ =2 wiwi J=1,
e Vyjadreni ma’Ei—COV)'frn zapisem: x = (x1.....2,)
vstupy/vystupy jsou sloupcové vektory ¥y = (u1. |
konfigurace sité je dana vahovou matici W typu m X n,

jejiz fadky odpovidaji synaptickym vaham vstup.
e Maticovy soucin:

y — Wx W =

Wiy, 35



° ’ ’ . . /’ 7 7
Linearni asociativni sit
Adaptivni dynamika:
e V adaptivnim rezimu je pozadovana funkce zadana
tréningovou mnozinou

XE = (el?!.'.l; IR Q?'J’-‘-'”-) e R k=1

T = ody)
{(Xﬁ-; AI) ' dﬁ‘. :(dk.l;++*;d'k.-rn) = [RT” J fp}

 Pii autoasociativni pameéti — vystup odpovida vstupu
(m=n a x,=d, )

e 2 moznosti adaptace:
« Adaptace podle Hebbova zakona
« Pseudohebbovska adaptace

36



Linearni asociativni sit

Adaptace podle Hebbova zakona:

Vysvétlena adaptivni dynamika pro piipad heteroasociativni pameéti.
Tvrdi, Ze zména synaptickeé vahy spoje mezi dvéma neurony je
umérna jejich souhlasné aktivité, tedy soucinu jejich stavd.

Na zac¢atku adaptace (t=0) jsou vSechny vahy konfigurace

nulové, tedy . ‘_‘_“ 0(j=1,....,mi=1,...,n) .

V &ase t=1,...,p je siti pfedloZeny k ty tréningovy vzor,

j = 1. m
1 = 1,
Adaptace kon¢i po p krocich - vechny tréningové Vzory jsou

naucene.

vahy se adaptuji: -u.‘.‘_'.’ = ! Y dy g

]'-:'

/4 4 o .E-} # -
Vysledna konfigurace: j=1,....m
wi; = E dp i T g

i=1,....1n.
=1

37



° V4 y 4 ° ° 7 e |
Linearni asociativni sit
Adaptace podle Hebbova zakona:
e Vyjadifeni pomoci matic:
W[ﬁ_ﬂf} — 0. W[ﬁ_ff.f} — W[ﬁ_ﬁi—lf} + dkx}gt k=1,... P

kde T je transpozice matice, o je nulova matice a vahova

matice W) ur¢uje konfiguraci sité v ¢ase t=k.
* Vysledna konfigurace: o ) _ i
k=1
kde sloupce matic X, resp. D jsou vstupy xy, resp.
pozadované vystupy d, tréningovych vzort.

e V pripadé autoasociativni paméti (X=D) W = XX'

38



Linedrni asociativni sit
Adaptace podle Hebbova zakona:

e Pfedpokladame, ze mnoZina vstupnich vektort je
ortonormalni - vzdjemné kolmé jednotkové vektory
(vstupy se tedy dostatecné lisi a jsou porovnatelné).

e Sit ma schopnost reprodukce - ze vstupu x, dostaneme
prislusnyvystupd,. v P |
yix,) = Wx, = Z d;.‘.,xg X, = Z d, (xfo}) = d,

e Sit by pro vstup x.+0, ktery je blizko x, méla dat
pozadovany vystup d. .

e Odpovidajici chyba je norma rozdilu skute¢ného vystupu
pro vstup x,+6 a pozadovaného vystupu dr

EA8) =|y(x +6)—d,| = || Wx, + Wé — d,]

= [[wé|

39



° /4 V4 . ) /’ L
Linearni asociativni sit
Pseudohebbovska adaptace:
e Zeslabuje predpoklad reprodukce na ortonormalitu
vstuptll tréningovych vzort.
e Pfedpokladejme LN mnozinu tréningovych vzori
{X,,....x,,} - tvofi bazi vekt. prostoru 'V ,.
e Vytvofime z nich ortogonalni bazi {z,...,z,} V.

e Vcaset=0je W'"} = 0.
e Po predlozeni k-tého tréningoveého vzoru ur¢ime
(k—11 E_1y AL,
Zp — Xp — W' Ux o owi = w2 R
Ly Bl

 Vysledna vahova matice bude ., i _ Z o
kde X' = (X"X)7'X" . -
e X*je pseudoinverzni matice k matici X.

40



Linearni asociativni sit

Pseudohebbovska adaptace — geometricky ;}'Iznam:

\
R

\

-

=
|

X

Wikx, —ortogonalni projekce x, do Vy ,, kt. je uréeny bazi {x,,...,x },
resp. {z,,...,Z,}.
Chceme ovetfit, Ze z, je kolmy na vSechny z, z,z =o.

4 g ) T T T
Dosadime za (ywik-1T — s~k-12.%,
( ) — Zs:l sz:
Dostaneme %%, = Xjz, — > _ Rplols Br _ o1, _ Zafriefr o _
b ke ZIZR L ar Z;—ZT. .

s=1
Pokud x lezi ve V,, pak splyva se svoji ortogonalni projekci Wx=x,
specidlné pro vstupni bazické vektory {x,,...,x,} dostaneme
vix,) = Wx, = x,

Tedy linedrni autoasociativni sit vzniknuvsi pseudohebbovskou
adaptaci ma schopnost reprodukece.

41



Linearni asociativni sit
Pseudohebbovska adaptace — zobecnéni pro

heteroasociativni pamét:

e Rekurzivni zapis vypoctu vahové matice v pripadé heteroasociativni
paméti urcuje Grevilleova véta: (dp — WE=1x, ) 4]

":‘.Tl K A e \:‘I_TI k—1 i _|_ <
7L AL

kde z, je stejny sloupcovy vektor jako v pfipadé autoasociativni
pameéti.

e Pomoci pseudoinverze dostaneme 7, — x;, — X'*~1) (X -“’“—‘-3) e,
kde X je matice nx(k-1) — sloupce jsou vstupni vektory prvnich k-1
tréningovych vzor.

e Pseudohebbovskd adaptivni dynamika zarucuje schopnost
heteroasociativni sité reprodukovat tréningové vzory:

y(x,) = Wx, = DX*"[X], = D[(X"X)""{X"X)], = d,.

kde [X]. je r-ty sloupec matice X.

42



Hopfieldova sit

Pouziva se jako autoasociativni pamét.
Organizacni dynamika:

e Cyklicka sit s n neurony.

e Kazdy je spojeny s kazdym.

e VSechny neurony jsou vstupni a zaroven vystupni.

e Dva opacné orientované spoje se daji chapat jako jeden

neorientovany.
Y Y3 1 Yn
TN 7N N

P P ?ﬁ/

43




Hopfieldova sit

Adaptivni dynamika:
e Ridi se hebbovym zdkonem.
e Funkce sité je specifikovana tréningovou mnozinou:
7 = {XJ'EF- |Xf'ﬂ — ('1?1'2711***1'1?,'21']’!.) _l 1} k = lp}

e Tréningové vzory nejsou uloZzené piimo, ale jsou
reprezentované pomoci vztahli mezi stavy neurond.

e Probiha v p diskrétnich krocich, kde jsou piedkladany
tréningové vzory, podle kter)'fch se adaptuji synaptické vahy a
vysledna konﬁgurace se zapisuje:

wi; = é T 1 <j#i<n

=1

44



Hopfieldova sit

Aktivni dynamika - pro pripad sekvencniho
synchronniho vypoctu:
 V Case 0 jsou stavy nastavené na vstup sité x=(x,,...,x. ), t.j.
i0) . _ :
y, " =ax; (e=1,...,n])

eV lase t>0 je aktualizovany neuron j, vybrany napf.
systematicky: t=tn+j, kde t je makroskopicky” ¢as - pocet
period, v kterych jsou aktualizované vSechny neurony.

e Celociselny potencial neuronu j: €0 =3 g
4 v e ’ . , ’ J Jt
e Znaminko urc¢uje novy bipolarni stav: i= 1

| el
(1) _ (t—=1) Ji=1)
=3 Y {;f T
_1 {f;'i_l')‘(U
4 4 4 Vv , 74 14 14 i ° 14
e Vypocet konci v cCase t*, kdy se sit nachazi v tzv. stabilnim

stavu.
e Stavy vystupnich neuront urcuji vystup sité y=(y,,...,y,,), kde

(t*) . - |
Yi = Y (g=1,...,n)
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Samoorganizace

Modely neuronovych siti, které vyuzivaji soutézni
strategii uceni.

Vystupni neurony soutézi, ktery bude aktivni — na rozdil
od Hebbovskych siti je v urc¢itém case aktivni jen jeden
neuron.

Nejdtlezitéjsi/nejznaméjsi  architektura  soutézni
strategie je Kohonennova samoorganiza¢ni mapa.
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Vektorova kvantizace (VQ)

Ulohou je pfiblizit hustotu pravdépodobnosti realnych
vstupnich vektordt x pomoci konecného poctu
reprezentantu w,.

Jednim ze zpGsobli nalezeni reprezentanti je
minimalizovat chybu VQ definovanou jako:

E = / |x — w.||"p(x) dx kde ¢ = arg nlﬁn; Hx — wy
i=1,... h

L,

Pokud hustotu nezname a problém je zadany konecnou
tréningovou mnozinou vzord, chybu vypocitame jako

s
l i .. .
B = N E [x') — w.||”
=1

Index c funkc¢né zavisi na vzorech x a reprezentantech w.
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Vektorova kvantizace (VQ)

Lloydtv algoritmus:

e Necht je problém zadany tréningovou mnozinou a parametrem
h, ktery urc¢uje pocet reprezentantui.

e Projdeme tréningovou mnozinu a ke kazdému vstupu x®
ur¢ime prislusné w,, pro kazdé w; zjistime

1 = { . j = arg 1}1111 {]]x*) W;||}}

vypocitame ¢, — Z X;

XEJ

aw, nahradime hodnotou t.
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Kohonennovo uceni

Lloyd@v algoritmus je nevyhodny v tom, ze ke zménam
reprezentanti dochazi az po priichodu celou tréningovou
mnozinou.

Proto byla vyvinutd jeho on-line varianta - jednoducha
samoorganizacni sit, jejiz algoritmus se nazyva
Kohonennovo uceni.
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Kohonennovo uceni

Organizacni dynamika:
e Dvojvrstva sit s uplnym propojenim jednotek mezi
vrstvami.

e Vstupni vrstva - n neuront - slouzi k distribuci vstupnich
hodnot x.

e Vystupni vrstva - jednotky, které odhaduji hustotu
pravdépodobnosti vstupi.

e Vahy w; prislusné dané vystupni jednotce j urcuji jeji
polohu ve vystupnim prostoru.
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Kohonennovo uceni

Aktivni dynamika:
e Vstupy - realna cisla, vystupy — hodnoty 0, 1, pricemz jen
jeden neuron je aktivni.

e Vystup neuronu v zavislosti na jeho vzdalenosti od
vstupniho vektoru se poc¢ita {

O~ wil)

boJ=arg, i lx

0 Jinak. o

e Popsany princip - ,vitéz bere vsSe® - je to jeden z
mechanizmi pro realizaci tzv. lateralni inhibice.

e Kazdy neuron se snazi oslabit ostatni silou umérnou jeho
potencialu, ktery je tim vétsi, ¢im je neuron bliZe vstupu.

e Vystupni neuron s nejvétsim potencidlem zistane aktivni.

51



Kohonennovo uceni

Adaptivni dynamika:
e Prochazime celou tréningovou mnozinou.

e Po predlozeni tréningového vzoru probéhne mezi
jednotkami sité soutéz.

e Vitéz zméni svoje vahy podle vzorce:

(t—1) u'— ' (t—1)-

(0 ‘{ wi; 0y —wy ) ::arng@rLH|xﬁt]——wv;

|

“' — b
Ji ..
Wi Jinak.

e Redlny parametr 0<6<l urcuje miru zmeény vah, na
zacatku je tésné€ pod hodnotou 1 a postupné se zmensuje.

e Geometricky vyznam:

- Vitézny neuron c posune svlij vahovy vektor w, o urcitou
vzdalenost smérem k aktualnimu vstupu.
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Kohonennovy samoorganizacni mapy

Organizac¢ni dynamika:
e Podobna jednoduché samoorganizacni siti.

e Vystupni jednotky jsou navic usporfddané do néjaké
struktury, napf. dvojrozmérnd miizka, jednorozmeérna
fada jednotek,...

e Struktura urcuje, které jednotky v siti navzajem sousedi.
e Okoli neuronu c velikosti s je mnozina vSech neuront,
jejichz vzdalenost od cje < s
Ny(c) =1J:d(j,c) < s}
e Méfeni vzdadlenosti neuronti je zavislé na topologické
struktufe vstupnich neuronti.
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Kohonennovy samoorganizacni mapy

Aktivni dynamika:
e Stejny zplsob prace sité, jako u predchadzejiciho
modelu.
e Princip ,vitéz bere vSe", jen jeden aktivni neuron.
e Vstupy - realna cisla, vystupy - 0,1.

e Pokud dame siti vstupni vektor, jednotky soutézi, kdo
mu je nejblize...tato jednotka ma vystupni hodnotu
rovnu 1.
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Kohonennovy samoorganizacni mapy

Adaptivni dynamika:

Bere do ivahy uspofadani neuronti.

Upravuji se vahy nejen vitézné jednotky, ale i jednotkam v okoli, tedy
s vitéznym neuronem se posouvaji i jeho sousedi v siti.

Na zacatku byva okoli velké, na konci zahrnuje jen samotného vitéze.
Funkce, ktera pro neurony z okoli neuronu ¢ dava hodnotu 6, pro

ostatni 0. | 0 je N.(c)
he(j) = { 0 jinak.
Adaptaci vah zapisujeme:  w}; = wii "+ he(G) (2 — wii Y
Obecnéjsi definovani h,(j) pomoci Gaussovy funkce, aby prechod
mezi nulovymi a nenulovymi hodnotami byl spojity 1 o)
h.(j) = hgexp (#)

2
Parametr h, - maximalni mira posunu.

V kazdém kroku je tfeba projit a zménit vSechny vahové vektory v siti.
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LVQ (learning vector quantizations)

Nyni se budeme zaobirat tim, jak se dd Kohonennova sit
pouzit pro feSeni problém klasifikace dat do kategorii.

3 algoritmy ucici vektorové kvantizace - slouzi na douceni
site.
Uvazujme data {(x®V, d®);t=1,...,k}, kde x®je z R a d(t) je z
{C,...,C_}, kazdy vstupni vektor x! ma pfifazenou jednu z
konec¢neho poctu kategorii C,.
Uceni ma 3 faze:

e Uceni bez ucitele, jako v predchazejicim pripadé.

e Oznaceni vystupnich neuronti kategoriemi.

e Douceni sité€ jednim z algoritmi LVQ.
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LVQ (learning vector quantizations)

Postup uceni:

Pouzijeme standardni wucici algoritmus Kohonennovy sité -
rozmistime neurony do vstupného prostoru — musi aproximovat
hustotu pravdépodobnosti vzor.

Vyuzijeme vystupy d z tréningové mnoZziny - u kazdého
tréningového vzoru zjistime, ktery neuron je mu nejblize,
zapamatujeme si, do které kategorie patfil.

Po priichodu tréningovou mnozinou - kazdy vystupni neuron ma
tabulku cetnosti jednotlivych kategorii - reprezentuje neuron.

Kazdému neuronu prifadime kategorii, kterou reprezentoval
nejcasteji — oznacime v
Vysledek - rozdéleni neuronti do skupin, které odpovidaji
jednotlivym kategoriim.

Pouzijeme jeden z tiech algoritm@ - pro doladéni vah vystupnich
neurond.
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LVQ (learning vector quantizations)

LVQa:
e Snazi se posilit spravnou klasifikaci posunutim neuronu k

danému vstupu, resp. napravit nespravnou klasifikaci
odsunutim neuronu od daného vstupu.

e Posunuti se tyka jen jednoho neuronu - ten, ktery ,zvitézil".

e Posunuti se déje o malou cast vzdalenosti neuronu od
vstupniho vzoru.
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LVQ (learning vector quantizations)

LVQ1 - presnéjsi algoritmus:

Predkladame siti vS§echny tréningové vzory.
v r v 7 . v v/ _ . . (1)
Kazdému vzoru ur¢ime nejbliz$i neuron: ¢= arg min {f[x"/ —w,

bho—_ .

}

Provedeme upravy vah tohoto neuronu, pfi¢emz ostatni neurony
zUstavaji beze zmény: i = f W el Wy =,

- — WE‘-J_U) d(t) * v,
Parametr o« by mél mit poc¢atecni hodnotu 0,01 - 0,02 a béhem cca
100tis. iteraci by mél byt roven nule.
Hranice vytvofend mezi tfidami pomoci LVQ1 je a(froximace
Bayesovské rozhodovaci hranice - uréuge, do které tiidy bod pripadne

S

podle jeho pozice vzhledem k mistu, kde se stfetavaji distribuce vzort
danych dvou tfid.

LVQ1 posouva vzory smérem od rozhodovaci hranice, pricemz
rozhodovaci hranice se nachazi uprostfed spojnice mezi dvéma
neurony pochdzejicimi z raznych tiid.

(t—1)

w7 — a(xtt)
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LVQ (learning vector quantizations)

LVQz2:
e Snazi se upravit predchdazejici algoritmus tak, aby posouval
rozhodovaci hranici smérem k Bayesovské hranici.

e Vjednom kroku posune vzdy dva neurony.

60



LVQ (learning vector quantizations)

LVQ2 - podminky pro urc¢eni 2 neuronf:

e Necht mdme vzor x®, uvazujeme pfipad, kdy pro 2 neurony w;, w;
nejblize tomuto vzoru plati, ze jeden klasifikujeme dobte a druhy
spatne pricemz nepfihlizime k tomu, ktery je nejblize.

e Vzor x nesmi lezet [pI‘IhS blizko ani jednoho neuronu, vzor se ma
nachazet v okné/okoli nadroviny v stfedu spojnice w;,, w, presnéji
vzor padne do okna relativni sitky q, pokud

l; d;
plati min{; ; } > 5

kde s = };? d; = d(w;,x'"), d; = d(w;, x'"))

e Hodnota q je mezi 0,1 a 0,3 - snaha o co nejuzs$i okno (presné
umisténi hranice) a dostateénou Sifku (zachyceni statisticky
vyznamnych dat).



LVQ (learning vector quantizations)
LVQ2 - postup:

» Pfedpokladejme napt., Ze xV) a w; patfi do stejné kategorie
... provedeme nasledujici zmény vah:

i=1) _ (X

() (
!
' -1
+ v(x (1) _ w; -})

wit) — i—lﬁ})

; — W,
['i.’,_} Lf, l
Wi
e Algoritmus nejprve zlepsuje pozice rozhodovaci hranice
tim, Ze ji posune smérem k Bayesovské hranici, po jistém
poctu krok@i se vsak jednotky od této hranice zacinaji
vzdalovat.

e LVQ2 se osvédcil pro cca 10000 iterakci.
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LVQ (learning vector quantizations)
LVQs3:

e Doplnény o dalsi pravidlo, kterym se zajisti, Ze spravn¢
ici budou pohybovat smérem k

klvasifik,léua, neurony se
predkladanému tréningovému vzoru.

e Krok vypada nasledovné: w!") = w!'"! _ 4(x(") — w!'=1)
W‘[];I:z.; — wﬁ-ﬁ_u + r..ir.(}{[-"":‘J — W‘E,:I_I'J:)

kde i, j ie par V)}'fstupnich neurond, které jsou nejblize k
vzoru X, vi=d", vi=d¥ a x¥) patfi do okna relativni Sitky
e Plati: w!" =wl'"=!

kde r=i, nebo r=j, a vi=vi=d®.

e Hodnota € zavisi na Sifce okna, méla by byt v rozmezi 0,1 -
0,5, je konstantni v case.

e Pro parametr o plati: o< ox<i.

+ £ r._'.r.(}v:[:-"'-\J — W_E-.J'_ H) :)
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3. RBF site, Modularni NN,
Hammingova sit




Neuronové sité typu RBF

 Patri do kategorie siti s lokalnimi neurony,
cozZ jsou modely doprednych siti obsahuijici
jednu skrytou vrstvu s lokalnimi jednotkami,
ktere maji vystup lokalizovan do okoli bodu
urceneho svymi parametry

» Radialni bazické funkce: radialni funkci si
Ize predstavit jako funkci uréenou stredem,
ktera pro argumenty se stejnou vzdalenosti
od stredu dava stejné funkcni hodnoty (v
dvojrozmeérnem prostoru se jedna o
kruznice)
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Neuronove site typu RBF

* RBF sit ma 3 vrstvy neuronii —-vstupni,
skrytou a vystupni.

* Vstupni vrstva neuront ma za ukol
pouze zprostfedkovavat prenos hodnot
ze vstupl sité do neuront skryteé vrstvy.
» Skryta vrstva je tvorena RBF neurony,
které realizuji jednotlivé radiadlni
funkce.

* Vystupni vrstvu tvori perceptronovske
neurony.
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RBF jednotka (neuron)

e Ma n realnych vstupu x=(x,,....,X. ), Z nichz ma
kazdy vahu (parametr) c

* Ma jeden realny vystup y, ktery odrazi stav
RBF neuronu, tzn. je-li neuron v klidu (y=0)
nebo je-li aktivni (0<y<=l)

» Muze mit dalSi parametr b, tzv. sirku

» RBF jednotka si pamatuje souradnice stredu
c = (c,..,C,) a dale jednu skalarni velicinu
(Sifku b)

» Vektoru c se take rika prototyp
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Funkce RBF jednotky

» RBF jednotka vypocte, jaka je (euklidovska)

vzdalenost bodu x od stredu ¢ ”X_C,I\/gm Py

» Pokud je tato vzdalenost mensi nez sirka b,
tak dojde k aktivaci neuronu a jeho vystupu

» Sirka b tedy urcuje oblast kolem stredu c,
kde dava jednotka nenulovy vystup, pokud
do teto oblasti spadne nejaka vstupni
hodnota

 Prubéh vystupni veliCiny Y pri aktivaci
neuronu pritom muze mit ruzny charakter

podle puzite vystupni funkce



na rozdil od perceptront, kde je metrikou skalarni
soucin

» Jako vystupni funkce RBF neuronu se nejcastéj
pouziva Gaussova funkce (vyhodou Gaussovy
funkce je, Ze vystup neuronu se pohybuje spojité v
rozmezi 0 az |, ¢imZ se vyjadruje vzalenost
vstupniho vektoru x od stfedu G jestlize tato
vzdalenost je mensi nez Sirka b, pak neuron je
aktivovan a jeho vystup je v rozmezi 0<Y<=])
Dale se pouzivaji i linearni vystupni funkce
(vystupni hodnota je rovna vnitfnimu potencialu)
a diskrétni vystupni funkce
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* Diskrétni funkce: vystup RBF jednotky
nabyva hodnoty 0, pokud vzdalenost
vstupniho vektoru x od stredu c je vétsi
nez sirka b, v opa¢ném pripadé nabyva
hodnoty |

* V tomto pripadé zde neni obsazena
informace, jak je vektor x vzdalen od
stredu ¢

» Uziti tohoto typu vystupni funkce je
vhodné pro klasifikaci

70






» Gaussova funkce: pokud vstupni vektor
x lezi v dosahu sirky b od stredu ¢, ma
vystup vzhled Gaussova rozdéleni:

P(z)=e @2 320

* Pro x=c nabyva vystup hodnoty |, pro jiné
vzdalenosti hodnota vystupu klesa
symetricky do vsech stran, pro vzdalenost
vétsi nez Sirka b nabyva hodnoty 0

* [3 urcuje strmost Gaussovy funkce
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Prechodova funkce RBF jednotky

x—d

.

o y =¢(S)

* Prvni vyraz definuje vnitfni potencial: vnitfni potencial je
vzdalenost vstupniho vektoru x od stiedu ¢ (prip. délena sitkou
b, ktera se také nazyva sféra vlivu neuronu).

(urcuje, zda je vzdalenost vektori x a ¢ vét$i nebo mensi nez
Sitka b).

* Druhy vyraz definuje vystupni (aktivac¢ni) funkci: jejim
argumentem je vnitini potencial a vysledkem vystupni hodnota.
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» Kazdy spoj mezi i-tou vstupni jednotkou a j-tou jednotkou
ve skryté vrstvé ma vahu Cii kde j=1,..,h (i-ta souradnice
stfedu ¢; u j-té RBF jednotky)

* Vystup j-té RBF jednotky je spojen s vystupni vrstvou
pomoci synapse s vahou w;.

» Vystupni jednotky pocitaji vaZzeny soucet svych vstupd.

* RBF sit provadi dvé transformace: prvni je nelinedrni
transformace realizovana RBF jednotkami, druha je linearni
transformace realizovdna vystupnimi neurony sité a vede z
prostoru skrytych jednotek do vystupniho prostoru.
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Vystupni vrstva sité

y= ZWi Yi*
i1

* Obsahuje neurony perceptronového typu, které vazené scitaji
prispévky od dil¢ich RBF neuront.

* Vysledky tohoto souctu jdou na vystupy Y sité.
* Vystupni neuron si pamatuje vahy w, kterymi nasobi své vstupy

(vstupy jsou vystupy RBF neuronti y* propojenych s vystupnim
neuronem).
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* Neuronové sité typu RBF jsou site s
doprednym Sirenim signalu, tzn., ze jde o
primou topologii sité s minimalné jednou
skrytou vrstvou, jako ucici algoritmus
vyuziva zpétné Sireni chyby, kdy se po
porovnani skutecného a ocekavaného
vystupu upravuji nejdrive vahy v posledni
vrstve, potom v predposledni atd.
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Uceni neuronovych siti typu RBF

» Uceni probiha na zaklade trenovaci mnoziny,
kterou tvori pary vektoru sestavajici ze
vstupu a pozadovanych vystupu

* Prvni faze: uceni bez ucitele, urceni pozice
stfedu RBF jednotek, ktere jsou
reprezentovany vahami mezi vstupni a
skrytou vrstvou

* Druha faze: nastaveni hodnot pripadnych
dalSich parametru RBF jednotek, pokud
existuji (Sirky)

» Treti faze: uCeni s ucitelem, urcuji se vahy
vystupnich neuronu
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Vyuziti RBF siti

* Pro reseni aproximace funkce pri znalosti
jejiho obecného prubéhu a konkrétnich
nameérenych hodnot (sit’ se nejprve nauci
spravny prubéh funkce a po zadani vstupnich
vektoru s urcitou chybou dava na vystupu
aproximovane funkcni hodnoty)

* Pro klasifikaci (vstupni vektory tvori shluky a
urcitd mnozina shluku tvori jednu kategorii;
sit’ se nauci jake kategorie nalezi jakym
vstupnim vektorum a poté je schopna tridit i
vektory, ktere ji v u¢eni nebyly predlozeny)
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Pouziti RBF sité pro klasifikaci

* Ve fazi uceni se siti predkladaji na jeji
vstupy vzory a na jeji vystupy diskrétni
informace o kategorii, do ktere
predlozené vzory patri (vzory nalezici do
stejné kategorie jsou sdruzeny do shluku)

* RBF sit’ si ve fazi uceni nastavi stredy
jednotlivych RBF neuronu, Sifky a pak i
vahy vystupnich neuronu
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Pouziti RBF sité pro aproximaci

* Ve fazi uceni se predkladaji siti usporadane
dvojice argument - funkcni hodnota

e Je vyuzito faktu, Ze dva argumenty lezici ve
vstupnim prostoru blizko sebe, budou mit i
podobnou funkcni hodnotu

* Ve fazi uceni se nejprve RBF neurony nauci
urcovat shluky vzajemné blizkych vzoru a
pak se vystupni neurony nauci prirazovat
témto shlukim spravnou funkéni hodnotu
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Modularni NN

* Modularni neuronové sité jsou tvoreny
ruznymi modely neuronovych siti, které
jsou slouceny do jednoho systému

» Kazda sit’ je usporadana do modulu tak,
aby mohla byt volné kombinovana s
ostatnimi moduly v ramci tohoto systému

* V ramci modularnich NN dochazi ke
kombinaci technik a uéeni ruznych tkolu
soucashe
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e Kazda neuronova sit’ v ramci sveho modulu
pracuje samostatne na urcitém dil¢im ukolu

» Vystupy jednotlivych modulu se skladaji a
vytvari vystup sité jako celku

» Pokud je vetsi ukol rozcleneny Ize dilci ukoly
resit efektivnéji nez kdyby se ukol resil jako
celek

» Mezi jednotlivymi moduly slouzi tzv.
zprostredkovatel, ktery prijima jejich vystupy
a jednotlivé moduly na sebe navzajem
nepusobi
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Biologicky zaklad

* Modularni neuronové site, jakozto
kombinované struktury, maji také
biologické pozadi:

Prirozené nervove systemy se skladaji z
hierarchie siti sloZzenych z prvku
specializovanych na ruzné ukoly. Obecné
plati, Ze kombinované sité jsou silnéjsi nez
ty nestrukturované.
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Uceni

» Kazda neuronova sit’ muze byt
bFizpusobena pro svuj ukol = Pro
jednotlivé ,,podsité” muze byt pFi uceni
bouzit jedineény tréningovy algoritmus a
tréningove udaje a uceni lze provadet
mnohem rychleji
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* Velké neuronove sité (at’ uz biologické
nebo umélé) jsou velmi citlivé na chybu v
jednom ze svych uzlu

 Pri rozclenéni na dil¢i ukoly je mozné
chyby snadnéji rozpoznat a jejich vliv v
ostatnich ,,podsitich™ je odstranén,

protoze jednotlivé sité jsou navzajem
nezavislé
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Hammingova NN

Hammingova sit’ je typ sité s ucitelem a
binarnim vstupem

Je to tzv. tridic dle nejmensi chyby, tzn.
Hammingova sit’ provadi klasifikaci binarnich

vektoru do trid na zdkladé chyby, ktera je

defi

finovana pomoci Hammingovy vzdalenosti

vstupniho vektoru od tridy (tridy jsou
definovany vzorOV)'/mi vektory), vstupnl'

ve
nej

Ktor |e prirazen do tridy, od niz ma
mensi Hammlngovu vzdalenost, tj. pocet

od

iSnych vstupu
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Priklad

* Mame sit’ se ctyrmi tridami A,B,C,D a
jejich vzorovymi vektory:

AT
eB(I I 1-1-1-1)
e C (-1 =1 -1 -1 -1 1)
eD(-1-1-1111)

* Chceme do nékteré ze trid priradit
vstupni vektor: (I -1 | -1 -1 1)
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* Reseni: budeme zkoumat vzdalenost
vstupniho vektoru od vzorovych vektoru

* Vzhledem k vektoru A ma tri rozdilné
prvky = jeho Hamminoga vzdalenost je 3
atd.

* Tedy: h(A)=3, h(B)=2, h(C)=3, h(D)=4, kde
h je Hammingova vzdalenost

* Vstupni vektor je prirazen k tride B,
protoze ma nejmensi Hammingovu
vzdalenost od vzorového vektoru
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* Hammingova sit’ ma tri vrstvy: vstupni
vrstva s N elementy, kde N je pocet bitu
vstupniho vektoru, vrstva kategorii s M
elementy, kde M je pocet kategorii,
Vystupni vrstva

» Kazdy prvek (neuron) ve vrstvé kategorii
predstavuje jinou klasifikacni tridu
(kategorii), ktera je reprezentovana

vektorem zakédovanym do vah jeho
vstupu
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Uceni

* Vstupni vzor (vektor) je nacten a zpracovan ve
VStupni vrstve

» Pozadovany vystup je vektor s jednim prvkem
rovnym | a s ostatnimi prvky rovnymi O (resp.-I).
Kazdemu vstupnimu vektoru odpovida jiny
vystupni vektor (s jinou pozici prvku rovného )

» Chybové pole u kazdého neuronu ve vrstvé
kategorii je nastaveno na 0

» Pozadovany vystup je zpé€tnym Sirenim nacten do
vrstvy kategorii tak, aby bylo chybove pole u
vSech jejich elementl rovno 0 aZ na jeden, ktery
bude roven |, tzn., Ze poZzadovany vystup bude
uloZen v chybovem vektoru vrstvy kategorii
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4. \\'yvhodnoceni kvality

prediktivhiho modelu

09

08

o7

06

05

a4

03

02

a1

Lift value

4.4

e il Lt
v ghs Lift

g

01

0.2

03

09
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Uvod

J Je nemozné vyuzivat predik¢ni modely efektivné
bez znalosti jejich kvality/diskriminacni sily.

J Vétsinou je k dispozici cela fada modelt a je tieba
vybrat jen jeden - ten nejlepsi.
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Meéreni kvality modelu

® Uvazujeme dva zakladni skupiny indext kvality. Prvni je zaloZena na distribuc¢ni
funkci. Mezi nejpouzivanéjsi indexy patfi

Kolmogorovova-Smirnovova statistika (KS)
Giniho index

C-statistika

Lift.

® Druha skupina index(i je zalozena na pravdépodobnostni hustoté. Mezi
nejznaméjsi indexy patii

Stredni diference (Mahalanobisova vzdalenost)
Informacni statistika/hodnota (I,).
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Indexy zalozené na distribucni funkci - KS

DK

{

1,
0,

klient jedobry
Jinak.

Pocet dobrych klient:
Pocet Spatnych klientii:

Proporce dobrych/$patnych klienti:

n
m

n
n+m’

Pe

m

n+m

Empirické distribuc¢ni funkce:

Kolmogorovova-Smirnovova statistika (KS)

1 n
F, coop (@) = ;Z](Si SanDy = 1)
i=1

0)

Fm.BAD(a):ii](Si <anDg
m- -
1 &
FN.ALL(a):NZI(Si Sa) ae[L,H]
i=1

1(4) {(1)

A plati

Jinak

KS = max] ‘Fm,BAD (@) —F, Goop (a)‘

ae[L,H

T T
====:Bad clients

09| | = Good clients

081

H ’I
0.7 oo b S SO SR -
K
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Lorenzova krivka

Lorenzova kfivka (LC)

x=F, zp(a)
y=F, coop(a), a e [L, H]

Giniho index

Gini = 2A

A+B

n+m

Ginl=1—- Z(Fm.BADk - Fm.BAD k—l)' (Fn.GOODk + Fn.GOODk—l)
k=2

kde F. gaok (Fn_GOODk) je k-ta hodnota vektoru empirické distribucni funkce Spatnych (dobrych) klient(
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Somersovo D, Kendalovo 7,

Giniho index je specialni pripad Somersova D (Somers (1962)),
které je poradovou asocia¢ni mirou definovanou jako

T
_ XY
DYX_

T xx
kde T , je Kendallovo 7 ,definované jako 7y = £ [sign(X, — X, )sign(¥;, - Y, )]
kde (X,,Y) (X,.Y,) jsou bivariantni, stochasticky nezavisl¢, ndhodné vektory

nad touz datovou populaci, a £ [] znadi stfedni hodnotu. V nasem ptipadé je Y=i
jestlize je klient dobry a Y=0 jestlize je klient $patny. Proménna X reprezentuje skore.

Thomas (2009) uvadi, Ze Somersovo D hodnotici vykonnost daného credit
scoringového modelu lze vypocitat pomoci Z g Z b, — Z g Z b,

<1 i Jj>i
D /
S

n-m

kde g; (b;) je pocet dobrych (3patnych) klientt v i-tém intervalu skore.
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Somersovo D, Mann-Whitney U

Dale plati, Zze Dy mtze byt vyjadfeno pomoci Mann-
Whitneyho U-statistiky:.

Sefad’ datovy vzorek ve vzestupném poradi podle skoére a secti poradi

dobrych klient(i ve vzniklé posloupnosti. Ozna¢me tento soucet jako R.
Potom

U:RG—%n(n+l) D, =2




Konkordantni, diskordantni pary

Konkordantni par (X,Y,), (X,,Y,):
sgn( X, —X,;) =sgn(Y, —Y;)

Diskordantni par:

sgn( X, — X;) =—son(Y, —Y;)

V nasem pripadé X predstavuje skore a Y ukazatel dobrého
klienta (D). Protoze dobry klient ma hodnotu Y=1 a $patny Y=o,
je zfejmé, Ze u konkordantniho paru ma dobry klient vyssi
hodnotu skére nez klient Spatny.
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Somersovo D, Goodman-Kruskal gamma

Uvazujme tedy dva ndhodné vybrané klienty, pticemz jeden je dobry (Y =1) a
druhy $patny (Y,=0), skore prvniho ozna¢me s, druhého s,. Pak

Konkordantni par (Concordant): S,>S,
Diskordantni par (Discordant): S,<S,
Vézany par (Tied): S, =S,

» Somersovo D:

#Concordant — # Discodrant

D. —
> #Concordant + # Discodrant + #Tied

» Goodmanovo-Kruskalovo Gamma:

_ #Concordant — # Discodrant
7~ #Concordant + # Discodrant
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C-statistika

C-statistika:

1+ Gini
2

c—stat = A+ C =

Tato statistika je rovna pravdépodobnosti, Ze ndhodné vybrany dobry
klient ma vyssi skére nez nahodné vybrany Spatny klient, t;j.

C—szt:P(S1 28, | Dg =1A Dy :O)
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Lift

Dalsi moznou mirou kvality scoringového modelu je Lift, ktery fika kolikrat
je dany model, pfi dané urovni zamitani, lepsi nez nahodny model. Pfesnéji
feceno jde o pomér proporce Spatnych klientti se skore mensim nebo rovno
dané hodnoté skére a, a € [L, H], ku proporci $patnych klientt v celé populaci.

Formalné jej 1ze zapsat takto:

’in](si Sa/\Y=O) ’in](si Sa/\Y=O)
i=1 i=1
Lifi(a) = CumBadRate(a) ;[(Si =a ) B ;](Si =a )
JR= BadRate N - - n
> I(Y=0) N
i=1
Y I(Y=0vY=1)
i=1
absLifi(a) = BadRate(a)
BadRate

Lift value

in
T

,,,,
......

i
0 0

FALL

i ; ; ; i i ; ;
02 03 04 05 06 07 08 09 1
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Lift
d Usually it is computed using table with numbers of all and bad clients in
some score bands (deciles).

absolutely cumulatively
decile # cleints # bad clients Bad rate abs. Lift # bad clients Bad rate cum. Lift
1 100 35 35.0% 3.50 35 35.0% 3.50
2 100 16 16.0% 1.60 51 25.5% 2.55
3 100 8 8.0% 0.80 59 19.7% 1.97 4,00 )
4 100 8 8.0% 0.80 67 16.8% 1.68 3,50 ==abs. Lift
5 100 i =.0% 0.70 74 14.8% 1.48 © 228 =O=cum. Lift | |
6 100 6 6.0% 0.60 8o 13.3% 1.33 S ’
Vi 100 6 6.0% 0.60 86 12.3% 1.23 g 2,00
8 100 5 5.0% 0.50 91 11.4% 1.14 = 550
9 100 5 5.0% 0.50 96 10.7% 1.07 4 Loo | o ot
10 100 4 4.0% 0.40 100 10.0% 1.00 0.50
All 1000 100 10.0% ) o
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
decile

[ It takes positive values. Cumulative form ends in value 1.

A Upper limit of Lift depends on Pg.
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Lift

Pokud bad rate neni monotonni:

absolutely cumulatively
4 decile # cleints # bad clients Bad rate abs. Lift # bad clients Bad rate cum. Lift
LC Vypada OK 1 100 D) 8 By 8,0% 1,60 8 8,0% 1,60
. . 7 v r~v s ’ 0, 0
Gini se mimé sni e e e
,0% ; ,0% ;
Lift ovSem Vypadé 4 100 5 5,0% 1,00 41 10,3% 2,05
. o 5 100 3 3,0% 0,60 44 8,8% 1,76
podivne 6 100 2 2,0% 0,40 46 7,7% 1,53
7 100 1 1,0% 0,20 47 6,7% 1,34
8 100 1 1,0% 0,20 48 6,0% 1,20
9 100 1 1,0% 0,20 49 5,4% 1,09
10 100 1 1,0% 0,20 50 5,0% 1,00
All 1000 50 5,0%
1
3,50
0.8 48 3,00 —o— cum. Lift
06 2,50
()
= 2,00
©
0,4 Z \ \
= 1,50
— \O\C>\O\O
0,2 A 1,00
Lornz curve
Base line 0,50
0 ; ; ; ' \—0—0—0
0 0,2 0,4 0,6 0,8 - T T T T T T T T
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Lift

Pokud ma skodre zcela opacny smysl,
obdrzime ,,opacné” obrazky.

absolutely cumulatively
decile # cleints # bad clients Bad rate abs. Lift # bad clients Bad rate cum. Lift
1 100 16 16,0% 3,20 16 16,0% 3,20
2 100 [/ 12 '\ 12,0% 2,40 28 14,0% 2,80
3 100 8 8,0% 1,60 36 12,0% 2,40
4 100 5 5,0% 1,00 41 10,3% 2,05
5 100 3 3,0% 0,60 44 8,8% 1,76
6 100 2 2,0% 0,40 46 7.7% 1,53
7 100 1 1,0% 0,20 47 6,7% 1,34
8 100 1 1,0% 0,20 48 6,0% 1,20
9 100 \ 1/ 1,0% 0,20 49 5,4% 1,09
10 100 L./ 1,0% 0,20 50 5,0% 1,00
All 1000 50 5,0%
absolutely cumulatively
decile # cleints # bad clients Bad rate abs. Lift # bad clients Bad rate cum. Lift
1 100 / 1\ 1,0% 0,20 1 1,0% 0,20
2 100 / 1\ 1,0% 0,20 2 1,0% 0,20
3 100 1 1,0% 0,20 3 1,0% 0,20
4 100 1 1,0% 0,20 4 1,0% 0,20
5 100 2 2,0% 0,40 6 1,2% 0,24
6 100 3 3,0% 0,60 9 1,5% 0,30
7 100 5 5,0% 1,00 14 2,0% 0,40
8 100 8 8,0% 1,60 22 2,8% 0,55
9 100 \ 12 / 12,0% 2,40 34 3,8% 0,76
10 100 \16/ 16,0% 3,20 50 5,0% 1,00
All 1000 50 5,0%

3,50
=&— abs. Lift /
3,00 0= cum. Lift /
2,50
o /
= 2,00
©
3 4
£ 1,50
3 /
- / / 77777
0,50
o o o rM
2 3 4 7 8 10
1
Gini= - 0,55
0,8
0,6
0,4
0,2
== Lornz curve
——Base line
0 T T
0,6 0,8 105

0,2 0,4




Lift vs. Gini a KS

Je evidentni, ze pouze Gini nestaci!l!

SC 1 : 1 1
o9 Gini= 0,42
decile # cleints # bad clients Bad rate 0,8 0,8
1 100 35 35,0% 07 4
2 100 16 16,0% 06 064
3 100 8 8,0% ' '
4 100 8 8,0% 05 1
5 100 7 7.0% 0.4 1 041
6 100 6 6,0% 03
7 100 6 6,0% 0.2 4 021 = ornz curve
8 100 > 5,0% 0,1 4 ——Base line
9 100 5 5,0% o 0 - . . -
10 100 4 4,0% 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 0,2 04 0,6 08 1
All 1000 100 10,0%
SC 2. .
Gini=0.42
decile # cleints # bad clients Bad rate 0,8 1
1 100 20 20,0%
2 100 18 18,0% 06 4
3 100 17 17,0% '
4 100 15 15,0%
5 100 12 12,0% 0.4
6 100 6 6,0%
7 100 4 4,0% 0.2 — Lornz curve
8 100 3 3,0% )
5 100 3 3.0% . ——Base line
10 100 2 2,0% 0 02 04 06 08 1
All 1000 100 10,0%
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Lift vs. Gini a KS
SC1: SC 2;

2,50

4,00

350 —-o— abs. Lift —-— abs. Lift
' =O= cum. Lift 200 | =O=cum. Lift
3,00 \ o]
\ %'0\
v 250 \b\\ ® 150 N ~~
= =
> 2% = \ ‘)\O\O\o\%
S 150 %w_ S 100 \
1,00 M \
H-.. 0,50
N—‘\A o
0,50 —— \’\0—0\’
12 3 4 S5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
decile decile

Liftegy, = 1.48 < Liftey, = 1.64

SC 2 je lepsi, pokud je predpokladand mira zamitani (reject rate) pfiblizné 50%.
SC1jevyznamné lepsi, pokud je predpokladany reject rate ptiblizné 20%.
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Lift, QLift

A Lift can be expressed and computed by formula:

Lift(a) =

|:m. BAD (a)

|:N .ALL

ae|L,H]

A In practice, Lift is computed corresponding to 10%, 20%, .
, 100% of clients with the worst score. Hence we define:

m BAD (FN ALL (q))

QLiftt(q) =

N ALL (FN ALL (q))

1

m BAD (FN ALL (q))!

qe<(0,1]

N ALL (q) mln{a = [L H] |:N ALL (a) 2 q}

A Typical value of gis 0.1. Then we have

QLift,,, = QLift(0.1) =10-F

m.BAD (FN ALL (O 1))
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Lift and QLift for ideal model

A It is natural to ask how look Lift and QLift in case of ideal
model. Hence we derived following formulas.

> Lift for ideal model: o,
| p%e' a < c
Liftigeal (ﬂ-) — 1 .
Fn.arprp(a)’ @=c

QLift value

> QLift for ideal model:

L q <€ (0, pB]
QLiftigear(q) = }fB
- q € (pB,1]

P I:N.ALL

We can see that the upper limit of Lift
and QLift is equal to }{: :
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Lift Ratio (LR)

d Once we know form of QLift for ideal model, we can define

Lift Ratio as analogy to Gini index.

1 _
IR— A Jo QLift(q)dq—1

A+B  [YQLiftigear(q) dg — 1

Q It is obvious that it is global measure of
model's quality and that it takes values from 0
to 1. Value 0 corresponds to random model,
value 1 match to ideal model. Meaning of this
index is quite simple. The higher, the better.
Important feature is that Lift Ratio allows us to
fairly compare two models developed on
different data samples, which is not possible
with Lift.

QLift value
o [l N w N (62} (o)} ~ (00}

5
= Actual model

= |deal model
Random model ||
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Rlift, IRL

O Since Lift Ratio compares areas under Lift function for actual and ideal models, next
concept is focused on comparison of Lift functions themselves. We define Relative Lift
function by

_ OLift(q Z:
RLift(q) = — 2 Jtla) , q € (0,1] |
(JL? ftideaf.(ff) ool

O In connection to RLift we define Integrated Z:z: —

Relative Lift (IRL): 01p —deal model |
1 % 0.2 0.4 06 0.8 1
IRL = f RLift(q) dg o
0

2
3 It takes values from 0-5+% , for random model, to 1, for ideal model.
Following simulation study shows interesting connection to c-statistics.
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Priklad

O We consider two scoring models with score distribution given in the table below.

d We consider standard meaning of scores, i.e. higher score band means better clients (the
highest probability of default have clients with the lowest scores, i.e. clients in score band 1).
A Gini indexes are equal for both models.
d From the Lorenz curves is evident, that the first model is stronger for higher score bands
and the second one is better for lower score bands.

O The same we can read from values of QLift.

Scoring Model 1 Scoring Model 2
# cumul. | # cumul. # cumul. | # cumul.
score band | # clients q # bad clients |bad clients| bad rate QLift # bad clients [bad clients| bad rate QLift
1 100 0.1 20 20 20.0% 2.00 35 35 35.0% 3.50
2 100 0.2 18 38 19.0% 1.90 16 51 25.5% 2.55
3 100 0.3 17 55 18.3% 1.83 8 59 19.7% 1.97
4 100 0.4 15 70 17.5% 1.75 8 67 16.8% 1.68
5 100 0.5 12 82 16.4% 1.64 7 74 14.8% 1.48
6 100 0.6 6 88 14.7% 1.47 6 8o 13.3% 1.33
7 100 0.7 4 92 13.1% 1.31 6 86 12.3% 1.23
8 100 0.8 3 95 11.9% 1.19 5 o1 11.4% 1.14
9 100 0.9 3 98 10.9% 1.09 5 96 10.7% 1.07
10 100 1.0 2 100 10.0% 1.00 4 100 10.0% 1.00
All 1000 100 100

| e==LC - Scoring Model 1 Gini = 0.42

==LC - Scoring Model 2 Gini =0
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Priklad
A Since Qlift is not defined for g=0, we extrapolated the value by
QLIift(0) =3-QLift(0.1) —3- QLift(0.2) + QLIift (0.3)

QLift value

10.00

8.00

6,00

4,00

2,00

emmQLift -model1 | 1.00
=== Q)L ift - ideal model
=== QLift - random model |
=s=QLift - model 2 0,80
S
r_>c 0,60
&
i =1
x 040
\ e==RLift - model 1
1 ) ====RLift - ideal model
0,20 e R Lift - random model
eameR L ift - model 2

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 T '
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
score band score band

<

According to both Qlift and RIift curves we can state that:
> If expected reject rate is up to 40%, then model 2 is better.
> If expected reject rate is more than 40%, then model 1 is better.
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Priklad

O Now, we consider indexes LR and IRL:

8

9

10 11

L e OQLift - ideal model |~ 1,00
@QLift - model 2 @RLift - model 2

o 81 N OQLift - random model | 0.80 .
S Q
g ST By 71 _ A [ = 0,60
: :
c ‘i N A+B 50,40

2

0.20
0 - . . ‘ . . . .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
score band 2o 4 Scsore?:)anz

i del i del .

R Using LR and IRL we can state
glgflt(o a2 2 that model 2 is better than
LR 0.242 0.372 model 1 aIthough their Gini
IRL Lo Lo coefficients are equal.
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Stredni diference

Stfedni diference (Mahalanobis M e M b
distance): D =

kde S je spole¢na smérodatna odchylka:
1

2 2\3
nS,” +msS,

n—+m

S =

M , , M, jsou stiedni hodnoty dobrych (Spatnych) klientt

S g S, jsou pfislusné smérodatné odchylky.
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Normalne rozlozené skore

Predpokladejme, Ze skore dobrych a Spatnych klientd je normalné rozlozeno, tj. jejich
pravdépodobnostni hustoty maji tvar

(x—yg )2 (x_ﬂb )2

1 B 262 1 - 20
— Tg foin(X)= e b
f GOOD (-x) Gg \/E € BAD o, \/ﬂ

Odhady parametrl 14, t4,, 04a 0, :
M, ,M, jsou aritmetické prliméty skore dobrych (Spatnych) klientd
S, , §,jsou smérodatné odchylky skore dobrych (Spatnych) klientd

1

Spolecna smerodatna odchylka: ( nS.> +ms,> jz

n—+m

Odhady stfedni hodnoty a smérodatné odchylky skdre vSech klientll 4z, , , oA .

nM _ +mM
M=M,, = rg1+m = S =

1
nS, +mS,” +n(M,-MV +m(M, - M)\
(n+m)
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Normalne rozlozené skore

Predpokladejme, ze smérodatné odchylky obou skore jsou rovny hodnoté o, pak:

D:'ng_ﬂb D—Mg_Mb
o S

o o2 o2

Gini = 2-®(Rj—1

V2
Lift, =3cp(%.cp1(q)+ Pe -Dj Lift, 21@(£®1(q)+ Ps - Dj
q o q S

Kde CD() je distribu¢ni funkce standardizovaného normalniho rozlozeni, ® o (+) je distribu¢ni
funkce s parametry 11 , 5% a ® ' (") je standardizovana kvantilova funkce.
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Normalne rozlozené skore

Obecng, tj. bez predpokladu rovnosti smérodatnych odchylek skoére:

*

ll’lg_ll’lb

D =

2 2
Niepdon

a

oM.~ M,

S+ S,

a

KS:cD(—ab-D*—la \/azD*2+2b-cj—CD(—O' -D*—lab\/azD*2+2b-cj
b b * b * b

kde a=1/05+0g2, b

:Gb—

S, + S S

KS =®
[g_g

Si-s? *

b

JSP+S?
—(DL ° _£8.D

2
b

1

g2 lSz Sg\/(sz_l_ng)D*z +2'(Sb2 —S;)]n[£

)
s

b g b

+S2)D" +2-(S? —ng)ln(igj]

b




Normalne rozlozené skore

Obecng, tj. bez predpokladu rovnosti smérodatnych odchylek skoére:

Gini =2-®(D")-1

: 1 _ 1
Lift, :_(Dﬂb'05 (,UALL +Oop D 1(q)):a®(

q

OaL” q)_l(q)"' Har — My

q

g

Lift :lq)(SALL - ®Hq)+M —M,

S

|

119



Normalne rozlozené skore

KS: /le:O,O-lle

Q KS i Gini reaguji velmi
siiné na zmenu u, , ale
zOstavaji  témér ) beze
Zmeny ve smeru o,

e Gini > KS

— K5

Gini
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Normalne rozlozené skore

Liftloo/o: Ile — O, O-Z :1

Q V pripadé indexu
Lift, 0, je evidentni
si!né zévi§lostvrl§ HA
vyznamné vyssi
zavislost na o, nez v
pripadé KS a Gini.
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L

ROC (Receiver operating characteristic )

TN (true negarive) - pocet spravné klasifikovanych negativnich pfipadn

TP (rrue positive) —pocet spravné Klasifikovanych positivnich pfipadn

FP (false positive) —pocet nespravné klasifikovanych negativnich pfipadi

FN (false negative) —pocet nespravné klasifikovanych positivnich pfipadn

Predikce
Skter (¥ a1 Celkem
il i) FF W)
1 N [ =
Celkem = FFas Ly
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ROC —TPR, FPR

flx)

=1

TPR= TP| P= TP] (TP + FN)
FPR= FP| N= FP/ (FP+ TN)

pr(c) = P(X > c|G)=1-F(c)

tnr{c) =P(X <c|Gy)=F(c)

prc)=P(X =>c | Gy) =1-F,(c)

Jar(c) =P(X <c | G)) = F(c)
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ROC
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http://upload.wikimedia.org/wikipedia/en/0/00/Roc.png

ROC - ACC
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ROC - AUC, Gini

AUC (area under curve, neboli plocha pod ROC krivkou) je
rovna pravdeépodobnosti, ze dany model ohodnoti nahodnée
vybraného dobrého klienta vysSSim skore nez nahodné
vybraného Spatneho klienta. Da se ukazat, ze plocha pod ROC

krivkou se da vyjadrit pomoci , které testuje
rozdil median{i mezi dvéma skupinami spojitych skére. AUC se
da vyjadrit i pomoci pOMoCi vzorce

Gini + 1 = 2XAUC
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Dalsi evaluacni grafy

Boxplot

Histogram

—
|

T
o 0
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Dalsi evaluacni grafy

PD - absolutné PD - kumulativné
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Dalsi evaluacni grafy
_ CAP (Lift chart):

Pe V tomto pfipadé mame na x-ové ose
| proporci vSech klienta (F,;;) a na y-vé
ose proporci Spatnych klient (Fp,p).
Idealni model je tentokrat
reprezentovan lomenou carou z bodu
lo, o] pres [pB, 1] do bodu [1, 1].
Vyhoda tohoto obrazku je ta, ze je
mozné odecist proporci zamitnutych
Spatnych klienta vs. celkova proporce
zamitnutych klient. Napf. vidime, Ze
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Postupy evaluace

» evaluace na ucicich datech

Evaluace na ucicich datech pouzitych k uc¢icimu procesu neni
ke zjisténi kvality modelu vhodnda a ma nizkou vypovidaci
schopnost, protoze ¢asto mtze dojit k preuceni modelu. Odhad
predik¢ni kvality modelu na wucicich datech se nazyva
resubstitu¢ni nebo interni odhad. Odhady ukazatelt kvality
modeltt provedenych na ucicich datech jsou nadhodnocené,
proto se misto nich pouzivaji testovaci data, ktera se v ramci
pripravy dat pro tyto ucely vycleni.
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Postupy evaluace

» evaluace na testovacich datech

Evaluace na testovacich datech jiz ma patficnou vypovidaci
schopnost, jelikoZ tato data nebyla pouzita k sestaveni modelu.
Na testovaci data jsou kladeny urcité pozadavky. Soubor
testovacich dat by mél obsahovat dostatecné mnozstvi dat a meél
by reprezentovat ¢i vystihovat charakteristiky ucicich dat.
Empiricky doporuc¢eny pomér ucicich a testovacich dat je 75%,
resp. 25% pripadQ. Zajisténi patficné reprezentativnosti je
realizovano pomoci ndhodného stratifikovaného vybéru.
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Postupy evaluace

» kiizové ovérovani (cross-validation)
V ptipadé nedostate¢ného poctu pozorovani, kdy rozdéleni datového souboru na ucici a testovaci data
za UCelem vyhodnoceni modelu neni mozné, je vhodné pouzit metodu kiizového ovéfovani. Vyhodou
této metody na rozdil od déleni datového souboru je, zZe kazdy ptipad z dat je pouzit k sestaveni modelu
a kazdy pripad je alespori jednou pouzit k testovani. Postup je nasledujici:
* Soubor dat je ndhodné rozdélen do n disjunktnich podmnozin tak, ze kazda podmnozina
obsahuje priblizné stejny pocet zaznamt. Vybéry jsou stratifikovany podle tfid (prislusnosti k
urcité tridé), aby bylo zajisténo, Ze podily jednotlivych tfid podmnozin jsou zhruba stejné jako v
celém souboru.
» Z téchto n disjunktnich podmnozin se vy¢leni n-1 podmnozin pro sestaveni modelu (konstrukéni
podmnozina) a zbyvajici podmnozina (valida¢ni podmnozina) je pouzita k jeho vyhodnoceni.
Model je tedy evaluovan na podmnoziné dat, ze kterych nebyl sestaven a na této mnoziné dat je
odhadovana jeho predik¢ni kvalita.
* Cely postup se zopakuje n-krat a dil¢i odhady ukazatelt kvality se zpramérnuji. Velikost valida¢ni
podmnoziny lze pfiblizné stanovit jako pomér poctu piipadt ku poc¢tu valida¢nich podmnozin.
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Postupy evaluace

» bootstrap metoda

Metoda bootstrap zkouma charakteristiky jednotlivych resamplovanych vzorkd, které byly porizeny z
empirického vybéru. Pokud plvodni vybér osahuje m prvkd, tak kazdy ma nadéji objevit se v
resamplovaném vyberu. Pri iplném resamplovani o velikosti vzorku 7 jsou uvazovany vsechny mozné
vybéry a existuje tedy m ” moznych vybérl. Uplné resamplovani je teoreticky proveditelné, ale
vyzadalo by si mnoho Casu. Alternativou je simulace Monte Carlo, pomoci niz se aproximuje uplné
resamplovani tak, ze se provede B nahodnych vybérl (obvykle se voli 500 — 10000 vybérd) s tim, ze
kazdy prvek je vzdy nahrazen (vracen zpét do osudi). Jsou-li dana data X={X1, ..., Xn) a je-li
pozadovan odhad parametru 8, provede se z plvodnich dat B vybér{ a pro kazdy vybér je spocitan
odhad parametru 8 . Bootstrap odhad parametru je urcen jako préimér dil¢ich odhadd. V pripadé
evaluace modeld bude parametrem & zvoleny ukazatel predikéni kvality.

» jackknife

Tato metoda je zaloZzena na sekvencni strategii odebirani a vraceni prvkd do vybéru o velikosti n. Pro
datovy soubor, ktery obsahuje n prvkll, procedura generuje n vzorkd s poctem prvkld n-1. Pro kazdy
zmenseny vybér o velikosti 71 je odhadnuta hodnota parametru. Diléi odhady se nasledné
zprliméruji podobné jako u metody bootstrap.
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5. Uvod do teorie portfolia

Value of Investment

$14,000

$12,000
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-=—1BM
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Average Return

5.0%
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4.0%

3.5%

Naive IBM

Portfolio
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0.0%
0.0%
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Standard Deviation

12.0%

14.0%

16.0%
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Strucna historie teorie portfolia

J. Hickse: Application of Mathematical Methods to the
Theory of Risk (1934) - investofi si vSimaji statistického
rozdéleni pravdépodobnosti dosazeni vynosu

Harry Markowitz: Portfolio Selection, Journal of Finance,

bfezen 1952 - je povazovan za zakladatele moderni teorie
portfolia
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Harry Markowitz

jako prvni se zabyva vztahem mezi vynosnosti
a rizikem

konstruuje efektivni hranici portfolii, ktera
znazornuje body s maximalnim vynosem pro
danou uroveri rizika

tim poklada zaklady pro teorii portfolia

Odkaz na prednasku k prilezitosti udéleni Nobelovy ceny:
http://nobelprize.org/economics/laureates/1990/markowitz-lecture.pdf
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Harry Markowitz

Markowitz predpokladd, Ze investor ma na pocatku obdobi
k dispozici urcité mnozstvi kapitdlu, ktery bude investovat na
predem urcené casové obdobi, na jehoz konci pak investor
nakoupené a drzené cenné papiry proda a zisk bud’ pouzije pro
vlastni potfebu nebo jej opét reinvestuje

na investovdni se Markowitz diva jako na periodickou aktivitu,
pii které si investor vybird mezi investicemi s raznymi
oCekavanymi vynosy a s rliznou mirou jistoty, ze ocekavaného
vynosu bude dosazeno

podle Markowitze sleduje investor dva protichtidné cile a to
maximalizaci vynosu na jedné strané a minimalizaci rizika na
strané druhé
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Dalsi vyvoj (1)

model CAPM (model oceriovani kapitalovych aktiv) -
zaklady polozeny ¢lankem W. F. Sharpe: Capital Asset
Prices: A Theory of Market Equilibrium under
Conditions of Risk (1964) - dochazi k rozsifeni
portfolia rizikovych aktiv o bezrizikovou investici

v navaznosti na moznost bezrizikového investovani
byla vytvorena primka CML

objevuje se také primka SML
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Dalsi vyvoj (2)
dtleZitou etapou vyvoje teorie portfolia je APT (arbitrazni
teorie oceriovani)
neni zalozena na myslence, Ze vSichni investofi pohliZeji
na portfolio ve smyslu ocekdvaného vynosu a rizika
dosazeni tohoto vynosu
je postaven na myslence, Ze investori davaji prednost vyssi
urovni bohatstvi pred nizsi
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Zakladni pojmy

portfolio — soubor riznych investic (penézni hotovost,
cenné papiry vc¢etné derivatli, nemovitosti atd.), které
investor vytvari se zameérem minimalizovat riziko
spojené s investovanim a soucasné maximalizovat
vynos z téchto investic

teorie portfolia - jedna se o mikro-ekonomickou
disciplinu, ktera zkoumad, jaké kombinace aktiv je
vhodné drzet, aby takto vytvorené portfolio meélo
predem urcené vlastnosti.
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Aktiva v teorii portfolia

portfolio je obvykle definovano jako skupina aktiv

hmotné, nehmotna a financéni - dile budeme uvazovat pouze aktiva

financni, a to cenné papiry

vynos(nost), riziko a likvidita - magicky trojahelnik
investovani
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Financni aktiva

finan¢ni aktiva délime na
e hotovost a depozita

e cenné papiry - majetkové, dluhové, narokové
existuji i jiné pohledy na ¢lenéni aktiv

dale nas budou zajimat predevsim akcie
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Vynosnost aktiv

jednim z hlavnich ukazatel

P , +D

S =

—P_
L

kde Pje cena akciev Case t-k (pocatek sledovaného obdobi),
je cenFakcie v ¢ase t (konec obdobi).

D jsou inkasované dividendy.
pro k =1 se jedna o jednodenni vynosnost
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Ocekavany vynos a riziko

Vynos akcie je nahodna veli¢ina

Ocekavany vynos portfolia: ! ;
rix) = Z TriT; =I'X
i—
. . .- . I
Riziko portfolia: o2(x) = 3w Viy = x'Vix
=1

r,...o¢ekavany vynos i-té akcie (stiec
X;...vahy investic do akcii v ramci portfolia
[...pocet akcii v portfoliu

V;;...varian¢ni matice vynost akcif
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Indiferencni krivky,
funkce uzitec¢nosti

Ocekavany vynos E(r) Snazime se najit takoveé

portfolio, aby byla
maximalizovana hodnota

maxE(U(rp,Gp))
kde U je funkce uziteCnosti

popisujici vztah investora k
riziku (a vynosu).

Roustouci uzite¢nost

Riziko, tj. smérodatna odchylka o,
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Dominance

Ocekavany vynos

Riziko

e 2dominuje 1; ma vy“’ Vynos
e 2 dominuje 3; ma nizsi riziko
* 4 dominates 3; ma vys ivynos
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Priklad: 2 rizikova aktiva

Predpokladejme, Ze mame k dispozici 2 rizikova akativa (x
& y), obé normalné rozdélena.

r.~ N(E(r,), 0*,) &, ~ N(E(r,), 02)
Investujeme objem a do x, b doy.
a+b=1
Ocekavany vynos portfolia:
E(r,) = Elar, + br [=aE(r,)+ bE(T,)
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Priklad: 2 rizikova aktiva

r.~N(E(r,), 0*) &r, ~ N(E(r,), )
Riziko portfolia:
o2, =E[r,-E()P
= E[(ar, + bry)-E[arx + l)r),]]2
= E[(ar, - aE[r,])+(br, - BE[br ])]?
= E[a?(r E[r])2+b2(r - Efr ])2+2ab(r
- Efr ), - Efr )]
= a2 o?, + b>0?, + 2abCov(r,, 1))
= a?0*, + b>0? + 2abCov(r,, 1)
02 =@’ 0’ + b*0?, + 2abo,op,,

p
o —\/(azcr2 + b*0?, + 2abo,0,p,,)

p y
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Zavislost vynosu na proporci investice do Xa 'Y

Predpokladejme, ze:
E(r) r ~ N(13%, (20%)?) & r, ~ N(8%, (12%)?)

E(r,) = E[ar, + br/]=aE(r,)+ bE(r,)

13%

8%

0% 100% a
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Zavislost vynosu na proporci investice do Xa 'Y

Predpokladejme, ze:
Op r, ~ N(13%, (20%)2) & r, ~ N(8%, (12%)?)

o, = V(@?0? + b20? + 2abo,0,0,,)

20%

eecsee’taenccccscsccce

)
ces
ce
ce
.
®e
ce
®e
.
ce
®e
ce
ce

0% 100% a
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L

Portfolio dvou rizikovych aktiv s minimalnim
rizikem
E(r))

13%

12% 20%
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Portfolio dvou rizikovych aktiv s minimalnim

rizikem -detail

X, ...vaha investice do akcie A

Xz ...vaha investice do akcie B

R....0oCekavany vynos portfolia

R,...oCekavany vynos investice do akcie A
Rg...0Cekavany vynos investice do akcie B

o p...rozptyl vynosu portfolia

o ,..rozptyl vynosu investice do akcie A

Tg...rozptyl vynosu investice do akcie B

£ ra..korelacni koeficient vynost investic do akcii A, B

Ry, =X /R, +(1_XA)RB

Op = [Xfp'j +(1—XA)ZO'§ +2XA(1_XA)/0ABO-AO-B]%
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Portfolio dvou rizikovych aktiv s minimalnim

rizikem -detail
- perfektni pozitivni korelace

Pap =

‘ op=X,0, +(1_XA)GB

Tedy vychazi rovnice primky.
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Portfolio dvou rizikovych aktiv's'minimalnim

rizikem -detail

- perfektni negativni korelace

P4 =—1

op=X,0, _(I_XA)O-B

op=—X,0, +(1_XA)O-B

_ RA_RB
O'A+O'B

jO-P +(RB +

RA _RB

O, t0,

3

O, +0O0

_Yp B
A~ RP

GA +JB

_ O3 —0p

X, = R,
GA+GB

__(RA _RB

Op+| Ry +
O, t0,

R,—R,

O, t0,

3

Tedy tentokrat vychazi rovnice primek.
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L

Portfolio s minimalnim rizikem pro nékolik

rizikovych aktiv
E(r,)

Efektivni hranice

o
.
- :;‘ Jednotliva rizikova

aktiva

e P 01110110 S MinimMalnim

rizikem
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Portfolio s minimalnim rizikem

(Min-Variance Opportunity set) — mnozina bodu v riziko-
E (r ) vynosove roving, ktera reprezentuje portfolia rizikovych aktiv, u
P nichz je dosazeno minimalniho rizika pfi dané mife vynosu.
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Efektivni hranice (mnozina

(Efficient set) — mnozina bodu v riziko-vynosove roviné, ktera
reprezentuje portfolia rizikovych aktiv, u nichZz pro danou miru
E(rp) rizika neexistuje portfolio s vy§Sim vynosem.
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Individualni rozhodovani pro dve rizikova aM

bezrizikového aktiva

E(ry) u» U U

Efektivni hranice

)

Investor s mensSim

/ odporem K riziku

Investor s vétsim
odporem Kk riziku
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Bezrizikova investice (aktiva)

Predpokladejme, Ze tirokova sazba = zaptij¢ni sazba.

To znamend, Ze mnoZina pripustnych portfolii mtize
obsahovat libovolnou prfimku vychazejici z bodu
bezrizikového aktiva sméfujici do libovolného bodu
rizikového portfolia s minimalnim rizikem.

OvSem pravé jedna z téchto piimek dominuje vSem
ostatnim.

Tato dominujici primka prochdazi bodem bezrizikového
aktiva a je teCnou mnoziny portfolii s minimalnim rizikem.

Tec¢ny bod = portfolio M (the market)

159



Efektivni hranice portfolia s bezrizikovou
investici

v e, : E(r,)
R,...0Cekavany vynos portfolia A i

Re..0Cekavany vynos bezrizikove investice B
o4 ...rozptyl vynosu portfolia A E(Ry)
o, =0, rozptyl vynosu investice B

5%=R;

R,=(1-X)R, + XR,
o, = [(1_)()25; +X’c7 +2X(1—X)GAGF,OFA]%

O
_ — P
o, =Xo, X=2z
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CML (Capital market line) = linearni efektivni

mé\tﬂjina

E(R)

506=R,
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Individuani rozhodovani pro dve rizikova aM

bezrizikovym aktivem

E(r,)
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Stanoveni optimalniho portfolia- Markowitzuv model

Markowitzlv model je jednim z pristupl, jak hledat optimalni
portfolio. Tento model predpoklada, ze je investor racionalni, tedy
jeho cilem je maximalizovat zisk a minimalizovat riziko. Ziskem se v
Markowitzoveé modelu rozumi stredni hodnota nahodného vynosu a
rizikem pak jeho smeérodatna odchylka. Tento model ma radu
zjednodusujicich predpokladd:

- predpoklada idealni trh bez transakcnich nakladl a bez arbitraze,
neomezenou moznost investovani a pUjcovani, neomezenou
delitelnost aktiv, predpoklada, ze investori preferuji vyssi vynosy a
nizsi riziko a vyuzivaji k tomu shodné informace - hodnoty
ocekavanych vynosnosti akcii a rozptyll a kovarianci téchto
vynosnosti.
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Oznaceni

I podet akeii, z nichz sklidime portfolio,
xi wvaha i-té akecie v portfolin, e = 1,...,1
rp  vaha bezrizikowvého altiva v portfolin,
pi nédhodny vwnos -té akeie ve zvoleném obdobi, 1 =1, ....1
r;  ofekdvany vvnos -té akele ve zvoleném obdobi, ¢ =1, ... 1
rp  minimalni pozadovany vynos portfolia ve zvoleném obdobi,
ro vvnos bezrizikového aktiva ve zvoleném obdobi.
Vektor vah oznacime x = (xy,...,x7)", vektor ndhodnyeh vynost p = (p1....,por1)"

Rozdéleni nahodného vektorn p je charakterizovino znimym vektorem stfednich hodnot

E{p) =1 =(n

..... rr)’ avarian®ni matici var(p) = V = [ca:ﬂ.-'{pf.pjj]ijzl.

Vynos portfolia s vahami x budeme chapat jako stfedni hodnotu celkové vynosnosti

i
rix) = E rir; = I'X

i=1

a riziko tohoto portfolia chapeme ve smyslu Markowitzova modelu jakozto smérodatnou
odchylku celkové vinosnosti - odmoeninu z rozptyla

I
52(};] = E .EEJ:'JVU = }{I-v}{.

id=1
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Optimalizacni uloha

Prii hledani optimalniho portfolia ve smyslu Markowitzova modeln pak musime Fegit
optimalizacéni alohu vicekriteridlniho programovani

max r'x
min x'Vx (1)
za podminek

X e X,

kde mnozina y je urdena pozadavkem 1'x = 1 a piipadné dal3imi podminkami na slozeni
portfolia.
Jinou moznosti je feSit zjednoduSenou dlohu nelinedrniho programovani ve tvaru

max Ar'x — lx’Vx, (2)
HEX 2
kde A = 0 je parametr modelnjici investortv vztah k riziku.

Uloha, kterou pouzijeme pii hledani optiméalniho portfolia my, je nasledujiciho tvaru

min x"'Vx
za podminek
X e X,

r'x > Tps

(3)

kde r, je zvolend hodnota minimalniho pozadovaného vynosu.

165



Markowitzuv model -varianty

a) Na trhu nejsou povoleny kratké prodeje. Sestavte efektivni hranici
portfolii. Vyberte néktera portfolia na efektivni hranici a uved'te jejich
slozeni (vahy) a ocekavané vynosnosti titulli zastoupenych v portfoliu.

b) Jak se zméni efektivni hranice, pokud budete mit moznost investovat do
bezrizikového aktiva (napr. depozita v bance).

c) Jak se zméni efektivni hranice, pokud budete mit moznost vyptjcek od
spravce portfolia az do 30 % hodnoty portfolia.

d) Co kdyz budete mit povoleny kratké prodeje az do 30 % pocatecniho
vkladu? Nakreslete efektivni hranici v tomto pripade.

e) V souladu s vnitrni politikou investicni spolecnosti, kterou zastupujete,

nesmi zadny z titulli portfolia presahnout 15% vahu v celkovém portfoliu.
Nakreslete efektivni hranici pri tomto omezeni.
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Stanoveni efektivni hranice

Nasim tkolem je pro jednotlivé alohy najit efektivni hranice, tj. mnozinu portfolii, které
jsou eficientni. flekneme, ze portfolio je eficientni vzhledem ke stfedni hodnoté a rozptylu,
jestlize neexistuje jiné portfolio, jeho#Z vwnos by byl vét&i nebo roven vynosu uvazovaného
portfolia a jehoz riziko by bylo mengi nebo rovno riziku uwvazovaného portfolia, s alespon
jednou nerovnosti ostrou. Efektivni hranice odpovidi optimélnim feSenim alohy(3) pro
rizné nastavené hodnoty r, = rpin, kde ryyn je vinos portfolia X, které je optimélnim
FeSenim ulohy (4) bez podminek na ofekivanou vynosnost

min x'Vx
za podminek (4)
oy
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Formulace ulohy a)

Nejsou povoleny kratké prodeje, to znamend, ze vahy jednotlivich akeii v portfolin musi

vt nezAporné.
min 37, S0 wr Vi
za podminels
ST =1, (5)
>0, i=1,....1,
Zﬂzl riri = Tp.
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Formulace ulohy b)

Nejsoun povoleny kratké prodeje a mame moznost investovat do bezrizikového aktiva. Zave-
deme novou proménnon xq, kterd bude vvjadrovat, jakon éast investujeme do bezrizikového
aktiva. Bezrizikovy vwnos znadime rg.

- T
min Z{:;[ Z;:1$fmimf
za podminelc

=F0+Zlf=1 ry =1, (6)
w0, i=0,... .1,

Torg + ::1 rir = Tp.
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Formulace ulohy c)

Nejsou povoleny kriatké prodeje, mame moznost investovat do bezrizikového aktiva a méme
moznost vypijcek od spravee portfolia az do 30 % hodnoty portfolia. Zavedeme novou
promeénnou ry, kterd bude vvjadfovat velikost ptijcky. Proménna x, muze nabvvat hodnot
v intervalu [0, 0.3], pficemz =, = 0 pokud si nic nepijéujeme a x, = 0.3, pokud moznosti
piajiky vyuzijeme naplno a ptjéime si celyeh 30 % hodnoty portfolia. Vypijéni sazbu
znacime r,. Vvnos portfolia je pak roven xqrg + 3 @yry — mury.

min Zirzl Z;:l Ii'rjﬂj

za podminelk
Iﬂ‘f‘ﬁ:l-'ri =1+ xy,
=0, i=0,....1, (7)
&y = 0,
e < 0.3,

Toro + 2 lji_l Ty — Tyty = Tp.
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Formulace ulohy d)

Mame povoleny kratké prodeje, a to az do 30 % poéatedniho vkladu. To znamené, ze vahy
x; mohou byt i zaporné, ale soudet zépornych ¢asti vah 327 & (¢~ = — min(0, =) nesmi

presfhnout hodnotu 0.3,
min 300 305y @i Vg
za podminelc

Z}-(rzl T =1, (S]

;= 0.3,
—1 TiTy = Tp.
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Formulace ulohy e)

Zadny z titulti nesmi presahnout 15% vihu v portfoliu. Toto omezeni se jednodude vyjadii
tak, e x; < 0.15 pro kazdé i.

. I
nn Zi:l Z:;z]. Hmjﬂj
za podminels
I
Lina %=1 (9)
=0, i=1,....1.
o <015, i=1,....1,
Sy Tews = T
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Redeni zminénych modeld

Jde o modely kvadratického programovani, kterée Ize
resit napr. v programech R, GAMS,...:

{®) nttp://www.r-project.org/

> Knihovna fPortfolio:
http://cran.r-project.org/web/packages/fPortfolio/index.html

» Knihovna Quadprog:
http://cran.r-project.org/web/packages/quadprog/index.html

GAMS

http://www.gams.com
Bl p:// g /
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http://www.r-project.org/index.html
http://www.gams.com/

Mozné vysledky

YIELD

Efeldivni hranice - uloha a)

a2 3.0
287 oMV Wy 287
2.4+ u 267
_ MoL .
2.0 EON  Rwe CBK E 241 parametry Portfolio
161 e 8 i (x) 1.9
61 wvic  Ess 22-
o a () 4.1264
1.2 20
REN .
0g T .| T
5 6 7 8 9 10 11 12 ' . - e s o 10
RISK siamaixi
CBK EBS VIG EON BEWE
Vahy 0.00 0.20 (.35 0.22 0.04
[nvestované éastly 0 5 000 000 | 8 750 000 | 5 500 000 | 1 000 000
VW FIA REN OMV MOL
Vahy 0.04 0.05 0.00 0.03 0.07
[nvestované éastlyy | 1 000 000 | 1 250 000 0 750 000 1 750 000
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