Algebra 1T 6. Pfednaska!

Definice. Necht T je téleso. Libovolnsj podokruh R télesa T takovy, Ze R je téleso, nazjvdme
podtelesem telesa T. Jinymi slovy podokruh R télesa T je podtélesem, jestlize Va € R,a # 0 plati
a~! € R. Rikdme téz, ze T je rozsirenim telesa R. Nebo také, Ze R C T je rozsirenim téles
(v literature se hojné pouzivd T/R je rozsirenim téles).

Véta. Jsou-li R, T télesa a ¢ : R — T homomorfismus okruhi, pak je @ injektivnd.

Diikaz. Necht ¢ : R — T je homomorfismus okruht, pak kery je idedl R a 1 ¢ ker ¢ , vzdyt
©(1) =1#0, tj. ker ¢ # R, proto ker ¢ je nulovy ideél, jiné idedly uz R nema.

Véta. KazZdé téleso charakteristiky p # 0 obsahuje podtéleso izomorfni s Z,,.

Kazdé teleso charakteristiky nula obsahuje podtéleso izomorfni s Q.

Diikaz. Necht R je téleso, char R = 0. Pak jediny homomorfismus okruhii ¢ : Z — R,
ur¢eny predpisem ¢(m) = ml pro kazdé m € Z, je injektivni. Pak existuje homomorfismus
okruhu Q — R definovany takto:

Ze % SR> p(m)(pn)!

\//

m,ne”Z,

Ziejmé predchozi diagram komutuje a podle predchozi véty je homomorfismus Q — R injektivni.

Poznadmka. Je-li R podtélesem télesa T, pak muzeme aditivni grupu (T, +) chdpat jako
vektorovy prostor nad R (skaldrnim ndsobkem vektoru ¢t € T skaldrem r € R je soudin r - ¢
pocitany v télese T, axiomy vektorového prostoru jsou splnény, protoze v T plati distributivni
zdkony, ndsobeni je asociativni a 1 je jednicka). Pak mdme definovdnu dimenzi dimg7T € NU{oo}
(zfejmeé tato dimenze nemuze byt nula).

Definice. Necht R C T je roz§irenim téles. Stupném [T': R] tohoto rozsireni rozumime di-
menzi vektorového prostoru T nad télesem R.

Véta. Necht R C S, S CT jsou rozsiveni téles. Pak plati

[T:R=[T:S5] [5:R],

kde uzivame konvence n - co = 0o -n = 0o pro kazdé n € NU {co}.

Diikaz. Je-li [S : R] = oo, pro kazdé n € N v S existuje n linedrné nezavislych prvki nad R,
protoze S C T jsou tyto prvky v T a plati [T : R] =

Je-li [T': S] = oo, pro kazdé n € N v T existuje n linedrné nezdvislych prvka nad S. Ty jsou
linedrné nezavislé i nad R, a proto [T : R] = oo.

Necht n = [T : S], m =[S : R] € N. Necht ay,...,a, je bdze T nad S, B1,...,m bize S
nad R. Ukdzeme, ze o;3; (1 <i <n,1<j<m) jebdzi T nad R. Necht v € T je libovolny. Pak
existujf &1,...,0, € S, ze v = Y i, §;c;. Existuji tedy £;; € R, Ze 6; = Em £i;8; pro kazdé i.

Dosazenim
n m n m
Y= Z (Zc‘fijﬁj) o = Z Zsij(aiﬁj).
i=1 \j=1 i=1 j=1
Tedy o;8; (1 <i<mn,1<j<m)jemnozina generdtora T nad R.

Jelli o, Z;nzl g;j(cifj) pro néjaké e;; € R nulovy vektor, pak z linedrni nezdvislosti
ai,...,a, nad S dostaneme, Ze Z;n:l €ijfj = 0 pro kazdé i = 1,...,n a z linedrni nezavislosti
B1,...,Bm nad R dostaneme, ze €;; = 0 pro kazdé i, j. Tedy a;5; (1 <i<n,1<j<m) je baze
T nad R.

1Pouze ¢ast prednasky, kters se nenachézi ve skriptech profesora Rosického.




