Algebra 11 7. Prednaska!

Veéta. Necht R C T je rozsirend téles, a € T prvek algebraicky nad R.
Necht f € R[x] je minimdlni polynom prvku a nad R. Pak plati

R(a) = Rla] = {g(a) | g € Rlz]} ={g(a) | g € Rlz], stg <stf}. (1)
Navic stupen rozsireni [R(a) : R] = st f.

Dukaz. Necht ¢ : R[z] — T je homomorfismus okruhu uréeny piedpisem
©(g) = g(a) pro kazdé g € R[z]. Nasledujici diagram komutuje:
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Ziejme obraz ¢(R[z]) = {g(a) | g € R[z]}) je podokruh télesa T" obsahujici
R U {a}. Naopak kazdy podokruh télesa T" obsahujici R U {a} obsahuje g(a)
pro kazdé g € R|x]. Je tedy ¢(R[x]) = R|a] a nas diagram muzeme upravit
do tvaru
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Podle véty o minimalnim polynomu plati, ze kazdy polynom g € R|x], ktery
ma koren a, je déliteny polynomem f v R|z]. Proto jadro

ker g = kerp = {g € R[z] | g(a) =0} = (f),
kde (f) je hlavni idedl generovany polynomem f. Proto
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Protoze R[z|/(f) = Rla], coz je je podokruh télesa T', a tedy obor integrity,
je (f) prvoidedl okruhu R|z]. Protoze R je téleso, znamena to, ze (f) je
maximaln{ idedl okruhu R[z] (a také ze f je ireducibilni nad R, coz uz vime).

Proto R[z]/(f) = R[a] je téleso, a tedy nejmensi podtéleso télesa T obsahujici
R U {a}. Dostali jsme R(a) = Rlal.

1Pouze ¢ast prednasky, kterd se nenachazi ve skriptech profesora Rosického.



Ozna¢me n = st f. Pro kazdy polynom g € R[x] existuji polynomy ¢,r €
Rlz] tak, ze g = q - f +r, str < n. Pfitom g(a) = q(a) - f(a) +r(a) = r(a).
Dokézali jsme (1).

Jellir=r, 2" '+ +rx+ry € Rlz], pak

r(a) = Tn—lan_l + -+ 1ra+ 1o,
a tedy Rl[a] jakozto vektorovy prostor nad R mé systém generatoru
1,a,a®,...,a" " (3)

Kdyby vektory (3) byly linedrné zavislé nad R, existovaly by ro,71,...,7,1 €
R, ne vSechny nulové, tak, ze Z;:Ol riat = 0, odkud

r=r, 2" -+ g € Rl

by byl nenulovy polynom s kofenem a spliujici str < n = st f, spor. Jsou
tedy (3) linedrné nezavislé nad R, odkud [R(a) : R| = st f.

Poznamka. Nechf R C T je rozsifeni téles, a € T prvek transcendentni
nad R. Pak stejnym postupem ukdzeme, ze R[a] = R|x], coz neni téleso, a
tedy R[a] # R(a). V tomto piipadé je R(a) podilové téleso okruhu R[a], tedy

R(a) = {% | h,g € R[z], g # 0}
s obvyklymi operacemi s¢itani a nasobeni zlomk.

Definice. Necht R C T je rozsifen{ téles. Rekneme, Ze toto rozsifeni je

e jednoduché, existuje-li a € T, ktery je algebraicky nad R, takovy, ze
T = R(a);

o konecné, je-li [T : R] < oc;

e algebraické, je-li kazdy prvek t € T" algebraicky nad R.

Veéta. Kazdé jednoduché rozsireni teles je konecné. KazZdé konecéné roz-
sirent téles je algebraické.

Dukaz. (i) Je-li T = R(a) pro a € T, ktery je algebraicky nad R, pak
podle predchozi véty je [T': R] = [R(a) : R] = st f, kde f € R[z] je minimaln{
polynom prvku a nad R.

(i) Je-li R C T konecné rozsiteni téles, pak [T : R] = m je pfirozené
¢islo. Pro libovolny prvek ¢ € T jsou prvky 1,¢,¢2,...,t™ linedrné z4vislé nad
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R, nebot je jich vice nez dimp T = m. Existuji tedy ro,r1,...,7n € R, ne
vSechny nulové, tak, ze > " r;t* = 0, odkud r = rpz™ +- - -+ rx+7r9 € R[]
je nenulovy polynom s korenem ¢, a tedy t je algebraicky nad R.

Véta. Necht R C T je rozsirend téles. Pak plati: R C T je jednoduché
rozsirent, pravé kdyz existuje polynom f € R[x|, ktery je ireducibilni nad R, a
izomorfismus okruhi ¢ : T — R[x]/(f) tak, Ze nasledujici diagram komutuje
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Diuikaz. Piedpoklddejme, Ze takové f a ¢ existuji a ozna¢me a = ¢~ (),
kde a = 7(z) = x + (f). Ukdzeme, Ze a je algebraicky nad R a ze T'= R(a).
Necht f = f,x"+---+ fiz+ fo, kde fo, f1,..., fa € R, f,, # 0. Pro libovolné
r € R jsme ztotoznili prvek r s jeho obrazem w(r) = r 4 (f). Z komutativity
diagramu pak plyne rovnost ¢(r) = w(r) =7+ (f) =r.

Protoze o« = p(a), pro libovolny polynom g = g™+ -+g1x+go € R|x]
plati

™

[z]/(f)

¢(g(a)) = p(gma™ + -+ qra+ go) =
= p(gm)a™ + -+ (g1 + ©(g0) =
= g™ + -+ gra+ go = g(a).

Tuto hodnotu g(«) € Rlz]/(f) muzeme déle upravit

g(a) = gma™ + -+ gra+ go =
=(Gm+ () @+ +-+ (@ + () @+ () +(90+(f) =
=gnx™+ -+ qgr+go+ (f) =g+ (f).

Specidlné pro g = f dostaneme f(a) = f + (f) = 0+ (f), coz je nula
v télese R[z]/(f). Proto a € R[z]/(f) je kofenem polynomu f. Protoze ¢ je
injektivni, z ¢(f(a)) = f(a) = ¢(0) plyne, ze f(a) =0 a ze a je algebraicky
nad R.

Pro libovolny ¢ € T plati ¢(t) = g+ (f) pro vhodny g € R|x]. Pak z vyse
vypocéteného

p(t) =g+ (f) = gla) = ¢(g(a)),
a tedy t = g(a), vzdyt ¢ je injektivni. Proto T' = R(a).



Naopak, predpoklddejme, ze T' = R(a). Podle (1) plati T' = R[a] a pte-
kreslenim diagramu (2) dostaneme potiebné, vzdyt inverzni zobrazeni k izo-
morfismu okruht je izomorfismus okruh.

Poznamka. Predchozi véta je ve skriptech nepresné formulovand (jde
o vétu 11.12 na strané 114). V jejim dukaze sice chyba neni, ale nedokazuje
se zde presné to, co je ve znéni véty.

Véta. Necht R C T je rozsiveni téles. Oznacme A mnoZinu vsech proki
t € T, které jsou algebraické nad R. Pak A je podtéleso télesa T obsahugict
teleso R.

Diikaz. Ziejmé R C A, nebot kazdy r € R je kofenem nenulového
polynomu z — r € R[z|. Musime dokazat, ze pro kazdé o, € A plati
—o,a+ B,a- B € A, a pokud a # 0, tak také a~! € A. Protoze a je
algebraicky nad R, plati [R(«) : R] < oo. Ziejmeé (R(«))(5) je nejmensi
podtéleso télesa T' obsahujici (R(«)) U{fS}, a tedy nejmensi podtéleso télesa
T obsahujici RU{«, 8}. Proto (R(«))(5) = R(a, B). Protoze 3 je algebraicky
nad R, je také algebraicky nad R(«a) a plati [R(«, 5) : R(a)] < oco. Dohro-
mady [R(«, ) : R] = [R(c,8) : R(a)] - [R(a) : R] < 0. Protoze kazdé
konecéné rozsiteni téles je algebraické, plati, ze —a,a+ B, - 8 € R(a, ), a
pokud « # 0, tak také o= € R(«, 3) jsou algebraické prvky nad R.

Priklad. Aplikujme predchozi vétu na rozsiteni QQ C C. Pak A je téleso
vsech algebraickych cisel. Proto je Q C A algebraické rozsiteni. Neni vSak
konecné. Kdyby totiz [A : Q] = m € N, pak bychom z "V2 € A a
[Q(™V/2) : Q] = m + 1 dostali spor m + 1 | m. (Rovnost [Q(+/2) : Q] = n
pro libovolné n € N plyne z toho, ze polynom z™ — 2 je ireducibilni nad Q
podle Eisensteinova kriteria.)



