
Algebra II 7. Přednáška1

Věta. Necht’ R ⊆ T je rozš́ıřeńı těles, a ∈ T prvek algebraický nad R.
Necht’ f ∈ R[x] je minimálńı polynom prvku a nad R. Pak plat́ı

R(a) = R[a] = {g(a) | g ∈ R[x]} = {g(a) | g ∈ R[x], st g < st f}. (1)

Nav́ıc stupeň rozš́ıřeńı [R(a) : R] = st f .

Důkaz. Necht’ ϕ : R[x]→ T je homomorfismus okruh̊u určený předpisem
ϕ(g) = g(a) pro každé g ∈ R[x]. Následuj́ıćı diagram komutuje:
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Zřejmě obraz ϕ(R[x]) = {g(a) | g ∈ R[x]}) je podokruh tělesa T obsahuj́ıćı
R ∪ {a}. Naopak každý podokruh tělesa T obsahuj́ıćı R ∪ {a} obsahuje g(a)
pro každé g ∈ R[x]. Je tedy ϕ(R[x]) = R[a] a náš diagram můžeme upravit
do tvaru
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Podle věty o minimálńım polynomu plat́ı, že každý polynom g ∈ R[x], který
má kořen a, je dělitený polynomem f v R[x]. Proto jádro

ker ϕ̃ = kerϕ = {g ∈ R[x] | g(a) = 0} = (f),

kde (f) je hlavńı ideál generovaný polynomem f . Proto
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Protože R[x]/(f) ∼= R[a], což je je podokruh tělesa T , a tedy obor integrity,
je (f) prvoideál okruhu R[x]. Protože R je těleso, znamená to, že (f) je
maximálńı ideál okruhu R[x] (a také že f je ireducibilńı nad R, což už v́ıme).
Proto R[x]/(f) ∼= R[a] je těleso, a tedy nejmenš́ı podtěleso tělesa T obsahuj́ıćı
R ∪ {a}. Dostali jsme R(a) = R[a].

1Pouze část přednášky, která se nenacháźı ve skriptech profesora Rosického.



Označme n = st f . Pro každý polynom g ∈ R[x] existuj́ı polynomy q, r ∈
R[x] tak, že g = q · f + r, st r < n. Přitom g(a) = q(a) · f(a) + r(a) = r(a).
Dokázali jsme (1).

Je-li r = rn−1x
n−1 + · · ·+ r1x+ r0 ∈ R[x], pak

r(a) = rn−1a
n−1 + · · ·+ r1a+ r0,

a tedy R[a] jakožto vektorový prostor nad R má systém generátor̊u

1, a, a2, . . . , an−1. (3)

Kdyby vektory (3) byly lineárně závislé nad R, existovaly by r0, r1, . . . , rn−1 ∈
R, ne všechny nulové, tak, že

∑n−1
i=0 ria

i = 0, odkud

r = rn−1x
n−1 + · · ·+ r1x+ r0 ∈ R[x]

by byl nenulový polynom s kořenem a splňuj́ıćı st r < n = st f , spor. Jsou
tedy (3) lineárně nezávislé nad R, odkud [R(a) : R] = st f .

Poznámka. Necht’ R ⊆ T je rozš́ı̌reńı těles, a ∈ T prvek transcendentńı
nad R. Pak stejným postupem ukážeme, že R[a] ∼= R[x], což neńı těleso, a
tedy R[a] 6= R(a). V tomto př́ıpadě je R(a) pod́ılové těleso okruhu R[a], tedy

R(a) ∼= {hg | h, g ∈ R[x], g 6= 0}

s obvyklými operacemi sč́ıtáńı a násobeńı zlomk̊u.

Definice. Necht’ R ⊆ T je rozš́ı̌reńı těles. Řekneme, že toto rozš́ı̌reńı je

• jednoduché, existuje-li a ∈ T , který je algebraický nad R, takový, že
T = R(a);

• konečné, je-li [T : R] <∞;

• algebraické, je-li každý prvek t ∈ T algebraický nad R.

Věta. Každé jednoduché rozš́ıřeńı těles je konečné. Každé konečné roz-
š́ıřeńı těles je algebraické.

Důkaz. (i) Je-li T = R(a) pro a ∈ T , který je algebraický nad R, pak
podle předchoźı věty je [T : R] = [R(a) : R] = st f , kde f ∈ R[x] je minimálńı
polynom prvku a nad R.

(ii) Je-li R ⊆ T konečné rozš́ı̌reńı těles, pak [T : R] = m je přirozené
č́ıslo. Pro libovolný prvek t ∈ T jsou prvky 1, t, t2, . . . , tm lineárně závislé nad
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R, nebot’ je jich v́ıce než dimR T = m. Existuj́ı tedy r0, r1, . . . , rm ∈ R, ne
všechny nulové, tak, že

∑m
i=0 rit

i = 0, odkud r = rmx
m+ · · ·+r1x+r0 ∈ R[x]

je nenulový polynom s kořenem t, a tedy t je algebraický nad R.

Věta. Necht’ R ⊆ T je rozš́ıřeńı těles. Pak plat́ı: R ⊆ T je jednoduché
rozš́ıřeńı, právě když existuje polynom f ∈ R[x], který je ireducibilńı nad R, a
izomorfismus okruh̊u ϕ : T → R[x]/(f) tak, že následuj́ıćı diagram komutuje
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Důkaz. Předpokládejme, že takové f a ϕ existuj́ı a označme a = ϕ−1(α),
kde α = π(x) = x+ (f). Ukážeme, že a je algebraický nad R a že T = R(a).
Necht’ f = fnx

n + · · ·+f1x+f0, kde f0, f1, . . . , fn ∈ R, fn 6= 0. Pro libovolné
r ∈ R jsme ztotožnili prvek r s jeho obrazem π(r) = r+ (f). Z komutativity
diagramu pak plyne rovnost ϕ(r) = π(r) = r + (f) = r.

Protože α = ϕ(a), pro libovolný polynom g = gmx
m+· · ·+g1x+g0 ∈ R[x]

plat́ı

ϕ(g(a)) = ϕ(gma
m + · · ·+ g1a+ g0) =

= ϕ(gm)αm + · · ·+ ϕ(g1)α + ϕ(g0) =

= gmα
m + · · ·+ g1α + g0 = g(α).

Tuto hodnotu g(α) ∈ R[x]/(f) můžeme dále upravit

g(α) = gmα
m + · · ·+ g1α + g0 =

= (gm + (f)) · (x+ (f))m + · · ·+ (g1 + (f)) · (x+ (f)) + (g0 + (f)) =

= gmx
m + · · ·+ g1x+ g0 + (f) = g + (f).

Speciálně pro g = f dostaneme f(α) = f + (f) = 0 + (f), což je nula
v tělese R[x]/(f). Proto α ∈ R[x]/(f) je kořenem polynomu f . Protože ϕ je
injektivńı, z ϕ(f(a)) = f(α) = ϕ(0) plyne, že f(a) = 0 a že a je algebraický
nad R.

Pro libovolný t ∈ T plat́ı ϕ(t) = g+ (f) pro vhodný g ∈ R[x]. Pak z výše
vypočteného

ϕ(t) = g + (f) = g(α) = ϕ(g(a)),

a tedy t = g(a), vždyt’ ϕ je injektivńı. Proto T = R(a).
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Naopak, předpokládejme, že T = R(a). Podle (1) plat́ı T = R[a] a pře-
kresleńım diagramu (2) dostaneme potřebné, vždyt’ inverzńı zobrazeńı k izo-
morfismu okruh̊u je izomorfismus okruh̊u.

Poznámka. Předchoźı věta je ve skriptech nepřesně formulovaná (jde
o větu 11.12 na straně 114). V jej́ım d̊ukaze sice chyba neńı, ale nedokazuje
se zde přesně to, co je ve zněńı věty.

Věta. Necht’ R ⊆ T je rozš́ıřeńı těles. Označme A množinu všech prvk̊u
t ∈ T , které jsou algebraické nad R. Pak A je podtěleso tělesa T obsahuj́ıćı
těleso R.

Důkaz. Zřejmě R ⊆ A, nebot’ každý r ∈ R je kořenem nenulového
polynomu x − r ∈ R[x]. Muśıme dokázat, že pro každé α, β ∈ A plat́ı
−α, α + β, α · β ∈ A, a pokud α 6= 0, tak také α−1 ∈ A. Protože α je
algebraický nad R, plat́ı [R(α) : R] < ∞. Zřejmě (R(α))(β) je nejmenš́ı
podtěleso tělesa T obsahuj́ıćı (R(α))∪ {β}, a tedy nejmenš́ı podtěleso tělesa
T obsahuj́ıćı R∪{α, β}. Proto (R(α))(β) = R(α, β). Protože β je algebraický
nad R, je také algebraický nad R(α) a plat́ı [R(α, β) : R(α)] < ∞. Dohro-
mady [R(α, β) : R] = [R(α, β) : R(α)] · [R(α) : R] < ∞. Protože každé
konečné rozš́ı̌reńı těles je algebraické, plat́ı, že −α, α + β, α · β ∈ R(α, β), a
pokud α 6= 0, tak také α−1 ∈ R(α, β) jsou algebraické prvky nad R.

Př́ıklad. Aplikujme předchoźı větu na rozš́ı̌reńı Q ⊆ C. Pak A je těleso
všech algebraických č́ısel. Proto je Q ⊆ A algebraické rozš́ı̌reńı. Neńı však
konečné. Kdyby totiž [A : Q] = m ∈ N, pak bychom z m+1

√
2 ∈ A a

[Q( m+1
√

2) : Q] = m + 1 dostali spor m + 1 | m. (Rovnost [Q( n
√

2) : Q] = n
pro libovolné n ∈ N plyne z toho, že polynom xn − 2 je ireducibilńı nad Q
podle Eisensteinova kriteria.)
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