
Algebra II 9. Přednáška1

Věta. Necht’ R ⊆ R(α) je jednoduché rozš́ıřeńı těles, jeho stupeň označme n =
[R(α) : R]. Necht’ R ⊆ K je rozš́ıřeńı těles. Pak existuje nejvýše n homomorfism̊u
ϕ : R(α) → K takových, že diagram

R
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R(α) ϕ // K

(1)

komutuje, (tj. zúžeńı ϕ|R = idR). Nav́ıc plat́ı, že každý takový homomorfismus ϕ je
určen jednoznačně svou hodnotou ϕ(α), která je kořenem minimálńıho polynomu
f ∈ R[x] prvku α ∈ R(α) nad R.

Důkaz. Zřejmě st f = n, dále v́ıme, že R(α) = R[α] = {g(α); g ∈ R[x]}
(připomeňme, že R(α) je nejmenš́ı těleso obsahuj́ıćı podmnožinu R ∪ {α}, kdežto
R[α] je nejmenš́ı okruh obsahuj́ıćı podmnožinu R ∪ {α}). Obecný prvek z R[x] je
tvaru g = gmx

m + · · · + g1x + g0, kde g0, g1, . . . , gm ∈ R. Předpokládejme, že pro
homomorfismus ϕ : R(α)→ K diagram (1) komutuje, a tedy ϕ(gi) = gi pro každé
i. Protože ϕ je homomorfismus, můžeme poč́ıtat

ϕ(g(α)) = ϕ(gmαm + · · ·+ g1α + g0)
= ϕ(gm) · ϕ(α)m + · · ·+ ϕ(g1) · ϕ(α) + ϕ(g0)
= gmϕ(α)m + · · ·+ g1ϕ(α) + g0

= g(ϕ(α)).

Předchoźı výpočet znamená, že ze známe-li ϕ(α), jsme schopni určit ϕ(g(α)) pro
každé g ∈ R[x]. Speciálně pro g = f dostáváme 0 = ϕ(0) = ϕ(f(α)) = f(ϕ(α)),
a tedy ϕ(α) je kořen f v K. V tělese K však nemůže mı́t polynom f v́ıce kořen̊u
než n = st f , proto ani homomorfismů ϕ, pro které komutuje diagram (1), neńı
v́ıce než n.

Dodatek k větě. Necht’ R ⊆ R(α) je jednoduché rozš́ıřeńı těles, jeho stupeň
označme n = [R(α) : R]. Necht’ R ⊆ K je rozš́ıřeńı těles a f je minimálńı polynom
prvku α nad R. Necht’ β ∈ K je kořen polynomu f . Pak existuje (a to jediný)
homomorfismus ϕ : R(α)→ K splňuj́ıćı, že diagram (1) z předchoźı věty komutuje
a že ϕ(α) = β.

Důkaz. Necht’ ψ : R[x] → R(α) a χ : R[x] → K jsou homomorfismy okruh̊u
určené předpisy ψ(g) = g(α) a χ(g) = g(β) pro každé g ∈ Z[x]. Protože obrazem
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homomofismu ψ je R[α] = R(α), je ψ surjektivńı. Dostáváme komutativńı diagram
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Protože f je minimálńı polynom prvk̊u α i β nad R, plat́ı kerψ = kerχ = (f).
Proto existuj́ı injektivńı homomorfismy okruh̊u ψ̄ a χ̄ tak, že následuj́ıćı diagram
komutuje. Protože ψ surjektivńı, je i ψ̄ surjektivńı, tedy je to izomorfismus. Stač́ı
položit ϕ = χ̄ ◦ ψ̄−1.
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Dodatek k větě je dokázán, stač́ı si uvědomit, že cesta diagramem z R doprava do
K dává totéž jako cesta z R úplně nahoru a vpravo po χ̄ = ϕ ◦ ψ̄, což dává totéž
jako z R doleva a pak po ϕ.

Poznámka. Necht’ R ⊆ R(α) je jednoduché rozš́ı̌reńı, n = [R(α) : R]. Necht’
homomorfismus ϕ : R(α)→ R(α) je takový, že diagram

RN n
⊆
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R(α) ϕ // R(α)

(2)

komutuje. Pak ϕ je bijekce (jinými slovy ϕ je automorfismus tělesa R(α) po-
nechávaj́ıćı na mı́stě prvky tělesa R, tj. ∀r ∈ R : ϕ(r) = R), protože

• ϕ je injekce, nebot’ R(α) je těleso,

• ϕ je surjekce, nebot’ ϕ lze chápat jako lineárńı zobrazeńı vektorových prostor̊u
R(α)→ R(α) nad tělesem R konečné dimenze.

Pak množina všech automorfismů ϕ takových, že diagram (2) komutuje, tvoř́ı
grupu vzhledem ke skládáńı zobrazeńı. Tato grupa má podle výše uvedené věty
nejvýše n prvk̊u.
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Aplikace na konečná tělesa

Necht’ K je konečné těleso charakteristiky charK = p. Pak K = Zp(α) pro
vhodné α ∈ K. Každý automorfismus ϕ : K → K splňuje ϕ(r) = r pro každé
r ∈ Zp, nebot’ je-li r = 1 + · · ·+ 1 + 1︸ ︷︷ ︸

n

, pak

ϕ(r) = ϕ(1) + · · ·+ ϕ(1) + ϕ(1)︸ ︷︷ ︸
n

= 1 + · · ·+ 1 + 1︸ ︷︷ ︸
n

= r.

Definujme zobrazeńı ψ : K → K předpisem ψ(u) = up pro každé u ∈ K.
Protože umocňujeme v komutativńım okruhu na prvoč́ıselnou charakteristiku, pro
každé u, v ∈ K plat́ı

ψ(u+ v) = (u+ v)p = up + vp = ψ(u) + ψ(v),
ψ(uv) = (uv)p = upvp = ψ(u)ψ(v),
ψ(1) = 1p = 1.

A tedy ψ je homomorfismu okruh̊u, který je injektivńı (K je těleso) i surjektivńı
(K je konečná množina). Proto ψ ∈ Aut(K), kde Aut(K) je grupa automorfismů
tělesa K. Snadno dokážeme indukćı vzhledem ke k ∈ N, že ψk(u) = up

k pro každé
u ∈ K. Skutečně, pro k = 1 jde o definici ψ. Jestliže rovnost plat́ı pro nějaké
k ∈ N, pak

ψk+1(u) = (ψ ◦ ψk)(u) = ψ(ψk(u)) = ψ(upk) = (upk)p = up
k+1
.

Označme n = [K : Zp], pak |K| = pn. Výše jsme odvodili, že |Aut(K)| ≤ n.
Určeme řád prvku ψ v grupě (Aut(K), ◦). Pro libovolné k ∈ N tedy plat́ı následuj́ıćı
ekvivalence:

ψk = id ⇔ ∀u ∈ K : upk = u

⇔ ∀u ∈ K : u je kořen polynomu xp
k − x.

Jestliže tedy pro nějaké k ∈ N plat́ı ψk = id, pak polynom xp
k − x stupně pk má

|K| = pn kořen̊u, a tedy pn ≤ pk, odkud n ≤ k.
Dostali jsme, že řád prvku ψ je alespoň n. Protože |Aut(K)| ≤ n, muśı být řád

prvku ψ roven n, a tedy plat́ı, že Aut(K) je cyklická grupa generována ψ.

Označeńı. Necht’ K je konečné těleso. Automorfismus ψ : K → K defino-
vaný výše (tj. umocňováńı na charakteristiku) nazýváme Frobeni̊uv automorfismus
tělesa K.

Věta. Necht’ K je konečné těleso charakteristiky p. Necht’ α ∈ K je takové,
že K = Zp(α). Pak minimálńı polynom prvku α nad Zp se rozkládá v K[x] na
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lineárńı činitele, a to takto:

f =
n−1∏
i=0

(x− αpi),

kde n = [K : Zp], tj. |K| = pn.

Důkaz. Protože n = st f , stač́ı ověřit, že pro každé i = 0, . . . , n − 1 je αpi

kořen f a že tyto kořeny jsou r̊uzné. Necht’ ψ je Frobeni̊uv automorfismus tělesa
K. Vı́me, že Aut(K) = 〈ψ〉 = {id, ψ, ψ2, . . . , ψn−1︸ ︷︷ ︸

r̊uzné automorfismy

}. Podle předchoźıch vět jsou α,

ψ(α) = αp, ψ2(α) = αp
2 , . . ., ψn−1(α) = αp

n−1 kořeny f , a to r̊uzné.

Normované ireducibilńı polynomy nad Zp

Označeńı. Necht’ p je prvoč́ıslo, d ∈ N. Označme Mp,d (resp. mp,d) součin
(resp. počet) všech normovaných polynomů f ∈ Zp[x] stupně d, které jsou iredu-
cibilńı nad Zp.

Př́ıklad.

M2,2 = x2 + x+ 1; m2,2 = 1,
M2,1 = (x+ 1) · x; m2,1 = 2.

Poznámka. Zřejmě mp,n ≥ 1 pro každé prvoč́ıslo p a každé n ∈ N. Vskutku,
v́ıme, že existuje těleso K maj́ıćı pn prvk̊u, přitom K = Zp(α) pro vhodné α,
přičemž minimálńı polynom prvku α nad Zp má stupeň [K : Zp] = n.

Věta. Pro každé prvoč́ıslo p a každé n ∈ N plat́ı∏
d∈N
d|n

Mp,d = xp
n − x,

a tedy ∑
d∈N
d|n

d ·mp,d = pn.

Důkaz. Ukážeme, že z prvńı rovnosti plyne druhá. Protože v́ıme, že Mp,d je
součinem právě mp,d polynomů stupně d, plat́ı stMp,d = d ·mp,d, a tedy můžeme
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poč́ıtat ∑
d∈N
d|n

d ·mp,d =
∑
d∈N
d|n

stMp,d = st
∏
d∈N
d|n

Mp,d = st(xpn − x) = pn.

K

n Zp(α)
d

Zp

Necht’ těleso K má pn prvk̊u, v́ıme, že ∏
α∈K(x−α) = xp

n−x
(viz d̊ukaz věty dokazuj́ıćı existenci tělesa o pn prvćıch jakožto
rozkladového tělesa polynomu xp

n − x). Proto libovolný nor-
movaný ireducibilńı polynom z Zp[x], který je dělitelem po-
lynomu xp

n − x, se rozkládá na lineárńı činitele v K[x], a
má tedy všechny kořeny v K, a je tedy jejich minimálńım
polynomem. Pro libovolné α ∈ K označme fα minimálńı po-
lynom prvku α ∈ K nad Zp, pak d = st fα = [Zp(α) : Zp].

Z multiplikativity stupně rozš́ı̌reńı plyne d | n. Dostali jsme, že každý normo-
vaný ireducibilńı polynom děĺıćı xpn − x je dělitelem polynomu Mp,d pro vhodné
d | n. Protože xpn − x nemá násobné kořeny, plyne z jednoznačnosti rozkladu na
ireducibilńı činitele v Zp[x], že

xp
n − x |

∏
d∈N
d|n

Mp,d.

Libovolný normovaný ireducibilńı polynom h ∈ Zp[x] stupně d | n nám dává
těleso Zp[x]/(h) maj́ıćı pd prvk̊u, přičemž β = x+(h) je kořenem h. Protože každý
prvek tělesa maj́ıćıho pd prvk̊u je kořenem polynomu xpd −x, je β kořenem tohoto
polynomu a proto minimálńı polynom h prvku β splňuje h | xpd − x. Využijeme
známého vzorce

A−B | (A−B)(Am−1 + Am−2B + · · ·+Bm−1) = Am −Bm.

Z d | n volbou A = pd, B = 1, m = n
d

dostáváme, že pd − 1 | pn − 1. Odtud
zase volbou A = xp

d−1, B = 1, m = pn−1
pd−1 plyne xp

d−1 − 1 | xpn−1 − 1. Proto
xp

d − x = x · (xpd−1 − 1) | x · (xpn−1 − 1) = xp
n − x. Celkem tedy h | xpn − x. Opět

využit́ım jednoznačnosti rozkladu na ireducibilńı činitele v Zp[x] dostáváme, že∏
d∈N
d|n

Mp,d | xp
n − x.

Oba polynomy jsou normované, proto z obou dělitelnost́ı plyne rovnost.
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