Algebra II 9. Pfednaska!

Véta. Necht R C R(«) je jednoduché rozsirent téles, jeho stupen oznacme n =
[R(a) : R]. Necht R C K je rozsitent téles. Pak existuje nejugse n homomorfismii
¢: R(a) — K takovych, Ze diagram

R (1)

komutuge, (tj. ziZeni p|g = idg). Navic plati, Ze kazdy takovy homomorfismus ¢ je
urcen jednoznacné svou hodnotou ¢(«), kterd je korenem minimdlniho polynomu
[ € Rlz] prvku a € R(a) nad R.

Dukaz. Ziejmé st f = n, dile vime, ze R(a) = Rla] = {g(a);9 € R[z]}
(pfipomenme, ze R(a) je nejmensi téleso obsahujici podmnozinu R U {«a}, kdezto
R[a] je nejmensi okruh obsahujici podmnozinu R U {a}). Obecny prvek z R[z] je
tvaru g = g™ + -+ + g1 + 9o, kde go, g1, ..., 9m € R. Predpokladejme, Ze pro
homomorfismus ¢ : R(a) — K diagram (1) komutuje, a tedy ¢(g;) = g; pro kazdé
. Protoze ¢ je homomorfismus, mizeme pocitat

p(g(a)) = p(gma™ + -+ + gra + go)
= @(gm) - (@)™ + -+ (1) - p(a) + ¢(g0)
= gmp(a)™ + -+ g1p(a) + go
= g(p(a)).

Predchozi vypocet znamend, ze ze zname-li p(«a), jsme schopni uréit ¢(g(«)) pro
kazdé g € R[z|. Specidlné pro g = f dostavame 0 = ¢(0) = p(f(@)) = f(o(a)),
a tedy ¢(«) je koten f v K.V télese K vSak nemuze mit polynom f vice kofenu
nez n = st f, proto ani homomorfismu ¢, pro které komutuje diagram (1), neni
vice nez n.

Dodatek k vét&. Necht R C R(«) je jednoduché rozsireni téles, jeho stuperi
oznacme n = [R(a) : R]. Necht R C K je rozsirend téles a f je minimdlni polynom
prvku « nad R. Necht B € K je koren polynomu f. Pak existuje (a to jeding)
homomorfismus ¢ : R(a) — K spliujici, Ze diagram (1) z predchozi véty komutuje
a ze p(a) = B.

Diukaz. Necht ¢ : R[z] = R(«a) a x : R[z] = K jsou homomorfismy okruht
urcené predpisy ¥(g) = g(a) a x(g) = g(5) pro kazdé g € Z[x]. Protoze obrazem
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homomofismu ¢ je R[a| = R(«), je ¢ surjektivni. Dostdvame komutativni diagram

AR

R(a) <=>RS

K

Protoze f je minimélni polynom prvka a i § nad R, plati kery) = ker x = (f).
Proto existuji injektivni homomorfismy okruhti ¥ a y tak, Ze nasledujici diagram
komutuje. Protoze 1 surjektivni, je i 1 surjektivni, tedy je to izomorfismus. Staci
polozit ¢ = Yo~ L.

Dodatek k vété je dokdzdn, staci si uvédomit, Ze cesta diagramem z R doprava do
K dava totéz jako cesta z R uplné nahoru a vpravo po y = ¢ o, coz dava totéz
jako z R doleva a pak po .

Poznamka. Necht R C R(«a) je jednoduché rozsiteni, n = [R(«) : R]. Necht
homomorfismus ¢ : R(a) — R(«) je takovy, ze diagram
R (2)
/ X

R(«) ‘ R(«)

komutuje. Pak ¢ je bijekce (jinymi slovy ¢ je automorfismus télesa R(«) po-
nechavajici na misté prvky télesa R, tj. Vr € R : ¢(r) = R), protoze

e ¢ je injekce, nebot R(«) je téleso,

e ¢ je surjekce, nebot ¢ lze chapat jako linedrni zobrazeni vektorovych prostorii
R(a) — R(«) nad télesem R kone¢né dimenze.

Pak mnozina vSech automorfismu ¢ takovych, ze diagram (2) komutuje, tvori
grupu vzhledem ke skladani zobrazeni. Tato grupa ma podle vyse uvedené véty
nejvyse n prvki.



Aplikace na konecna télesa

Necht K je konecné téleso charakteristiky char K = p. Pak K = Z,(a) pro
vhodné o € K. Kazdy automorfismus ¢ : K — K spliuje ¢(r) = r pro kazdé
r € Zy, nebot je-lir=1+---4+1+1, pak

or) =) +--F+e1)+e(l)=1+---+14+1=r

n n

Definujme zobrazeni ¢ : K — K predpisem ¢ (u) = u? pro kazdé u € K.
Protoze umocnujeme v komutativnim okruhu na prvociselnou charakteristiku, pro
kazdé u,v € K plati

P(utv) = (u+v)’ =vP+ 0" =p(u) +P(v),
P(uv) = (wv)” = vPv” = Y(u)y(v),
(1) =17 = 1.

A tedy v je homomorfismu okruht, ktery je injektivni (K je téleso) i surjektivni
(K je konetnd mnozina). Proto ¢» € Aut(K), kde Aut(K) je grupa automorfismu
télesa K. Snadno dokézeme indukef vzhledem ke k € N, 7e ¢F(u) = uP" pro kazdé
u € K. Skutecné, pro k = 1 jde o definici . Jestlize rovnost plati pro néjaké
k € N, pak

V) = (P o ) (u) = PP (u) = P(u") = ()P = T

Ozna¢me n = [K : Z,], pak |K| = p". Vyse jsme odvodili, ze |Aut(K)| < n.
Urceme fad prvku ¢ v grupé (Aut(K), o). Pro libovolné k € N tedy plati nasledujici
ekvivalence:

PP =1id < Vue K :u' =u

& Yu € K @ u je kofen polynomu " — .

Jestlize tedy pro né&jaké k € N plati % = id, pak polynom P stupné p*F ma
|K'| = p" kofent, a tedy p" < p*, odkud n < k.

Dostali jsme, ze fad prvku ¢ je alespon n. Protoze |Aut(K)| < n, musi byt rad
prvku ¢ roven n, a tedy plati, ze Aut(K) je cyklickd grupa generovéana 1.

Oznaceni. Necht K je konecné téleso. Automorfismus ¢ : K — K defino-
vany vyse (tj. umocrniovani na charakteristiku) nazyvame Frobenituv automorfismus
télesa K.

Véta. Necht K je konecéné téleso charakteristiky p. Necht o € K je takové,
e K = Zy(a). Pak minimdini polynom prvku o nad Z, se rozklidd v K[z] na
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linearnt cinitele, a to takto:

n—1 )
f = H(ZL‘ —aP )a
i=0
kde n = [K : Zy), tj. | K| = p".
Dikaz. Protoze n = st f, staci ovérit, ze pro kazdé i = 0,...,n — 1 je af'

kofen f a Ze tyto kofeny jsou rtizné. Necht 1 je Frobenitiv automorfismus télesa

K. Vime, 7e Aut(K) = () = {id, ¥, ?,...,¢" '}. Podle predchozich vét jsou a,
ruzné automorfismy

V() = af, P2 (a) = o, ..., " Ha) = a?" ' kofeny f, a to rizné.

Normované ireducibilni polynomy nad Z,

Oznacleni. Necht p je prvocislo, d € N. Oznatme M, 4 (resp. m,4) soucin
(resp. pocet) vSech normovanych polynomt f € Z,[z] stupné d, které jsou iredu-
cibilni nad Z,.

Priklad.

Mo = 2’ +x+ 1 Mmoo =1,
Myy=(x+1)-2; mgy=2.

Poznamka. Ziejmé m,, > 1 pro kazdé prvocislo p a kazdé n € N. Vskutku,
vime, ze existuje téleso K majici p™ prvki, pritom K = Z,(«) pro vhodné a,
pficemz minimélni polynom prvku « nad Z, mé stupen [K : Z,| = n.

Véta. Pro kazZdé prvocislo p a kaZdé n € N plati

n
H Myqg=2a" —x,
deN
din

a tedy

_on
Z d-mpyq=p".
deN
din

Diukaz. UkéZeme, Ze z prvni rovnosti plyne druhd. Protoze vime, Ze M, 4 je
souc¢inem praveé m, ¢ polynomu stupné d, plati st M, 4 = d - m,, 4, a tedy mizeme
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pocitat

> d-mypa =Y st My =st [ Mya =st(a” —z) =p"
deN deN deN
dn din din

Necht téleso K md p™ prvki, vime, Ze [[,cp(x — ) = 27" —x

K (viz dukaz véty dokazujici existenci télesa o p™ prveich jakozto

rozkladového télesa polynomu 2?" — z). Proto libovolny nor-

movany ireducibilni polynom z Z,[z], ktery je délitelem po-

n| Zy(a) lynomu 2?" — xz, se rozkldd4 na linedrni Cinitele v K[x], a

méa tedy vsechny koreny v K, a je tedy jejich minimalnim

polynomem. Pro libovolné o € K ozna¢me f, minimalni po-

Ly lynom prvku o € K nad Z,, pak d = st f, = [Zy(«a) : Z,).

Z multiplikativity stupné rozsiteni plyne d | n. Dostali jsme, Ze kazdy normo-

vany ireducibilni polynom délic{ 27" — 2 je délitelem polynomu M, 4 pro vhodné

d | n. ProtoZe 2" — z nem4 ndsobné kofeny, plyne z jednoznac¢nosti rozkladu na
ireducibilni ¢initele v Z,[x], ze

d

" — x| [] Mya.
deN
din
Libovolny normovany ireducibilni polynom h € Z,[z] stupné d | n nam dava
teleso Z,[x|/(h) majici p? prvki, pricemz 3 = x+ (h) je kofenem h. Protoze kazdy
prvek télesa majiciho p? prvki je kofenem polynomu 2 — 1, je [ korenem tohoto
polynomu a proto minimdlni polynom h prvku g spliuje h | 2?" — z. VyuZijeme
znamého vzorce

A—B| (A= B)(A™ ' + A" 2B + ...+ B" 1) = Am _ B™,

Z d|nvolbou A =7pl B=1 m = % dostavame, Ze p?— 1| p" — 1. Odtud
— (L‘pd_l? B — 17 m = f)’;:i
' —x =z (2" =1) |z (2" ' = 1) = 2" — z. Celkem tedy h | 2" — z. Opét

vyuzitim jednoznacnosti rozkladu na ireducibilni ¢initele v Z,[x] dostdvame, ze

zase volbou A plyne 2#"~1 — 1 | 22"~ — 1. Proto

Il Mpa | 2" — 2.

deN
din

Oba polynomy jsou normované, proto z obou délitelnosti plyne rovnost.



