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Maximalné vérohodné odhady

podzim 2013

Nahodny vybér Xj,..., X, rosahu n z rozdéleni pravdépodobnosti P:
X~P@G=1,...,n
X1,..., X, jsou stochasticky nezavislé

Co to znamena pro vztah mezi simultanni a marginalni hustotou
pravdépodobnosti f(x) (pravdépodobnostni funkci p(x)) 2

Rozdéleni pravdépodobnosti zavislé na parametru (parametrech) 0:
f(x),p(x) jako funkce proménné 6 = L(6)
Vérohodnostni funkce L(0) a logaritmicka vérohodnostni funkce [(6):

L(0) =L(6;x1,...,%,) = ﬂf(x,-;e) = ﬁp(xi;e)
10) =1(6;x1,...,xp) =InL(6;x1,...,x,) = ilnf(xi;()) = Zlnp(xi;())
i=1 '

Jak odhadnout 8 ze znalosti Xy,...,X; ?
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Maximalné vérohodné odhady

Myslenka: parametr 6 odhadneme hodnotou, ktera je pfi daném ndhodném
vybéru ze znamého rozdéleni pravdépodobnosti nejvice pravdépodobna.

Maximalné vérohodny odhad (MLE = maximum likelihood estimator) §ML
parametru @ se ziska maximalizaci vérohodnostni funkce L(6):

OmL : L(6;x1,...,x4) — mglx, resp. 1(0;x1,...,%) — meax

To znamena najit stacionarni bod funkce 1(6) vzhledem k 6,

a%1(9) =0 (vérohodnostni rovnice),

a ovéfit 2. diferencial, resp. derivaci,

82

—1 .
002 () 0=0p. <0

Pozndmka: v pfipadé véktoru parametr(i 6 fesime soustavu vérohodnostnich rovnic pro 6
z 1. derivaci a ovéfujeme negativni definitnost matice 2. derivaci.



Ondfrej Pokora M5120 Linearni istické modely | - a do cviceni 4/39 podzim 2013

MLE - priklady (1)

1. Najdéte ML-odhad parametru 6 € [0,1] pro ndhodny vybér X1, ..., X,
z binomického rozdéleni Bi(N, 6) (N € IN znamé) s pravdépodobnostni
funkci

p(x) = (I;’)G"(l — 0N pro x=0,1,...,N; p(x) =0 jinak.
2. Najdéte ML-odhad parametru 6 € [0, 1] pro ndhodny vybér Xy, ..., X,
z geometrického rozdéleni Ge(#) s pravdépodobnostni funkci
p(x) = (1—6)*0 pro x € Ny; p(x) =0 jinak.

3. Najdéte Ml-odhady parametrti 1 € R a 0 > 0 pro nahodny vybér
Xy,..., X, z Gaussova rozdéleni N(y,crz) s hustotou pravdépodobnosti

_ (x —p)?
f(x)fvszzexp {_ 202 ]

4. Najdéte ML-odhady parametrti # € R a 0> > 0 pro ndhodny vybér
Xy, ..., Xy z logaritmického normélniho rozdéleni LN (y, 02):

flx) =

(Inx — ;4)2

1
—exp | — ro x > 0; x) =0 jinak.
P Je =01
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MLE - priklady (2)

5. Najdéte ML-odhad parametru # > 0 pro ndhodny vybér Xy, ..., X,
z exponencialniho rozdéleni Ex(y) s hustotou pravdépodobnosti
1 X .
f(x) = ﬁexp ~ pro x>0;  f(x) =0 jinak.

6. Najdéte ML-odhad parametru A > 0 pro ndhodny vybér Xy, ..., X,
z exponencialniho rozdéleni Ex(A) s hustotou pravdépodobnosti

f(x) =Aexp[—Ax] pro x>0;  f(x) =0 jinak.

7. Najdéte ML-odhady parametrtt A > 0 a k > 0 pro ndhodny vybér X, ..., X,
z Weibullova rozdéleni Wb(A, k) s hustotou pravdépodobnosti

fx) =kAax1 exp [—/\xk] pro x > 0; f(x) =0 jinak.

8. Najdéte ML-odhad parametru s > 0 pro nahodny vybér X3, ..., X,
z Rayleighova rozdéleni Ra(s) s hustotou pravdépodobnosti

2
flx) = gexp [—;S] pro x>0;  f(x) =0 jinak.
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MLE - priklady (3)

9. Najdéte ML-odhad parametru A > 0 pro ndhodny vybér Xy, ..., X,
z Gamma rozdéleni T'(A, k) (k > 0) s hustotou pravdépodobnosti

k
flx) = le)xk_l exp[—Ax] pro x>0,  f(x) =0 jinak.

Najdéte také vérohodnostni rovnici pro ML-odhad k.
Pomticka: & InT'(k) = ¥ (k) = digamma funkce.

*. Dalsi ptiklady pro odvozeni ML-odhadd parametrt v rozdélenich
s podobnymi tvary hustot naleznete na strance dr. Forbelské.
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MLE - fesSeni priklad

7/39

podzim 2013

fme =

n

)
—_

=X, oL = = (X — fimL)?

i=1

1 L “3 1 L ~ 2
=Y InX;, Aw=-) (InX;i—jim)
ni3 i3
X
1
X
n
n Xk

B

, ML-rovnice pro k: ¥ (ky) = InA + X
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Odhady parametr momentovou metodou

Odhady parametra tzv. metodou momentl spociva ve vyjadreni nékolika
prvnich (tolik, kolik potfebujeme) momentt M, rozdéleni pravdépodobnosti

nahodné veliciny X,
M, = E(X?) p=12,...).

Teoretické momenty M, zévisi na neznamych parametrech, které chceme
odhadnout.

Momenty M, v rovnici (rovnicich) nahradime (aproximujeme)
vybérovymi momenty 1, ,

mp:

které zavisi pouze na ndhodném vybéru. Algebraickym vyjadfenim (pfip.
numerickym vypoctem) hledanych parametr(i z rovnice (systému rovnic) pro m,

obdrzime odhady 6 momentovou metodou.
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Momentové odhady - priklady
Jako cviceni spoctéte odhady parametru
momentovou metodou v pfikladech
1.=9. pro maximalné vérohodné
odhady. piiklad | My M,
1. N6 N6 (1-6)
Nejdiive odvod'te (pro hustoty 2 |L¢ ﬂ-‘ﬂ;ﬁ
integrovanim), nebo pomoci tabulek ¢i 3 |u 12 4 o
pocitate naleznéte, momenty danych 1 )
rozdéleni pravdépodobnosti, 4 |exp [V T a7 ] exp [2p +20°]
5. |u 2u?
M, = E(XP) p=12...) 6l |1 %
1 2
Pro kontrolu jsou prvni dva momenty 7. % ATET (%) ATET (1 + %)
M3, M> uvedeny v tabulce vpravo. 8. e 2s
9 k k(k+1)
- vy v

Poté odvod'te momentové odhady
parametr(i a porovnejte je s maximalné
vérohodnymi odhady.
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Momentové odhady — reseni prikladi

podzim 2013

1 n
Oznatent: p-ty vybérovy moment = mjy = — Yx' (p=12...)
i=1

~ my
. Oy =—
MTN
~ 1
Om =
14+m
~ S 2
Hm =1, O°M = My — m]
ﬁM:2h1m1—%lnm2 ’ UZlenmz—Zlnml
)\M:ml
~ 1
A= —
m
N Zm% N my
S\ = — , anebo Sy = —=
T 2
2
-~ mq ~ ml
AM:—Z’ kM:—2
mp — my mp —my
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Nahodné vektory

Nahodny vektor X = (Xy,...,X,)" (redlny) je méfitelnd vektorova funkce
X =(Xq,...,Xn) : Q — R", jejiz slozky jsou ndhodné veli¢iny, X; : O — R,
na stejném pravdépodobnostnim prostoru (Q), A, P).

Stredni hodnota E(X) nahodného vektoru je definovana po slozkach:
/
E(X) = (E(X1),..., E(X))"
Kovarian¢ni matice cov(X) (variance-covariance matrix) ndhodného vektoru:
D(X) = COV(X) = {Cifj}ijl , kde Ci,j = C(XUX]) .

cov(X) je ¢tvercova fadu n, symetricka (pro¢?)

hlavni diagonalu tvofi rozptyly D(X;), ostatni slozky jsou kovariance C(X;, X;)

pozitivné semidefinitni, tzn. Vu € R" : ' cov(X)u > 0

Poznamka: Anglicka literatura Casto uZiva spole¢ny pojem variance (var, Var). Potom rozumime:
var(X) = D(X) pro ndhodnou veli¢inu a var(X) = cov(X) pro ndhodny vektor.



Ondfrej Pokora M5120 Linearni istické modely | - a do cviceni 12/39 podzim 2013

Jednoduché transformace nahodnych vektora

Linedrni transformace R" — RR™:
E(a+ BX) =a+ BE(X)
cov(a + BX) = Bcov(X) B’
Linearni forma R" — RR:

E(a+b'X) =a+ b E(X)
D(a+b'X) =b"cov(X)b

Kvadraticka forma R" — R:
E(X'AX) =E(X) AE(X) + Tr[A cov(X)]
a € R™;, BER"™™;, g€ R; b eR™; Ac R"™ pozitivné definitni

Stopa (Trace) matice = Tr(C) = Y/ 1 {ci;}
Plati: Tr(ABC) = Tr(BCA) = Tr(CAB)
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Znamé vzorce ve vektorové (maticové) formeé

podzim 2013

i-t4 slozka ndhodného vektoru

X;=¢e X, kde e; = (04,...,0;_1,1;,0i11,-..,0,)" je jednotkovy vektor

vybérovy primér

X:

S
M-

Il
-

Xizi(l,---,l)X:(%,---,%)X

1
druhy vybérovy moment
1 ., 1, . . -
p” Z X = EX I, X, kde I, je jednotkova matice fadu n
i=1
¢tverec vybérového priméru

- -/ 1
(X2 =XX= EX/ Jn X, kde Ju = {1}},_; je matice jednicek
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Nahodné vektory — priklady (1)

V nésledujicich p¥ikladech spotitejte E(X), cov(X) ndhodného vektoru X:
13. Znate: E(X;) = 10, C(Xi,X») =ij, (i,j = 1,2).

14. Znate: E(X;) = 107, D(X;) =2, (i,j = 1,2,3); R(X;, Xj) =05proi#j.
15. X je ndhodny vybér rozsahu 4 z rozdéleni N(10,4).

16. X je ndhodny vybér rozsahu 5 z rozdéleni Ex(A).

X1 20 X1 100 0 25
17. Znate: E | Xo | = [30 ] ,cov [ Xo | = ? 9 ? |.Spocitejte stredni
X3 2 X3 ? 9 16

hodnoty, rozptyly, kovariance, korela¢ni koeficienty ndhodnych veli¢in
X1, X5, X3. Které dvojice (trojice) veli¢in jsou stochasticky nezavislé?

18. V ptikladu 17., s vyuzitim vhodnych transformaci, spocitejte:

E(10X3) D(10 X3)
E(2X; —5X3 — Xo) D(2X; —5X3 — Xo)
C(10X5,2X; —5X3 — X») R(10X3,2X; —5X5 — X5)

( (
C(X1 + X5, X3 —Xz) R(X1 + X5, X3 —Xz)
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Nahodné vektory — priklady (3)

23.

24.

25.

26.

Spoctéte stredni hodnotu m = E (Y% + Y3+ Yé) a kovarian¢ni matici
cov(Y), kde Y1 =X, Yo = X1+ Xp, Y3 = X1 + X5 + X3 jsou
transformace vzajemné nezavislych ndhodnych veli¢in Xy, X5, X3,

E(X1) =10, E(X3) =20, E(X3) =30, D(X1) =1, D(X3) =4,D(X3) =9.
Spoctéte stredni hodnotu m = E (Y1Y, + Y2 Y3 + Y3Y7) a kovarian¢ni matici
cov(Y), kde Y1 = X5+ X3, Yo = X1 4+ X3, Y3 = X3 + X5 jsou
transformace vzajemné nekorelovanych slozek ndhodného vektoru X,
E(X) = (10,10,10)', D(X;) = 2.

Spoctéte E(Y), cov(Y)am =E (Y2 + Y3+ Y+ Y3 +2Y1Yy),

kde X1, Xz, X3, X4 jsou ndhodné veliciny, E(X ) = 10 C(X;, X;) = 1.
Zname transformacni vztahy

X1=Y, Xo0=Y2—-Y1, X3=Y3—-Ya, X4 = Y4 —Y3.

Spocitejte stredni hodnotu povrchu hranolu s podstavou tvaru ¢tverce.
Délka hrany podstavy je ndhodna veli¢ina se stfedni hodnotou 10

a rozptylem 1, vyska hranolu je nahodna veli¢ina se stfedni hodnotou 20

a rozptylem 9 a jeji korelaéni koeficient s délkou hrany podstavy je 0,1.
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Nahodné vektory — priklady (3)

19. Ovétte, pro ze vybérovy primér X nédhodného vybéru rozsahu n z rozdéleni
se stfedni hodnotou y a rozptylem ¢ plati: E (X) = p, D (X) = ¢2/n.

20. Ovérte, Ze pro vybérovy rozptyl Sg( nahodného vybéru rozsahu n

z rozdéleni N(p, 0?) plati: E (S%) = o2.

Bonusova téz3f dloha: ovéite, ze D (S%) = 20*/(n — 1).

. Ovéite, pro Ze pro ndhodny vybér rozsahu n z rozdéleni se stfedni

hodnotou u a rozptylem ¢? plati vztah E [3Q; — Q2] = (n — 3)c?,

-\ 2 _
kde Q1 = Ty (Xi —X)"a Q2 = (Xu — X1)? + L5 (Xi — Xi-1)™.
22. Spotitejte E(Y) a cov(Y) transformovaného ndhodného vektoru

-1 1 1

y=[1]+[-1 2]x kdyiE(X)z(loo),cov(X):G i)
0 0 10
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Nahodné vektory — feSeni priklada

18.

22.

23.

24.

25.

26.

E(10X3) = 20 D(10X3) = 1600
E(2X1 —5X3—Xp) =0 D(2X; —5X3 — Xp) = 399
C(10X3,2X; —5X3 — X3) = =390 R(10X3,2X; —5X3 — Xp) ~ —0,488
C(X1 4+ X, X3 — Xp) =25 R(X1 + X, X3 — X3) ~ 0,905
9 7 8 50
EY)=[21], cov(¥)=(8 13 70
(100) (50 70 400)
11 1
m = 4600 + 20 = 4620, cov(Y) = (1 5 5 )
15 14
13 9 4
m=1200+ 14 = 1214, cov(Y) = [ 9 10 1
(4 1 5)
10 12 3 4
E(Y) = | 50 |, m=38004+38 = 3838, co(¥) = |5 ¢ &
40 4 8 12 16

Stfedni hodnota povrchu uvedeného hranolu je rovna 1000 + 3,2 = 1003,2.
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Linearni regresni model (LRM)

popisuje linearni zavislost
P
Y = ﬁ0+2ﬁij+€
j=1

Y je zavisla proménnd, nahodna veli¢ina

X1,...,Xp jsou nendhodné vysvétlujici proménné, tzv. regresory

¢ je nahodna chyba, E(e) = 0, s nezndmym konstatnim rozptylem D(e) = ¢
Bo, B1, - - -, Pp jSOU Nneznamé parametry

tkol regresni analyzy: na zadkladé opakovanych méreni zavislé proménné za
raznych hodnot regresori optimalné urcit parametry By, B1, .. ., Bp modelu

predpokladame, Ze méfeni je opakovano n krat, tzn. proi =1,...,n mame:
p
Yi=Bo+ ) Bjxij+e
j=1

nahodné chyby €1, ..., e, jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné veli¢iny
(i.i.d)
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LRM (Y, X 8,02 1) pIné hodnosti

P
Y; = Bo+ Z Bjxij+e v maticovém tvaru:
j=1

Y, 1 x1 ... X1,p Bo &1
: Do : P ;
Y=XB+e =] S R R I
Yn 1 Xp1 .- xn,,, ,Bp En
N—— N N~
Y X B €

Y je nahodny vektor n pozorovani

regresory tvofi nenadhodnou n x k matici planu (design matrix) X
B je vektor k = p + 1 nezndmych parametr(i

zavislost je 'linearni vzhledem k parametrim B;

vektor nahodnych chyb ma kovariaéni matici D(e) = 02 I,

n >k =p+1, tj. pocet pozorovani je vétsi nez pocet parametrd
matice planu je pIné hodnosti: h(X) =k=p+1
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Metoda nejmensich &tverca (MNC)

V LRM Y = X + e chceme najit vektor parametrt B tak, aby naméfené
hodnoty Y byly optimalné aproximovany vektorem Xp.

Metoda nejmensich ¢tverct (ordinary least-square method) stanovuje odhad
Bjako bod minima penaliza¢ni funkce, ktera je souctem ¢tvercli odchylek:

n ~

Y | Yi—Bo— sz;ﬁ] (Y —XB)’ (Y—Xﬁ)—>mﬁin=>ﬂ

i=1

P¥i splnéni podminek pro LRM plné hodnosti existuje vzdy pravé jedno feseni
této minimaliza¢ni tlohy. To Ize nalézt vyfeSenim soustavy normalnich rovnic

X'Xg = X'Y
Odhad vektoru parametrti v LRM metodou nejmensich ¢tvrecl je tedy tvaru
B=(XX)"'Xv

Poznamka: pfi numerickych vypoctech se inverzni matice nepocita ptimo, ale
vyuziva se napt. Q-R rozkladu.
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Veliciny v LRM (1)

podzim 2013

Aproximované hodnoty zavislé proménné (fitted values, Y-hat)
Y =XB=XXX)"XY

Rezidua (residuals): r =Y — Y
Rezidualni soucet ¢tvercu

kvantifikuje velikost variability, kterou se nepodafilo LRM vysvétlit.
Odhad rozptylu ¢ nahodnych chyb

) 2 Se _ Se
n—k n-p-1

Standardni rezidualni chyba (residual standard error): & = s = V/s2
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Veli¢iny v LRM (2)

22/39

podzim 2013

Regresni soucet soucet ¢tverct

kvantifikuje velikost variability, kterou se LRM podafilo zachytit. Je dan

souctem kvadrata odchylek aproximovanych hodnot od vybérového praméru.

Celkovy soucet soucet ¢tvercli je nasobkem vybérového rozptylu:

n

Si=Y (Yi-Y) = (n-1)Sy
i=1
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Koeficient determinace v LRM

Koeficient determinace (coefficient of determination, R-squared)

R2_1_ Se _ S+ _ S¢/n _ Ml-odhad vysvétleného rozptylu
o St S Si/m Ml-odhad celkového rozptylu

se pouziva ke kvantifikaci pomérné ¢asti variability, kterou se LRM podafilo
vysvétlit

R%Z € [0,1]

V LRM plati: RZ = koeficient mnohonasobné korelace = korela¢ni pomér
Korigovany koeficient determinace (adjusted R-squared, R-bar-squared)

) 2 n—1
R°=1-(1-R =
( i
. Se/(n—k) . i _1_ odhad rozptylu chyb
N Si/(n—1) s2 vybérovy celkovy rozptyl

Ize pouzit pro porovnani riznych podmodeli LRM



Ondfrej Pokora M5120 Linearni istické modely | - a do cviceni 24/39 podzim 2013

Reseni LRM pomoci R

V R fesi LRM piikaz 1m (linear model):
model <- 1m (formule, data=tabulka)

Mame-li zvlast vektor regresort (x) a pozorovani (Y), datovou tabulku (data
frame) vytvotime pifkazem: tabulka <- data.frame (x, Y)

Zapis tzv. formule pro nékteré regresni funkce:

Y = Bog+ Bi1x Y ~ x,nebo Y ~ 1 + x, abolutni ¢len je vkladan implicitné
Y = Bix Y ~0+x
Y =B+ B1x+px? ¥ ~ x + I(x"2)
Y = B1|x| Y ~ 0 + I(abs(x))
Y = By + B1e* Y ~ I(exp(x))
Y =Bo+p1lnx Y ~ I(log(x))

Detailni vysledky a dalsi ¢iselné charakteristiky ziskame pfikazem
vysledky <- summary (model),
pfip. s parametrem correlation=TRUE pro vypocet vybérové korela¢ni matice parametr(.
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Veli¢iny v LRM pomoci R

(Fk—1,n—k)
(k,n —k, k)
R(B)

MNC-odhady parametri

odhady, smérodatné odchylky,
testy vyznamnosti, p-hodnoty

aproximované hodnoty
rezidua

stupné volnosti

matice planu

odhad smérod. odchylky chyb
koeficient determinace
korigovany koef. determinace
celkovy F-test

stupné volnosti

korela¢ni matice pro ﬁ

model$coefficients
coef (model)

vysledky$coefficients
coef (vysledky)

model$fitted.values
fitted.values(model)

model$residuals
residuals (model)

model$df.residual
model .matrix (model)
vysledky$sigma
vysledky$r.squared
vysledky$adj.r.squared
vysledky$fstatistic
vysledky$df

vysledky$correlation

podzim 2013
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Grafy regresnich funkci v R

Pfipravime soufadnicovy systém vhodnych rozméru (prvni dva vektory
min-max), do néjz zatim nic kreslit nebudeme (type="n"), pfidame popisky:
plot (c(0,70), c(-5,60), type="n", xlab="osa x", ylab="osa y")

Pomoci bodu vykreslime data z tabulky, tzn. (x, Y). Prvni dva parametry jsou
vektory x-ovych a y-ovych soutadnic, nasleduji grafické parametry:

points (tabulka$x, tabulka$Y, col=4, pch=24, lwd=1.5, cex=1.0)

Zvolime si dostate¢né hustou sif x-ovych soufadnic (x):
xx <- seq (0, 70, by=0.1)

Dopotitame k nim odpovidajici y-ové soufadnice, tzn. Y,
YY <- predict (model, data.frame (x=xx))

Vykreslime graf funkce jako k¥ivku (x*,ﬁ), podobné jako body:
lines (xx, YY, col=2, lwd=1.5, lty=2)

Obrazek mtzeme ulozit mj. pfikazem dev.copy2pdf (file="obrazek.pdf")
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Ondfrej Pokora M5120 Linearni

LRM - priklady (1)

Datové soubory k nasledujicim pfikladiim jsou dostupné na serveru bart

v adresafi /erko/M5120/data, odkud si je muzete zkopirovat. Pro jednotlivé

soubory postupné navrhnéte nékolik raznych regresnich modelti, spocitejte

odhady parametra a dalsi ¢iselné charakteristiky, a modely porovnejte. Vykreslete

do jednoho obrazku data i grafy spocitanych regresnich funkci. Pozdéji ptidejte

testovani vyznamnosti modelu (F-test) a testy vyznamnosti parametr( (¢-testy).

31. Datovy soubor (C3HE03. txt . Pomoci (obecné) regresni pfimky spocitejte
MNC—odhady vektoru parametru ﬁ aproximace Y, rezidualni soucty Ctvercl
Seas? vLRM (Y,X B, 0% 1) pro data

x| 40| 64|34 ] 15|57 |45
Y [ 33 | 46 |23 |12 | 56 | 40

Jedna se o méfeni zavislosti mnozstvi kyseliny mlé¢né ve 100 ml krve
u matky-provorodic¢ky, x, a jejiho novorozence, Y. Obé veli¢iny jsou
uvadény jako hmotnost v mg.
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LRM - priklady (2)

32.

33.

Datovy soubor [roztaznost.txt. Pomoci regresni pfimky prochéazejici
pocatkem spocitejte MNC- odhady vektoru parametr(i ,B aproximace Y,
rezidualni soucty ¢tvercti S, as? v LRM (Y, X 8,02 1) pro data

x| 10| 20] 30] 40| 50| 60
Y [0.18 | 0.35 | 0.48 | 0.65 | 0.84 | 0.97

Jedna se o méfeni koeficientu teplotni délkové roztaznosti médéné trubky.
Teplotni rozdil od 20 °C je x, prodlouZeni ty¢e je méfena veli¢ina Y.

Datovy soubor palivo.txt . Pomoci (obecné) regresni paraboly spocitejte
MNC-odhady vektoru parametrii ﬁ, aproximace Y, rezidualni souéty tverct

Se as? v LRM (Y, X 8,02 1) pro data
x| 40] 50| 60| 70| 80| 90| 100
Y[ 615860 65|68 81100

Jedna se o méfeni zavislosti spotfeby paliva, Y v /100 km motorového
vozidla na rychlosti, x v km/h, pfi zafazeném stejném rychlostnim stupni.
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LRM - priklady (3)

34.

35.

36.

37.

38.

carb dio.tab: Zkoumejte zavislost koncentrace CO, v atmosféie v letech
1764-1995 pomoci regresni funkce tvaru vhodného polynomu
a exponenecialni funkce. Predikujte hodnoty pro 21. stoleti.

carbon_e.tab: Zkoumejte zavislost uhlikovych emisi v letech 1950-1995
pomoci regresni funkce tvaru vhodného polynomu. Predikujte hodnoty pro
21. stoleti.

globtemp. txt : Zkoumejte zavislost priimérné teploty v letech 1866-1996
pomoci regresni funkce tvaru vhodného polynomu. Predikujte hodnoty pro
21. stoleti.

0il prod.txt : Zkoumejte zavislost objemu vytézené ropy v letech
1880-1988 pomoci regresni funkce tvaru vhodného polynomu

a exponenecialni funkce. Predikujte hodnoty pro 21. stoleti.
population.txt : Zkoumejte zavislost velikosti populace na Zemi na ¢ase
pomoci regresni funkce tvaru vhodného polynomu a exponenecialni
funkce. Predikujte hodnoty pro 21. stoleti.
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LRM - priklady (4)

U vicerozmérnych dat dale spocitejte vybérové korela¢ni koeficienty a vybérové
parcialni korela¢ni koeficienty. Obdrzené hodnoty intepretujte.

39. beh.txt: Pfiklad na vicerozmérnou regresi (maratonské bézkyné, 1977).
Pomoci regresnich pfimek zkoumejte zavislosti mezi tfemi veli¢inami:
rychlost béhu, korokova frekvence, délka kroku.

40. deti.txt: Pfiklad na vicerozmérnou regresi. Pomoci regresnich pfimek
zkoumejte zavislosti mezi ttemi veli¢inami: hmotnosti ditéte, vékem
a poc¢tem bodu z diktatu.

41. domacnostil957.txt : Piiklad na vicerozmérnou regresi (CSR, 1957).
Pomoci regresnich pfimek zkoumejte zavislosti mezi tfemi veli¢inami:
poctem ¢lent domécnosti, pfijmy a vydaji.

42. enrollment.txt : Pfiklad na vicerozmérou regresi (VS v USA). Pomoci
regresnich pfimek zkoumejte zavislosti mezi veli¢inami: pocet pfihlasek na
vysokou $kolu (ROLL), mira nezaméstnanosti (UNEM), pocet absolvent(
stredni skoly (HGRAD) a pramérny piijem (INC).



Ondfrej Pokora M5120 Linearni istické modely | - a do cviceni 32/39 podzim 2013

Rozdéleni pravdépodobnosti v LRM

mame bodové odhady B, chceme intervalové odhady a testovani hypotéz
teorie klasického LRM predpoklada e ~ N(0, oI,

Potom mame: ¥ ~ N (XB, o°I,)

MNC-odhad B vektoru parametrd je nestranny, § ~ N (B, o2(X'X)~1)

s? je nestrannym odhadem rozptylu ndhodnych chyb, E(s?) = o2

% ~ X*(n—k)

nahodné veli¢iny B a s jsou stochasticky nezéavislé

3 100
T:Mrvt(n—k) (c € RH
s/ (X'X) e
— ! —
R = 5 ~ F(m, n—k)
sz m

e B* je subvektor o m slozkach

e W je tomuto subvektoru odpovidajici blok m x m matice (X'X) 1.

e horni index 0 znaci zvoleny ¢iselny vektor, napf. pfi testovani vyznamnosti
dosazujeme B° = (0,---,0;), resp. B0 = (0,--- ,0,,)’
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Testy vyznamnosti v LRM

podzim 2013

Test vyznamnosti koeficientu B, tj. test Hyp: B; = 0 proti Hy: B; # 0O:

v T volime ¢ = ¢; (i-ty jednotkovy vektor), ,30 =0

B\i_o ! -1
T, ="— ~tln—k i = 1(X'X) 7}
=5 R m = XX

Test vyznamnosti modelu, Hy: (B4, ..., By) = 0 proti Hy: 3i > 0: B; # 0:
v Fvolime B* = (B1,...,Bp), m=k—1, 8 =(0,...,0p)

n—kSr_n—k(St 1>NF(k—1,7’l—k)

F:k—15_g_k—1 S,
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Obecné testy parametrii v LRM

podzim 2013

Test linearni kombinace koeficientt Hy: ¢/B = ¢’ B° proti Hy: ¢/B # ¢/ B°:
¢ € R¥ volime podle pozadované linearni kombinace
B° volime tak, aby ¢’B° € R byla testovana hodnota

Q3o 1 20
B Ry T
s /I (XX) Tc
Ptiklad (parabola) e By + B1 = 1?2 = volime ¢ = (1,1,0)’, c’,BO —
Ptiklad (pfimka) e 28y — 381 = 102 = volime ¢ = (2,3), ¢/’ = 10

Vektorovy test koeficientti Hy: //ﬁ = B*0 proti Hy: //3; # B0
testujeme subvektor B* o m slozkach (m < k)
— !/ —

Bl = o ~F(m, n—k)

W je testovanému subvektoru odpovidajici blok m x m matice (X'X)~!

Priklad (‘Bo, 52)/ = (0, 0)/?
Piiklad o (Bo, B1) = (0,1)"2



Ondfrej Pokora M5120 Linearni istické modely | - a do cviceni 35/39 podzim 2013

Korela¢ni koeficient

Korela¢ni koeficient (Pearson(iv) Rxy:
C(X,Y)
D(X)+y/D(Y)
Rxy € [—1;1]
je mirou [linearni zavislosti nahodnych veli¢in X, Y (s kladnymi rozptyly)
Kovariance: C(X,Y) = E[X — E(X)] [Y — E(Y)]

Rxy =

Pro normalné rozdélené nahodné veliCiny Ize interpretovat pomoci LRM
s regresni funkci Y = B + B1X:

Rxy =1 = pozitivni linearni zavislost, f; > 0 je vyznamny

Rxy = —1 = negativni linearni zavislost, f; < 0 je vyznamny

Rxy = 0 = linedrni nezavislost, f1 neni vyznamny

Obecné plati implikace: X, Y stochasticky nezavislé = Rxy = 0 (nezavislost =
nekorelovanost)

Pro normalné rozdéleni ndhodné veli¢iny plati ekvivalence (nezavislost =
nekorelovanost)
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Vybérovy korelacni koeficient

Vybérovy korelacni koeficient rxy:
je empirickou analogii korela¢niho koeficientu Ryy
pro ndhodny vybér ((X1, Y1), ..., (X, Yn)')
— Sxy
Sx Sy
Vybérovy rozptyl: 82 = Loy (X; — X)? = L ( X2 nXZ)
Vybérova kovariance:
Sxy = 77 i (Xi = X)(Yi = Y) = 75 (T XiYG — nXY)
Testy pro normalné rozdélené nahodné veliciny:
Test nezavislosti Hy: Rxy = 0 proti Hy: Rxy # O:

T=—1% /u—2~tn-2)

1—1%y
Test Hy: Rxy = Rq proti Hi: Rxy # Ry (tzv. Z-transformace):
1.1 1, 1+R R
U= St 1y 2 F % 31)\/;1_ ~N(0,1)

2 1-— rxy 2 1-— RO 2(1’1
—_————
z
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Vybérovy koeficient mnohonasobné korelace

Vybérovy koeficient mnohonasobné korelace ry.x:

2. = RyxRyxRxy
je empirickou analogii koeficientu mnohonasobné korelace Ry.x
ry.x =~ RY-X = R(Y, ?)
Ry.x € [0;1]
Koeficient determinace: R% = r%,,X
pro ndhodny vybér ((Y1,X1)',..., (Yn, Xy)') z (k+ 1)-rozmérného rozdéleni
Test pro normélné rozdélené nahodné veli¢iny Hy: Ry.x = 0 proti
Hi: Ry.x # 0, tj. Ze Y nezavisi na komplexu ndhodnych veli¢in X:
—k—-1 7
1 YX  F(kn—k—1)

2
k 1-ry.x

F =
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Vybérovy koeficient parcialni korelace

Vybérovy koeficient parcidlni korelace ry z.x:
-1
ryz — RyxRyxRxz

vz.x =
\/ (1 - RYXR)_Ql(RXY) (1 - RZXR)_Ql(RXZ)
je empirickou analogii parciélniho korela¢niho koeficientu Ry 7.x
rY,Z'X ~ RY,Z-X = R(Y — ?,Z — 2)
RY,Z~X S [*1; 1}

pro nahodny vybér ((Y1,X1,21)',..., (Yn, Xn, Zn)") z (k+ 2)-rozmérného
rozdéleni

Test pro normalné rozdélené ndhodné veli¢iny Hp: Ry z.x = 0 proti
Hi:Ryz.x #0, 1. Ze Y, Z jsou nezévislé ndhodné veli¢iny po odecteni
(linearniho) vlivu komplexu ndhodnych veli¢in X:

Ty 7.
T=—2Y2X  _t(n—k-2)

2
V31— zx
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Vybérové korelacni koeficienty v R

predpokladame, ze v proménnych X, Y, Z mame realizace ndhodného
vybéru
cor (X, Y) = vybérovy korelatni koeficient rxy
Vybérovy koeficient mnohonasobné korelace 7. (x yy
mZ <- 1lm (1 + X + Y) = LRM na proménnych X, Y
Zh <- mZ$fitted.values = Z = //35 + B)\(X + B;Y
cor (Z, Zh) = Tz (xy)y = R(Z,z)
Vybérovy koeficient parcialni korelace ry z.x
mY <- 1m (1 + X) = LRM na proménné X
mZ <- 1m (1 + X) = LRM na proménné X
Yr <- mY$residuals = reziduaY — Y = Y — ,[/38 - B;(X
Zr <- mZ$residuals = reziduaZ —Z = Z — &y — &, X
cor (Yr, Zr) = ryz.x = R(Y — Y, Z— 2)



